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Аннотация. Обсуждается математическое моделирование процесса электро-

спиннинга при производстве нановолокон на основе приближенного решения 

начальной задачи Брату. С целью получения высокоточных аппроксимаций 

предложен новый гибридный метод, который сочетает разложение решения  

в степенной ряд Тейлора с включением двух дополнительных соотношений, за-

писанных относительно двух неизвестных граничных условий. Этот метод поз-

волил получить высокоточные полиномиальные решения задачи Брату, и по точ-

ности аппроксимации превзойти известные приближенные численно-аналитиче-

ские методы на один-два порядка. 
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Annotation. Mathematical simulation of the electrospinning, used in the production of 

nanofibers, on the basis of the approximate solution of the initial Bratu problem is 

considered. With the aim to obtain high-accuracy approximations, a new hybrid meth-

od, combining the representation of a solution as a Taylor power series with the intro-

duction of two additional relations written in terms of two unknown boundary condi-

tions, is proposed. This method made it possible to obtain the highly exact polynomial 

solutions of the Bratu problem, and it surpasses the known approximate numerical-

analytical methods by one to two orders of magnitude in accuracy. 
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Введение. В последние годы исследование начальных задач в обыкновен-

ных дифференциальных уравнениях второго порядка привлекло многих иссле-

дователей. К одному из такого типа уравнений относится уравнение Брату [1], 

сформулированное как 
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Уравнение Брату – это нелинейное дифференциальное уравнение, имеющее 

множество приложений в математике, физике, технике и в других областях [2; 3], 
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при этом оно формулируется в виде нелинейной задачи с начальными или гра-

ничными условиями. Стандартная задача Брату использовалась для моделирова-

ния задачи горения в плоской плите [4]. Задача Брату [5–9] также используется  

в самых разных приложениях, таких, как модель воспламенения топлива в тео-

рии термического горения, модель процесса тепловой реакции, модель Чандрас-

екара расширения Вселенной [10], некоторые вопросы в области геометрии и 

теории относительности, касающиеся модели Чандрасекара, теория химических 

реакций, радиационный теплоперенос и нанотехнологии [11–16]. В настоящей 

работе рассмотрена одномерная задача типа Брату с начальными условиями 

 
(0) (0) 0.v v                                                           (2) 

 

Поскольку начальные задачи типа Брату имеют достаточно большую важ-

ность в вопросах моделирования различных реальных явлений, они получили 

должное внимание у многих численных аналитиков. Поэтому разработка высо-

коточных численно-аналитических и тем более аналитических подходов к ап-

проксимации решений уравнений типа Брату представляется важной и актуаль-

ной задачей. В последние годы в литературе можно найти множество аналитиче-

ских и численных методов приближенного решения задачи Брату [4; 17–20].  

В частности, Дж. Бойд [17; 18] предложил разложения по полиномам Чебышева 

и Гегенбауэра, выступающих в качестве базовых функций, для одновременной 

аппроксимации задачи Брату в двумерной постановке. В работе [21] авторы 

представили метод разложения Адомиана-Лапласа, а в [22] авторы обсудили но-

вые итерационные решения методом возмущений. Кроме того, для решения за-

дачи Брату (1), (2) были представлены метод разложения Адомиана [23] и метод 

групповой стрельбы Ли [24]. В работе [25] для решения задачи Брату предложен 

и развит вейвлет-метод Лежандра. 

Метод возмущений применительно к решению начальной задачи типа Бра-

ту достаточно подробно рассмотрен в работе [26]. Широко распространенный 

гомотопический метод возмущений для решения рассматриваемой задачи доста-

точно успешно применен в работе [27]. В особую группу выделим вариационно-

итерационный метод, на основе которого решена данная задача [28–30]. В виде 

незначительных «усовершенствований» этого метода выступают, в частности, 

работы [31–33]. Дальнейшее развитие вариационно-итерационный метод нашел 

в работе [34], в которой был применен предложенный в [35] подход, позволив-

ший преобразовать исходное дифференциальное уравнение (1) в новое уравне-

ние, лишенное экспоненты. При этом был введен в рассмотрение новый допол-

нительный параметр, позволивший проводить минимизацию модуля невязки  

самого дифференциального уравнения.  

Электроспиннинг и его математическая формулировка: начальная за-

дача Брату. Электроспиннинг (Electrospinning process – ESP) признан одним из 

наиболее удобных и экономичных методов изготовления полимерных нановоло-

кон [36]. Это метод производства сверхтонких волокон диаметром от 10 мкм до 

10 нм путем пропускания расплавленного полимера или раствора полимера че-

рез фильеру под действием электрического поля. Под действием электростати-

ческого поля полусферическая поверхность раствора полимера на кончике ка-
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пилляра удлиняется и принимает коническую форму, называемую конусом Тей-

лора [37]. Когда напряжение превышает пороговое значение, электростатические 

силы преодолевают поверхностное натяжение, и заряженная мелкая струя вы-

брасывается на кончике конуса Тейлора. Струя движется к опорной пластине, 

действующей как противоположный электрод, при этом растворитель испаряет-

ся. В конечном счете волокна достигают коллектора и укладываются на него.  

В дальнейшем полученный «продукт» подвергается термической обработке для 

создания графитовой структуры. Управляющими параметрами процесса являют-

ся гидростатическое давление в капилляре и внешнее электрическое поле. Эле-

менты, необходимые для электропрядения, включают в себя источник полимера, 

источник высокого напряжения и коллектор (рис. 1) [38].  

 

 
 

Рис. 1. Функциональная схема процесса электроспиннинга [38] 

 

Примеры успешного применения нановолокон, изготовленных методом 

электропрядения, и изделий на их основе широки и многообразны. Например, 

пористая нановолоконная мембрана, изготовленная ESP, применяется в качестве 

повязки на рану [36], которая может пропускать через себя жидкость из раны, 

предотвращая накопление под ней, а также высыхание раны. Такая нановоло-

конная мембрана обеспечивает контролируемое испарение жидкости, превос-

ходную кислородопроницаемость и повышенную эффективность в дренаже 

жидкости, одновременно препятствуя вторжению экзогенных микроорганизмов 

вследствие ультратонкой пористой структуры. Другие примеры – это, в частно-

сти, различное фильтрационное применение [36; 39], инженерия костной ткани 

[40], доставка лекарств и носителей катализаторов [41], изготовление волокни-

стых матов для армирования композитов [41] и т. д.  

Несмотря на существенную изученность ESP, его теоретическое моделиро-

вание остается весьма «узким местом», серьезно препятствующим дальнейшему 

повышению качества получаемых нановолокон и эффективности самого процес-

са. В работе [41] построена математическая модель, которая с некоторыми до-

пущениями описывает физику ESP. При этом принимается допущение о сущест-

венном превалировании электрической силы над другими силами, что позволяет 

получить классическое уравнение Брату, объясняющее возможную в ESP неста-

бильность (бифуркацию).  

В работе [37] математическая модель ESP связана с уравнением Брату, по-

лученным из уравнений баланса термоэлектрогидродинамики. Модель описыва-

ет скорость жидкости на внешнем крае шприца. Основными уравнениями про-
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цесса являются уравнения баланса массы, линейного импульса и электрического 

заряда соответственно [42–44]: 

 

0u  ,                                                          (3) 

 

 ρ ,m eu u F F                                                   (4) 

 

0j  ,                                                           (5) 

 

где  u – осевая скорость; 

j – плотность электрического тока; 

 – плотность материала; 

mF  и 
eF  – члены, обозначающие вязкие и электрические силы соответственно.  

В случае установившейся струи электрически генерируемая сила является 

доминирующей, поэтому одномерное уравнение количества движения прини-

мает вид 

 
2σ

,
ρ
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                                                       (6) 

 

где  r – радиус струи вдоль осевой координаты x (рис. 1); 

 – плотность поверхностного заряда; 

E – напряженность электрического поля в осевом направлении.  

Запишем уравнение баланса заряда 

 
22 σ ,r E r kE I                                                       (7) 

 

где  I – сила тока; 

k – константа, которая в случае несжимаемого полимера зависит только от 

температуры.  

Отсюда получаем 

 

 2

2
.

ρ
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                                                  (8) 

 

Далее, введя в рассмотрение новую переменную 6ln( ),v u  получаем 

 

 2

/2

2

6
e .

ρ

v
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Дифференцируя уравнение (9), с учетом / 1dr dx  [43] имеем 

 

 22
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Объединяя оба уравнения, в итоге приходим к одномерному уравнению 

Брату 
 

2

2

2 2 2

2 4

λe 0,

18 ( )
λ .

ρ

vv

x

E I r k E

r


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


  
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Некоторые подходы в приближенном решении начальной задачи Бра-

ту. Метод разложения Адомиана (Adomian decomposition method – ADM) Дан-

ный метод [45–47] определяет функцию ( )v x  бесконечным рядом 

 

0

( ) ( ),n

n

v x v x




                                                     (12) 

 

где компоненты ( )nv x  определяются рекуррентно. Нелинейный оператор ( )F v  мо-

жет быть разложен в виде бесконечного ряда полиномов, задаваемых формулой 
 

0
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n
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                                                      (13) 

 

где 
nA  – так называемые полиномы Адомиана, включающие функции 

0 ,v  
1,v  

2 ,v … : 
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(14) 

 

или эквивалентно 
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В настоящее время эти полиномы могут быть сгенерированы для всех клас-

сов нелинейности согласно специальным алгоритмам. В частности, один из та-

ких альтернативных алгоритмов построения полиномов Адомиана представлен  

в работе [47]. 

Далее кратко изложим получение на основе ADM [48] решения задачи при 

λ 2  . Начнем с того, что уравнение (1) можно записать в операторной форме 
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где дифференциальный оператор L определен как 

 
2

2
.L

x





 (17) 

 

Обратный оператор 1L  представляется двукратным интегральным оператором 
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d d .

x x

L x x                                                     (18) 

 

Применяя обратный оператор 1L  к обеим частям уравнения (16) и исполь-

зуя начальное условие (2), получаем 

 

 1( ) 2 e .vv x L                                                    (19) 

 

Подстановка (12) и (13) в функциональное уравнение (19) дает 
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где 
nA  – так называемые полиномы Адомиана нелинейного члена е

y
 дифферен-

циального уравнения (1), определенные в [48] в виде 
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Приняв для нулевой компоненты 
0 ( ) 0v x  , остальные компоненты ( ),nu x  

( 1)n   могут быть получены рекуррентно с помощью соотношения 

 

 1
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В свою очередь это дает 
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С учетом (13) решение ( )v x  принимает вид 

 

2 4 6 8 10 121 2 17 62 691
( ) ...
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(24) 

 

Решение (24) ограничено областью 0 1.x   Точное решение задачи (1), (2) 

имеет вид [48] 

 

 *( ) 2ln cos( ) .v x x   (25) 

 

Если разложим в ряд Тейлора точное решение (25), то придем к степенному 

ряду (24). Для приближенного решения, описываемого полиномом 
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построен график (рис. 2, а). Абсолютное отклонение приближенного решения от 

точного (25), определяемого формулой *( ) ( ) ,E v x v x  достигает максимального 

значения 0,020  (рис. 2, б). 

 

      
a                                                                     б 

 

Рис. 2. Графики приближенных (ADM, HPM, TSS, PM, VIM) и точного (27) 

(сплошная линия) решений (а) и графики абсолютных отклонений (б) 

 

Метод возмущений (Perturbation method – PM). Этот метод хорошо изве-

стен [49] и одним из первых стал применяться при решении многих типов нели-

нейных задач прежде всего в таких областях как классическая механика, меха-

ника жидкости и газа, аэродинамика [50].  

Следуя работе [51], будем предполагать, что нелинейный член в уравне- 

нии (1) представляет собой малое возмущение и что решение может быть выра-

жено в виде степенного ряда по малому параметру: 
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Подстановка (27) в (1) и приравнивание членов с равными степенями дает 

серию обыкновенных дифференциальных уравнений, которые можно рекурсив-

но проинтегрировать для определения функций 
0v , 

1v , 
2v  и т. д. 

Обратившись к задаче Брату (1), (2), зададим λ 2  . Подстановка (27)  

в (1) дает 
 

0ε

2 2 0
0 1 2 0

2e 0,

ε ε 2 1 ε ε ... 0.
2

u
v

v
v v v v

  

 
         

 
 

 (28) 

 

Далее потребуем, чтобы члены одного порядка были равны друг другу: 
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Решение системы уравнений (29) дает 
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2
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6 30

x x
v x x v x v x  

 
(30) 

 

Подставив (30) в (27), получим приближенное решение 
 

4 6
2 2( ) ε ε ...

6 30

x x
v x x     (31) 

 

В работе [51] показано, что наиболее точная аппроксимация достигается 

при ε 1.  В частности, для 3m   имеем приближенное решение [51] 
 

4 6
2( ) .

6 30

x x
v x x  

 
(32) 

 

Для полинома (32) построен график (рис. 2, а). По сравнению с решением 

на основе ADM здесь мы имеем гораздо худшую аппроксимацию (рис. 2, б).  

Гомотопический метод возмущений (Homotopy perturbation method – HPM). 

В 1998 г. Хе [52; 53] использовал основные идеи гомопотии в топологии, чтобы 

предложить общий аналитический метод – гомотопический метод возмущений 

(HPM) для решения нелинейных задач. Этот метод успешно применялся в реше-

нии многих типов нелинейных задач (см., например, [54] и [55]). На практике 

HPM представляет собой достаточно мощный и относительно простой в приме-

нении аналитический инструмент, которому не требуется наличие малых пара-

метров в дифференциальных уравнениях. Для решения начальной задачи типа 

Брату (1), (2) в работе [56] применен метод с введением малого параметра  

и с разложением нелинейного члена уравнения в ряд Тейлора, основанный на 

методе HPM [52]. 
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Следуя авторам работы [56], применим HPM для решения задачи (1)–(2), 

введя непосредственно в уравнение Брату (1) параметр p ∈ [0, 1] в виде 
 

λe ,pvv   (33) 
  

(0) (0) 0.v v   (34) 
 

Пpи 1p   уравнение (33) становится исходным. Отметим, что ввиду того, 

что p ∈ [0, 1], так называемый параметр вложения p можно рассматривать как 

«малый параметр». Применив технику метода возмущений [57], будем предпо-

лагать, что решение уравнений (33), (34) может быть выражено в виде степенно-

го ряда по параметру p: 
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(35) 

 

Положив p = 1, получим  
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( ) ...n

n
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(36) 

 

Чтобы получить приближенное решение уравнения (33) с начальными 

условиями (34), разложим экспоненту ev  в ряд Тейлора: 
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! 2 6

n
v

n

v v v
v
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(37) 

 

Подставив (35)–(37) в (33) и (34) и приравняв коэффициенты с одинаковы-

ми степенями для параметра p, получаем: 
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(38) 

 

Из уравнений (38) последовательно находим 
 

2 3 4 5
2 4 6 8 10

0 1 2 4 5

λ λ λ 17λ 31λ
, , , , , ...

2 24 180 20160 226800
v x v x v x v x v x       

 
(39) 

 

При λ 2   из (38) и (39) получаем приближенное решение в виде степен-

ного ряда 
 

2 4 6 8 101 2 17 62
( ) ...

6 45 1260 14175
v x x x x x x     

 
(40) 
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Как видим, в итоге мы нашли приближенное решение, которое идентично 

решению (24), полученному в [48] на основе метода разложения Адомиана (ADM).  

Метод вариационной итерации (Variational Iteration Method – VIM). Для 

иллюстрации основных положений метода вариационной итерации [58–60] рас-

смотрим дифференциальное уравнение 
 

( ) ( ) ( ),L v N v g x   (41) 
 

где L – линейный оператор; N – нелинейный оператор; g(t) – неоднородный член.  

Тогда можем построить корректно выполняемый функционал следующим 

образом: 
 

 
1

1

0

( ) ( ) λ ( ) ( ) ( ) d ,n n n nv x v x Lv s Nv s g s s                                  (42) 

 

где  – множитель Лагранжа [58; 59], который можно оптимально определить на 

основе вариационной теории. Второе слагаемое справа – это поправка, причем 

nu  рассматривается как ограниченная вариация, т. е. δ 0.nv   В нелинейном диф-

ференциальном уравнении (42) нелинейный член N(u) может быть представлен  

в виде ряда Тейлора 
 

0

( ) .k

k

k

N v a v




                                                    (43) 

 

Множитель Лагранжа λ  в функционале (42) определяется с учетом гранич-

ных условий (2). В результате получаем  
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00
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v x v x Lv s a v s g s s






 
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Применительно к задаче (1), (2) при λ 2   из (44) имеем итерационную 

формулу [32] 
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Из (45) последовательно находим 
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(46) 

 

График приближенного решения (46) для 
2 ( )v x  полностью совпадает с ана-

логичным графиком для решения на основе PM в виде полинома (32) (рис. 2, а). 

Аналогичное совпадение имеет место для абсолютного отклонения (рис. 2, б). 
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Метод контролируемой вариационной итерации (Controlled Variational It-

eration Method – СVIM). Предложен новый алгоритм вариационной итерации 

для решения задачи типа Брату (1), (2) на основе ESP с введением ненулевого 

вспомогательного параметра , управляющего областью сходимости. Данный 

подход устраняет сложности, которые имеют место в стандартных вариационно-

итерационных алгоритмах, проиллюстрированных в работах [29; 38], и здесь  

не требуется аппроксимация экспоненциального члена посредством его разло-

жения в ряд Тейлора. Правильный выбор вспомогательного параметра  приво-

дит к более точной аппроксимации по сравнению со стандартным VIM. 

Стандартная вариационная итерационная формула (42), примененная авто-

рами [30; 33] для решения уравнения Брату, имеет два основных недостатка. 

Первый недостаток связан с уравнением Брату, которое усложняет формулу ите-

рации ввиду сложности интегрирования (после первой итерации) вследствие 

присутствия нелинейного члена e

. Практически все авторы, использовавшие 

VIM для решения уравнения Брату, преодолевали эту проблему, аппроксимируя 

нелинейный член e

 с помощью ряда Тейлора (37). Второй недостаток связан 

именно с самой схемой VIM, которая не предусматривает возможности повыше-

ния и контроля точности решения. Авторы работы [34] воспользовались приме-

ненным в [61] преобразованием дифференциального уравнения (1) посредством 

его умножения на '( )v x  и интегрирования по области [0,1]x . Ими было получе-

но уравнение 
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 (47) 

 

Используя алгоритм (42), с учетом (47) и параметра   имеем [34] 

 
21 2

1 2

0

d ( ) 1 d ( )
( ) ( ) χ ( ) λ d .

d 2 d

n n
n n

v s v s
v x v x s x s

x x


   
      

   
                        (48) 

 

Из (48) для второй и третьей итераций получаем решения в виде [34] 
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1
( , ) 2χ χ χ ,

6
v x x x                                             (49) 
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( , ) 3χ 3χ χ 5χ 5χ χ 4χ 2χ χ .

6 45 252
v x x x x x                 (50) 

 

Для решения (49), отвечающего второй итерации, был найден параметр 

χ 1,17 , при котором абсолютная невязка уравнения (47) минимальная. Для тре-

тьей итерации (50) проведенные расчеты дают значение χ 1,163  с окончатель-

ным решением 

 
2 4 6 8( ) 1,00433 0,140936 0,0791483 0,011 1 8 .4 9v x x x x x                        (51) 
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График для абсолютного отклонения ( )E x  решения (52) представлен на рис. 3.  

 

 
 

Рис. 3. Графики для абсолютных отклонений 

 

Как видим, по сравнению со стандартным алгоритмом VIM здесь достига-

ется достаточно существенное повышение аппроксимационной точности реше-

ния: максимальное отклонение уменьшается примерно в три раза. Однако если 

сравнить графики Е(х) для VIM, ADM и HPM, то для всех данных решений по-

лучаются примерно одинаковые максимальные аппроксимационные ошибки. 

Новые приближенные решения начальной задачи типа Брату. Ниже 

представлены некоторые новые варианты получения приближенных полиноми-

альных (Polynomial Solutions – PS) решений начально-краевой задачи Брату (1), (2). 

Применение разложения в ряд Тейлора (Taylor Series Solution – TSS). В ра-

боте [62] краевая задача Брату решена методом разложения искомого решения  

в ряд Тейлора в точке 0x   с граничными условиями (0) (1) 0.v v   Применим 

данный метод для решения начальной задачи Брату, т. е. с граничными условия-

ми (2). Представим уравнение Брату в виде 

 

( ) λe .vv x   (52) 

 

Далее продифференцируем многократно уравнение (52):  
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(53) 

 

Для точки 0x  , применив граничные условия (2), из (52) и (53) получаем 
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Решение задачи в виде ряда Тейлора с учетом (54) запишем как 
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(55) 

 

В общем виде полученное решение (55) можно записать в виде 
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(2 )! (2 )!

k
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Первые 10 значений коэффициента 
kb  в (56) приведены в следующей табл. 1.  

 
Таблица 1. Коэффициенты полиномиального решения (34) 
 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

bk 1 1 4 34 496 11 056 349 504 14 873 104 819 786 496 56 814 228 736 

 

При λ 2  из (56) с учетом данных табл. 1 получаем 

 

2 4 6 8 10 12 142 17 62 691 21844
( ) ...

6 45 1260 14175 467 775 42 567 525

1
v x x x x x x x x                (57) 

 

Как видим, в итоге мы получили приближенное решение, идентичное реше-

ниям (24) и (40), полученным методами ADM и HPM соответственно (рис. 2 и 3). 

Комбинированный метод. В начальной задаче типа Брату (1), (2) отсут-

ствие граничных условий для 1x   приводит к существенному росту ошибки ап-

проксимации вблизи данной точки. Поэтому имеет смысл ввести в рассмотрение 

такие соотношения, которые каким-либо образом «задают» искомую функцию 

( ).v x  и ее производную ( )v x  в граничной точке 1x  , т. е. 

 

(1) , (1) .v a v b                                                 (58) 

 

Несмотря на то, что значения a и b в (58) не известны, мы можем тем не 

менее их «определить» посредством некоторых соотношений, о которых пойдет 

речь ниже.  

Умножим уравнение (1) на ( )v x  и проинтегрируем по области [0,1]x : 
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В итоге получим 
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Отсюда находим 

 

(1) 2λ(1 ) ( e ).av b A A                                          (61) 

 

Из соотношения eaA   имеем для точки 1x   

 

(1) ln .v a A                                                       (62) 

 

Полученные соотношения (61) и (62) будем в дальнейшем использовать  

в виде дополнительных «граничных условий» для точки 1x   согласно (58). 

Соотношения (61) и (62) содержат неизвестный параметр А. Для его опре-

деления применим интегральное соотношение, которое получим интегрировани-

ем уравнения (1), предварительно умноженного на (1 ).x  Применив интегриро-

вание по частям, приходим к определяющему интегральному соотношению 
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Далее применим полученные соотношения (61)–(63) совместно с результата-

ми решения задачи, например, на основе TSS. Искомое решение запишем в виде 
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Коэффициенты  
2

1

n m

n n
a

 


 соответствуют решениям, полученным одним из 

методов: ADM, HPM, TSS. Тогда для входящих в (64) неизвестных коэффициен-

тов 
1C  и 

2C  достаточно будет использовать «граничные условия» (61) и (62)  

с последующим применением интегрального соотношения (63). Получим при-

ближенные решения при m = 3, 4, 5 и 6. 

N = 6 (m = 3). Запишем искомое приближенное решение задачи (1), (2) при 

λ 2   в виде полинома  
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1 2( ) .v x x C x C x                                                 (65) 

 

Подстановка (65) в (61) и (62) дает систему линейных уравнений, из кото-

рой находим 
 

1 22 1 3ln , 1 1 2ln .C A A C A A                                  (66) 

 

Применив численное интегрирование (63) с учетом (65) и (66), получим за-

висимость ( ).S A  Для ( ) 0S A   получаем 3,42163A . Отсюда, используя (66), нахо-

дим коэффициенты 

 

1 20,134193, 0,0959245.C C                                       (67) 
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В итоге, учитывая (65), приходим к приближенному решению в виде 

 
2 4 60,134193 .0,095 24) 9 5(v xx x x                                      (68) 

 

График решения (68) представлен на рис. 4, а. Отмечаем полное слияние 

графиков для приближенного и точного решений. График для абсолютного от-

клонения ( )E x  (по сравнению с другими решениями) представлен на рис. 4, б. 

Мы видим существенное снижение максимального абсолютного отклонения по 

сравнению с решениями на основе ADM, HPM, TSS. 

 

 

 
 

Рис. 4. Графики для точного (27) и приближенного (68) решений (а) 

и для абсолютных отклонений ADM, HPM, TSS и CM при m = 4 (б) 

 

N = 8 (m = 4). Для решения в виде полинома степени N = 8 из (64) имеем 

 
4

2 6 8

1 2( ) .
6

x
v x x C x C x                                              (69) 

 

Проведя аналогичные случаю m = 3 вычисления, получаем 

 

1 2

10 13
1 4ln , 1 3ln .

3 6
C A A C A A                                  (70) 

 

Используя интегральное соотношение (63), находим A = 3,425, откуда из (7)  

 

1 20,0338305, 0,030604.C C                                       (71) 
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Искомое решение из (69) получаем в виде следующего полинома:  

 
4

2 6 8( ) 0,0338 .305 0,030604
6

x
v x x x x                                    (72) 

 

Аналогичным образом могут быть получены решения для более высокого 

порядка приближения. В частности, при N = 10 и 12 соответственно находим 

 

 1 23,42543 0,0098682, 0,010248 ,10 ( 5) :N A C Cm               (73) 

 

 1 23,4255 0,00310123, 0,00354352 .12 ( 6) :N Cm A C            (74) 

 

Из (74) получаем следующие приближенные решения: 

 

2 4 6 8 102
( ) 0,0 ,098682 0,0102 8

1
4

6 45
v x x x x x x                              (75) 

 
4 6 8

2 10 12.
2 17

( ) 0,00310123 0,00354352
6 45 1260

x x x
v x x x x                         (76) 

 

Графики абсолютных отклонений полученных приближенных решений 

(68), (72), (75) и (76) представлены на рис. 5. Констатируем высокую сходимость 

данных приближенных решений, которые получены предложенным новым ком-

бинированным методом. 

 

 
Рис. 5. Графики абсолютных отклонений E на основе комбинированного метода 

 

Заключение. Для решения начальной задачи типа Брату, описывающей 

процесс электроспиннинга, проанализировано большинство основных прибли-

женных аналитических и численно-аналитических методов, которые применя-

лись многими исследователями. Показано, что среди данных методов следует 

особо выделить метод разложения Адомиана (ADM) и метод гомотопических 

возмущений (HPM). Данные приближенные методы дают достаточно точные 

аппроксимации начальной задачи типа Брату. В то же время метод возмущения 
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(PM) и вариационно-итерационный метод (VIM) заметно уступают в точности 

методам ADM и HPM. Применение других «усовершенствований» рассмотрен-

ных методов, как правило, не дает каких-либо существенных преимуществ. Сре-

ди них достаточно интересным и более точным выглядит метод контролируемой 

вариационной итерации (CVIM). В работе показано, что применение последова-

тельного дифференцирования уравнения Брату в точке x = 0 c применением 

формулы Тейлора в виде разложения в степенной ряд (TSS) позволяет достаточ-

но легко получать аппроксимационное решение начальной задачи типа Брату, 

которое полностью идентично решениям, отвечающим методу разложения Адо-

миана (ADM) и гомотопическому методу возмущения (HPM). Использование 

комбинации TSS (ADM, HPM) и полученных новых дополнительных «гранич-

ных условий» для х = 1 с привлечением специального интегрального соотноше-

ния позволяет очень существенно улучшить точность приближенных решений 

по сравнению со всеми рассмотренными методами, включая ADM и HPM, при-

чем точность аппроксимационного решения повышается на порядок и более. 
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