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многомеРный РегРессионный анализ  
технологии пРоцесса пРокатки

Известно, что свойства катанки формируются 
на этапах выплавки стали, получения литой заго-
товки и заготовки в процессе прокатки. На свой-
ства катанки влияет множество факторов, напри-
мер, химический состав стали, наличие дефектов 
после выплавки и в процессе получения литой за-
готовки, микроструктура перлита катанки после 
сорбитизации с проката, технология изготовления 
катанки. Присутствие многоступенчатости техно-
логических переделов приводит к усложнению по-
иска причин ухудшения качества продукции при 
массовом производстве. Непрерывность техноло-
гического процесса не позволяет останавливать 
технологические агрегаты и линии для проведения 
исследований причин и поиска оптимальных тех-
нологических режимов. В таких ситуациях, как 
правило, используют различные методы статисти-
ческого анализа. Проработка литературных дан-
ных показала, что для сложных технологических 
циклов отсутствуют готовые методы регрессион-
ного анализа. А учитывая тот факт, что в условиях 
реального производства и в борьбе за рынки сбыта 
происходит постоянная смена сортамента выпу-
скаемой продукции при прокатке, требуется всегда 
проводить статистический анализ технологических 
параметров и характеристик используемых мате-
риалов для улучшения качества продукции. В дан-
ной работе предлагается собственная схема прове-
дения анализа с использованием специальных ха-
рактеристик. Специальная характеристика – это 
характеристики продукции и процессов, назначен-
ные потребителем, описывающие безопасность  
и правительственные нормы и/или назначенные по-
ставщиком благодаря знаниям о продукции и про-
цессе, требующие мониторинга и внесения в планы 
управления и другие технологические документы.

При определении влияния на зависимую пере-
менную нескольких факторов можно использовать 
многофакторный дисперсионный анализ, с помо-

щью которого можно определить степень зависимо-
сти между характеристиками и в результате последо-
вательного анализа выбрать специальные характери-
стики. Главное преимущество этого метода в том, 
что он позволяет исследователю изучать взаимодей-
ствие факторов. Взаимодействия (interaction) имеют 
место, когда эффекты одного фактора на зависимую 
переменную зависят от уровня других факторов. 

Цель проведения многомерного регрессионно-
го анализа – исследование влияния химического 
состава стали на величину прочности, относитель-
ного сужения и относительного удлинения стали 
65К, предназначенной для изготовления металло-
корда; выбор специальных характеристик катанки, 
которые могут повлиять на безопасность или соот-
ветствие правительственным нормам, установку, 
функцию, работоспособность или последующую 
переработку продукции.

Задачей анализа является построение мате-
матической модели и выбор одного или несколь-
ких оптимальных параметров из многих выходных 
параметров, при этом другие служат ограничения-
ми, которые бы минимизировали сумму квадратов 
отклонений наблюдаемых точек от поверхности 
(регрессионная поверхность выражает наилучшее 
предсказанное значение зависимой переменной y 
для заданных значений независимых переменных x). 
Всегда полезно исследовать возможность умень-
шения выходных параметров, так как невозможно 
построить математические модели, одновременно 
оптимизировав несколько функций [1, 2]. 

Анализ зависимости химического состава стали  
от величины прочности, относительного  

сужения и относительного удлинения проволоки 
из стали 65К, предназначенной для изготовления 

металлокорда по ЗТУ 840-03
Для многомерного регрессионного анализа вос-

пользуемся моделью черного ящика (рис. 1).

The mathematical model of multidimensional regres-
sive analysis is presented. Its practical application for 
rolling production is treated.
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Под моделью будем понимать вид функции от-
клика. При построении многомерных моделей на-
глядность представления теряется и приходится 
выражаться на языке алгебры. Модель должна 
быть адекватной, т. е. предсказанное с помощью 
модели значение отклика не должно отличаться от 
фактического больше, чем на некоторую заданную 
величину. Выбранная линейная модель будет всег-
да адекватна по причине аналитичности функции 
отклика, и всегда существует окрестность любой 
точки, в которой линейная модель адекватна. Ма-
тематическая модель нужна для предсказания на-
правления, в котором величина параметра оптими-
зации улучшается быстрее, чем в любом другом 
направлении. В исследуемом случае уже известен 
допуск на рассматриваемые характеристики и, 
следовательно, известна область факторного про-
странства. Эта модель имеет конечное число опы-
тов, позволяющее получить выборочные оценки 
для коэффициентов уравнения [3–5]. Их точность 
и надежность зависят от свойств выборки и нуж-
даются в статистической проверке. Задачей здесь 
является вычисление значений коэффициентов мо-
дели.

В табл. 1 приведены химический состав и ме-
ханические свойства стали по применяемой на 
РУП «БМЗ» марке стали для изготовления метал-
локорда и проволоки в соответствии с заводскими 

техническими условиями, в табл. 2 – статистиче-
ские данные по механическим и химическим ха-
рактеристикам катанки марки стали 65К для про-
изводства метизной продукции.

Таким образом, функция является линейной  
и система N линейных уравнений (алгебраических 
полиномов первой степени) и уравнение множе-
ственной регрессии (число независимых перемен-
ных 2≥ ) имеет следующий вид [6]:

0 1 1 2 2  . . .i k ky B B x B x B x= + + + + ,
где B0, B1, B2, …, Bk – свободные коэффициенты; 
x1, x2, …, xk, iy  – переменные, представляющие 
собой два массива чисел. Применительно к иссле-
дуемым характеристикам переменные x1, x2, …, xk – 
это процентное содержание химических элемен-
тов в стали, а y1, y2, y3  – это значение временного 
сопротивления разрыву σb, относительного суже-
ния ψ и относительного удлинения δ соответствен-
но. Тогда система линейных уравнений примет 
вид

1 10 11 11 12 12 19 19

2 20 21 21 22 22 29 29

3 30 31 31 32 32 39 39

... ,
... ,
 . . .  .

y B B x B x B x
y B B x B x B x
y B B x B x B x

= + + + +
 = + + + +
 = + + + +

На рис. 2 показан алгоритм построения модели 
множественной регрессии. Используя этот алго-
ритм, рассмотрим пошагово его практическое при-
менение на примере прокатного производства.

Шаг 1. Построим входную расширенную ма-
трицу для входных переменных (x1, x2, x3, …, x9)  
и одной выходной (y) для n = 89 наблюдений. Для 
данного исследования матрица имеет вид

11 12 13 14 15 16 17 18 19 1

21 22 23 24 25 26 27 28 29 2

91 92 93 94 95 96 97 98 99 9

 .
 . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .

x x x x x x x x x y
x x x x x x x x x y

x x x x x x x x x y

 
 
 
 
 
 

 .

По исходным данным (табл. 2) проведем вы-
числения средних значений и дисперсии для всех 
переменных. 

Шаг 2. Преобразуем исходную матрицу к стан-
дартизированному виду, используя средние ариф-

 
Рис. 1. Модель черного ящика для производства катанки  

в условиях РУП «БМЗ»

Т а б л и ц а  1.  Химический состав и механические свойства стали по ЗТУ 840-03-2006

Марка стали

Массовая доля элементов, %

C Mn
Si P S Cr Ni Cu Al N2

не более

65К 0,67–0,71 0,45–0,55 0,30 0,015 0,015 0,06 0,06 0,07 0,004 0,007

Требования по механическим свойствам стали

910 1090σ = − , Н/мм2 ψ , не менее 38% δ , не менее 12%
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Рис. 2. Алгоритм определения специальных характеристик с помощью математической модели
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метические 1 2 3 9 1 2 3, , , ..., , , ,x x x x y y y  и средне-
квадратические отклонения переменных Sx1, Sx2, 
Sx3, …, Sx9, Sy1, Sy2, Sy3 (табл. 3) по следующей фор-
муле[6–8]:

11 1 91 1
11 91

1 1
 . . .

x x

x x x xt t
S S
− −

= = , 

… … … 

19 9 99 9
19 99

9 9
 . . .

x x

x x x xt t
S S
− −

= =  .

Полученная матрица будет иметь следующий 
вид:

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 21

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

 .
 . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .  . . .

t t t t t t t t t t
t t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

 
 
 
 
 
 

 .

В новых переменных уравнение имеет вид

1 1 2 2 3 3  . . . k kt t t t t= β +β +β + +β  .

Здесь в качестве переменной y  применяется 
переменная t , а в качестве переменных x1, x 2, …, 
xk – переменные t1, t 2, …, tk .

Шаг 3. Представим эту систему линейных 
уравнений в матричном виде. Вычислим частные 
коэффициенты корреляции между переменными 

ix  и jx  для новой стандартизированной матрицы
ijt  (табл. 4).

Составим систему линейных уравнений, введя 
новые переменные β1, β2, β3, …, β9, являющиеся 
неизвестными. 

Применительно к рассматриваемому случаю 
уравнение имеет следующий вид:

1 1 1 1 1 2 2 1 3 3 1 9 9

2 2 1 1 2 2 2 2 3 3 2 9 9

9 9 1 1 9 2 2 9 3 3 9 9 9

... ,
... ,

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 . . .  .

x y x x x x x x x x

x y x x x x x x x x

x y x x x x x x x x

r r r r r
r r r r r

r r r r r

= β + β + β + + β
 = β + β + β + + β



= β + β + β + + β

В качестве основной формулы для расчета ко-
эффициента корреляции rxy для двух переменных x 
и y используют формулу [1]:

( )( )

( ) ( )

1

2 2

1 1

n
i i

i
xy

n n
i i

i i

x x y y
r

x x y y

=

= =

− −
=

− −

∑

∑ ∑
,

где ,x y  – соответственно средние значения пере-
менных ix  и iy  .

Линейный коэффициент корреляции находится 
в пределах: 1 1xyr− ≤ ≤ . Система уравнений фор-
мируется из матрицы корреляции (табл. 5):

11 1 1 2 1 3 1 9

22 1 2 2 2 3 2 9

99 1 9 2 9 3 9 9

 . . .
 . . .

 .
 . . . . . .  . . .  . . .  . . .  . . .

 . . .

x yx x x x x x x x

x yx x x x x x x x

x yx x x x x x x x

rr r r r
rr r r r

rr r r r

 
 
 
 
 
 

 .

Шаг 4. Решим систему линейных уравнений  
с помощью обратной матрицы [9, 10].

В результате получены значения коэффициен-
тов стандартизированного уравнения β1, β2, β3, …, 
β9 (табл. 5) путем перемножения массивов обрат-
ной матрицы и коэффициентов корреляции.

Шаг 5. Далее решая систему, определяем ре-
грессионные коэффициенты 1 2 3 9, , , ...,β β β β , по 
которым осуществляется переход к исходным ко-
эффициентам модели 0 1 2 9, , ,...,B B B B  (табл. 5). 
При этом используются формулы [6]

1 1
1

y

x
B

σ
= β

σ
, ..., 9 9

9

y

x
B

σ
= β

σ
 и 

9
0 9 9

1j
B y B x

=
= − ∑  .

Шаг 6. Определение множественного коэффи-
циента корреляции.

Множественный коэффициент корреляции оп-
ределяется как:

1 1 2 2 9 9 . . .x y x y x yR r r r= β +β + +β  .

Полученные в результате исследований мно-
жественные коэффициенты корреляции приведе-
ны в табл. 6. Множественный коэффициент корре-
ляции считается значительным, т. е. имеет место 
статистическая зависимость между y  и остальны-
ми факторами x1, x2, …, xk, если Fнабл 〉  Fкр
( ), 1,k n kα − − , где Fкр определяется по таблице 
F-распределения. Сила связи между химическим 
составом и пределом прочности, относительным 
удлинением является умеренной, а с относитель-
ным сужением – слабой. 

Шаг 7. Определение множественного коэффи-
циента детерминации (табл. 6).

Множественный коэффициент детерминации 
при линейной зависимости определяется как [1]:

, 

где  – остаточная сумма квадратов 

отклонений; ( )2

1

n
i

i
y y

=
−∑  – общая сумма квадратов 

отклонений. Коэффициент детерминации R2 явля-
ется суммарной мерой общего качества уравнения 



/ 223 
  4 (58), 2010

Т 
а 

б 
л 

и 
ц 

а 
 3

.  
С

та
нд

ар
ти

зи
ро

ва
нн

ая
 м

ат
ри

ца
 t i

j

№
 п

/п
Зн

ач
ен

ия
 п

ер
ем

ен
ны

х

(
)

C
it

(
)

Si
it

(
)

M
n

it
(
)P

it
(
)S

it
(

)
C

r
it

(
)

N
i

it
(

)
C

u
it

(
)

2
N

it
(

)
j

b
t

σ
(

)
jt
ψ

(
)

jt
δ

1
–0

,2
80

77
18

–0
,7

24
59

85
–0

,3
92

16
13

–0
,4

30
99

11
0,

03
19

40
5

–0
,1

46
47

77
0,

13
03

36
3

0,
26

20
22

7
–0

,0
72

39
18

–0
,8

23
87

39
–0

,4
54

05
16

–0
,7

77
49

14
2

0,
46

70
83

8
0,

62
88

39
5

–0
,0

38
75

55
–1

,0
95

29
95

–0
,6

52
51

65
–0

,3
32

26
68

–0
,6

11
21

19
0,

59
99

34
3

–0
,0

72
39

18
–0

,4
39

97
46

0,
28

06
86

4
0,

87
00

49
9

3
0,

04
15

79
7

0,
45

65
83

7
0,

76
39

80
5

–0
,3

19
02

90
–0

,0
61

89
63

0,
11

10
51

9
0,

09
91

78
8

0,
79

77
36

3
–0

,6
83

50
45

–0
,0

56
07

52
–0

,4
54

05
16

–0
,4

47
98

31
4

1,
04

73
16

6
–0

,1
75

02
07

–0
,0

86
71

77
0,

05
41

77
9

0,
76

60
75

8
–0

,1
64

87
26

0,
10

54
10

3
–0

,2
18

74
58

–0
,0

72
39

18
–0

,8
23

87
39

–1
,5

56
15

88
–0

,7
77

49
14

5
–0

,9
25

47
50

–0
,6

42
57

20
0,

25
40

66
4

0,
51

69
54

5
0,

97
03

08
9

–1
,0

90
13

95
–1

,3
90

14
91

–0
,4

22
04

23
–0

,0
72

39
18

–0
,4

39
97

46
1,

38
27

93
6

0,
54

05
41

6
6

–0
,7

96
53

43
–0

,1
42

21
01

0,
35

50
39

5
0,

74
08

78
7

–1
,0

16
82

42
1,

68
75

00
5

–0
,4

86
58

20
–0

,9
02

81
08

–0
,0

72
39

18
–1

,2
07

77
33

–1
,5

56
15

88
0,

21
10

33
3

7
–0

,6
67

59
37

–0
,2

81
65

52
0,

50
49

84
5

0,
46

47
05

6
–0

,7
24

27
41

1,
96

89
43

5
0,

83
13

79
8

–0
,0

82
75

70
0,

39
90

37
9

–1
,5

91
67

26
–0

,8
21

42
06

0,
54

05
41

6
8

0,
36

39
31

3
–0

,2
16

03
40

0,
11

77
52

8
0,

96
48

02
9

1,
19

11
01

5
1,

70
58

95
5

0,
04

30
95

4
0,

14
11

43
8

0,
62

60
22

6
–0

,4
39

97
46

–1
,1

88
78

97
–0

,4
47

98
31

9
–1

,4
41

23
75

–1
,0

36
29

94
–1

,5
63

44
91

–1
,0

50
51

47
0,

08
71

38
6

–0
,1

88
78

61
1,

25
82

37
4

0,
55

32
31

1
–0

,0
72

39
18

–1
,2

07
77

33
1,

01
54

24
5

0,
87

00
49

9
10

0,
75

07
53

2
–0

,6
17

96
40

–0
,9

97
99

98
–1

,1
99

79
75

0,
58

39
21

9
1,

46
67

60
9

1,
97

48
59

7
0,

31
97

14
9

0,
27

68
15

4
–0

,0
56

07
52

–0
,0

86
68

25
1,

19
95

58
2

11
–0

,2
80

77
18

–0
,7

57
40

91
–0

,8
01

10
23

–1
,1

99
79

75
0,

19
75

34
9

–0
,1

88
78

61
1,

04
01

35
0

0,
26

47
70

0
–1

,1
20

01
35

–1
,2

07
77

33
–0

,0
86

68
25

1,
52

90
66

5
12

–0
,2

80
77

18
–0

,0
84

79
15

–0
,6

49
64

27
–1

,4
23

72
16

–0
,0

78
45

58
0,

97
00

96
8

0,
35

46
70

2
0,

14
11

43
8

0,
97

52
29

8
–0

,4
39

97
46

–0
,0

86
68

25
1,

19
95

58
2

13
–1

,5
70

17
81

–0
,3

14
46

58
–0

,6
74

88
59

–1
,4

23
72

16
0,

14
23

36
8

0,
97

00
96

8
0,

41
69

85
2

0,
14

11
43

8
0,

97
52

29
8

–1
,5

91
67

26
–0

,0
86

68
25

0,
54

05
41

6
14

1,
52

43
96

9
–0

,3
80

08
70

–0
,7

55
66

44
–1

,2
74

43
89

–0
,3

54
44

65
1,

39
31

81
0

0,
85

31
90

1
0,

18
23

52
5

–0
,5

96
20

27
–0

,4
39

97
46

0,
28

06
86

4
1,

19
95

58
2

15
–0

,5
38

65
31

–1
,6

26
89

05
–1

,1
09

07
02

0,
36

76
71

8
–0

,1
33

65
39

–0
,8

32
60

99
–0

,7
04

68
44

–0
,5

86
87

72
1,

32
44

37
1

1,
86

34
21

6
–3

,0
25

63
50

–0
,4

47
98

31
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
83

1,
13

75
75

0
–0

,1
91

42
60

–1
,1

54
50

81
2,

45
76

30
7

–0
,3

54
44

65
–1

,0
90

13
95

–0
,2

99
63

70
–1

,1
22

59
07

0,
62

60
22

6
0,

32
78

24
2

–1
,1

88
78

97
–1

,1
06

99
97

84
–0

,5
38

65
31

0,
07

92
61

6
–0

,3
01

28
55

1,
26

33
68

4
–1

,0
16

82
42

–1
,5

13
22

37
–0

,6
11

21
19

–0
,2

98
41

61
–0

,0
72

39
18

2,
24

73
21

0
0,

28
06

86
4

–0
,7

77
49

14
85

–1
,0

54
41

56
1,

00
61

61
6

–0
,0

89
24

21
1,

56
19

34
0

–0
,9

61
62

61
–1

,4
94

82
87

–0
,3

30
79

45
–0

,9
02

81
08

0,
27

68
15

4
0,

71
17

23
5

–1
,1

88
78

97
–1

,1
06

99
97

86
0,

49
28

71
9

1,
36

70
78

4
–0

,3
97

21
00

0,
74

08
78

7
–0

,8
51

22
98

0,
97

00
96

8
0,

88
43

47
6

0,
19

60
88

7
–1

,1
20

01
35

–0
,8

23
87

39
–0

,8
21

42
06

–0
,7

77
49

14
87

0,
10

60
50

0
–0

,9
21

46
22

1,
61

21
54

4
–0

,0
80

17
66

1,
24

62
99

7
0,

97
00

96
8

0,
63

50
87

7
1,

04
77

35
9

0,
97

52
29

8
–0

,4
39

97
46

0,
28

06
86

4
–0

,4
47

98
31

88
–0

,0
22

89
06

–0
,8

47
63

83
1,

76
86

62
7

0,
29

30
30

4
1,

19
11

01
5

0,
54

70
12

6
1,

10
24

50
0

–0
,0

23
69

12
0,

97
52

29
8

0,
71

17
23

5
0,

28
06

86
4

–0
,4

47
98

31
89

–1
,8

28
05

93
–1

,7
99

14
63

2,
35

43
06

6
0,

74
08

78
7

–0
,4

64
84

28
–1

,4
39

64
38

–0
,1

43
84

96
–1

,2
46

21
69

–0
,5

96
20

27
–1

,9
75

57
20

0,
64

80
55

5
–0

,7
77

49
14



224 /  
4 (58), 2010  

Т 
а 

б 
л 

и 
ц 

а 
 4

.  
М

ат
ри

ца
 к

ор
ре

ля
ци

и 
дл

я 
ст

ан
да

рт
из

ир
ов

ан
но

й 
м

ат
ри

цы
 t i

j

r
Зн

ач
ен

ие
 к

оэ
фф

иц
ие

нт
ов

 к
ор

ре
ля

ци
и

(
)

xi
xj

r
C

(
)

xi
xj

r
Si

(
)

xi
xj

r
M

n
(

)
xi

xj
r

P
(
)

xi
xj

r
S

(
)

xi
xj

r
C

r
(

)
xi

xj
r

N
i

(
)

xi
xj

r
C

u
(

)
2

xi
xj

r
N

(
)

xi
yi

b
r

σ
(

)
xi

yi
r

ψ
(
)

xi
yi

r
δ

x 1
1

0,
21

80
88

23
0,

08
84

96
29

–0
,0

90
51

35
0,

07
63

70
28

–0
,0

87
05

67
0,

00
52

61
68

–0
,1

20
74

05
–0

,0
63

77
99

–0
,0

52
93

59
–0

,1
84

86
10

–0
,0

65
74

90
x 2

0,
21

80
88

23
1

–0
,0

70
14

01
0,

04
52

65
14

0,
29

43
67

51
–0

,2
48

72
02

–0
,1

21
60

76
0,

04
94

60
99

0,
07

43
42

63
0,

18
97

13
20

0,
03

27
33

80
–0

,2
09

55
58

x 3
0,

08
84

96
29

–0
,0

70
14

01
1

–0
,1

27
52

36
0,

01
91

53
28

0,
23

39
48

51
–0

,0
30

90
83

0,
03

71
83

70
0,

02
87

21
61

–0
,2

97
45

68
–0

,0
99

83
03

–0
,1

41
69

19
x 4

–0
,0

90
51

35
0,

04
52

65
14

–0
,1

27
52

36
1

0,
20

31
62

76
0,

03
59

10
94

0,
22

13
90

16
–0

,0
81

71
33

0,
04

92
09

17
0,

26
57

84
81

–0
,0

23
38

79
–0

,0
18

32
68

x 5
0,

07
63

70
28

0,
29

43
67

51
0,

01
91

53
28

0,
20

31
62

76
1

–0
,1

16
46

92
0,

13
32

10
99

0,
06

79
22

75
0,

14
65

83
44

0,
12

30
79

06
0,

01
76

63
06

0,
02

66
65

79
x 6

–0
,0

87
05

67
–0

,2
48

72
02

0,
23

39
48

51
0,

03
59

10
94

–0
,1

16
46

92
1

0,
44

01
28

21
0,

16
30

72
63

0,
11

31
60

65
–0

,1
13

63
24

–0
,0

73
54

58
0,

15
33

42
91

x 7
0,

00
52

61
68

–0
,1

21
60

76
–0

,0
30

90
83

0,
22

13
90

16
0,

13
32

10
99

0,
44

01
28

21
1

0,
52

31
82

85
0,

03
69

03
67

–0
,0

67
25

79
–0

,0
23

17
27

6
0,

05
10

36
99

x 8
–0

,1
20

74
05

0,
04

94
60

99
0,

03
71

83
70

–0
,0

81
71

33
0,

06
79

22
75

0,
16

30
72

63
0,

52
31

82
85

1
0,

01
20

31
45

–0
,0

62
96

96
–0

,0
65

37
32

–0
,2

54
78

38
x 9

–0
,0

63
77

99
0,

07
43

42
63

0,
02

87
21

61
0,

04
92

09
17

0,
14

65
83

44
0,

11
31

60
65

0,
03

69
03

67
0,

01
20

31
45

1
0,

02
88

00
22

–0
,0

77
12

34
0,

06
86

03
65

Т 
а 

б 
л 

и 
ц 

а 
 5

.  
О

бр
ат

на
я 

м
ат

ри
ца

 
(

)
1

9
9

A
−

×

Зн
ач

ен
ие

 о
це

ни
ва

ем
ы

х 
ха

ра
кт

ер
ис

ти
к  
(
)k

Ко
эф

фи
ци

ен
ты

 р
ег

ре
сс

ии
 

ст
ан

да
рт

из
ир

ов
ан

но
й 

си
ст

ем
ы

 
ли

не
йн

ы
х 

ур
ав

не
ни

й

Ко
эф

фи
ци

ен
ты

 р
ег

ре
сс

ии
 и

сх
од

но
й 

си
ст

ем
ы

 л
ин

ей
ны

х 
ур

ав
не

ни
й

(
)

1x
C

(
)

2
Si

x
(

)
3

M
n

x
(
)

4
P

x
(
)

5
S

x
(

)
6

C
r

x
(

)
7

N
i

x
(

)
8

C
u

x
(

)
9

2
N

x
σ

β
ψ

β
δ

β
B σ

B ψ
B δ

0B

1,
15

23
8

–0
,2

93
96

–0
,1

53
02

0,
18

70
8

–0
,0

13
69

0,
13

09
8

–0
,3

12
67

0,
31

67
8

0,
08

54
5

–0
,0

34
6

–0
,2

41
7

–0
,0

67
0

–1
16

,0
6

–8
4,

82
57

–1
3,

10
8

–
–0

,2
93

9
1,

26
45

7
0,

09
39

4
–0

,0
95

03
–0

,3
22

48
0,

15
58

7
0,

29
65

3
–0

,2
66

88
–0

,0
88

88
0,

13
92

0,
08

89
–0

,1
64

9
29

7,
34

2
19

,8
38

6
–2

0,
52

5
–

–0
,1

53
0

0,
09

39
4

1,
13

57
9

0,
09

37
4

–0
,1

28
20

–0
,3

74
58

0,
27

84
6

–0
,1

33
57

–0
,0

01
47

–0
,2

70
6

–0
,0

56
5

–0
,1

85
0

–3
55

,8
4

–7
,7

70
0

–1
4,

17
1

–
0,

18
70

8
–0

,0
95

03
0,

09
37

4
1,

20
39

5
–0

,1
88

32
0,

05
18

9
–0

,4
67

96
0,

37
14

4
–0

,0
08

41
0,

24
29

–0
,0

95
1

–0
,1

43
9

47
23

,5
2

–1
93

,3
10

6
–1

62
,9

7
–

–0
,0

13
6

–0
,3

22
48

–0
,1

28
20

–0
,1

88
32

1,
22

18
9

0,
23

23
5

–0
,2

75
71

0,
02

89
6

–0
,1

59
53

0,
06

37
0,

03
05

0,
12

59
91

6,
47

1
45

,7
82

5
10

5,
46

1
–

0,
13

09
8

0,
15

58
7

–0
,3

74
58

0,
05

18
9

0,
23

23
5

1,
49

73
4

–0
,7

81
04

0,
17

70
1

–0
,1

71
83

0,
04

27
–0

,0
69

2
0,

14
99

20
4,

78
1

–3
4,

63
50

41
,8

41
0

–
–0

,3
12

6
0,

29
65

3
0,

27
84

6
–0

,4
67

96
–0

,2
75

71
–0

,7
81

04
2,

07
31

1
–1

,0
39

99
0,

03
78

5
–0

,1
52

4
0,

12
03

0,
17

38
–1

23
7,

1
10

1,
99

11
82

,1
67

4
–

0,
31

67
8

–0
,2

66
88

–0
,1

33
57

0,
37

14
4

0,
02

89
6

0,
17

70
1

–1
,0

39
99

1,
59

97
9

0,
02

04
6

0,
02

43
–0

,1
57

2
–0

,3
84

1
86

,9
55

3
–5

8,
78

54
–8

0,
06

8
–

0,
08

54
5

–0
,0

88
88

–0
,0

01
47

–0
,0

08
41

–0
,1

59
53

–0
,1

71
83

0,
03

78
5

0,
02

04
6

1,
05

37
0

0,
00

32
–0

,0
92

0
0,

05
18

14
6,

48
9

–4
37

,3
66

6
13

7,
16

9
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

11
77

,4
6

–
–

(
)

0B
σ

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
10

9,
69

71
–

(
)

0B
ψ

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

–
–

36
,1

80
9

(
)

0B
δ



/ 225 
  4 (58), 2010

регрессии (его соответствия статистическим дан-
ным). 

Шаг 8. Вычислим значимость коэффициентов 
регрессии по критерию Стьюдента, который вы-
числяется как [1, 6] и приведен в табл. 6:

j

yy

b n
t =

σ
,

где yyσ  – ошибка воспроизводимости данных:

2 2

1 0

1

n k
i j

i j
yy

y n b

n k
= =

−
σ =

− −

∑ ∑
,

где k – число регрессионных коэффициентов без 
нулевого; bj – коэффициент регрессии; n – число 
наблюдений.

Проверка значимости коэффициентов прово-
дится по неравенству . Она показала, что 

0,05;88 0,05;88t t t〈 〈 , 2,06 2,06t〈 〈 ,
где 0,05;88 2,06t =  взято из таблицы [9, 10]. Так как 
условие 0,05;88it t〉  выполняется (см. табл. 5), то все 
коэффициенты, влияющие на прочность, являются 
значимыми кроме химического элемента азота Р; 
для относительного сужения все коэффициенты 
являются значимыми; для относительного удлине-
ния – все рассмотренные кроме S, Ni, N2 .

Шаг 9. Вычислить значение критерия Фишера, 
используя формулу [1, 6, 9, 10]:

 .

Критерий Фишера при α = 0,05 для числа сте-
пеней свободы k1 = 79 (число степеней свободы 
для числителя) и k2 = 88 (число степеней свободы 
для знаменателя) находится из таблицы и равен 

Fкр = 1,43. Наблюдаемые значения коэффициента 
Фишера Fнабл приведены в табл. 6. В этом случае 
для проверки адекватности используется неравен-
ство Fнабл 〈  Fкр. При выполнении неравенства мо-
дель считается значимой и адекватной.

Тогда полученные значения Fнабл 〈  1,43 с веро-
ятностью 0,95γ =  могут свидетельствовать об адек-
ватности построенной регрессии. Таким образом, 
регрессионные уравнения адекватны и имеют вид

 

( ) 1 2

3 4 5 6

7 8 9

1177,5 116,1 297,3
355,8 4723,5 916,5 204,8

1237,2 86,9 146,5 ,

By x x
x x x x

x x x

σ = − + −

+ + + −
+ +

  (1)

 

( ) 1 2

3 4 5 6

7 8 9

109,7 84,8 19,8
7,8 193,3 45,8 34,6

101,9 58,8 437,4 ,

y x x
x x x x

x x x

ψ = − + −

− + − +
− −

  (2)

 

( ) 1 2

3 4 5

6 7 8 9

36,1 13,1 20,5
14,2 162,9 105,5

41,8 82,2 80,1 137,2 .

y x x
x x x

x x x x

δ = − − −

− + +
+ − +

  (3)

Свободные коэффициенты при независимых 
переменных указывают на силу влияния факторов. 
Чем больше численная величина коэффициента, 
тем большее влияние оказывает фактор. Если ко-
эффициент имеет знак плюс, то с увеличением 
значения фактора параметр оптимизации увеличи-
вается, а если минус, то уменьшается. Исходя из это-
го, можно сделать следующее заключение: в урав-
нении (1) существенное влияние на изменение 
прочности σB оказывает фактор x4 (усиливает), ко-
торому соответствует химический элемент фос-
фор (Р), и x7 – Ni (уменьшает); в уравнении (2) су-
щественное влияние на изменение относительного 
сужения ψ оказывает фактор x7 – Ni (усиливает),  
а x9 – N2 (уменьшает); в уравнении (3) существен-
ное влияние на изменение относительного удлине-
ния δ оказывает фактор x9 – N2 (усиливает), а x4 – P 
(уменьшает).

Т а б л и ц а  6.  Расчетная таблица для вычислений критерия Стьюдента и Фишера
Значение коэффициентов Стъюдента t

( )1 Ct ( )2 Sit ( )3 Mnt ( )4 Pt ( )5 St ( )6 Crt ( )7 Nit ( )8 Cut ( )9 2Nt 0,05;88 2,06t =

–0,0651 0,2548 –0,553 7,6532 1,471 –0,2162 –1,4632 0,3267 4,2146 tкр (σb) – –
0,1110 0,1675 –0,3079 –2,9940 1,1343 –0,29 1,1628 –0,59 –8,2492 – tкр (ψ) –

–0,0970 –0,6658 –0,2921 –3,8370 2,5132 0,064 3,3498 –2,06 6,4932 – – tкр (δ)
Значение коэффициентов множественной корреляции Ri Значение коэффициентов Фишера Fкр = 1,43

R(σb) R (ψ) R (δ) Fнабл (σb) Fнабл (ψ) Fнабл (δ)
1 0,43R = 2 0,28R = 3 0,33R = 1 0,9F = 2 1,08F = 3 0,89F =

Значение коэффициентов множественной детерминации 
2
iR – – –

R2(σb) R2(ψ) R2(δ) – – –
2
1 0,18R = 2

2 0,08R = 2
3 0,11R = – – –
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Шаг 10. После того, как найдено уравнение 
линейной регрессии, проводится оценка значимо-
сти как уравнения в целом, так и отдельных его 
параметров. Чтобы иметь общее суждение о каче-
стве модели из относительных отклонений по каж-
дому наблюдению, определяют среднюю ошибку 
аппроксимации [11, 12]:

,

где  – теоретическое значение результативно-
го признака, найденное исходя из уравнения ре-
грессии. Средняя ошибка аппроксимации не долж-
на превышать 8–10%.

Проверим уравнения регрессии y = b0 + b1x1+  
b2x2 +... + bkxk , подставив в формулы средние зна-
чения переменных 1 2, ,..., kx x x  и получив при этом 
средние значения 1 2 3, ,y y y :

y(σB) = 1177,5 – 116,1x1 + 297,3x2 – 355,8x3 + 
4723,5x4 + 916,5x5 + 204,8x6 – 1237,2x7 + 86,9x8 + 
146,5x9 = 991,5 Н/мм2. При этом расчетное значе-
ние прочности yрасч = 991,46 Н/мм2. Средняя 
ошибка аппроксимации составляет 0,001%. Следо-
вательно, модель адекватна;

y(ψ) =109,7 – 84,8x1 + 19,8x2 – 7,8x3 – 193,3x4 + 
45,8x5 – 34,6x6 + 101,9x7 – 58,8x8 – 437,4x9 = 48,24%, 
среднее значение относительного сужения yрасч = 
48,236%. Здесь средняя ошибка аппроксимации 
составляет 0,001%. Модель адекватна;

y(δ) = 36,2 – 13,1x1 – 20,5x2 – 14,2x3 – 162,9x4 + 
105,5x5 + 41,8x6 + 82,2x7 – 80,1x8 + 137,2x9 = 16,68%,  
среднее значение относительного удлинения yрасч = 
16,679%. Средняя ошибка аппроксимации состав-
ляет 0,001%. Модель адекватна.

Таким образом, получены общие уравнения 
исследуемых характеристик. Задачей следующего 
этапа является нахождение специальных характе-
ристик методом исключения незначимых из обще-
го уравнения.

Шаг 11. Применяя метод исключения незначи-
мых переменных из общего уравнения регрессии, 
можно выделить значимую и сконцентрировать 
внимание на ее управлении. Чтобы проверить пе-
ременные на этом шаге, необходимо определить 
частный F-критерий для каждой переменной 

1 2, ,..., kx x x  в предположении как будто данная пе-
ременная была включена в регрессионное уравне-
ние последней.

В общем виде для фактора xi частный 
F-критерий определится как [4]:

1 1 1 1

1

2 2
 . . .  . . .  . . .  . . .

2
 . . .  . . .

1
11

i k i i k

i k

yx x x yx x x x
xi

yx x x

R r n kF
R

− +
− − −

= ⋅
−

,

где 1
2

 . . .  . . .i kyx x xR  – коэффициент множественной де-
терминации для модели с полным набором факто-
ров; 

1 1 1
2

 . . .  . . .i i i kyx x x xR
− +

 – тот же показатель, но без 
включения в модель фактора xi; n – число наблю-
дений; k – число параметров в модели (без свобод-
ного члена).

Фактическое значение частного F-критерия 
сравнивается с табличным при уровне значимости 
α и числе степеней свободы: 1 и n – k – 1. Если 
фактическое значение Fxi превышает Fтабл (α, k1, k2), 
то дополнительное включение фактора xi в модель 
статистически оправдано и коэффициент чистой 
регрессии bi при факторе xi статистически значим. 
Если же фактическое значение Fxi меньше таблич-
ного, то дополнительное включение в модель фак-
тора xi не увеличивает существенно долю объяс-
ненной вариации признака y, следовательно, неце-
лесообразно его включение в модель; коэффици-
ент регрессии при данном факторе в этом случае 
статистически незначим.

1. Определим частные F-критерии для уравне-
ния (1): 

 

( )1 .1 1 2

4 5 6

7 8 9

1104,5 238,5 345,2
14,4 477,3 222,8
698,8 26,9 130,6 .

By x x
x x x

x x x

σ = − + +

+ − −
− +

  (1.1)

В этом уравнении исключена переменная x3(Mn), 
так как значение Fx3 оказалось меньше других зна-
чений в этом уравнении и составило 3,2, но боль-
ше Fтабл = 1,43. Следовательно, требуется дальней-
ший перерасчет уравнения.

 

( )1 .2 1

2 5 6

7 8 9

1180,7 387,3
393,9 1044,1 310,8
184,8 330,4 214,2 .

By x
x x x
x x x

σ = − +

+ − +
− +

  (1.2)

Здесь исключена переменная x4(P), так как зна-
чение Fx4 оказалось меньше других значений в этом 
уравнении и составило 1,8, но больше Fтабл = 1,43. 

 

( )1 .3 1 5

6 7 8 9

1167,8 256,2 1738,9
448,1 92,5 212,5 815,3 .

By x x
x x x x

σ = − + −

− − +
  (1.3)

Здесь исключена переменная x2(Si), так как 
значение Fx2 оказалось меньше других значений  
в этом уравнении и составило 1,5, но больше  
Fтабл = 1,43. Следовательно, процедура исключе-
ния переменной из уравнения (1.3) продолжается.

 

( )1 .4 1 6

7 8 9

1161,7 230,1 582,1
137,5 217,4 1741,2 .

By x x
x x x

σ = − − +

− +
  (1.4)

Исключение переменной x5(S) привело к ко-
нечному решению системы уравнений, так как при 
перерасчете уравнения частный F-критерий пере-
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менной x6(Cr) = 0,6, подлежащей исключению, 
стал меньше Fтабл = 1,43.

Отсюда следует, что специальными характери-
стиками, влияющими на прочность стали марки 
65К, являются x1(C), x6(Cr), x7(Ni), x8(Cu), x9(N2).

2. Определим частные F-критерии для уравне-
ния (2): 

   

( )2 .1 2 3 4

5 6 7 8 9

55,9 6,1 12,2 113,6
41,5 20,9 46,4 33,9 352,2 .

y x x x
x x x x x
ψ = + − − +

− + − −
  (2.1)

В этом уравнении исключена переменная 
x1(C), так как значение Fx1 оказалось меньше дру-
гих значений в этом уравнении и составило 3,4, но 
больше Fтабл = 1,43. Следовательно, требуется даль-
нейший перерасчет уравнения.

      

( )2 .2 2 4 5

6 7 8 9

49,7 7 94,5 25,9
35,1 62,3 36,7 348,5 .

y x x x
x x x x

ψ = + − + −

+ − −
  (2.2)

Исключение переменной x3(Mn) привело к ко-
нечному решению системы уравнений, так как при 
перерасчете уравнения частный F-критерий пере-
менной x9(N2) = 0,9, подлежащей исключению, 
стал меньше Fтабл = 1,43.

Следовательно, дальнейший перерасчет уравне-
ния не требуется, все оставшиеся переменные мож-
но отнести к специальным характеристикам, влия-
ющим на относительное сужение стали марки 65К.

3. Определим частные F-критерии для уравне-
ния (3): 

 

( )3 .1 1 2

3 4 5

6 7 9

27,6 1,8 28,5
16,6 61,9 111,3
53,7 35,9 150,2 .

y x x
x x x
x x x

δ = + − −

− + +
− +

  (3.1)

Переменная x8(Cu), так как значение Fx8 = 10,9 
оказалось меньше других значений в этом уравне-
нии, но больше Fтабл = 1,43.

 

( )3 .2 1 3 4

5 6 7 9

27,4 7,1 15,6 68,9
61,4 63,4 24,9 107,7 .

y x x x
x x x x

δ = − − − +

+ − +
  (3.2)

Здесь переменная x2(Si), так как значение Fx2 = 
5,6 оказалось меньше других значений в этом 
уравнении, но больше Fтабл = 1,43.

 

( )3 . .3 1 3

4 5 7 9

28,3 11,1 11,1
71,8 24,9 25,8 174,6 .

y x x
x x x x

δ = − − −

+ + +
  (3.3)

Переменная x6(Cr), так как значение Fx6 = 3,9 
оказалось меньше других значений в этом уравне-
нии, но больше Fтабл = 1,43.

 

( )3 .4 1 4

5 7 9

24,2 13,3 50,8
20,6 26,4 161,1 .

y x x
x x x

δ = − − +

+ +
  (3.4)

Исключение переменной x3(Mn) = 1,1 в урав-
нении (3.3) привело к конечному решению систе-

мы уравнений, так как при перерасчете уравнения 
(3.4) частный F-критерий переменной x9(N2) = 0,7, 
подлежащей исключению, стал меньше Fтабл = 
1,43.

Следовательно, дальнейший перерасчет урав-
нения не требуется, все оставшиеся переменные 
можно отнести к специальным характеристикам, 
влияющим на относительное сужение стали марки 
65К.

Таким образом, по результатам проведенного 
регрессионного анализа можно судить о значимо-
сти тех или иных компонентов в общей сово- 
купности рассматриваемой модели. Разработанная  
и проверенная математическая модель, в основу 
которой положен метод Гаусса (наиболее удобный 
способ решения систем линейных уравнений), по-
зволяет решить задачу выбора специальных харак-
теристик продукции и параметров процесса, влия-
ющих на качество конечного продукта. Преиму-
ществом модели является ее научная основа и уни-
версальность, а также возможность проведения 
проверки адекватности модели, что снижает сте-
пень ошибочности принятия решения. Кроме того, 
модель множественного линейного регрессионно-
го анализа подразумевает поиск показателей (обо-
значаемых x), определяющих значение отдельной 
количественной переменной, обозначаемой y. Си-
стематизация проведения подобного рода анализа 
позволяет максимально точно устанавливать зави-
симости между наблюдаемыми характеристиками 
и регулировать их с помощью рассчитанной мате-
матической модели. В случае автоматизации алго-
ритма проведения многомерного регрессионного 
анализа затраты времени на поиск решения задачи 
сокращаются в несколько раз. При этом не потре-
буется специальное обучение персонала.

В рассмотренном регрессионном анализе 
проведено исследование влияния химического со-
става катанки диаметром 5,5 мм стали марки 65К 
(C, Si, Mn, P, S, Cr, Ni, Cu, N2) на механические 
свойства (прочность (σb), относительное сужение 
(ψ), относительное удлинение (δ)). По результатам 
определены специальные характеристики (C, Si, 
Mn, P, S, Cr, Ni, Cu) для данной марки стали, ока-
зывающие влияние на механические свойства. 
Так, в случае определения прочности (σb) как спе-
циальной характеристики следует выделять следу-
ющие специальные параметры C, Cr, Ni, Cu, N2: 
относительного сужения (ψ) – Si, Cr, Ni, Cu, N2, S, 
P; относительного удлинения (δ) – C, Ni, N2, S, P. 
Сила связи определена с помощью множественно-
го коэффициента корреляции. Полученные значе-
ния показывают умеренную корреляцию между 
химическим составом, прочностью и относитель-
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ным удлинением и слабую степень корреляции  
с относительным сужением (табл. 6). 

Суммарную меру общего качества уравнения 
регрессии (его соответствия статистическим дан-
ным) показывает коэффициент детерминации. Как 
показывают расчеты, приведенные в табл. 6, ли-

нейная связь между химическим составом и пре-
делом прочности, относительным удлинением яв-
ляется слабой, а с относительным сужением прак-
тически отсутствует. Поэтому следует провести 
исследования влияния других факторов на зависи-
мую переменную y .
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