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Приводятся краткие теоретические сведения, даны подробные ре
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двадцать пять. Полученный результат будет номером варианта.

I БИТУ, 2007



ПРОГРАММА

Т ем а  1. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ

Понятие двойного интеграла. Сведение к повторному. Геомет
рический смысл двойного интеграла. Вычисление площадей с по
мощью двойного интеграла. Физический смысл двойного интегра
ла. Вычисление массы неоднородной пластинки.

Т е м а 2. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Понятие криволинейных интегралов первого и второго рода. 
Вычисление криволинейных интегралов. Физический смысл криво
линейного интеграла первого рода. Вычисление массы кривой. Ме
ханический смысл криволинейного интеграла второго рода. Вычис
ление работы силы. Формула Грина.



Т ем а  1. ДВОЙНОЙ РШТЕГРАЛ 

Понятие двойного интеграла

Пусть рассматривается множество В  на плоскости хОу. Постро
им покрывающую это множество решетку.

На рисунке штриховкой обозначена часть множества В, не по
крытая полными клетками решетки. Очевидно, площадь этой части 
уменьшается по мере того, как увеличивается число клеток разбие
ния, т.е. уменьшаются размеры клеток (для простоты будем счи
тать, что все клетки имеют одинаковые размеры). Занумеруем клет
ки решетки индексами у  (г=1,..., = 1,.., т), где / - номер клетки
по горизонтали (считая слева направо), ау - номер клетки по верти
кали (считая снизу вверх). Пусть Ах, и Ду, - соответственно длина 
горизонтальной и вертикальной сторон клетки Ау. Тогда при Ах, -> 
О и Ау; -> О площадь заштрихованной части множества В  стремится 
к нулю и можно утверждать; Пклет где Пклет - это часть множе
ства В  покрытая целыми клетками решетки.

В каждой клетке А̂  выберем произвольную точку (^„р,).
Интегральной суммой функции г = /(х ,у )н а  множестве В  

называется сумма

/■=17=1



Обозначим через с1 диаметр клетки, т.е. ее наибольший линейный 

размер (в данном слзшае с/ = -Л Ах̂ - + Ау^ - длина диагонали клетки).

Функция 2 = / { х ,у )  назьгеается интегрируемой на множестве Д  
если существует конечный предел /  интегральной суммы этой 
функции на О при условии (̂  -» 0. Само значение предела /  называ
ется двойным интегралом функции 2 — / { х ,у )  на множестве/).

Обозначается двойной интеграл следующим образом:

1= \\/{х ,у)(Ь сйу. 
о

Замечание. Указанный предел I  интегральной сутимы не должен 
зависеть ни от способа разбиения множества В  на элементарные 
ячейки (лишь для простоты в качестве таких ячеек мы использовали 
прямоугольные клетки), ни от выбора точек ® каждой ячейке.

Таким образом, по определению

\ \ /{ х ,у )(к й у  = Н т  X  .
у=1П

Свойства двойного интеграла

1“. Если функция д = / ( х ,у )  непрерывна в замкнутой области
Д  то двойной интеграл ^^/{x,у)(^X(^у существует.

О
2°. \с^'{x, у)(Ь:(Лу = с I / ( х ,  уУЬс(Зу, где с -  константа.

О О
3°. \{ /{ х ,у ) ±  §{х,у))±сйу = \/{х,у)с1х(1у± \§(х,у)сЬ:йу .

о о  п
4°. Пусть область I) = Д  У 1>2 , причем области Д  и Д  либо 

не пересекаются, либо пересекаются в отдельных точках, либо по 
некоторой линии. Тогда

\/{х,у)сЬсау= \^'{x,у)(к(^у+  |/{ х ,у )с& ф .
О А А ,



Вычисление двойного интеграла

Множество О  на плоскости хОу называется элементарным от
носительно оси Ох, если его граница состоит из графиков двух не
прерывных функций ^(х) и Н(х), определенных на некотором отрез
ке [а,Ь\, и таких, что ̂ (х)<к(х), и из отрезков прямых х=а и х=Ь.

Двойной интеграл может быть вычислен с помощью теоремы, 
представляющей двумерный аналог формулы Ньютона-Лейбница.

Теорема. Если функция г  = / ( х ,у )  непрерывна на элементар
ном множестве В, то

\\/{х,у)<Ьсау = /  
о

Н{х) ]
\/{x ,у )(^у  (к .

Интеграл, стоящий в правой части формулы, называется по
вторным интегралом и обычно записывается в виде

Ь Н{х)
1 = \ ( к  \ / { х ,у ) а у .  

а ё{х)

Замечания. 1. Множество О на плоскости хОу называется эле
ментарным относительно оси Оу, если его граница состоит из 
графиков двух непрерывных функций (р(у) и уу(у), определенных на 
некотором отрезке [с,с1\, и таких, что < (̂у)< \\)(у), и из отрезков пря
мых иу=г/.



с1
Тогда | ф  \/{х,уУЛх.

о  с ф(у)
2. В повторном интеграле пределы внешнего интеграла всегда по

стоянны. Они находятся если спроецировать область В  на ось Ох(Оу).
Пределы внутреннего интеграла в общем случае переменные, то 

есть являются функциями. Для того, чтобы их найти надо через лю
бую внутреннюю точку области В  провести луч параллельный оси 
Оу(Ох) в ее направлении. Нижним пределом будет значение пере
менной у(х) из уравнения той линии в которую она вошла, а верх
ним -  значение переменной из уравнения той линии из которой 
она вышла.

Пример 1.1. Изобразить область интегрирования и изменить по
рядок интегрирования в повторном интеграле

4 л
\ск  \/{х ,у)(1у.
о Д2

Решение. Выпишем уравнения линий, ограничивающих область 
интегрирования В. Т. к. они должны быть разрешены относительно 
той переменной, по которой вычисляется внутренний интеграл, то

имеем у  = ^ х ,  у  = X, х = 0, X = 4 . Сделаем чертеж области В.



Получили, что область В  в данном сл>'чае -  это треугольник ОВС. 
Изменим порядок интегрирования; внутреннее интегрирование 

будем производить по переменной х, а внешнее по переменной у. 
Сделаем тот же чертеж еще раз.

Из чертежа видно, что левая часть границы области В  -  одна ли
ния, а именно, у=х, а его правая часть состоит из двух линий ОВ и

ВС, определяемых разными уравнениями: у  = ~ х  (или, что то же

самое, X ~ 2 у  ) и х=4. Следует область разбить на части так, чтобы 
каждая из них справа ох-раничивалась тоже одной линией. Такими 
частями будут (В/) - треугольник ОАВ и (В2) - треугольник АВС. 
Интеграл представляется как сумма интегралов

8



1 Т-У 4 4
\\^'{x,у)(^x(^у=\ау \/{х ,у)(1х + \ й у \ / { х , у ) ^ . 
о  о >> у

Пределы интегрирования в первом повторном интеграле получе
ны так: область П/ спроецирована на ось Оу. Получится отрезок [0; 
2]. Этим были определены нижний предел 0 и верхний предел 2 из
менения переменной у  во внешнем интеграле. Затем на отрезке [0; 
2] оси Оу выбрана произвольная точка у, через которую проведена 
прямая, параллельная оси Ох, и на ней рассмотрен отрезок КЬ, со
держащийся в области О;. Переменная х изменяется в области В] от 
ее значения у  на левой части контура ОАБ до ее значения 2у на 
правой части этого контура. (Уравнения линий, ограничивающих 
область П/, должны быть разрещены относительно той переменной, 
по которой вычисляется внутренний интеграл).

Пределы интегрирования во втором повторном интеграле полу
чены так: область спроецирована на ось Оу. Получится отрезок 
[2; 4]. Этим были определены нижний предел 2 и верхний предел 4 
изменения переменной у  во втором внещнем интеграле. Затем на 
отрезке [2; 4] оси Оу выбрана произвольная точка у, через которую 
проведена прямая, параллельная оси Ох, и на ней рассмотрен отре
зок МN, содержащийся в области Ог. Переменная х изменяется в 
области О^от ее значения у  на левой части контура АВС до ее зна
чения 4 на правой части этого контура. (Уравнения линий, ограни
чивающих область 02, должны быть разрешены относительно той 
переменной, по которой вычисляется внутренний интеграл).

Пример 1.2. Вычислить двойной интеграл Я(х + /  по об-
о

ласти О, ограниченной линиями у  = л /)-;■х",х = 0 ,у  = 0,  
Решение. Область интегрирования О ограничена прямыми

X = 0 ,^  = о (осями координат) и окружностью у  -  у1\ -  х̂  
у > о возведем в квадрат последнее равенство, получим

'У 9 9 9у  = 1 -  X или X + у  = 1). Сделаем чертеж области О.

(для



Чтобы расставить пределы интегрирования в повторном инте
грале надо спроецировать область О на ось Ох. Получится отрезок 
[0; 1]. Этим определяются нижний предел 0 и верхний предел 1 из
менения переменной д: во внешнем интеграле. Затем на отрезке [0; 1] 
оси Ох выбираем произвольную точку х, через которую проводим 
луч, параллельный оси в ее направлении. Нижним пределом бу
дет значение переменной у  из уравнения той линии в которую луч 
вошел (у=0), а верхним -  значение переменной у  из уравнения той

линии из которой луч вышел ( у = л/ь ).

\\{х + у^)± са у= 1 ^  { (x + у'^')^у.
о о о

Считая при вычислении внутреннего интеграла х постоянной, 
имеем

1 л /п ? 1 (

1

= 1о

\(к I \хуу^'^у = \(Ьс ху +
0 0 о [

\2 ^

У

( Ь с = ] л 1 1 - х ^ ^ + ] ^  ^

V

10



с1\1 X ) 2хс1х 1  ̂ / м/9 / \
1 I = 4 - ^ ' ) +х(Ьс = — ^ 11- х ^  2  0О \ 2

1>

о
. - ( 1 -

4
2х^ +х'^ К . . 1 4 - Т

Г. 1 ^ 1 /
+ —

1 3/2у 41 3 5 у

3/2

Л

1
1 ( 3 5 ^

X
+  — X - 2 — + ----

4 3 5
0 \ у О

1 (  2]  1 1 5 -10  + 3---- - -------------------
4 15V 3 /

-1 1 А -1
~ з ' ^ 4 ' 1 5 ’' з ' ^ 1 5 “ 15

Приложение двойного интеграла

1. Геометрический смысл двойного интеграла. Если функция 
/(х,у) непрерывна и неотрицательна в области В, то двойной инте
грал ||/(х ,у)(^х:ф  представляет собой объем прямого цилиндриче-

в
ского тела (цилиндроида), построенного на области В  как на осно
вании и ограниченного сверху поверхностью 2 = / ( х ,у ) ,  образую
щие которого параллельны оси Ог.

2. Если/(X , у) =1 для всех (х, у )е  В, то ^^/{x,у)(^x(^у численно
В

равен площади области В.
3. Если / ( х ,у ) =  р(х, у) - плотность пластинки В, то

||р (х , у)(1х4у = гП]у- масса плоской пластинки В.
В

Пример 1.3. Вычислить массу неоднородной пластины В, огра-
2

ниченной линиями у = х -1 ,х  + у  = 1, если поверхностная плот
ность в каждой её точке р = 4х -  у  + 7.

Решение. Область интегрирования В  ограничена прямой
2 2

X + у  = 1 и параболой у = х -1  (или х = у +1 -  это парабола с

11



вершиной в точке (О, -1), симметричная относительно оси Оу, ветви 
направлены вверх). Найдем координаты точек пересечения прямой 
и параболы. Для этого решим систему:

(х + у  = 1, (у  = 1 -х ,  (у  = 1 -х ,

|_у = -1 Д )  -  X = -1 , \х'^ + Х - 2 - 0 ,

Гу = 1 -х ,  Гх1 = 1, У1 = 0 ,

[Д = 1 - 4 - ( - 2 )  = 9,XI =.1,х2 - - 2 ,  [хз = -2 ,У г  =3.

Сделаем чертеж области В.

Масса неоднородной пластины В  с поверхностной плотностью 
р = р(х, у) вычисляется по формуле

т = ||р(х,у)й6гс/у.
о

В нашем случае т = Д(4х -  у + 1)(Ь:ёу.
О

12



Чтобы расставить пределы интегрирования в повторном инте
грале надо спроецировать область В  на ось Ох. Получится отрезок 
[-2; 1]. Этим определяются нижний предел -2 и верхний предел 1 
изменения переменной х во внешнем интеграле. Затем на отрезке [- 
2; 1] оси Ох выбираем произвольную точку х, через которую про
водим луч, параллельный оси 6^ в ее направлении. Нижним преде
лом будет значение переменной у  из уравнения той линии в кото
рую луч вошел (у = -1), а верхним -  значение переменной у  из 
уравнения той линии из которой луч вышел (х + у = 1 или у = 1 -  х ).

1 1-х
т = \ \ { ^ x - у  + 1У^x(^у=\(^x |(4х-у'-ь7)ф ’ .

о  - 2

Считая при вычислении внутреннего интеграла х постоянной, имеем

1-х
1 1 - х  1 ^
\ сЬ |(4х-у-1-7)ф= \ (Ьс

х^-1 -2
4 х у - ^  + 7у

х^-1

= I 4 х (1 -х )-—(1-х)^ + 7(1-х)
- 2  V 2

- 2  V

= | |^4х - 4 х2 - ^ ( 1 - 2 х -ьх^)-1-7-7х

_ |Г 4 х ^ -4 х - - (х '^ -2 х Ч 1 )+ 7x^-7

(Ьс

Й
\

(Ьс -

с&-

(Ь: -

= Г 2 х -1 2 ,5 x 4 1 4 - 4 x 4 -х'^^
-^1 2 у

Х̂  с 1 ^2 ------12,5----- 1-14х — 4-----1------
 ̂ 2 3 4 2 5

(Ьс

1

)

13



^ гЗ 1 ^
—12,5 —  + 1 4 х -х^  4 х^

3V

1 1 ' '
= 1 - 1 2 , 5 -  + 1 4 -1  + —

3 10 V

10
-2

1 32^
4 + 1 2 , 5 - - - 8 - 2 8 - 1 6 -  —

3 10

= -1 2 ,5 - -  + 14 + — - 4 - 1 2 , 5 - -  + 28 + 16 + — = 
3 10 3 10

= 54 -12,5  ■ 3 + —  = 54 -  37,5 + 3,3 = 19,8.
10

Итак, масса неоднородной пластины Д  ограниченной линиями 
2V = X — 1,х + 7  = 1, с поверхностной плотностью в каждой её точке 

р = 4х -  >■ + 7 равна 19,8.



Т е м а 2. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Криволинейный интеграл I рода

Пусть на плоскости хОу задана кривая линия Г -  гладкая, т.е. функ
ции входящие в ее уравнение являются непрерывными вместе со 
своими производными. И пусть в каждой точке кривой Ь определена 
непрерывная функция / { х ,у )  двух независимых переменных хи у .

Разобьем дугу АВ кривой Ь яа.п частей точками Ао=А, Л/, Л2, 
А„=В.

н— (— I-
-А„

Л/ ЛГ/ Л/+7

На каждой части Л, Л,+; выберем любую точку Вы
числим в этой точке значение заданной на кривой I  функции 
/ ( х , у ) .  Число /(х,- , ) умножим на длину дуги Л,-Л,•̂  ̂ = А/;. Сло
жим все эти произведения и получим интегральную сумму

/=0

Отыщем предел этой суммы при условии, что наибольшая из дуг 
Л,’Л;-̂ 1 = А/,’ стремится к О, а их число л —> оо .

Если существует конечный предел интегральной суммы 8„, когда 
длины всех малых участков А/̂  стремятся к О, при л —> оо, незави
сящий ни от способа разбиения кривой на части, ни от выбора точек 
внутри малых частей, то он называется криволинейным интегра- 
ло!И 1-го рода (КРИ-1) от функции / ( х ,у )  по кривой и обо
значается символом



п—\
\ /{ х ,  у УИ = И т = И т ^  ) Ц  ■
А̂В п—>оо тахА /,—>О -̂_0

Теорема. Если функция / { х ,у )  непрерывна во всех точках 
гладкой ограниченной кривой то КРИ-1 существует.

По аналогии с вышесказанным, если Ь пространственная кривая, 
то криволинейным интегралом, распространенным на эту кривую, 
называется интеграл вида

] / { х ,у ,2)(И,
А̂В

где / { х ,у ,г )  - функция трех независимых переменных, определен
ная в каждой точке кривой , причем

I/{ х ,  у , 2)41 = И т  2  Л х ( , У г = ) Ц  ■
ыв тах Л/; ->0

Свойства криволинейного интеграла I рода

1“ - 1 / { х , у )4 1 =  1 / { х , у )41.

^АВ В̂А
2°. \с/{х,у)41 = с \/{х ,у )4 1 .

А̂В А̂В
3°- 1 ( /{ х ,у )± § { х ,у ) )а =  \/{х ,у)сЦ ±  1§{х,у)41.

А̂В А̂В А̂В
4°. Если /(х ,  у) интегрируема наХ^^и кривая разбита на части 

точкой С, то

\ /(х ,у )с й =  \/{ х ,у У й +  \/{х ,у )(И .
^̂АВ '̂ АС !̂СВ
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5°. Если в каждой точке кривой плотность р масс, распростра
ненных вдоль кривой является заданной функцией координат этой 
точки, то есть р = р(х, у ) , то масса Шь этой кривой равна КРИ-1:

А̂В

6°, Если / { х , у ) = \ , то криволинейный интеграл 1-го рода равен 
длине кривой Ь между точками А и В, т.е. .

А̂В

Вычисление криволинейного интеграла I рода

I :

1) Пусть кривая Ь задана параметрическими уравнениями
X  =  х { ^ \

У = у{А
1=Р, а функции х(^), у({) непрерывны вместе со своими первыми про
изводными, то КРИ-1 вычисляется по формуле

где параметр 1 изменяется на дуге от 1=а до

\/{х ,у)(И  = |/ ( х ( 0 ,> ’(0К/(^'(0)^ +(У (0)^ ■
А̂В

Замечание. Если кривая в пространстве, то

X = х{(\

^А В ■ У = ( е  [а,р] и КРИ-1 вычисляется по формуле

г = 2(0,

|/(х, у, г)й?/ = |/(х(0, р(0, 2(0)у1(х'(̂ )У + (у'(О? + (гХОУоГГ.
'--АВ
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2). Пусть кривая Ь задана на плоскости хОу явно уравнени
ем у  = У^(х), х е  [а, й], где функция /\{х )  непрерывна вместе со 
своей производной. Представим у  = /^(х) в виде

X =  X,

/ 1 ( 4
X е \а ,Ь \ тогда КРИ-1 вычисляется по формуле

\/{х,у)сИ  = | / ( х, / 1(х)Х/1 + ( / 1'(х))^ ( к .
А̂В

Замечание. Если кривая Ь задана уравнением х = / 2  { у \  
у  е  [с, ̂ ] , то КРИ-1 вычисляется по формуле

|/ ( х ,  у)сЛ = { / ( / 2  (у), у У]1 + { /Ц у )У с1у.
А̂В

Пример2.1. Вычислить массу т дуги окружности
2 2Ь :х  + у  —9 , лежащей в первой четверти, если плотность в каж

дой её точке р = р(х,у) = х / .
Решение. Масса т дуги Ь с плотностью в каждой её точке 

р = р(х, у )  вычисляется по формуле

т = \р{х,у)(И, где с11 = ■̂1 + {у'У 'ск.

Из уравнения окружности выразим у. у X и найдем у

18



у  =
2 ^ 9 -х ^

. ( - 2 х )  =

- X

л/9-х^

Тогда

Л  = -̂ 1 + (>’')^(Ьс =
г \— X

,л /9 -х ^  ,
йбс = .|1 + -

9 -х "
-<Лх =

9 -x ^  + x̂ ^
9 - х "

=
-^9-х^

(Ьс.

2 2Дуга окружности Д : х + у = 9 , лежащая в первой четверти, 
находится между точками Д(0,3), В(3,0). Тогда масса

|р (х ,у ^ /  = ^ху^Л  = |х(9т х ^ ) ,  ̂ Лс =
л[9-

= Ъ \х ^ 9 -х ^ Л с  = й?(9-х^]=-2х(^х: = - —| ( 9 - х ^ | '  (-2х)йх: =

= -(9-х^)?''^ = -  (9-3^р-(9-0^)Р^^ =-(о-3^)=27.
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Криволинейный интеграл II рода

Пусть во всех точках дуги АВ хшоской гладкой кривой Ь опреде
лена функция двух независимых переменных Р {х,у).

Разобьем дугу Ь^в на п частичных дуг точками Ао=А, Аг, А2,..., А, 
,А1+1,..., А„=В. На каждой из частичных дуг выберем произвольную 
точку М  (хьУг) ■ Вычислим значение функции Р{х, у )  в этой точке -  

Это число умножим на АХ; = -  х,--  проекцию дуги
Л  Д+1 Сложим все эти произведения и получим инте
гральную сумму

/=0

Если функция Р{х,у) непрерывна во всех точках дуги В^в, то 
существует предел интегральной суммы 8„ при стремлении всех 
Ах̂ - к О, и он не зависит ни от способа разбиения дуги Вав на части,
ни от выбора точки М; на каждой частичной дуге.

Этот предел называется криволинейным интегралом 2-го рода 
(КРИ-2)от Р{х,у)с1х по дуге и обозначается

п—\
|р (х , у)ск  = И т  = И т ^  Р{х ,̂ у, )Ах, .

, и—>00 тах Ах, —>0 ,_о

Аналогично, значение функции Р{х,у) в точке М/ (x̂ ,у̂ ) можно 
умножить на проекцию дуги А^А^̂ 1 на ось Оу -  Ау,- (а не на Аx̂ •), 

то получим произведение )Ау̂ -. Предел суммы таких произ
ведений при условии, что все Ау̂ - —> О также является криволиней
ным интегралом второго рода и обозначается

п—\
|р (х , у)г/у = Нш 8„ = И т  X  > У̂  )ДУ/ •

г и->сю тах Ду, -э-0 п^АВ ‘

20



в  том случае, когда на дуге Ь^в заданы две непрерывные функ
ции Р {х,у) и то можно рассмотреть криволинейные инте
гралы второго рода

|Р(х,у)й&: и \^{x,у)с^у. (1)
^АВ ^АВ

Сумму этих двух интегралов обозначают символом 

\р (х , у)сЬс + ^ {x ,у )а у ,
^АВ

при этом предполагается, что оба интеграла (1) вычисляются в од
ном и том же направлении.

По аналогии с вышесказанным, если Ь -  пространственная кри
вая, то криволинейным интегралом 2-го рода по этой кривой назы
вается интеграл вида

\р (х ,у , 2)йх 4- д(х, у,г)(Лу^ к{х, у, ,
А̂В

где Р {х,у,г), ^ { x ,у ,2\  К {х,у,2 ) -  функции трех независимых пе
ременных, определенные в каждой точке кривой Ьав-

Свойства криволинейного интеграла II рода

Криволинейный интеграл 2-го рода обладает теми же свойства
ми, что и криволинейный интеграл 1-го рода. Однако в отличие от 
последнего он зависит от направления обхода кривой I ,  а именно:

1°. При изменении направления интегрирования КРИ-2 меняет 
знак на противоположный, то есть

\р{х,у)(Ьс+ д{х,у)ау=  -  \р (x ,у)аx+ ^(x ,у)(^у.
А̂В '̂ ВА
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2°. Механический смысл КРИ-2. Если р { х ,у ,г )  =

= Р {х ,у ,гУ  + ^ { x ,у ,2)^ + К {х ,у,2)к - сила, действующая на ма
териальную точку, движущуюся вдоль линии 1ав, то ЬСРИ-2 есть 
работа силы р { х ,у ,г )  вдоль линии Ьав, то есть 
А=  ^р(x,у,2)с^x + ^{x,у,2)(^у + К(х ,У,2)с!2 .

Вычисление криволинейного интеграла П рода

Вычисление 1СРИ-2 сводится к вычислению определенного инте
грала с помощью уравнения пути интегрирования (уравнения кри
вой Р^д).

1). Если кривая Ь по которой вычисляется КРИ-2, задана пара
метрическими уравнениями 

X = х{(\

У = У̂ !̂
а функции х((), у{{) непрерывны вместе со своими первыми про

изводными, то КРИ-2 вычисляется по формуле

I : где параметр I изменяется на дуге от 1=а до

\Р{х,у)(Ьс + д (х ,у )^у
-̂АВ

= |(р (х (0 ,к (0 )^ '(0  + •

Замечание. Если кривая в пространстве, то
X -- х(?),

у  =: г 6 [а,р] и функции р (х ,у ,2), д ( х ,у ,2), р (х ,у ,2 ) -

_2  = 2(0 ,
функции трех независимых переменных, определенные в каждой 
точке кривой 1ав, то КРИ-2 вычисляется по формуле

^АВ •
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\р{х, 3̂ , 2)(Ы + ^{x, у, г)ф‘ + р(х, у, г)с/2
А̂В

+|(Р (х (0 , >-(0,2(0)х '(0  + >'(0, 2(0)>^'(0
а

+ К{х({), у(0,2 (0 )г'(0 )̂  ̂•

2). Если кривая I  задана на плоскости хОу явно уравнени- 
ем>’= /(х ) , X е  [а,б], где функция / ( х )  непрерывна вместе со 
своей производной. Представим У = / { х )  в виде

X =  X,

= / Н '
: е [а, Ъ\, тогда КРИ-2 вычисляется по формуле

\ р { х ,у ) ^  + д{х,у)(1у = |{ р (х ,/(х ))+  ^{x^{x ))^ '\x ))(^x .
А̂В О

Замечание. Если кривая Ь задана уравнением х = ф(е )̂  
у& [с, А  , то КРИ-2 вычисляется по формуле

\Р{х,у)ск + д{х, у)с1у = |(р(ф(з^), ;;)ф'(у) + 0 (ф(е ) ,е ))Ф  ,
^АВ С

Пример2.2.Вършслшъ работу силового поля Р  = 2хуг + у  ]  + 2 к 
при перемещении материальной точки вдоль одного витка винтовой 
линии Ь :х  = С05р у  = З!!!/*, 2 = И , т.е. от точки А{1, 0, 0) до точки 
5(1,0,471).

Решение. Работа Л силового поля

Р  = р(х, у, 2)1 -н д(х, у , г)7 + р(х, у, г)к , 

вдоль линии 5 вычисляется по формуле
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А̂В
(Ьс = Ау = у'{1:)Л, Аг = 2 '(1)Л.

А -  \Р{х, у, г)Ах + ^{x, у, г)йу + 7?(х, у, 2)^2, где

Находим

(Рк = {со5() Л  = йу = (зт^) й^ -

Аг = (2 )̂ А1: = 2А1, 0<^ <2п .

0< ^ <2% т.к. <
1 = С05 ,̂
О = зтГ, при 1; = О и 
0 = 2^,

1 = С08?,
о = зт^, при 1; = 2д. 
4л = 2/,

-» _ 2 2 “*
Тогда работал силового поля Р  = 2ху1 + у  ]  + 2 к  вдоль од

ного витка винтовой линии вычисляется по формуле

,2 г. , _2.А = р.ху<рс 4- у^Ау + 2^А2 ■■
'̂ АВ

2п
= 12со5(5т ^{-5ХП()с1Г + 81п  ̂{созМ^ + {21:У 2Л  = 

О
2п .2 , , , 0*2̂I (-2  соз {зт^ } + зт'^ I СОВ ̂  + 8 г ) Л  =

2п 2п
= -  |5Ш^/^со8^^/‘+ = \А{зт{) = со81А{\ =

271
= -  I зш^ ^А{зт1)+ 1

о

2п
I
о

31П ^
2п

+  8 - -

0

2ж

О

64л'
= (зш^ 2л -  31п̂  о)+ — {2%У -  О = О + — • 8л^ = —з \  ; 3 Р / ] 3 3
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Формула Грина

Криволинейный интеграл второго рода по простому замкнутому 
гладкому контуру Ь, ограничивающему односвязную область Д  
может быть преобразован в двойной интеграл по области В  ограни
ченной этим контуром Ь по формуле Грина.

Конечная область В  называется односвязной, если она ограни
чена единственным замкнутым контуром.

Теорема. Пусть функции Р(х,у), ^ { x ,у )  и их частные произ
водные непрерывны в замкнутой области В, ограниченной конту
ром В  Тогда имеет место формула Грина

^Р{x,у)с^x + ^{x,у)с^у= II 
Ь п { д х  д у )

при этом выбирается положительное направление обхода замкнуто
го контура I, то есть обход контура X совершается так, что область 
В  все время остается слева.

Замечание. Если Р[х,у) = 0, ^ { x ,у )  = х  то из формулы Грина 
получаем следующую формулу для вычисления площади плоской 
фигуры В

8 ^  = ^x(^у.
I

Также для вычисления площади с помощью КРИ-2 применяют 
формулы

8]^ = ~^у<Лх, -  у(Рх.
I  Ь

Пример!. 3. Применив формулу Грина, вычислить 
<^Р{х,у)(Ы + ^{x,уУ ^у , где Ь -  контур треугольника ОАВ с верши-
Ь
нами в точках 0(0, 0), А(1, 0), В(0, 2) (пробегаемый в положитель
ном направлении) и подынтегральные функции
Р(х, у )  = ху -1 , д{х, у )  = х^у.
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Решение. Построим контур Ь на координатной плоскости:

Составим уравнение прямой АВ, используя формулу

^^-^1 ^  У-У}
^2 -^ 1  У2-У 1 ’

уравнения прямой по двум точкам (■̂ 2’>̂2), Имеем

х - 1  у - 0  у  . ^ -------= ------=> — - 1 - х = ^ у  = 2 -  2х.
0-1  2 - 0  2

Найдём частные производные

дР

Тогда по формуле Грина имеем

^Р{х,у)(Рс + б (х ,т )Ф  = Я
О дх ду ^

(̂ X(̂ у ,

I  = <̂ {ху -  \)сЬс + х ^ у ф  = 11(2ху -  х)сВсф, 
I О

где П -  треугольник ОАВ. Вычислим двойной интеграл. 
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1 2-2х
I  -  Л{2ху -  х)(Ь:(^у = Цх{2у - \)(Ьсс1у = \хсЬс 1{2у -  ])йу = 

о о 0 0
2-2х  ^

= |л:[(2 -  2хУ' -  (2 -  2 х ) -  о]а : =
о

\х<Ьс
Л

2-^----- ;;
2V ^0

= |х[4 -  8х + 4х  ̂ -  2 + 2х]й6с = |(4х  ̂-  6х  ̂+ 2х)сйс =

1' =10

/ ^ 4  3 2
4 . ^ - 6 . ^  + 2 . ^

4 ^ 3  2 , ^
= (х^ — 2х^ + х^

=  1 - 2  +  1 - 0  =  - 2.



КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 3

Задание 1. Изобразить область интегрирования и изменить по
рядок интегрирования в повторном интеграле от функции / { х , у ) :

1 2 -х
1.1. \/{х,у)с1у.

0 ^2 

42/2
1.2. /  йТх 1/{х,у)с^у.

о X
1 4х

1.3. \сЬс \ / { х,у Уу .
1/2 ^
2 Ух

1.4. \(Ьс \/{х ,у )й у .
1 О
1/2 4^

1.5. \ ( к \ / { х , у У у .
0
1 2

1.6. \(к  \/{х ,у )а у .
О 4 ^
2 х^

1.7. \(Ъс | / ( х ,у ) ф .
О 1/̂ 2

4 л/л"
1.8. /йбс |/(л :,у )ф .

1 4х 
1

1.9. \ск  \/{х,у)(1у.
О О

2 2х^
1.10. \ (к  \/{х ,у )а у .

1/2 4 ^
1.11. \(1х \/{х ,у )й у .

1/4 2л

1 е"̂
1.12. |й6с |/(х,_у)ф'. 

о о
1/2 2-л

1.13. \(Ьс \/{х,у)с1у.

1 л/2-л^
1.14. \4х \/{х,у)(}у.

0 4х
1 л2

1.15. I сбс |/ ( х ,у ) ф .
1/2 л^

3 л2
1.16. ^/{x,у)с^у.

2 1 
8 л

1.17. 1ск | / ( х ,у ) ф .
1 V?
2

1.18. 1с1х ^/(x,у)с^у.
1 о
1 л+1

1.19. |с& |/ ( х ,у ) ф .
® л/ь-?
1 1-л^

1.20. |й6с 1/(х,у)(4у. 
о (1-л)/2
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2 е'’̂
1.24. \(Ьс \/{х,у)(1у.

1 1/2 

1 3-̂ с
1.25. \(Ьс \/{х,у)(1у.

о 2х

4 г  4 ^ -х ^
1.21. \(Ьс \/{х,у)(1у.

0 2-х
1 -Лс

1.22. I <Ьс | / ( х ,^ ) ф .
1/2 ;с2
1/2 X

1.23. I (Лс \/{х ,у )^ у .
О х'

Задание 2. Вычислить двойной интеграл по области В, ограни 
ченной указанными линиями:

2.1. \\{х + у)(Ьс(1у, В : у  = х ^ ,у  = 8,у = 0,х = 3. 
о

2.2. \\х{1х + у)^(Лу, В \ у  - \ - х ^  ,у > 0 .  
о

2.3. ^ \у { { -x)(^x(^у, В  \х  -  у ^ ,у  = х.
п

2.4. \\xу^(^x(^у, В  :у^ = \ - х , х > 0 .  
о

2.5. ||х (5  + у)(Ьс(^у, Д:> '  = х + 5,х + >’ + 5 = 0 ,х< 0 .
о

2.6. Л(х -  у)сЬ:ф, В : у  = х^ - 1 ,у  = 3.
о

2.7. Л(х + >’)>’̂ йЬ|:ф,/)  : у = 3х^,у = 3.
в

2.8. \\ху^(ЬссЛ>,В-.у = х ,у  = 0 ,х = \.
в

2.9. я(-^  ̂4-у ^с 1 у , В \ х  + у  = \,х  + у  = 2 ,х < \,х > 0 .  
в

2.10. Цху^йбсф, 1):>’ = х^,>'>0,>’ = 4х. 
в

2.11. ||(х^ +З у ) ^ с ^ у , В : у  = x^' - 1 , х  + у  = 1,х> 0.
в
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2.12. \ \x у (Ь с (^ у ,^ :у -4 x ,у -^ ,x ^ ] - у  = 2.
В

2.13. \\^(Ьсс1у, В  у  = х ,у  = 2,ху = \.

2.14. \ \у ^  +х^^^(1у, В : у  = х ^ ,у  = Ъх. 
в

2.15. \^{1х + \)у^(}х(1у, В  \х  = 2 - у^ ,х  = 0.
в

2.16. (1х(Лу, В у - \ п х , у  = ^ , х - 2 .

2 2 ■у = х ,х = у  .
В

2.17. Л(>’ + л:^]йгф,
В

2.18. \̂ xу (̂ x̂( у̂,В:у = x^,у = 2x.
в

2.19. ^^(у + х)сЫс1у, В  \ у  = х ,х  = у ^ . 
в

2 .20 . ||(х^ -2 у ^ (Л у , В  . у  = х^ - \ , у  <0 , х>0.  
в

2.21. \\{у -  х)(1х(}у, В '.у  = х ,у  = х^ .
в

2.22. + ])(1х(Лу, В  \ 5у -  х ,х  = у^.
в

2.23. Л(х + у)^Х(Лу, В  \ у  = х^ -  \ ,у  -  - х ^  +1.
В

2.24. \ \ х { у - \ ) ( к й у ,В \у  = х ,у  = 5х,х = Ъ.
в

2.25. Л (^“ 2)̂ х:̂ _у, ! ) ;> ’ = х,_у = ^ х , х  = 2.
в
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Задание 3. Вычислить массу неоднородной пластины В, ограни
ченной заданными линиями, если поверхностная плотность в каж
дой её точке р  —

3.1. В  : у^' = 1 -  X, X = 0,р = 2 -  X -  у.

3.2. В : у  = л[х,у  = х ,р  = 2 — X -  у.

3.3. В у  = х ^ - \ , у  = \ ,р  = Ъх^ + 2у^ + \.

3.4. В \ х  — \ ,у  = Ь,у = х ,р  = х^+ 2у^+ \<).
'У

3.5. 2) : у = 0 ,у  = 2х,х 4-у = 6, р = X .

3.6. I ) : х^ + у^ = 4,х > О,у > О, р = 4 -  х^.

3.7. В : у  = х ^ , у ^ 2 , р  = 2 - у .

3.8. 77 : X = 0,у = 0,у-1-X == 1, р = х^+ у ^ .

3.9. ^ : у = х^ + 1,х -I- у = 3, р = 4х -ь 5у + 2.

3.10. 79 : у  = х ^ -1 ,х  ч-у = 1, р = 2х + 5у-ь 8.

3.11. В : у ^ =  х ,х = 3, р = х.

3.12. 79:х = 0,у = 0,х + у = 1,р = х^.

3.13. 79:х = 0,у = 0, 2х + 3у = 6,р = У

3.14. В : х  = о,у = 1,у = х, р = х^ + 2у^.
3.15. В : у ^ х , у  = -х ,у  = 1,р = ф - у .
3.16. 79:х = 0,у = 2х,х + у = 2,р = 2 - х - у .

3.17. ^ ; х  = 1,х=^у^,р = 4 - х - у .

3.18. ^ : у  = 0,х^ = 1 -у ,р  = 3 - х - у .

3.19. В : у  = х^',у = 4,р = 3х + 2у + 6.
3.20. Д :у  = х^,х = у^,р = 2х-ь5у + 10.

3.21. 79 : X = 0,у = 0,у = 4,х =-^/25^ - ^ ,  р = )
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3.22. Э \ х  = 2 ,у  = х , у  = Ъх,р = 2х^ л-у^.

3.23. В \ у  = х , у  = х ^ ,р  = 2х + Ъу.

3.24. В \ х  = 0,х + 2у + 2 = 0,х-\-у = \,р=^х^.

3.25. В  :х = О,у = 0,х + 2у = 1, р = 2 -  {х^ + у^ )
Задание 4. Вычислить массу т дуги кривой I,  между указанны

ми точками, если плотность в каждой её точке р  = р{х,у).

4 Л .Ь : у  = х^,О{0,о), ^(1,1), р = х + ^ у .

4.2. Ь :х ^  +у^  = 1,.<4(0 ,1), .8(1,0), р = ху.

4.3. x  :у  = е" ,4 0 ,1 ),5 (1 ,в ),р  = / .

4.4. X : I ' ' "  А{2,Ъ\ В(4 ,в \  р = х  + у.
[у = ЗХ

4.5. Ь \ х у  = 1, ^ (1, 1), В п2,
V ^2

х^

^ = 7

4.6. Ь \ у  = 2х, О(0,0), А{1,2), р = х '̂ +

4.7. X: ^(0,1), 5 (1,0), р = созЗ/.
[у = созХ

4.8. I :  у  = х + 1, А(1,2), 5(2, З), р = + у.
Гх = /^-зтХ г -

4.9. Г = о,Г = 2л, р = л/у.
[у = 1-созХ

4.10. X : ху = 1, ^(1,1), в [ 2 ,-) , р = у ' ^ ^ 1 й ^ .
V 2у

4.11. Х;у = x^0(0,0),^(1,1),р = у.

4.12. Х:4у = х \о(0 ,0), А | \ р  = -^= |= --V 4; ^хЧ1
4.13. X : ломаная АВС,  где >4(1,0), 5(2,0), С(2,1),

32



р - 3 х  + 2у  .

4.14. Ь'.у  = 8шх,0(0,0), А р =
.У

л/1 2
+  С08 X

4.15. 1 : Г  41 ,4), 5(2,4), р = х + / .
14̂  = 2Г,

4.16. I : >̂ = х^,^4(1,1), 5(2,4), р = х.

4.17. 5  ; х Ч  4  = 4, ̂ (0,2), 5 (2 ,0), р = х 4 -

4.18. 5  : отрезок АВ, где 4((1,3), 5(3,5), р = х^у^.

4.19. Ь :>> = соз2х,О(0,1), а ( —, о\  р =  ,
И  7 л/1 + 48142х

4.20. 5  : >- = 2х^0(0 ,0 ), 4 ^ ,1  б), р = У-

4.21. 5 : ; ;  = Г§х,0(0,0),
4С08 X

71
4

+  С08 X

4.22. 5  : 4 0 ,2 ) , 5 (2 ,О), р = лу.
[>' = 2 с08/̂ ,

4.23. Ь : 2 у ~ х ^  =4, А(\, 1), 5(2,4), р = ^1 + х^ .

4.24. Ь\ у  = х^ -  А(0, -1), 5(1,0), р = х^.

1 ’
4.25. Ь: у  = 1 4 з1Пл:), ̂  — ,1п—

16 2

Г
В

п  , л/2
—,1п—
4 2

р = зт^хсо8х .

Задание 5. Вычислить работу силового поля Р  при перемеще
нии материальной точки вдоль пути 5  .

5.1. Р  = у21 + Х2] + хук по дуге кривой Ь :х = ( , у  = ( ,2  =  ̂
между точками .4(0, 0, 0) и 5(1, 1, 1).
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5.2. Р  = х  I + у  ]  по дуге кривой Ь: у = х  между точками 
Д 1 ,2 )и Б (3 ,9 ).

53. Р  -  у  I у  ]  по дуге кривой Ь \ у  =хмежду точками 
А(0, 0)иВ(1, 1).

5.4. Р  = 2хг — у] по дуге кривой X : х = 2/, = 3 /между точ
ками А(0, 0) и 5(2, 3).

5.5. Р  = 21+Х]+ук  по дуге кривой

Ь'.х ~Аг ,у  = Р , 2 = 1: между точками А(0, 0, 0) и 5(4, 1, 1).

5.6. Р  = (х + у)г + у^ ]  по дуге кривой Ь : х  = у^ между точка
ми ^(0, 0)и5(1, 1).

5.7. Р - у г —х] по дуге кривой 5 : х = з т  г‘, у = созм еж ду 
точками ̂ (0, 1) и 5(1, 0).

'2. I "2 2 25.8. Р  = х 1 - у  у х  —1/ по дуге кривой Ь : х  —у  =1 между

точками.,4( 1, 0) и 5 (■^/^0,3).
5.9. Р - у 1 ~ х ]  + 2к  по дуге кривой

Ь : X  =̂ 2 ,̂ у  = (, 2 — 31̂ между точками А(2, 1, 3) и 5(4, 2, 6).

5.10. Р  = хуг -  у] по дуге кривой 5  : у = 6 -  Зх между точками 
А(0, 6) и 5(2, 0).

5.11. Р  = у г + х ] —2к  по дуге кривой Ь:х  = ( , у = {  + \,2 = г  
между точками ̂ (0, 1, 0) и 5(1, 2, 1).

5.12. Р  = 2у1 + х у по дуге кривой Ь : у  = х  между точками 
А(0, 0 )и 5 (2 ,4).

5.13. Р  = х г - у ' ^ ]  по дуге кривой 5 :у  = е^между точками 
Д 1 ,е )и 5 (0 , 1).

5.14. 5" = (ху — Зх)г + х^7  по дуге кривой
I , : X = 2г-1 , у = 2Г З-З между точками Д-1, 3) и 5(1, 5).

5.15. .Р = (у-нг)г +(х  3-2)7 3- (у 3- х)^ по дуге кривой 
Ь \ х  = { , у  = 1 - \ ,  2 = 1 + 1 между точками А{3, 2, 4) и 5(4, 3, 5).
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5.16. Р  — хуг -  X ] по дуге кривой Ь : у  = х  между точками 

Д 1 ,0 )и 5 (2 ,
5.17. Р - х г + у ]  по дуге кривой 1 ;х = 2 со8 ^ у  = 38шг‘меж

ду точками А(2, 0) и 5(0, 3).
— Зх 2у -*■ 2 2

5.18. = —у----- -------- -̂---- у ]  по дуге кривой X ; X -Ь у = 9
х ^ + у  х^ + у^ 

между точками ̂ (0, 3) и 5(3, 0).
5.19. .Р = (х + у ) /- (у -Н 2 )7 по дуге кривой Ь : х  = 

у  — 2^, 2 = 3/ между точками А{2, 4, 6) и 5(3, 6, 9).

5.20. Р  = {х^ -  у ^У  + 2у] по дуге кривой 1 : у  = х  + 3 между 
точками Л(1, 4) и 5(-1, 2).

5.21. .Р = (х -у )г  + (2  + 2у)7+ (х-Ь у  + г)^ по дуге кривой 
Ь ■. X = ( -  I, у  = 2(̂ , 2 =  ̂+ 2 между точками А(-1, 0, 2) и В{0, 2, З).

5.22. Р  = {х^ + У^'У + У) по дуге кривой Ь :у  = е^между точ
ками ̂ (0, 1) и 5(1, е).

5.23. Р  = э т у  г -Ь С0 8 :?у + (г -  2)к по дуге кривой Ь \ х  = 2(,

у  = 31:, 2 -  I + 2 между точками Аф, 0, 2) и 5
я я я + 24
б ’ 4 ’ 12 У

5.24. Р  = Зу^1 + С08  ̂X] по дуге кривой Ь : у  = (§х между точ-,2 т

ками А(0, 0) и 5
4я ^

-Л
4̂ + у

5.25. Р  = хг +4у] + 32к по дуге кривой Ь : х  = { - 2 ,  
у  = (+ 1, 2 = 2( между точками А(-2, 1, 0) и В { - 1,2, 2).

Задание 6. Применив формулу Грина, вычислить ^Р(^x + ^(^у
I

для заданной линии I  (пробегаемой в положительном направлении) 
и подынтегральных функций Р я

6.1. I ; у = х^, у = 4; Р  = х^ - 2 x у , ^  = у^' -2 ху .
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6.2. Ь : треугольник ОАВ, где О(0,0), А(2, О), В(2,1),

Р  = бху, ^  = -2х^.
6 3 .1 :  у  = 81ПX, у  = О, между точками О(0,0), А{ж,О); 

В  = - у  соз Х , ^  =  8Ш X.

6.4. Ь \ Ъу = х^ , у  = У, Р = у^ -  Юх^'у, 0  = х - —.
У

2 2
6.5. ^ : ~  + ^  = \ ;Р  = x у - ^ , ^  = x^у.

6.6. Ь : у  = х^ , у  = 8, X = 0; Р = х^ + у^', ^ - - 2 x у .

6.7. 1 :3/^ = 4 -  4х, X = 0; Р  = у  -1 , б  = х^у.

6.8. 1 : у  = 1пх, у = 0, х = е; Р  = —, ^  = у.
X

6.9.1 : треугольник АВС,  где А{\,2), В{3,2), С(3,5);

Р  = х ^ + у ^ ,0  = х + у^.

6.10. 1:у^  =х , х  = 4; Р = у, д  = ху̂ -.
2 2

6.11. 1 : у  + ^  = 1;Р = З х у ^ - х , е  = ^ У - 2 у .

6.12. 1 : 4 у  = х ^ , у  = 4\ Р = х у - у ' ^ ,д  = X.
6.13. Р ; треугольник АВС,  где А{2,0), В{5,0), С(5,3), 

Р = х^ - у , д  = х + у^.

6.14. Р :у  = х ^ ,у  = 1,х = 0 ;Р  = х у ,б  = у - х .

6.15. Р : ^  + ̂  = 1;Р = ху-1, |2 = х ^

6.16. Р : у = соз 2х, у = 0, между точками О -,о
V  ̂ У

А:
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Ь Л 1  , Ь \  т р е > т о л ь н и к , о б р а з о в а н н ы й  у  =  |х |, у  =  2 \  

р  =  х'^ +  у ' ^ , д  =  х ^ - у ^ .

6 .1 8 . Ь ' . у ^ ' =  4 х ,  X  -  4', Р  =  х у  -  X ,  д  =  х ^ .

■у
6 .1 9 . Р \ у  =  2 х ^ , у  =  % - , Р  =  х ~ х у , д  =  — .

6 .2 0 .  x  :>^ =  8 т 2 д : ,  у  =  0 ,  м е ж д у  т о ч к а м и  О ( 0 ,0 ) ,

Р  -  2 у 5 т 2 х ,  д  =  с о $ 2 х .

6 .2 1 . Ь \ х ^  +  у ^  = 4 \  Р  =  х  +  4 х у ,  д  =  х ^  -  у .

6.22. 1 : у  = —  , у  = 9;Р = -2ху,  д  = х^.
У

6 .2 3 . X ; т р е у г о л ь н и к  О А В ,  г д е  О ( 0 ,0 ) ,  ^ ( 1 ,2 ) ,  

5 ( 0 , 2 ) ,  Р  =  х у е \ д ^ { х  +  \ У .

6 .2 4 . 1 : ^  +  ^ = = 1 ; Р  =  х ^ + у \ д  =  х ^ - у ^ .
3 6  1 6

6 .2 5 . Ь  : у ^  =  5 х ,  X  =  5 ;  Р  =  2 х у  - х , д  =  х ^ ' у ^ .
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