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Известно, что при изгибе тонкостенных элементов конструкций, таких как 
пластины, балки, оболочки, наиболее рациональными являются композитные трех-
слойные структуры. Исследованию их деформирования и колебаний посвящены 
многочисленные работы. Постановки и методы решения соответствующих краевых 
и начально-краевых задач приведены в монографиях [1, 2]. Деформирование пла-
стин и оболочек под действием квазистатических нагрузок исследовалось в работах 
[3, 4], динамических – в статьях [5–8].  

Достаточно распространенной расчетной моделью трехслойных конструкций 
является круглая пластина с несжимаемым заполнителем. Учет сжимаемости запол-
нителя позволяет более адекватно описать деформирование [9–11]. Следует отме-
тить, что деформирование трехслойных круговых пластин со сжимаемым заполни-
телем исследовалось при квадратичном изменении радиальных перемещений и ли-
нейном изменении прогиба по толщине заполнителя [12–14]. Это приводит к опре-
деленным математическим трудностям при постановке и решении соответствующих 
краевых задач. Здесь вводится новая модель деформирования заполнителя, в кото-
рой радиальные перемещения и прогиб изменяются по толщине линейно.   

1. Постановка краевой задачи. К наружной поверхности упругой круговой 
трехслойной пластины (рис. 1) приложена осесимметричная распределенная изги-
бающая нагрузка q = q(r). Легкий срединный слой пластины перераспределяет уси-
лия между внешними несущими слоями и сжимается по толщине. Принята гипотеза 
о линейном распределении перемещений по толщине заполнителя. Его нормаль к 
срединной плоскости изменяет свою длину и поворачивается на дополнительный 
угол (r), причем на контуре пластины (r = r0) ψ = 0. Для несущих слоев с толщина-
ми h1  h2 справедливы гипотезы Кирхгофа. Деформации считаем малыми.  

 

 

Рис. 1. Расчетная схема круговой трехслойной пластины 

Цилиндрическая система координат r, φ, z связана со срединной плоскостью за-
полнителя. Индекс k = 1; 2 обозначает номер несущего слоя; 3 – заполнитель (h3=2с).  



62 

Через w(r) обозначен прогиб нижнего несущего слоя, u(r) – продольное переме-
щение срединной плоскости заполнителя, v(r) – функция обжатия заполнителя, которая 
принимается постоянной по толщине.  

Радиальные перемещения u(k)(r, z) и прогибы w(k)(r, z) в слоях выражаются через 
четыре искомые функции w(r), u(r), (r) и ν(r) следующими соотношениями: 

▪ в несущих слоях 1, 2 
 

 (1) ψ , ,r r ru u c z w v    ,      (1)w w r v r      1c z c h   , 

(2) ψ ,r ru u c zw   ,    (2)w w r     2c h z c     ; 

 
▪ в заполнителе 3 

 (3) ,
, , ,

2 2
r

r r r

v с
u r z u z z w v

        
,          (3) ,

2

v r
w r z w r z с

с
       c z c   ,   (1) 

 
где z – координата рассматриваемого волокна; запятая в нижнем индексе обозначает 
операцию дифференцирования по следующей за ней координате. 

С помощью соотношений Коши и перемещений (1) получены деформации в слоях: 

 (1) , ψ, , ,r r r rr rru c z w v     ,     (1) 1
ψ , ,r ru c z w v

r     , (1) 0rz      1c z c h   , 

(2) , ψ, ,r r r rru c zw    ,    (2) 1
ψ ,ru c zw

r    ,   (2) 0rz      2c h z c     , 
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,   (3) 1

,
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    
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,   (3)

2z

v

c
      c z c   .   (2) 

Таким образом, через введенные четыре искомые функции w(r), u(r), ψ(r) и ν(r) 
выражены перемещения (1) и деформации (2) в круговой трехслойной пластине со 
сжимаемым заполнителем. Радиальные ( )k

r , окружные ( )k
  и сдвиговые (3)

rz  дефор-

мации изменяются линейно по толщине слоев. Деформация обжатия (3)
z  по толщине 

не изменяется.   

С помощью компонентов тензора напряжений ( )
α
k  (α = r, φ) введены интенсивно-

сти обобщенных внутренних силовых факторов в пластине: 
3 3

( ) ( )
α α α

1 1

d
k

k k

k k h

T T z
 

    ,   
3 3

( ) ( )
α α α

1 1

d
k

k k

k k h

M M z z
 

    ,    (3) (1) (2)
α α α αH M c T T   , 

(1) (3) (3)1

2 2

c
D M M T      ,      (3) 

где интегралы берутся по толщине k-го слоя. 
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Уравнения равновесия рассматриваемой трехслойной пластины со сжимаемым за-
полнителем получены из вариационного принципа Лагранжа: 

А = W, 

где А = δA1 + δA2 – суммарная вариация работы внешних сил δA1 и контурных усилий 
δA2; W – вариация работы внутренних сил упругости.  

 

Вариация работы внешней поверхностной нагрузки будет (dS = rdrdφ) 

δA1 1

S S

d d ( ) d dq w r r q w v r r         . (4) 

Вариация работы приложенных к торцам пластины контурных усилий: 

δA2 
2

0 0 0 0

0

( , , )dr r r r r rT u H M w D v


         .           (5) 

Вариация работы сил упругости не учитывает в случае легкого заполнителя пла-
стины работу нормальных (3)

z  и касательных (3)
rz  напряжений: 

3
( ) ( ) ( ) ( )

1

( )d d d
k

k k k k
r r

kS h

W z r r 


 
        

  
  ,     (6) 

где двойной интеграл берется по всей срединной поверхности заполнителя S. 

Вариации перемещений в слоях следуют из (1), деформаций – из (2). Используя 
их можно преобразовать интегралы по толщине слоев, входящие в виртуальную работу 
сил упругости (6). Для радиальных составляющих получим 
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Аналогично  

2

(2) (2) (2) (2) (2)d , , ,r r r r r r r rr

h

z T u cT M w        , 
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z T u M M w M v T v            , 
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z T u cT M w M v
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3

(3) (3) (3) (3) (3) (3) (3)1 1
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h

с
z T u M M w M v T v

r      
             
  . 
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После необходимых преобразований имеем 

 1
, , , , ψ , , d dr r r r r rr r rr r r

S

W T u H M w D v T u H M w D v r r
r    

                     , (7) 

 
где интенсивности обобщенных силовых факторов Tα, Mα, Hα, Dα (α = r, φ) введены со-
отношениями (3). 

Полученное выражение вариации потенциальной энергии деформации (7) проин-
тегрировано в полярной системе координат. Для этого подынтегральное выражение 
было предварительно разбито на два интеграла: в первом вынесена за скобку операция 
дифференцирования, во втором сгруппированы слагаемые при одинаковых виртуаль-
ных перемещениях. 


2

0

( ), ( ), ,r r r r r r r rW rT u rH rM M w rD D v rM w


                      

 , d ( ), ( ), ( ), ,r r r r r r r rr r

r

rD v rT T u rH H rM M w  


                        

( ), , d dr rr rrD D v r      . 

В соответствии с принципом Лагранжа должно выполняться равенство полу-
ченного выражения и работы внешних и контурных усилий (4), (5) при любых зна-
чениях варьируемых перемещений. Это возможно при равенстве нулю коэффициен-
тов при независимых вариациях искомых функций. Отсюда получена система диф-
ференциальных уравнений равновесия в усилиях, описывающая деформирование 
круглой трехслойной пластины со сжимаемым заполнителем:  

 

1
, ( ) 0,

1
, ( ) 0,

1
, (2 , , ) ,

1
, 2 , , .

r r r

r r r

r rr r r r

r rr r r r

T T T
r

H H H
r

M M M q
r

D D D q
r









   

   

    


    
                  

 (8) 

На контуре пластины 0r r  должны выполняться силовые условия:  
0

r rT T ,  0
r rH H ,  0

r rM M ,  
1

, ( ) 0r r rM M M
r    ,  0

r rD D ,   1
, 0r r rD D D

r    . 
Для выражения обобщенных внутренних усилий (3) через перемещения исполь-

зован закон Гука в девиаторно-шаровой форме: 

( ) ( ) ( )k k ks    ,                         (9) 

где  ( ) ( )2k k
ks G э  ,  ( ) ( ) ( )k k kэ    ,  ( ) ( ) ( )θ 3k k k

k kK K    ,  ( ) ( ) ( ) ( )1
( )

3
k k k k

r z       , ( = , ;  r   
  = 1, 2, 3)k ; ,k kG K  – модули сдвига и объемного деформирования материалов слоев 
(  = 1, 2, 3)k . 

Шаровая и девиаторная части тензора деформаций в (9) будут  
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( ) ( ) ( )1
( )

3
k k k

r      ,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
( )

3 3 3
k k k k k k

r r r rэ            ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
( )

3 3 3
k k k k k k

r rэ               (  = 1, 2)k ; 

(3) (3) (3) (3)1
( )

3 r z       ,  (3) (3) (3) (3)2 1 1

3 3 3r r zэ       ,  (3) (3) (3) (3)2 1 1

3 3 3r zэ       . (10) 

Компоненты тензора напряжений выражаются через деформации (10) следующим 
образом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2
2 3   

3 3
k k k k k k k

r k r k k k r k k k r kG э K K G K G K K 
 

                   
   

,     (11) 

( ) ( ) ( )k k k
k k rK K 

        (  = 1, 2)k ;   (3) (3) (3) (3)
3 3r r zK K 

      ,   (3) (3) (3) (3)
3 3 r zK K 

       , 

где введены обозначения 

4
3k k kK K G   ,  2

3k k kK K G   . 

С помощью соотношений (9), (10), (11) были выражены обобщенные внутренние 
усилия и моменты через искомые функции w (r), u (r), ψ(r) и ν(r). После подстановки их в 
систему дифференциальных уравнений равновесия в усилиях (8), была получены система 
обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающая перемещения в круглой 
трехслойной пластине с легким сжимаемым заполнителем: 

 

2 1 2 3 4 3L ( ψ , , ) , 0r r ra u a a w a v K v     , 

2 2 5 6 7L ( ψ , , ) 0r ra u a a w a v    , 
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3 4 7 9 10 3

,
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(12) 

Здесь коэффициенты ai и дифференциальные операторы L2 (оператор Бесселя), L3 
определены соотношениями: 
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1
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 

,   
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2 2

,1
L ( ) ( ), , , r

r r rr

g g
g rg g

r r r
     
 

,   3 2 2 3

2 , ,1
L ( ) L ( ) , , rr r

r rrr

g g g
g r g g

r r r r
     . 

Краевая задача замыкается добавлением к (12) силовых или кинематических гра-
ничных условий. При жесткой заделке контура пластины должны выполняться условия  

ψ , 0ru w ν w      при 0r r . 

При шарнирном опирании контура пластины 

ψ 0ru w ν M      при 0r r .                 (13) 
 

2. Решение краевой задачи. Проведя необходимые преобразования в системе 
(12), приходим к следующей системе уравнений  

   1 1
3 3 8 9 3 4

6 6 6

1 1 1
ψ L ( , , ) 2ln 1

4 2r r

C r r
q a u a w a v r C C

a a a r
         ,

 

      1
1 2 3 3 2 1 3 2 5 6

1
, L 2ln 1

4 2r

r r
u b v b b q r b C b C C C

r
        , 

   12 6 3 5 6 7 5 9 5
32 2 2

6 5 8 6 5 8 6 5 8

d L d
a a a a a a a a a

w u r v q r
a a a a a a a a a

 
   

   

   
2 2

1 5
10 11 122

6 5 8

ln 1 ln
4 4

C a r r
r C C r C

a a a
    


, 

  2
2 1L , ,r rv v q  . (14) 

Здесь 1
3L  – линейный интегральный оператор, обратный соответствующему 

дифференциальному оператору (12)  

1
3

1 1
L ( ) d d df r rf r r r

r r
     ; 

коэффициенты  

2 7 3 6
1

1 7 3 5

d d d d
b

d d d d





,  4 7 3 8

2
1 7 3 5

d d d d
b

d d d d





,  3 9

3
1 7 3 5

d d
b

d d d d



, 

     2
1 1 6 2 3 6 5 8 2 6 3 5 3 6 2 8d a a a a a a a a a a a a a a a      , 

     2
2 4 6 2 9 6 5 8 6 7 5 9 3 6 2 8d a a a a a a a a a a a a a a a      ,   2

3 6 6 5 8 3d a a a a K   , 

   2
4 2 6 5 8 5 3 6 2 8d a a a a a a a a a    ,       2

5 4 6 3 7 6 5 8 2 6 3 5 6 9 7 8d a a a a a a a a a a a a a a a      , 

     2
6 6 10 7 9 6 5 8 6 7 5 9 6 9 7 8d a a a a a a a a a a a a a a a      ,   26

7 6 5 8 32

a c
d a a a K   ,  
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   2
8 7 6 5 8 5 6 9 7 8d a a a a a a a a a    ,   2

9 6 6 5 8d a a a a  ,  2 3 5 1 7

2 5 1 6

d d d d

d d d d


 


;   

приведенная нагрузка 

 4 5 1 8 1 9
1 1 1 2 2

1 6 2 5

1 1
d

d d d d d d
q qr r p C p C

r d d d d r

 
  

  ,  4 5 1 8
1

1 6 2 5

d d d d
p

d d d d





,  1 9

2
1 6 2 5

d d
p

d d d d



. 

Таким образом, функция сжимаемости должна удовлетворять неоднородному 
дифференциальному уравнению четвертого порядка (14)4. Уравнение сводится к неод-
нородному уравнению Бесселя:  

2
2

12 2

d , d ,1 1
, ,

d d
r r

r r

v v
v v q

r r r r
    . (15) 

     

Рассмотрим процедуру решения полученного уравнения. Однородное уравнение, 
соответствующее уравнению (15), имеет вид  

 
2

2 2 2
2

d , d ,
1 , 0

d d
r r

r

v v
r r r v

r r
     .   (16) 

 

Его решение 0 ,rv  будет [15] 

70 1 8 1, ( ) ( )rv C J r C Y r    ,         (17) 

  

где J1(βr), Y1(βr) – функции Бесселя первого и второго рода (функция Неймана) первого 
порядка соответственно. 

Частное решение ,p rv  уравнения (15) можно построить, используя два независи-

мых решения из (17): 

1 1 1 1
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) d ( ) dp r

J r q r Y r q r
v Y r r J r r

W W

 
     , 

где W – определитель Вронского, который в нашем случае 

 1 1 1 1 1 1

2
, , ,r rW J Y Y J J Y

r
  


. 

В результате частное решение будет 

1 1 1 1 1 1

0 0

, ( ) ( ) ( ) ( ) d ( ) ( ) ( ) d
2

r r

p rv r Y r J r q r r r J r Y r q r r r
 

      
 

  ,    (18) 

причем , (0) 0p rv  , что обеспечивается вырождающимся переменным верхним преде-

лом ( 0)r   в интегралах.  

Искомое решение уравнения (15) выпишем в виде суммы общего решения одно-
родного уравнения (16) и частного решения (18). В результате 

7 1 8 1, ( ) ( )rv C J r C Y r     1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) d ( ) ( ) ( ) d
2

Y r J r q r r r J r Y r q r r r


       . 

Проинтегрировав, получим выражение для функции сжимаемости v(r):  
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7 8
0 0 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d d

2

C C
v J r Y r Y r J r q r r r r


        

     

1 1 1 9( ) ( ) ( ) d dJ r Y r q r r r r C     . 

Остальные перемещения вычисляются последовательно по формулам (14). 
Следует отметить, что для сплошных круглых пластин из условия ограниченно-

сти решения в начале координат следует положить 1 2 4 6 8 11 0C C C C C C      . 

Работа выполнена при финансовой поддержке БР ФФИ (проект № Т19РМ-089). 
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