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Свойства
релаксационных
связей
в динамических 
системах мобильных 
машин

Рассмотрены вопросы влияния релакса­
ционного упругого элемента на колебания 
динамической системы, являющейся ана­
логом системы подрессоривания мобиль­
ной машины. Представлены математиче­
ские модели одномассовых и двухмассо­
вых систем с учетом релаксационных свя­
зей, а также различные форматы записи 
уравнений движения. Приведены ампли­
тудно-частотные характеристики верти­
кальных перемещений и ускорений подрес­
соренной массы в зависимости от величины 
релаксационной жесткости, моделирую­
щей упругое соединение диссипативного 
элемента с амортизируемой массой.

Ключевые слова: амортизатор, ре­
лаксация, колебательный процесс, моде­
лирование, расчетная схема, дифферен­
циальные уравнения движения, модель в 
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Обозначения

Z\ — вертикальное перемещение амортизиро­
ванной массы;

ZRk — вертикальное перемещение k-й  "релак­

сационной" точки; к = 1 ,n R;

nR — количество релаксационных связей;
Z2 — вертикальное перемещение неамортизи­

рованной массы;
Q  — жесткость упругого элемента;
Слк — жесткость А>го релаксационного упру­

гого элемента;

К ]к — коэффициент сопротив­
ления &-го амортизатора;

С(со) — упругая составляющая 
динамической жесткости;

D (со) — диссипативная состав­
ляющая динамической жесткости

Введение. Успешное решение 
большого количества задач в динами­
ке механических систем связано со 
знанием фундаментальных свойств 
систем с релаксационным демпфиро­
ванием. Особенностью систем релак­
сационного демпфирования являет­
ся существование в их динамиче­
ских моделях элементов Кельвина 
или Максвелла, т. е. последова­
тельно соединенных демпфера и 
ослабляющего его действие релак­
сационного упругого элемента. 
Свойства релаксационного демп­
фирования определяются сжимае­
мостью рабочей жидкости или газа 
и податливостью элементов конст­
рукции [7].

Любое уменьшение жесткости 
крепления амортизаторов отрица­
тельно сказывается на ускорениях, 
третьих производных перемеще­
ний подрессоренных масс и дефор­
мациях рессор для всех дорог и ско­
ростей движения [11]. Оптималь­
ным значением является жесткость 
С* = оо. Что касается деформаций 
шин и вероятности отрыва колес от 
дороги, то используя нежесткое 
крепление амортизаторов, можно 
несколько повысить безопасность 
движения при определенных соот­
ношениях между параметрами сис­
темы (Сь  Съ CR,

Влияние конструкции крепления 
амортизаторов на колебания автомо­
билей исследовано проф. А. А. Хача­
туровым и его учениками [5]. Как 
правило, при анализе влияния со­
противления амортизаторов на ко­
лебания автомобиля, предполага­
ется, что амортизаторы жестко 
прикреплены к подрессоренным и
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неподрессоренным массам. Однако при 
наличии резиновых втулок в монтажных 
узлах амортизаторов это крепление нель­
зя признать абсолютно жестким: жест­
кость втулок CR = (3-^5)С2 (где С2 — жест­
кость шины). В связи с этим возникают 
вопросы: как резиновые втулки влияют 
на колебания автомобиля, можно ли 
улучшить плавность хода и безопасность 
движения автомобиля путем подобного 
изменения конструкции. Отметим, что 
речь вдет о низкочастотных колебаниях 
(0—20 Гц), а не о высокочастотных виб­
рациях, которые эффективно поглоща­
ются такими резиновыми втулками. 
Проверочные испытания показывают, 
что использование резиновых втулок в 
монтажных узлах несколько ухудшает 
плавность хода автомобиля, но умень­
шает вероятность отрыва колес от доро­
ги, вследствие уменьшения диапазона 
частот колебаний, при котором происхо­
дит отрыв колес от дороги, и смещения 
этого диапазона в сторону высоких резо­
нансных частот.

Ниже приведены математические мо­
дели и амплитудно-частотные характери­
стики перемещений и ускорений аморти­
зированной массы в частотном диапазоне 
0—16 Гц для различных значений пара­
метра о = CR/K \ , а также программа дина­
мического анализа в MatLab колебатель­
ной системы с релаксационной связью, 
подверженной кинематическому возбуж­
дению.

Общие свойства системы с релаксаци­
онным демпфированием. Уравнения дви­
жения одномассовой системы с одной 
релаксационной связью при динамиче­
ском возбуждении массы т гармониче­
ской силой с амплитудой ̂ записываются 
в виде:

тц + Сщ  + CR(z\ -  zr) =  Fsinco/;] 

c r(z\ -  Zr) =  K i zR ;
( 1)

t$ — начальный момент времени переход­
ного процесса.

Если в модели nR релаксационных свя­
зей, то уравнения движения имеют вид:

+, £ ,c Rk(z\ ~  ZRk) = Fsinat; к = 1

c Rk(zi ~  Zm ) -  KXkzRk ,k  -  1 ,n R

или 

m'z\ + C\Z\ +

+ I  C ju iz x  -  Zjuc) =  /sin®?; 
k=  1

> (3)

ZRk + OkZRk =  akzb k = \ , n R,

где ak =  См /Кус — константа k-ro  релак­
сационного элемента.

Рассмотрим основные свойства систе­
мы с релаксационным демпфированием.

1. На частотной характеристике упру­
гой составляющей динамической жест­
кости

С(со) — С \+  I  С1ле-
со

2 2
(4)

находятся два основных и некоторое ко­
личество промежуточных участков, близ­
ких к  горизонтальным. Основные участ­
ки расположены в области низких и вы­
соких частот, они равны соответственно 
статической и релаксационной жестко­

стям системы. В точке со =  ак/  Jb нахо­
дится точка перегиба.

2. Диссипативная составляющая ди­
намической жесткости

D( со)= I  CJRk~
ак& (5)

ак + со

■CiOo)-  *10, (*о) ~  г,о; ZRitо) -  Zrq,

и имеет экстремальные значения по час­
тоте. Положение и величина экстремаль­
ных значений находятся в соответствии
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с действительной составляющей. При Cr^ -» О 
и со оо величина диссипативной составляющей 
стремится к нулю. Наличие максимальных значе­
ний этой величины позволяет настраивать уст­
ройства такого класса на режимы максимального 
демпфирования. Максимум демпфирования до­
стигается при со —» а.

3. На амплитудно-частотной характеристике, 
описываемой уравнением

Л(со) = , (6)
2 "* -та +С1+ ZCRk 2 2ак + ю

V п 2
+ V  ^  а к® 

k T l * k 2 2
J 1 а к + 05 )

существует инвариантная точка

П  =
2т

в которой наблюдается наиболее эффективное 
демпфирование.

Свойства двухмассовой системы с кинематиче­
ским возбуждением. Рассмотрим двухмассовую 
систему с одной релаксационной связью при ки­
нематическом возбуждении, уравнения движе­
ния которой имеют вид:

m\ i \  =  c i(Z2 ~  Zi) +  CR(zR -  z i)\

= ~[C i(z2 ~  Z\) +  K x(z2 -* * ) ]  + 

+ C2(q -  z2) + K2(g  -  z2);

K , z R  =  K \ Z 2 - C r ( z r - Z \ ) ,

> (7)

*iOo) ^10’ z i (fy) Zl0 5 

Z2({o) =  Z20, z2 (to) =  Z20 ; ZR(to) =  Zrq. 

Введя обозначения:

со2  С 1 2  с 2  2  С \ 2  C r! =  — , со2 = — , со3 = — , (Or =  —  ;
т т т л

Л1= — ’ Л 2 = —  > Л З = — ’ а =  Т ,т т т2

V (8)

систему (7) можно записать в виде:

2 2 
*1 =  («2 “  Z\) + соr (Zr ~  Z\)\

Z2 = - l<b\ {z2 - Z \ )  +  ч\ъИ2 - * * ) ]  +

+ ( o l ( g - z 2) + Пг(4 - z 2 )] 

zR = z 2 - a ( z R - Z i ) .

Константы со], со2, щ ,  соr определяют частотные 
свойства системы, а константы г |ь т12>г1з —диссипа­
тивные свойства (рассеивание энергии). Константа а 
характеризует свойства релаксационной связи.

Для компьютерного моделирования систему 
(8) представим в векторно-матричном виде в пе­
ременных состояния. Для перехода от системы (8) 
к модели в переменных состояния произведем за­
мену переменных:

> (9)

z 1 = *i, z t = х 2,

Z 2 = x 3> Z2 = Х 4;

ZR = *5> Zr =  *6? 

q =  uh q = и2.

При обозначениях (9) система (8) примет вид:

*i =  х2,

2 2 х2 = ( й 1 (х3 -X i)  + caR (x5 -Jfj);

х3 = х 4;

х4 =  -[ cog (х3 -  xj) + Ti3(x4 -  х2)] + 

2

(Ю)

+ Ю2 («! -  х3) +  У]2(и2 -  х4); 

х 5 = х 4 -  a(x5 — xi);
J

х-Ш  =*<о» i=  1> 5.
К системе (10) добавляются три уравнения для 

выходных переменных:

У \ = *Ъ y i  =  Z2\ J3 =  R̂- (П )
Системы уравнений (10)—(11) можно записать 

в векторно-матричной форме:

( 12)х  =  Ах +  Вй] I 
у  =  Сх, \ 

где х  — вектор состояния; А — матрица коэффициен­
тов; В — матрица входа; й — вектор входа; у  — вектор 
выхода; С — матрица выхода;
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X =

*1

1 
^

 
, 

X

Х2 Х 2

X 3 , Х  = Х 3

*4 х 4

*5 Х 5

- (< 3 j + c 4 )  о

A =

CD,

0 0 0
CO,

0

CDз ъ  -( ® 2  +  C03) -(Т12 + Л3) 0

0 0 1 - a

B =

0 0
0 0 г У\
0 0 • й  =

и\ , У = У2 9

2 и 2

®2 ^2 Уз
0 0

С 1 0 0 0 0 (13)
0 0 1 0  0

Система уравнений в переменных со­
стояния (12) позволяет достаточно легко 
использовать численные процедуры реше­
ния дифференциальных уравнений мето­
дами Эйлера, Рунге-Кутта и др., а также 
упрощает вычисления в средах MathCAD, 
MatLab, Simulink.

Компьютерное моделирование. Расчет­
ная схема динамической системы с одной 
релаксационной связью приведена на 
рис. 1, а ее параметры — в таблице. Моде­
лирование проводилось при кинематиче­
ском возмущении q(t) — qQsmasqt, где q0 — 
амплитуда. Принималось q$ =  0,1 м.

Рис. 1. Расчетная схема динамической сис­
темы

Т абли ц а
Значения параметров модели

Обозначение Единица измерения Значение

т\ га- 5 000
7П2 кт 500
с . Н/м 500 000
*1 Н -с/м 20 000
Сг Н/м 1 000 000
к2 Н - с/м 5 000

На рис. 2 представлены амплитудно- 
частотные характеристики перемещений 
подрессоренной массы т\, полученные 
для различных значений параметра а. Ам- 
плитудно-частотные характеристики ус­
корений при этихже параметрах приведе­
ны на рис. 3. Результаты получены в среде 
ADMOS [3, 4, 6].

Анализ кривых рис. 2 показывает, что 
значительное снижение жесткости ре­
лаксационного элемента (резиновой

6,0 7,5 9,0
Частота, Гц

Рис. 2. Амплитудно-частот­
ные характеристики верти­
кальных перемещений под­
рессоренной массы mi, соот­
ветствующие различным зна­
чениям параметра а

5



6,0 7,5 9,0
Частота, Гц

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристи­
ки вертикальных ускорений подрессоренной 
массы т.), соответствующие различным зна­
чениям параметра а

втулки монтажного узла крепления амортизатора) 
ведет к росту перемещений амортизированной 
массы mi в резонансных низкочастотной и высо­
кочастотной зонах и в асимптотическом случае 
стремится к режиму недемпфированных колеба­
ний. При этом, как видно из рис. 3, изменение же­
сткости релаксационного элемента в рассмотрен­
ных пределах мало влияет на уровень ускорений 
подрессоренной массы, а лишь несколько смеща­
ется положение высокочастотного резонанса. 
Видно, что влияние амортизатора при CR => оо 
ухудшает показатели по плавности в зоне высоко­
частотного резонанса.

Вывод. В результате компьютерного экспери­
мента установлено, что воздействие релаксаци­
онного элемента на колебательные процессы ди­
намической системы в основном наблюдаются в 
области высокочастотного резонанса. Аналогич­
ные результаты получены при моделировании 
как в среде MatLab, так и в среде ADMOS. Приве­
денная модель и программная реализация могут 
быть использованы в других задачах, связанных 
с моделированием колебаний пассивных и актив­
ных систем подрессоривания мобильных машин.
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