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БИОМЕХАНИКА МНОГООПОРНОГО ПРОТЕЗА 

Крушевский А.Е.

Переход ко многим опорам

При наличии многих опор должны учитываться реакции всех опор. Это означает, 
что к уравнениям моментов добавляются слагаемые учитывающие моменты сил реакций в 
каждой опоре. В связи с вышесказанным уравнения равновесия многоопорного мостовидно
го протеза записываются в виде:
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/»1 /=!
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Л=І
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где n -  число опор, m -  число внешних сил;
Р, .Р. .Р  -  проекции внешних сил;кх̂  ку̂  KZ ^
R^, , R  ̂ -  проекции сил реакций в i -й опоре;

’ Уіа ’ У к »̂ іа ’ ̂ іь ~ координаты цбнтров сопротивления в i -й опоре; 

^ь’^с’Уа’Ус’^аі^ь ~ координаты центров сопротивления протеза; 
u.,v^,w. -  поступательные перемещения i -й опоры. Остальные коэффициенты уравне

ний представляют собой соответствзтощие жёсткости i -й опоры, причём в формулах для 
этах жесткостей входят координаты центров сопротивления i -й опоры.

Зная закон изменения перемещений

«, = «о + -^а)<Ру- (у,а -  У а Ж  >
У = “̂0 + (̂ /6 -  Ч )<Pz -  (Уь -  Ж  >

+ (у,с -  Ус Ж  -  Ж  -  ̂ с Ж  ’ 
где Мо, V(,,

поступательные перемещения протеза, можно вычислить реакции каждой опоры.
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Так, проекции сил реакций опор равны

К  +[c,^(z,„ +

і ч  - ^ ь ) -  {Уш -  Уа Ш ;

К  = + <̂,yẑ 0 + (Т/с -  Тс) -  )]̂ Х +  ̂J  -  -  с̂- )](ру +

+ [^  (т,- ~ Та )]^.;
к  = + С ,, + [с,̂ , (:й,а -  Тс ) -  ̂ ,)= -  h  Ш  + (г,а “  ^а ) “  і і̂с ~ )\(Ру +
+ К ^  +  (х,ь - X , ) -  ІУ,^ -  у„ )]ę^

Моменты реакций опор относительно осей координат х , у .z  равны (ось х  проходит 
через точку y ^ ,z ^ ,  ось у  . через точку x^ ,z^ , ось z  через точку , у ^ ).

?«а = К ^  +^to(T,a -Ус)-^Ыуі^-^ьЖ+{Мі.+ІУіс  -УсЖІУ,с~Ус)-(^іу^і.^ІЬ-'^ь)'\- 

- ІЧ-^ь)Ж(Уіс-Ус)-^іу(^<ь  - 2 і ) ] К  +{м,^ +^0сЖш-^а)-с>у^(г,ь-Ч) + І У с - У Ж  
і і̂а - О - с , ,(^ ,с  - X , ) ] - ( z ,4 - z ^ ) [ с ^ (z,.„ -  ZJ - c ,^ (x ,^  - ) ] } ę ^  +  -

-^uę (y<a -Уа) + i y , c - У c)^  (Уіс - У с ) Ж  ~ ̂ ь) ~ (У/о ~ УаЖ  (Ч  “ ^
ЖуіЧ-^ь)-^,:су(Уш-Уа)]Ж+^о[%(Уіс ~ У с) ~ Ж  ~ +

+^оК(Уіс-Ус)-(^,у,Ж-^ь)1>

=  « о К ( ^ , »  - 2 а ) - ^ ^ /х . ( ^ ,с  - ^ с ) ]  +  ^ о К ^  + С ,.^ (г ,а  - • Z J - C , ^ ( X , ,  - X  J ]  +  W„[C,,„(Z,„ - Z j -  

-^с)] + «’Л(^/. -^ а Ж „  +^«z(T/a ~ У с) ~ ~ Ь Ж  І Ч  - ^ Л ^ Л У . с - У . ) -

-  Z ») + /“/« } + ̂ ЙА> +(г,а -^ а Ж (^ ,. -■^a)-Cta( /̂c ~ ̂ с Ж  

-(^/с -  Ж К .  Ж  - О -  С,z Ж  -  )] } + i l̂b -^ь )  + Ж  -  Ж  - ^ ь ) -

C/z ІУіа -  Та ) -  Ж  -  Ж Ж  (% - ^ ь ) -  (Т,а " Та ) + C,ẑ  ] } I

Щ .  = ^ Ж Ж - Х ь ) - С і Л У > а - У а )  +  ^ о [ с Ж і Ь - Ж - ( ^ Ж У ш - У а ) ]  +  У ^ о [ % Ж - Х , ) - С , ^  X

x(Tto -Та)] + +'?’хЖ (Т,с -Т с) + (̂ ,4 - Х ь ) Ж і У і с - У с ) - ( ^ Ж і Ь - ^ ь ) ] - ( У і а  ~  У  а)>̂

Ж ^ У , с - У с ) - ( ^ > . у Ж  - 2 j  + C,iJ} + <P^"^/z/^/c-^c) + (^/4-^fc)[%(Z,a--Zj-

-C(,z(̂ /c -^c) + C,^J-(T,a - У а Ж Ж - ^ а ) - С , . Л х , с  “ )] } + { Ж  “ )[^  ~ Ж ~

(Т,а -  Та )] -  (Т̂ а “ Та )[С,  ̂(̂ /А ~  ̂ 4 ) “ (Т,а ~ Та )] } ■

В вышеприведенных уравнениях равновесия входят суммы реакций и суммы моментов, 
Эти суммы можно значительно упростить, если ввести понятие центров сопротивления мно
гоопорного протеза.

Определение координат центра сопротивления 
многоопорного мостовидного протеза

Для того, чтобы определить координаты центра сопротивления многоопорного мосто- 
видного протеза выписываем формулы.

п п п
1 « . .  Е й , , .  І Я .  и обращаем в нуль
/=1 /я1 /»1
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суммы £  [с^ -  z J  -  (x,, -  X,)] = 0 , J  (x,4 -  (:v„, -  :v J ]  = 0
/-І /-1

n
при фу и ф2 в выражении ^  ,

/7=1

суммы z  [с - y j -  с (z,4 -  z ,)] = 0 , i  [с (x,j -  XJ  -  с (y,  ̂-  уJ ]  = о
/=1 /=І

/7
при фх, фг В выражении ,

п>1
суммы t  [с,_, ( у -  у J  -  с (z,j -  z J ]  = o , i  [c^ (z,„ -  z J  -  c,, -  X J ]  = o

/=I I=.l
n

при фх и фу в выражении ^  ,
П=1

Решая полученные уравнения относительно ^ь>^с’Уа’Ус>^а>^ь’ находим

Ż % Z (с,,;"» - ) -Z z (с,ху>',„ - с Х. )̂/=1 <-1________  /=1 1=1 _____

Z c „ Z s - ( Z c ,^ ) ^/,1 Ы\ '  ;=1

___  /=1 /-1M_J=1
Z c ,^Z c ,,-(Z c ,„ ) '
/=1 /=І /=1

п п п п

У.
Z  C,j, Z  ) - Z  %  Z  -  C,y,X,j )/=1 ________ _____ =̂1 /.=1 _____

ZC,^ZC,y-(ZC,;^)'/*1 / = 1 '  /=1
п пz z - с̂ у̂,̂ ) -Z S Z (c,yxZ,6 - C,,y„)

/=1 /=1

/=1 /=1 /=1

z Ż ) - i  C,̂ i  - C,,z.„ )
2 ---- isL /=! /*1

n n

-  -̂=5---—

Zc„ZC fe-(Z c^)^/=1 /=1 /«1

z z (C,yZ,j - c^y) - t  t  (ĉ z,.j - ĉ .y,̂ )
/-1 M

Z c ^ Z c ^ - ( Z c ^ ) ';=I /̂=1 ,=I

Как видим, на оеновании полученных формул, для определения координат центра со
противления многоопорного мостовидного протеза необходимо сначала найти жесткости и 
координаты центров сопротивления всех опорных корней.

Упрощение формул для суммарных усилий и моментов реакций 
в опорах многоопорного протеза

Введение центров сопротивления протеза позволяет значительно упростить формулы 
для суммарных усилий и моментов относительно осей координат и тем самым упростить 
систему уравнений равновесия многоопорного протеза.
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Ё Л х  = Z K " o +C,,,Wo -г* )  + с ,^ ,и , - л ) ] } ,
/*1 /=*=1
/? П

Л к  +̂ ^уУо+(^^ус̂ О +^^S«> -^c)+ C ,^ (2,w -Z„)]},
/=І /=І
/7 П  ^

=Z^^ta«o -̂ <̂,>=̂0 +c,,w„ +ę,[Ci,ę- с^^ЛУш + - ^ і )]},
/-1 /=1

П П

=IlMyfc<^t(yic - Ус)-С,у,(г,, -г,)у,^-2,^с,^ХУіс ~У.)  + -  z , ) y  +
Ы ЫІ
+ (РуіУісСі̂  (г,а -  ^ J  -  >'/cCfe (х,с - x j -  (z,„ -  z„ )(z„ -  z J  + c,^ (x,, -  X,. )(z,, -  z ,) -
-  îyę i îb -  Zfc ) + (z,„ -  z J  + //,^ ] + ęĵ . [c,̂ , (x,  ̂ -  X, ){y.^ - y j -  C,̂  ( -  y^ ){y,^ ~ У J ~

-  Ciŷ W (̂ ІЬ -Хь)  + C,^Z„ (у,, -Уа)  + (j ,̂, -  (У:а ~ У a) + >“ ,« ] +

+ «oK ^ +<̂ az(>̂ fc - ^ а)]},
W n

z  '"o " Z  [Сы̂  (г*. -  Z J  -  C,̂ Д  Z,, -  Z J  + C,̂ , (;>/,, -  Д'J(z,„ -  z J  -  C,, X,, -  J /J  +
/»1 /=!
+ ( ,̂6 - Zi) - (z,„ - Z„)(z,-i -Zb)  + !Ui:̂ ] + (Py[Miy + (z,„ - Z„)(c,^z,„ - c,^x,,) +
+  (^ /. -  )(Cfe -  C,;„ Z ,„ ) ]  +  <p̂  [ / i ,^  +  ( x , i  -  X  J  -  C,,p ( x , ,  -  X  J  -  ( x , , .  -  X ,  ) ( x „  -  X ;, )c ,^  +

+ (X,, -  X, )(>/,„ -  у  J  + (x„ -  X, )c,^z,„ -  (j;,„ -  )c,̂ z,.„ ] + Vo [c,̂  ̂+ (z^̂  - z , ) -  c,^ (x̂ ,. -  x ,)]]}.

_ n
z  '«/z = Z  {^x K ,  ( Л  - У с ) -  c,., J  + c,^ (y,, -  Л  )(x,, - X , ) - C ^  (x,, -  X, )(z,, -  z J  -

Ml
-  c,,, (y,„ -  Л  )(>̂ „ -  Л ) + (y^ -  Ус -  z J  + //,„} + ę?, (x,̂  -  X J  + (x,, -  x ,) +

+ )( -̂« -  ( .̂c -  ІУ,, -  Л  )( /̂„ -  z J  + (x,̂  -  x̂  ){y^  ̂ -  У J ]  +

+ <Pr[/̂ /x + )K (x ,b  - X , ) -  c ^ ІУ,, - У а ) ] -  -  Ус)[c,.,(х̂ ь - x , ) ~ c , { y , ^  -  )]] +

+ >̂o K c  + l̂yc (x>b - X , ) -  c,„ (y,^ -  Л  )] } •

Уравнение равновесия многоопорного протеза записываются в таком же виде, как и для 
одноопорного, но с некоторой корректировкой коэффициентов, а именно:

п
Z(<̂ ;x«o + ^̂,xvV„ + C,„W„ + K<pJ = P„
/«I
n

Z(C(X.«0 + S'^O + <̂ ŷĉ0 + K^Py) = Py,
Ml
я

Z  (̂ <x=«0 + і̂уУ, + Wo + ) = К»1
n

YS-K(Pc + K<Py + + C "o ) = "̂ х.
Ml
n

Z(>“, > x + >“> x  + K ^-. + ś ,v „ ) = w^.
Ml
n

Z ( A > x + + Я > : + <,-И̂ о) =
MI

где
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(-Уіс - У с ) -  (2,4 -  2* ),
(z,, -  Z J  -  -  X, ),

= <̂/zp + ,̂;,c (̂ /4 -Xb) -^ac  (Уіа “ ),
Mu = Muc + У/С [С/. (> '/c -  J^c )  -  (2 ,4  -  2 ,  ) ]  -  Z,., [C ,^  - y j -  C^ (z, ,  -  Z, )]

МІ  =  M.y +  (2 ,„  -  Z^ ) (C ^ Z ,„  -  -  X , ){C^X^ -  C^Z,^  )

МІ = + ,̂4 [Ciy (̂ ,4 -  4̂ ) -  ̂ 40, (>',a -  :и J ]  -  y,„ [C,ŷ  (x,.j -  4̂ ) -  (У,о ~ У u )]

М ‘и у  = M u y +  (2 ,„  -  Z J  -  C,̂ p -  Z j  )  +  [Ĉ,_, (Z ,„  -  Z J  -  C„ (x ,^  - X , ) ]  -

- (2,4 - 2i)K/z,„ - Z j  - C,̂ (X,, - Xj],

/“L =/“ar - ^й^Уш -Уа)  + (Уіс-Ус)^й^+(Уіс -  Ус)[ /̂у  ̂(^ći -  Х^) ~ (У̂ , ~ У,)] ~
-  2,4 [Cfy {Хіь - X , ) ~  (y,^ - y j ] ,

МІ  = Міуг + (̂ іу̂  (ХіЬ - Х ь ) -  (̂ ,с -  + (̂ ,4 ~ ^ 4  )[С4.̂ 2 ,„ -  С,̂  (х,., " X, )] -
-  ІУш -  У а )[Сй2,„ -  (Х,, -  X J ] .

Уравнения, как следовало ожидать, обладают симметрией, т.е. матрица жесткостей яв
ляется симметричной.
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