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В приближении малости сил внутреннего сопротивления движению двойникующих 

дислокаций выведено условие равновесия двойника клиновидной формы в недеформируемом 

твердом теле. Рассмотрен частный случай линейности двойниковых границ. Показано, что 

одним из решений уравнения равновесия в этом случае является равенство нулю ширины 

двойника у устья. 

 

Введение 

В настоящее время физические аспекты механического двойникования хорошо 

изучены [1, 2] и назрела проблема в использовании полученных результатов в механике 

деформируемого твердого тела [3–6]. Основы недислокационной теории двойникова-

ния были заложены Лифшицем, И.М. [7]. Дальнейшее развитие теория двойникования 

получила в рамках дислокационной теории [3–6]. 

Основным недостатком разработанных теорий является то, что они не охватыва-

ют весь класс наблюдаемых на экспериментах деформационных двойников. Хорошо 

развита теория упругих, тонких и плоских двойников. Однако теория, например, оста-

точных двойников еще находится на стадии развития [6]. 

Целью данной работы стал вывод и анализ условия равновесия краевого клиновид-

ного двойника, находящегося вдали от поверхности деформированного твердого тела. 

Постановка задачи 

Понятие краевого двойника было введено в [8]. Общеизвестно [9], что вдали от 

поверхности механические двойники могут, как образовываться, так и иметь форму, 

аналогичную их форме, наблюдаемой на поверхности кристалла. Поэтому, как это бы-

ло экспериментально показано в [9], вдали от поверхности двойниковые границы могут 

быть как прямолинейными, так и криволинейными. В работе [10] была показана оче-

видная производность клиновидной формы двойника от его линзовидной формы. В 

данной работе пренебрежем напряжениями дислокаций устья двойника, распределен-

ными по изображенной на рис. 1 границе, форма которой описывается функцией )(3 f  

(ξ – текущая координата точки на границе двойника). Не будем принимать во внимание 

и напряжения концентратора напряжений, находящегося у устья двойника, моделируя 

ситуацию, имеющую место в кристалле, например, после снятия нагрузки. Так как из-

вестно [11], что у имеющихся вдали от поверхности включений после снятия нагрузки 

уровень напряжений существенно уменьшается. Таким образом, рассмотрим влияние 

на равновесную форму границ краевого клиновидного двойника только напряжений 

двойникующих дислокаций двойниковых границ, профиль которых в плоскости XOY 

описывается функциями )(1 f  и )(2 f  (см. рис. 1). 
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Рис. 1. Схематическое изображение клиновидного двойника,  

находящегося вдали от поверхности твердого тела 

 

В подобных постановках задач [2–5, 7] принято полагать, что линии двойникую-

щих дислокаций прямолинейны, имеют бесконечную длину и параллельны друг другу. 

Пусть в нашей задаче линии двойникующих дислокаций будут параллельны оси OZ, 

которая перпендикулярна плоскости рис. 1. В [3] представленный на рис. 1 двойник 

был назван плоским. 

В равновесии двойника на его границах должны выполняться условия: 

 ;0
111  eFSF


 (1) 

 ,0
222  eFSF


 (2) 

где 1F  – сила, действующая в точке на границе 1 со стороны поля напряжений двойни-

кующих дислокаций на границах 1 и 2 двойника; 

1S  – сила внутреннего трения, действующая на двойникующие дислокации на гра-

нице 1 двойника; 

eF1 – результирующая внешних сил, действующая на двойникующие дислокации на 

границе 1 двойника; 

2F  – сила, действующая в точке на границе 2 со стороны поля напряжений двойни-

кующих дислокаций на границах 1 и 2 двойника; 
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1S  – сила внутреннего трения, действующая на двойникующие дислокации на гра-

нице 2 двойника; 

eF2  – результирующая внешних сил, действующая на двойникующие дислокации на 

границе 2 двойника. 

В процессе двойникования движение двойникующих дислокаций вдоль оси OY 

отсутствует.  

 ;0
111  e
xxx FSF  (3) 

 ,0
222  e

xxx FSF  (4) 

где 

 ,21111 xxx FFF   (5) 

 ,12222 xxx FFF   (6) 

Здесь xF11  – проекция на ось OX силы, действующей на двойникующие дислокации на 

границе 1 со стороны поля напряжений, созданного этой же границей; 

xF21  – проекция на ось OX силы, действующей на двойникующие дислокации на 

границе 1 со стороны поля напряжений, созданного двойникующими дислокациями 

границы 2; 

xF22  – компонента силы, действующей на двойникующие дислокации на границе 

2 со стороны поля напряжений, созданного этой же границей; 

xF12  – компонента силы, действующей на двойникующие дислокации на границе 

2 со стороны поля напряжений, созданного двойникующими дислокациями границы 1. 

Для сил взаимодействия двойникующих дислокаций краевого двойника друг с 

другом справедливо соотношение [12] 

 ,σкр xyx bF   (7) 

где крb  – модуль краевой составляющей вектора Бюргерса двойникующей дислокации; 

xyσ  – сдвиговая компонента тензора напряжений, обусловленных двойникующими 

дислокациями. 

Формулу (7) будем использовать для определения компонент сил xF11 , xF21 , 

xF22  и xF12  из соотношений (5) и (6). При этом компоненты сдвиговых напряжений в 

(7) для каждой из границ двойника рассчитываются по формулам [6]: 
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где L – длина двойника (см. рис. 1); 
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)(ξρ1  и )(ξρ2  – плотности двойникующих дислокаций на первой и второй двойни-

ковых границах, соответственно. В случае двойника, находящегося вдали от поверхно-

сти имеем [6] 
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где μ – модуль сдвига; 

 – коэффициент Пуассона. 

 

Тогда 
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где  – параметр интегрирования. 

В формулах (12) – (15) необходимо выполнение условия   . Компоненты тен-

зора сдвиговых напряжений в (12) – (15) расписываются соотношениями: 
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Результаты и их обсуждение 

В этой работе рассмотрим случай, когда 
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 ,0
1
eF


;01 S


 (20) 

 ,0
2
eF


.02 S


 (21) 

Это означает, что нагрузка на кристалл снята, а силы сопротивления движению 

двойникующих дислокаций пренебрежимо малы, или отсутствуют. Тогда (3) и (4), с 

учетом (5) и (6), (20) и (21), примут вид 

 ,02111  xx FF  (22) 

 .01222  xx FF  (23) 

Подставляя в эти формулы (12) – (19), получим 
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Данные уравнения дополняются соотношениями 

 ,
ξ

)ξ(1
)ξ(ρ 1

1
d

df

c
=  (26) 

 ,
ξ

)ξ(1
)ξ(ρ 2

2
d

df

c
=  (27) 

где c – межплоскостное расстояние в плоскости, перпендикулярной плоскости двойни-

кования. 

Соотношения (26) и (27) означают, что система (24) и (25) из двух уравнений име-

ет не четыре, а две неизвестных функции – )ξ(1f  и )ξ(2f . Представим эти функции в 

виде многочленов 
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0
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n
n

n
n bbbbf  
  (31) 

где ia  и jb  – константы (i = 0, 1, … , n; j = 0, 1, … , m). 

В данной работе рассмотрим случай, когда n = 1 и m = 1. Тогда (28) – (31) примут вид 
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 ,ξ)ξ( 101 aaf   ,ζ)ζ( 101 aaf   (32) 

 ,ξ)ξ( 102 bbf   .ζ)ζ( 102 bbf   (33) 

Это случай прямолинейных границ клиновидного двойника. Тогда очевидно, что  
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Подставляя (32) и (33) в (16) – (19), получим 

 ,
ξζ

1

)1(

1

)1π(2

μ
)ξ(,ξ),ζ(,(ζσ

22

1

2

1кр

11

)0,1(








a

ab
ffxy


 (35) 

 ,
ξζ

1

)1(

1

)1π(2

μ
)ξ(,ξ),ζ(,(ζσ

22

1

2

1кр

22

)0,2(








b

bb
ffxy


 (36) 

 ))ξ(,ξ),ζ(,(ζσ 21
)0,2( ffxy   

 
22

1100

2

2

1100

2
кр

]))ξζ()((ξ)[(ζ

]))ξζ()((ξ)ξ)[(ζ(ζ

)1π(2

μ

baba

babab









, (37) 

 ))ξ(,ξ),ζ(,(ζσ 12
)0,1( ffxy   

 
22

1100

2

2

1100

2
кр

]))ξζ()((ξ)[(ζ

]))ξζ()((ξ)ξ)[(ζ(ζ

)1π(2

μ

abab

ababb









. (38) 

Подстановка (34) – (38) в (24) и (25) дает 
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Данные уравнения могут быть приведены к виду 
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Вычитая из (41) (42), получим 
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Решение данного уравнения, например, с использованием метода интегрирования 

рациональных функций [13, 14] весьма громоздко. Поэтому рассмотрим некоторые 

частные случаи. Примем 
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где H – ширина двойника у устья (см. рис. 1). Тогда (32) и (33) можно переписать в виде 

  

 ),
L

ξ
1(

2
)ξ(1 

H
f  ),

L

ζ
1(

2
)ζ(1 

H
f  (45) 

 ),
L

ξ
1(

2
)ξ(2 

H
f  ).

L

ζ
1(

2
)ζ(2 

H
f  (46) 

 

Уравнения (41) и (42) с учетом (45) и (46) примут вид 
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А уравнение (43) – 
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Одно из решений этого уравнения – это H = 0. В этом случае двойник тонкий. 

 

 

Заключение.  

Таким образом, на основании баланса сил, действующих на двойниковых грани-

цах со стороны двойникующих дислокаций, в приближении малости величин сил внут-

реннего трения в недеформируемом твердом теле выведено условие равновесия клино-

видного двойника. Показано, что в линейном приближении одним из решений условия 

равновесия является равенство нулю ширины двойника у устья. 
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Голубева Е.А., Аль-Абси Р.А. 

РЕАЛИЗАЦИЯ РАСЧЕТА НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИЙ В ТРУБЕ  

ИЗ КОМПОЗИТОВ С УЧЕТОМ ЯВЛЕНИЙ ПОЛЗУЧЕСТИ И РЕЛАКСАЦИИ 

УО «Гомельский государственный университет имени Франциска Скорины»  

Гомель, Беларусь 

 

Рассматривается труба из композиционных материалов под действием внут-

реннего давления с учетом явлений ползучести и релаксации. Необходимо определить 

напряженно-деформированное состояние в трубе из композитов. Создается алгоритм 

и строится математическая модель реализации расчета напряжений и деформаций в 

трубе, затем строится вычислительная программа, по которой определяется напря-

жение и деформации в трубе из функционально-градиентных материалов с учетом 

явлений ползучести и релаксации. 

 

Введение. В настоящее время широкое применение композиты получили в произ-

водстве труб и трубопроводов, в связи с этим задача расчета напряженно-


