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Тема 1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ВЕКТОРЫ 
 

1.1. Вычисление определителей 2-го и 3-го порядка. 
Решение СЛАУ методом Крамера 

 
Для определителя употребляются следующие обозначения 

( ), det , det ijA a∆ . 

Определители 2-го порядка вычисляются по формуле (1.1) 

11 12
11 22 12 21

21 22
.

a a
a a a a

a a
∆ = = −   (1.1) 

Таким образом, определитель второго порядка равен разности 
произведений элементов, стоящих на главной ( )2211 aa ⋅  и побочной 

( )21 12a a⋅  диагоналях 
Определители 3-го порядка вычисляются по формуле (1.2) 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32

31 32 33

13 22 31 11 23 32 12 21 33. (1.2)

a a a
a a a a a a a a a a a a
a a a
a a a a a a a a a

∆ = = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

 

 
Для запоминания формул вычисления определителей можно вос-

пользоваться «правилом треугольников» (правило Саррюса). 
 

  

  

  

= 

  

  

  

+ 

  

  

  

+

  

  

  

 – 

  

  

  

 – 

  

  

  

 –  

– 

  

  

  

. 

Система из двух линейных уравнений с 2 неизвестными и система 
из трех линейных уравнений с тремя неизвестными записывается так: 
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11 1 12 2 1
11 1 12 2 1

21 1 22 2
21 1 22 2 2.

31 1 32 2 3.

,
,

,
a x a x b

a x a x b
a x a x b

a x a x b
a x a x b

+ =
+ =  + = + =  + =

 

 
Если определитель матрицы системы не равен нулю, то система 

имеет единственное решение, которое можно найти по формулам 
Крамера (1.3). 

, 1,i
ix i n∆
= =
∆

,   (1.3) 

где ∆  – определитель матрицы системы; 
i∆  – определитель, полученный из определителя заменой его 

i-го столбца столбцом свободных членов. 
 

Примеры решения задач 
 

1.1. Вычислить определитель 
3 4
5 8
−
−

. 

Решение. Вычисляя по формуле (1.1) получим 

( )
3 4

3 8 4 5 24 20 4.
5 8
−

= − ⋅ − ⋅ − = − + = −
−

 

1.2. Вычислить определитель 
1 2 3
4 5 6
7 8 9

. 

 
Решение. Вычисляя по формуле (1.2), получим 
 

1 2 3
4 5 6 1 5 9 2 6 7 3 4 8 3 5 7 2 4 9 1 6 8
7 8 9

45 84 96 105 72 48 0.

= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

= + + − − − =
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1.3. Решить уравнение 

2 1
1 1 1 0
4 2 1

x x
− = . 

Решение. Вычисляем по формуле (1.2). 
 

( ) ( )

( )
( )( )

2

2 2

2 2 2 2

1 2

1
1 1 1 1 1 1 4 1 1 2 1 1 4 1 1 1 2
4 2 1

4 2 4 2 3 3 6 3 2

3 1 2 0 1, 2.

x x
x x x x

x x x x x x x x

x x x x

− = ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

= − + + + − − = − + + = − − − =

= − + − = ⇒ = − =
 

1.4. Решить систему уравнений 1 2

1 2

4 5,
3 2 12.

x x
x x
+ =

 − =
 

Решение. Вычислим определитель системы по формуле (1.1). 

( )
4 1

4 2 1 3 8 3 11.
3 2

∆ = = ⋅ − − ⋅ = − − = −
−

 

Так как 11 0− ≠ , то можем вычислить 1 2и ∆ ∆  по формуле (1.1), а 
затем 1x  и 2x  по формуле Крамера (1.3). 

1 2

1 2
1 2

5 1 4 5
10 12 22. 48 15 33.

12 2 3 12
22 332. 3.
11 11

x x

∆ = = − − = − ∆ = = − =
−

∆ − ∆
= = = = = = −
∆ − ∆ −

 

 
1.5. Решить систему уравнений  

1 2

1 2 3

2 3

2 10,
3 2 23,

2 13.

x x
x x x

x x

+ =
 + + =
 + =
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Решение. Вычислим определитель системы 
1 2 0
3 2 1 4 1 12 9.
0 1 2

∆ = = − − = −  

Вычисляя по формулам (1.2) и (1.3), получим 
 

1
1 1

2
2 2

3
3 3

10 2 0
3623 2 1 40 26 10 92 36 4.
9

13 1 2

1 10 0
273 23 1 46 13 60 27 3.
9

0 13 2

1 2 10
453 2 23 26 30 23 78 45 5.
9

0 1 13

x

x

x

∆ −
∆ = = + − − = − ⇒ = = =

∆ −

∆ −
∆ = = − − = − ⇒ = = =

∆ −

∆ −
∆ = = + − − = − ⇒ = = =

∆ −

 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 1.1. Вычислить определители второго порядка. 
 

1. 
1 4
5 2
−
−

.  2. 
cos sin
sin cos

α α
α α

−
  3. 

5 3

3 1
. 

4. 
1

x x

x
.  5. 

131 231
130 230− −

. 

 
(Ответ. 1) 18. 2) 1. 3) 2. 4) 0. 5) -100). 
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Задание 1.2. Вычислить определители третьего порядка. 

1. 
1 3 1
0 1 3
0 1 3

−

−
.  2. 

2 0 2
2 1 2
1 2 1

−
− −
−

.  3. 
6 4 2
7 5 1
3 2 4

. 

4. 
2 1 1
1 4 1
1 8 3

− −
−

.  5. 
2 4 1
3 4 2
4 1 3−

. 

(Ответ. 1) 6. 2) 4. 3) 6. 4) -6. 5) 27). 
 
Задание 1.3. Решить уравнения. 
 

1. 
2 2

1 1 0.
1 1 1

x
x
−

− =
−

  2. 
1 2

3 4 5 0.
6 7 8

x x x
x x x
x x x

+ +
+ + + =
+ + +

 

 
(Ответ. 1) 1 21; 2.x x= =  2) R.x∈ ). 
 
Задание 1.4. Решить системы уравнений. 
 

1. 1 2

1 2

5 3 21,
2 7 20.

x x
x x
+ =

 + =
  2. 1 2

1 2

6 5 1,
8 3 5.

x x
x x
+ =

 + =
 3. 

3 4 6,
5 3 4.

x y
x y
+ =

− − =
 

 

4. 
5 3 5,
6 4 3.

x y
x y
− =

 − =
 5. 

3 2 5,

3 1.

x y

x y

 + =


+ =
 6. 

2 4,

2 3 2.

x y

x y

 + =


− =
 

 

7. 
1 2 3

1 2 3

2 3

4 9,
4 5 2,

3 7 6.

x x x
x x x

x x

+ − = −
 − + = −
 + = −

  8. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 2 8 0,
5 2 5 0,

2 3 4 3 0.

x x x
x x x
x x x

+ + − =
 + + − =
 + + − =
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9. 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 2 11,
2 4,
3 2 4 11.

x x x
x x x
x x x

+ − =
 − − =
 − + =

  10. 
2 3 1,

2 4 9,
12 14 1.

x y z
x y z
x y z

+ − =
 + − =
− − + =

 

11. 
2 4 9,

2 3 0,
2.

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + + =

 

 
(Ответ. 1 2 1 21. 3, 2; 2. 1, 1;x x x x= = = = −  1 27. 1, 2;x x= − = − 3 0;x =   

1 2 3 1 2 38. 2, 1, 1; 9. 3, 1, 1;x x x x x x= = = − = = =   

( )13 13 10
3 3 310. ; ; ;− −  ( )52 1 11

3 2 611. ; ; ).−  

 
 

1.2. Линейные операции над векторами. Координаты вектора 
 

К линейным операциям над векторами относятся сложение (вычи-
тание) векторов и умножение вектора на число. 

а) Линейные операции над векторами обладают следующими свой-
ствами: 

1. abba +=+  (коммутативно); 
2. ( ) ( )cbacba ++=++  (ассоциативно); 

3. ;,0 aaa ∀=+  

4. ( ) 0, ;a a a+ − = ∀  

5. ( ) ( ) , при , R;a aα β αβ α β= ∀ ∈  

6. ;,1 aaa ∀=⋅  

7. ( ) , при , Ra a aα β α β α β+ = + ∀ ∈  (дистрибутивно по от-
ношению к сложению чисел); 

8. ( ) , при , ; Ra b a b a bα α α α+ = + ∀ ∀ ∈  (дистрибутивно по 

отношению к сложению векторов). 
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б) Пусть задан вектор a  в базисе ( ), ,i j k . Тогда 

kajaiaa zyx ++= ,     (1.4) 

где , ,x y za a a  – координаты вектора a . 

Длина вектора ( ), ,x y za a a a=  вычисляется по формуле 

2 2 2
x y za a a a= + + .   (1.5) 

Если вектор AB  имеет начало в точке ( ), ,A A AA x y z  и конец в 

точке ( ), ,B B BB x y z , то его координаты  

( ), ,B A B A B AAB x x y y z z= − − − . 

Если векторы a  и b  заданы своими координатами 

( ), ,x y za a a a=  и ( ), ,x y zb b b b= , то  

1. a  + b  = ( ); ;x x y y z za b a b a b+ + + . 

2. a  - b  = ( ); ;x x y y z za b a b a b− − − . 

3. λ a = ( ), ,x y za a aλ λ λ . 

с) Пусть вектор a  разложен по 
базису ( ), ,i j k  (см. рис. 1). 

Вектор a  с векторами kji ,,  
образуют углы γβα ,, . Косинусы 
этих углов называются направляю-
щими косинусами вектора. Коорди-
наты вектора ( ), ,x y za a a a=  через 

направляющие косинусы выражаются формулами: 
 

cos ; cos ; cos .x y za a a a a aα β γ= = =   (1.6) 

Рис. 1 
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Следовательно, cos ;xa
a

α = cos ;ya

a
β = cos ;za

a
γ =  

 
Примеры решения задач 

 
1.6. В параллелепипеде 1 1 1 1ABCDA B C D  AB a= , AD b= , 

1AA c= . Выразить векторы 1 1 1 1 1 1, , , , ,AC D B AC B C D B DB  через 

, ,a b c . 
       D1                C1 
   A1         B1 

  c  
       D    b           C 
  A                  B 
             a  
Решение. По определению суммы векторов получаем: 

1 1 1

;

.

AC AB BC AB AD a b

AC AB BC CC AB AD AA a b c

= + = + = +

= + + = + + = + +
 

По определению разности двух векторов находим: 

1 1 1 1 1 1

1 1 1

;

.

D B A B A D AB AD a b

B C BC BB AD AA b c

= − = − = −

= − = − = −
 

Теперь найдем 1 1иD B DB . 

1 1 1

1 1 1

.

.

D B D D DA AB AA AD AB a b c

DB DA AB BB AD AB AA a b c

= + + = − − + = − −

= + + = − + + = − +
 

 
1.7. Даны векторы ( ) ( )1; 2;3 , 2;1; 4a b= − = − . Найти векторы 

; , 3 2 ; 5 4 .c a b d a b p a b q a b= + = − = + = −  
Решение.  

( ) ( ) ( ) ( )1; 2;3 2;1; 4 1 2; 2 1;3 4 3; 1; 1 ;c a b= + = − + − = + − + − = − −  
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1; 2; 3 2; 1; 4 1 2; 2 1; 3 ( 4) 1; 3; 7 ;

3 2 3 1; 2; 3 2 2; 1; 4

3 1 2 2; 3 ( 2) 2 1;3 3 2 ( 4) 7; 4; 1 ;

d a b

p a b

= − = − − − = − − − − − = − −

= + = − + − =

= ⋅ + ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅ − = −

( ) ( )
( ) ( )

5 4 5 1; 2; 3 4 2; 1; 4

5 1 4 2; 5 ( 2) 4 1;5 3 4 ( 4) 3; 4; 31 .

q a b= − = − − − =

= ⋅ − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ − = − − −
 

 
1.8. Вычислить периметр треугольника АВС с вершинами в точках 
( ) ( ) ( )8;0;7 ; 10;2;8 ; 10; 2;8A B C − . 

Решение. Найдем длины сторон , , .AB BC AC  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

10 8 2 0 8 7 2 2 1 3;

10 10 2 2 8 8 4 4;

10 8 2 0 8 7 2 ( 2) 1 3.

AB AB

BC BC

AC AC

= = − + − + − = + + =

= = − + − + − = − =

= = − + − − + − = + − + =

Значит, периметр треугольника 4 3 3 10.p = + + =  
 

1.9. Лежат ли точки , ,A B C  на одной прямой, если ( )3; 7;8 ;A −  

( )5;4;1 ;B − ( )27; 40;29C − . 

Решение. Если векторы AB  и AC  коллинеарны, то точки ,A B , 
C  лежат на одной прямой.  

( )8;11; 7 ;AB = − −  ( )24; 33;21AC = − , т.е. 3AC AB= − . 

Значит векторы AB  и AC  коллинеарны и, следовательно, точки 
,A  B , C  лежат на одной прямой. 
1.10. Лежат ли точки ( )2; 13;3 ,A − −  ( )1;4;1B , ( )1;4;1C  и 

( )0;0;0D в одной плоскости. 

Решение. I способ. Если векторы , ,DA DB DC  лежат в одной 
плоскости (компланарны), то и точки , , ,A B C D  лежат в одной плос-
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кости. Найдем координаты векторов ( )2; 13;3 ,DA = − −  

( )1;4;1 ,DB =  ( )1; 1; 4 .DC = − − −  

Если вектор DA  можно разложить по векторам иDB DC   

( )DA xDB yDC= + , то векторы , ,DA DB DC  – компланарны.  

Запишем это в координатах. 

11
35

3 5
35

3

22 2
13 4 4 8 13 .

3 4 2 4 3

x yx y x y x
x y y y y

y
x y y y y

 = −− = − = −  = −  − = − ⇒ − − = − ⇒ = − ⇒   
= −   = − − − = = −  

 

Значит 
11 5
3 3

DA DB DC= − − , т.е. векторы , ,DA DB DC  – ком-

планарны и, следовательно, точки , , ,A B C D  лежат в одной плоскости. 
II способ. Если определитель, составленный из координат векторов 
, ,DA DB DC  не равен 0, то эти векторы образуют базис, т.е. являют-

ся линейно независимыми. 
2 13 3

1 4 1 32 13 3 12 52 2 0,
1 1 4

− −
= + − + − − =

− − −
 

Следовательно, векторы линейно зависимы (компланарны), а зна-
чит точки , , ,A B C D  лежат в одной плоскости. 

 
1.11. Векторы заданы в базисе , ,i j k  координатами: 

( )2; 1;8 ,a = − ( ) ( ) ( )1 2 31;2;3 , 1; 1; 2 , 1; 6;0 .l l l= = − − = −  Доказать, 

что только  1 2 3, ,l l l  образуют базис и найти координаты вектора a  в 
этом базисе. 

Решение. Вычислим определитель, составленный из координат 
векторов 1 2 3, ,l l l . 
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1 2 3
1 1 2 18 4 3 12 31 0.
1 6 0

∆ = − − = − − + − = − ≠
−

 

Следовательно, векторы 1 2 3, ,l l l  образуют базис. 

Обозначим координаты вектора a  в базисе 1 2 3, ,l l l  через , ,x y z . 
Тогда 

( )
( ) ( ) ( )

1 2 3, ,

1;2;3 1; 1; 2 1; 6;0 .

a x y z x l y l z l

x y z

= = ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ − − + ⋅ −
 

Составим систему:
2 2

2 6 1 1.
3 2 8 1

x y z x
x y z y
x y z

+ + = = 
 − − = − ⇒ = − 
 − = = 

 

Значит ( )1 2 32 2; 1;1 .a l l l= − + = −  
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 1.5. В тетраэдре ABCD  точка К – середина медианы 
ВВ1 грани ВСD. Разложить вектор AK  по векторам 

, , .a AB b AC c AD= = =  (Ответ. 1 1 1
2 4 4

AK a b c= + + .) 

Задание 1.6. В параллелепипеде 1 1 1 1ABCDA B C D  диагонали грани 

1 1DCC D  пересекаются в точке М. Разложить вектор AM  по век-

торам 1, иAB AD AA .(Ответ. 1
1 1
2 2

AM AB AD AA= + + . 

Задание 1.7. Даны векторы ( ) ( )5; 1;1 , 2;1;0 ,a b= − = −  

( )0;0,2;0 ,c = 1 2 1;2 ;
3 5 7

d  = − − 
 

. Найти координаты векторов: 

11) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) .
3

a b d a a b c a b c d− − − + − − −  
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(Ответ ( )1) 7; 2;1 ;−  1 2 12) 5 ; 3 ; 1 ;
3 5 7

 − − 
 

 ( )3) 7; 2;3 ;−  ( )4) 7; 2; 1 ;− −  

1 4 15) ; ; .
9 5 21

 − 
 

 

Задание 1.8. Найти координаты точки В, если известны коорди-
наты вектора АВ и точки А. ( ) ( )1) 4;2;3 ; 1; 2;0 ;AB A= −  

( ) ( )2) 5; 4; 4 ; 0;4;1 ;AB A= − − ( ) ( )3) 4;11; 2 ; 0; 11; 3 .AB A= − − − −  
(Ответ. ( ) ( ) ( )1) 5;0;3 ; 2) 5;0; 3 ; 3) 4;0; 5− − − ). 

Задание 1.9. Вершины четырехугольника ABCD  находятся в 
точках ( )2;0;4 ,A  ( )7; 15;16B − , ( )1; 1;11C − −  и ( )14;28; 6D − − . 
Показать, что ABCD  – трапеция. 

 
Задание 1.10. Двумерный вектор a  образует с осью Ох угол α и 

имеет длину а. Определите координаты вектора a , если: 01) 0 ,α =  

3;a = 0 02) 90 , 2; 3) 135 , 3;a aα α= = = = 04) 120 ,α = − 5;a =  
05) 30 ,α = − 4.a = ( 

(Ответ. ( ) ( ) 3 31) 3;0 ; 2) 0;2 ; 3) ; ;
2 2

 
− 
 

5 5 34) ; ;
2 2

 
−  
 

( )5) 2 3; 2− ). 

Задание 1.11. Трехмерный вектор a  составляет с координатны-
ми осями иOx Oy  углы 0 060 и =120α β= . Вычислить его коор-

динаты, если 2.a =  

(Ответ. ( ) ( )1 21; 1; 2 1; 1; 2a или a= − = − − ). 

Задание 1.12. Вычислить длины диагоналей параллелограмма,  
построенного на векторах ( ) ( )3; 5; 8 , 1; 1; 4 .a b= − = − −   
(Ответ. 6; 14). 
Задание 1.13. Даны точки ( )1;0; ,A k  ( )1;2;3B − , ( )0;0;1C . При 

каких значениях k треугольник АВС является равнобедренным? (От-
вет. 3,75; 2). 



 17 

Задание 1.14. Даны точки ( )4;4;0 ,A  ( )0;0;0B , ( )0;3;4 ,C  

( )1;4;4D . Докажите, что ABCD – равнобочная трапеция. 

Задание 1.15. Даны точки ( )1;2;3 ,A −  ( )2;1;2B −  и ( )0; 1;1 .C −  
Найдите точку равноудаленную от этих точек и расположенную на 
координатной плоскости: а) xOy; б) yOz; в) zOx.  

(Ответ. ( )3 17) ; ;0 ;8 8a  ( ) ( )3 171) 0;1; ; ) ; 0; .2 3 6б в − ). 

Задание 1.16. Даны точки ( )0;0;0 ,O  ( )4;0;0A , ( )0;6;0B  и 

( )0;0;2 .C  Найти: а) координаты центра и радиус окружности, 
описанный около AOB∆ ; б) координаты точки, равноудаленной от 
вершин тетраэдра ОАВС. (Ответ. ( ) ( )) 2;3;0 , 13; ) 2;3; 1 .а б − ). 

Задание 1.17. Даны векторы ( ) ( )3; 2; 1 , 2; 3; 1 .a b= − = −  Найти: 

) ; ) ; ) ; ) .a a b б a b в a b г a b+ + − −   

(Ответ. ) 6;a  ) 2 14; ) 0; ) 5 2б в г )). 

Задание 1.18. В некотором базисе заданы векторы: ( )1; 1; 2 ,a =  

( ) ( ) ( )1 2 32; 2; 1 , 0; 4; 8 , 1; 1; 3 .l l l= − = = − −  Убедитесь, что 

1 2 3, ,l l l  образуют базис и найдите в нем координаты вектора a . 
(Ответ. ( )1;0;1a = ). 

Задание 1.19. Доказать, что векторы ( )5; 4; 1 ,a =  

( )3; 5; 2 ,b = −  ( )2; 1; 3c = −  образуют базис, и найти координаты 

вектора ( )7;23; 4d =  в этом базисе. (Ответ. ( )3;2; 1d = − ). 
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1.3. Скалярное произведение векторов 
 

Скалярным произведением векторов a  и b  называется число, 
равное произведению длин этих векторов на косинус угла ϕ между 
ними: 

cosa b a b ϕ⋅ = ⋅ ⋅
   

.   (1.7) 

Если векторы a  и b  заданы своими координатами 

( ), ,x y za a a a=


, ( ), ,x y zb b b b=


, то 

,x x y y z za b a b a b a b⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅   (1.8) 

Угол ϕ между векторами a  и b  определяется по формуле: 

2 2 2 2 2 2
cos x x y y z z

x y z x y z

a b a b a ba b
a b a a a b b b

ϕ
⋅ + ⋅ + ⋅⋅

= =
⋅ + + + +

. (1.9) 

 
Основные свойства скалярного произведения 

 

( )

2 2 2
1. .

2. 0, если 0 0 или .

a a a a a a

a b a b a b

⋅ = = ⇒ =

⋅ = = = ⊥
 

( ) ( ) ( )
3. .

4. .

a b b a

a b a b a bλ λ λ

⋅ = ⋅

⋅ = ⋅ = ⋅
 

( )5. .

6. .a b

a b c a b a c

a b a пр b b пр a

⋅ + = ⋅ + ⋅

⋅ = ⋅ = ⋅
 

Физический смысл скалярного произведения. Если вектор F  
изображает силу, точка приложения которой перемещается из начала в 
конец вектора S , то работа указанной силы определяется равенством  

( )cos ,A F S F S F S= ⋅ = ⋅ ⋅    (1.10) 
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Примеры решения задач 
 

1.12. Даны ( )1 2 1 2
23; 4; , .
3

a a a a π
= = =  Вычислить 1 2a) ;a a⋅  

( )( )1 2 1 2б) 3 2 2 ;a a a a− +  в) длину вектора 1 2.a a+  

Решение. а) по формуле (1.7) находим 
( )1 2 1 2 1 2

2cos , 3 4 cos 6.
3

a a a a a a π
⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = −  

б) Используя свойства скалярного произведения, получим:  

( )( )
( )

2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

2 22 2
1 1 2 2 1 1 2 1 2 2

2 2

3 2 2 3 6 2 4

3 4 4 3 4 cos , 4

23 3 4 3 4 cos 4 4 27 24 64 61.
3

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

π

− + = + ⋅ − ⋅ − =

= + ⋅ − = + ⋅ − =

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = − − = −

 

( ) ( )
( )

22 2 2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 1 2 2

1 2

в) 2 .

22 . cos , 3 2 3 4 cos 4
3

13 13.

a a a a a a a a a a

a a a a a a

a a

π

+ = + + = + + =

= + + = + ⋅ ⋅ ⋅ + =

= ⇒ + =

 

Ответ. а) -6; б) -61; в) 13 . 

1.13. Даны вершины четырехугольника ( ) ( )1; 2;2 , 1;4;0 ,А B−  

( ) ( )4;1;1 , 5; 5;3C D− − − . Вычислить угол ϕ  между его диагоналями. 
Решение. В четырехугольнике ABCD диагоналями являются AC и 

BD. Найдем координаты векторов AC , BD  и их длины. 

( ) ( ) ( )2 225;3; 1 ; 5 3 1 25 9 1 35.AC AC= − − = − + + − = + + =

( ) ( ) ( )2 2 26; 9;3 ; 6 9 3 36 81 9 126.BD BD= − − = − + − + = + + =  

Угол ϕ между диагоналями находим по формуле (1.9). 
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( ) ( ) ( )

0

5 6 3 9 1 3 0cos 0.
35 126 35 126

cos 0 90 .

AC BD
AC BD

ϕ

ϕ ϕ

− ⋅ − + ⋅ − + − ⋅⋅
= = = =

⋅ ⋅⋅

= ⇒ =

 

Ответ. 090 .ϕ =  

1.14. При каком значении λ векторы 3 2a i j kλ= − +  и 

2b i j kλ= − −  взаимно перпендикулярны? 
Решение. Чтобы векторы были взаимно перпендикулярны, надо 

чтобы их скалярное произведение равнялось нулю. Используя форму-
лу (1.8), получим равенство  

( ) ( )1 3 2 2 0 6.λ λ λ⋅ + − ⋅ + ⋅ − = ⇒ = −  
Ответ. 6λ = − . 

1.15. Даны вершины треугольника АВС: ( )1; 2;4 ,A − −  ( 4;B −  

2;0),− ( )3; 2;1 .C − Вычислить внешний угол при вершине В. 
Решение. Внешний угол при вершине В равнее углу между векто-

рами AB  и BC . Найдем их координаты: ( )3;0; 4AB = − − , 

( )7;0;1BC = . По формуле (1.9) имеем: 

( )
( ) ( )2 22 2 2 2

3 7 0 0 4 1
cos

3 0 4 7 0 1

25 1 .
5 5 2 2

AB BC
AB BC

ϕ
− ⋅ + ⋅ + − ⋅⋅

= = =
⋅ − + + − ⋅ + +

−
= = −

⋅

 

Так как 
30 , то .

2 4
π πϕ ϕ< < =   

Ответ. 
3 .
4
πϕ =  

1.16. Вычислить работу равнодействующей F  сил ( )1 1; 3;8 ,F = −  

( )2 1;2;7 ,F =  ( )3 1;5;9F = − , приложенных к материальной точке, 
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которая под их действием перемещается прямолинейно из точки 
( )1 7;1;3M  в точку ( )2 10;4;4M . 

Решение. Равнодействующая сил равна  
( )1 2 3 1;4;24F F F F= + + = , 

а вектор перемещения ( )1 2 3;3;1 .M M S= =   
Тогда работа (см. формулу (1.10)) равна  

1 3 4 3 24 1 39.A F S= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ =  
Ответ. 39. 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 1.20. Даны векторы 3 5a i j k= − +  и 

5b j k= − .Вычислить: 

( ) ( )( )1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) 2 3 .a b a i b j a b k a b k i j⋅ ⋅ ⋅ + − + −  

(Ответ. 1) 10; 2) 3; 3) 1; 4) 4; 5) 28.− −  

Задание 1.21. Даны векторы 3 4a m i j k= ⋅ + ⋅ + ⋅  и 

4 7b i m j k= + ⋅ − . При каком значении m векторы  a  и b  перпенди-
кулярны? (Ответ. 4). 

Задание 1.22. Векторы a  и b  взаимно перпендикулярны, вектор 

c  образует с ними углы, равные 
3
π

. Зная, что 3a = , 5b = , 8c =  

вычислить: ( ) 2
1) 3 2 , 3 ,2) 2 3 .a b b c a b c− + + −  

(Ответ.1)–72; 2) 373). 
Задание 1.23. Даны вершины ( ) ( ): 1;2;1 , 3; 1;7 ,ABC A B∆ −  

( )7;4; 2 .C −  Вычислив внутренние углы треугольника, убедить-
ся, что этот треугольник – равнобедренный. 
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Задание 1.24. Даны три вектора 2 2a i j k= − + , 2 2b i j k= + − , 

10 4 2c i j k= + + . Найти: ( )1) пр , 2) пр , 3) пр ,a a a bb b c c++  

( )4)пр 2 3 .a a c−   

(Ответ. 26 684 2
3 3 10 31) ; 2) ; 3) ; 4)− − ). 

Задание 1.25. В параллелепипеде 1 1 1 1 :ABCDA B C D   

1 1,AA AB AD= = =  0 0
160 , 90DAB A AB∠ = ∠ = . Вычислить: 

( ) ( )1 1 1 1 1 1 11) ; 2) ; 3) cos , ;4) cos ,BC D B A C DA D B AC DB⋅ .  

(Ответ. 21
4 41) 1,5; 2) 2; 3) ; 4)− − ).  

Задание 1.26. В прямоугольном параллелепипеде 1 1 1 1 :ABCDA B C D  
0

1 1 60 .BAC DAC∠ = ∠ =  Найти 1 1.A ACϕ = ∠   
(Ответ. 450). 
Задание 1.27. В тетраэдре : 5 ,DABC DA см=  4 ,AB см=  

0 0 03 , 90 , 60 , 45 .AC см BAC DAB DAC= ∠ = ∠ = ∠ =   

(Ответ. 1 70 15 2
3

+ ). 

Задание 1.28. Даны три вектора 2 3a i j k= − + , 3 2b i j k= − + , 

3 2 4c i j k= + − . Найти вектор x , удовлетворяющий условиям: 

5; 11; 20.x a x b x c⋅ = − ⋅ = − ⋅ =  
(Ответ. ( )2 3 2x i j k= + − ). 

Задание 1.29. Даны два вектора ( ) ( )8;4;1 , 2; 2;1a b= = − . Найти 

вектор c , компланарный векторам a  и b , перпендикулярный к век-
тору  a  и равный ему по длине, образующий с вектором b  тупой 
угол. 

(Ответ. ( )5 11 4
2 2 2

; ;c = − − ). 
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Задание 1.30. Даны ( ) 02, 1, , 60 .a b a b= = =  Найти: 

( ) ( ) ( )1) cos , ; 2)cos , ;3) cos , .a a b b a b a b a b+ − + −   

(Ответ. 5 71) ;
14

 32)0; 3)
7

). 

Задание 1.31. Найти такое число α , чтобы косинус угла между 
векторами 2 2a i j k= + +  и 3b i j= +  был равен 5

12 .  

(Ответ 47
5

α = ± ). 

Задание 1.32. Определить работу силы F , если 15F H= , кото-

рая действуя на тело, вызывает его перемещение на 4 м под углом 
3
π

 

к направлению действия силы.  
(Ответ. 30 Дж). 
Задание 1.33. Вычислить работу, производимую силой 

3 2 5F i j k= − − , если точка ее приложения, двигаясь прямолинейно, 
перемещается из положения ( )2; 3;5A −  в положение ( )3; 3; 1B − − .  

(Ответ. 33). 
Задание 1.34. Тело движется прямолинейно под действием силы 

F , удовлетворяющей условию 1 22 3 5F F F= + . Известны проекции 
сил 1F  и 2F  на направления перемещения тела: 1пр 4;S F =  

42 7пр .S F = Найти работу силы F , затраченную на преодоление 
пути, равного 8 м.  

(Ответ. 59). 
Задание 1.35. Точка, двигаясь прямолинейно, перемещается из 
( )5;3; 7B −  в ( )4;1;4C  под действием сил ( )1 3; 4;2F = − , 

( )2 2;3; 5F = −  и ( )3 3; 2;4F = − − , приложенных в этой точке. 
Найдите работу  равнодействующей силы.  

(Ответ. А = 15). 
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Задание 1.36. Под действием силы ( )2;4;6F =  точка перемеща-

ется параллельно вектору ( )3;2; 1S = −  на отрезок, равный длине 

вектора S . Вычислить работу силы F  и угол, составленный векто-
рами силы и перемещения.  

(Ответ. 28, cos 7A ϕ= = ). 

Задание 1.37. Даны точки ( )1; 2;5A − , ( )3; 1;4B − , ( )1;2;2C , 

( )1;1;3D − . Показать, что четырехугольник ABCD – параллелограмм 
и вычислить его углы.  

(Ответ. 1 1
102 102

arccos , arccosπ − ). 

Задание 1.38. Найти вектор b , ортогональный вектору 
2a i j k= + −  и удовлетворяющий условиям: ( ) ( ), 3; , 2.b i b j= =   

(Ответ. 3 5b i j k= + + ). 

Задание 1.39. Дан вектор 5 2 3a i j k= + + . Найти вектор b , удо-

влетворяющий условиям: ( ) ( ) ( ), 2; , 1, , 3.b i b k a b= = − =   

(Ответ. 2 2b i j k= − − ). 
 

1.4. Векторное произведение векторов 
 

Векторным произведением вектора a  на вектор b  называется 
вектор c , обозначаемый символом ,a b   и удовлетворяющий сле-

дующим условиям: 
1. Длина вектора c  равна площади параллелограмма, построенно-

го на векторах a  и b , т.е. 
 

( ), sin ,a b a b a b  = ⋅ ⋅  .   (1.11) 
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2. Вектор ,a b    перпендикулярен к плоскости векторов a  и b , 

т.е. ,c a c b⊥ ⊥ . 

3. Векторы ,a b  и c  образуют правую тройку векторов. 
 

Основные свойства векторного произведения 
 

1. ( )a b b a× = − × . 

2. ( ) ( ) ( )a b a b a bλ λ λ× = × = × . 

3. ( )a b c a b a c× + = × + × . 

4. 0a b a b× = ⇔   – необходимое и достаточное условие кол-

линеарности векторов a  и b . 
5. a b S× = , где S – площадь параллелограмма, построенного на 

векторах a  и b , имеющих общее начало в точке О (рис. 2). 
 

c a b= ×  
 
     b  
   0 
     S 
        a  

 
Рис. 2 

 
Если ( )1 1 1, ,a x y z=  и ( )2 2 2, ,b x y z= , то векторное произведение 

a b×  в координатной форме имеет вид:  
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( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

, ,

.

i j k
y z x z x y

a b x y z
y z x z x y

x y z

y z y z i x z x z j x y x y k

 
× = = = 

 

= − + − + −

 (1.12) 

Площадь треугольника, построенного на векторах a  и b , опреде-
ляется формулой 

1
2

S a b= × .     (1.13) 

С помощью векторного произведения можно вычислить вращаю-
щий момент M  силы F , приложенной к точке В тела, закрепленно-
го в точке А 

M AB F= × .    (1.14) 
 

Примеры решения задач 
 

1.17. Заданы векторы ( )1 3; 1;2a = −  и ( )2 1;2; 1a = − . Найти коор-

динаты вектора 1 2 1 22 , 2a a a a − +  . 

Решение. Найдем координаты векторов 1 2 1 22 , 2a a a a− + . 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

1 2

2 2 3; 1;2 1;2; 1 5; 4;5 ,

2 2 3; 1;2 1;2; 1 7;0;3 .

a a

a a

− = − − − = −

+ = − + − =
 

1 2 1 22 , 2 5 4 5 12 35 0 28 0 15
7 0 3

12 20 28 .

i j k
a a a a i j k k i j

i j k

 − + = − = − + + + − − = 

= − + +
Значит, координаты искомого вектора ( )12; 20; 28− .  

1.18. Вычислить площадь параллелограмма, три вершины которого 
находятся в точках ( ) ( ) ( )4;3;2 , 2;3;4 , 1;1;1A B C . 
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Решение. Пусть 2 2 , 3 2 .a AB i k b AC i j k= = − + = = − − −  Пло-
щадь параллелограмма равна модулю векторного произведения: 

2 0 2 4 8 4 .
3 2 1

i j k
a b i j k× = − = − +

− − −
 

Следовательно площадь параллелограмма  

( )22 24 8 4 96 4 6 (кв.ед.).S a b= × = + − + = =  

Ответ. 4 6 (кв.ед.) . 

1.19. Даны вершины треугольника ( )4;3;2 ,A  ( )2;3;4 ,B  

( )1;1;1C . Определить длину высоты, опущенной из точки В на сто-
рону АС, и вычислить площадь ABC . 

Решение. Площадь ABC             В 

вычислим по формуле 
1
2

S AB AC= × .  

Найдем координаты векторов AB             А                      D           С 
и AC  и длину вектора AC .  

Имеем  ( )4; 5;0AB = − , ( )0;4; 3AC = − , 16 9 5.AC = + =  

2 2 21 1 14 5 0 15 12 16 15 12 16
2 2 2

0 4 3

1 25225 144 256 12,5 (кв.ед.).
2 2

ABC

i j k
S i j k= − = + + = + + =

− −

= + + = =



 

Так как 
1
2ABCS BD AC= ⋅ , то 2 25 5.

5
SBD

AC
= = =   

Ответ. 5; 12,5. 
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1.20. Найди модуль момента силы 3 2F i j k= + +  относительно 

точки ( )1;2; 1 ,A −  если ( )2; 1;3B −  – точка приложения силы F . 

Решение. Момент M  силы F  относительно точки А равен S F× , 
где S  – вектор, определяемый отрезком AB . Следовательно, 

3 4 .S i j k= − +  Поэтому  

1 3 4 11 11 11 .
3 2 1

i j k
M i j k= − = − + +  

Следовательно, ( )2 2 211 11 11 11 3.M = − + + =   

Ответ. 11 3 . 
 

1.21. Три силы ( ) ( ) ( )1 2 32;4;6 , 1; 2;3 , 1;1; 7F F F= = − = −  прило-

жены в точке ( )3; 4;8A − . Определить величину момента равнодей-

ствующей этих сил относительно точки ( )4; 2;6B − . 
Решение. Найдем равнодействующую трех сил 

( ) ( )1 2 3 2 1 1; 4 2 1; 6 3 7 4;3;2 .F F F F= + + = + + − + + − =  

Определим координаты вектора BA :  
( ) ( )3 4; 4 2; 8 6 1; 2; 2 .BA = − − + − = − −  

Тогда  

1 2 2 10 10 5 .
4 3 2

i j k
BA F i j k× = − − = − + +  

Следовательно, ( )2 2 210 10 5 225 15.BA F× = − + + = =   
Ответ. 15. 
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Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 1.40. Вычислить площадь параллелограмма, сторонами 
которого являются векторы 2 3a i j k= + −  и b i j k= − + . 

(Ответ. 38 ). 
Задание 1.41. Дан треугольник с вершинами ( )4; 14;8 ,A −  

( )2; 18;12 ,B −  ( )12; 8;12C − . Найти длину его  высоты, опущенной 
из вершины С на сторону АВ. (Ответ. 10h = ). 

Задание 1.42. Вычислить расстояние между параллельными сто-
ронами параллелограмма АВСD, построенного на векторах 

( )6; 0; 2AB =  и ( )3 ; 2; 1 .2AC =  (Ответ. 13 10 26
20 101

; ). 

Задание 1.43. Найдите вектор x  из системы уравнений 
3,

2 .

x i

x i k

 ⋅ =


× = −
  

(Ответ. ( )3; 2; 0x = ). 

Задание 1.44. Найдите вектор x , зная, что он ортогонален век-
торам ( )2; 3; 1a = −  и ( )1; 1; 3b = −  и удовлетворяет уравнению 

( )2 3 4 51.x i j k⋅ − + =  

(Ответ. ( )24; 21; 15− − ). 
Задание 1.45. Сила 2 4 3F i j k= − +  приложена к точке 

( )4;5; 2A − . Найдите момент силы относительно начала координат.  

(Ответ (7; 16; 26)M = − − ). 

Задание 1.46. Сила (2; 2; 9)P =  приложена к точке ( )4;2; 3A − . 
Определить величину момента этой силы относительно точки 
( )2;4;0B .  

(Ответ. 28M = ). 
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Задание 1.47. Даны силы ( )2; 1;3 ,M = −  ( )3;2; 1 ,N = −  

( )4;1;3P = − , приложенные в точке ( )1;4; 2C − − . Определить ве-
личину момента равнодействующей этих сил относительно точки 
( )2;3; 1A − .  

(Ответ. 66M = ). 
Задание 1.48. Вершины пирамиды находятся в точках A, B, C, D. 

Вычислить: а) площадь грани ACD; б) площадь сечения, проходящего 
через середину ребра АВ и вершины С и D, если 

1) ( ) ( ) ( ) ( )3;4;5 , 1;2;1 , 2; 3;6 , 3; 6; 3 ;A B C D− − − −  

2) ( ) ( ) ( ) ( )4;3;1 , 2;7;5 , 4; 2;4 , 2; 3; 5 ;A B C D− − − −  

3) ( ) ( ) ( ) ( )5;2;7 , 7; 6; 9 , 7; 6;3 , 1; 5;2 .A B C D− − − − −  

(Ответ. 1) 44262114; ;
2

 2) 97461666; ;
2

 3) 19 21196;
2

). 

 
1.5. Смешанное произведение векторов 

 
Смешанным произведением трех векторов cba ,,  называется чис-

ло cba ],[ , которое получается скалярным умножением векторного 

произведения двух векторов a  и b  на третий вектор c , и обозначает-
ся cba  или ( , , )a b c . 

 
Свойства смешанного произведения 

 
При круговой перестановке множителей смешанное произведение 

не изменяется; при перестановке, нарушающих их круговой порядок, 
смешанное произведение меняет свой знак. 

 
1. .a b c c a b b c a b a c c b a a c b⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅  
2. [ , ] [ , ].a b c a b c⋅ = ⋅  

3. ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 2, , , , , , ; , .a a b c a b c a b c Rα α α α α α+ = + ∈  
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4. ( ) , .a b c a b c Rα α α⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ∀ ∉  

5. ( ), , 1.i j k =  

 
Модуль смешанного произведения трех векторов равен объему па-

раллелепипеда, построенного на этих векторах. 
, если тройка векторов , ,  - правая,

( , , )
,если тройка векторов , ,  - левая.

V a b c
a b c

V a b c

= 
−

 

 
Объем треугольной пирамиды, построенной на этих же векторах, 

равен пир
1 .
6

V a b c=  

Если векторы , ,a b c  заданы своими координатами 

( )1 1 1, , ,a x y z=  ( ) ( )2 2 2 3 3 3, , , , ,b x y z c x y z= = , то их смешанное 
произведение вычисляется по формуле 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( , , ) .
x y z

a b c x y z
x y z

=    (1.15) 

 
Необходимым и достаточным условием компланарности трех 

векторов , ,a b c  является равенство нулю их смешанного произве-

дения ( ( , , ) 0a b c = ). 
Смешанное произведение может обращаться в нуль в одном из 

следующих трех случаях: 
1. Один из векторов , ,a b c  равен 0. 

2. 0sin =ϕ , тогда ||a b . 

3. 0cos =θ , следовательно, вектор c  лежит в одной плоскости с 
векторами a  и b . 
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Примеры решения задач 
 

1.22. Найти смешанное произведение векторов 3 ,a i j k= + −  

2 3 ,b i k= −  .c i j k= + +  

Решение. Векторы , ,a b c  заданы разложением по ортам осей: 

.;; kcjcicckbjbibbkajaiaa zyxzyxzyx ++=++=++=  
Используя формулу (1.15), получаем 

3 1 1
( , , ) 2 0 3 10.

1 1 1

x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

−
= = − = −   

1.23. Найти объем треугольной пирамиды с вершинами в точках  
( ) ( ) ( ) ( )5;5;6 , 4;5;4 , 4;3;3 , 2;2;2 .A B C D  

Решение. Найдем векторы , , ,AB AC AD  совпадающие с ребрами 
пирамиды и имеющими общую вершину А.  

( ) ( ) ( )1;0; 2 , 1; 2; 3 , 3; 3; 4 .AB AC AD= − − = − − − = − − −  

Так как пир
1 , , , , то
6

V AB AC AD=  

пир

1 0 2
1 1 71 2 3 8 6 12 9 .
6 6 6

3 3 4
V

− −
= − − − = − − + + =

− − −
 

1.24. Доказать, что точки ( ) ( )3; 4;1 , 2; 3;7 ,A B− −  ( )1; 4;3 ,C −  

( )4; 3;5D −  лежат в одной плоскости. 
Решение. Если точки A, B, C, D лежат в одной плоскости, то и век-

торы , ,AB AC AD  лежат в одной плоскости, т.е. эти векторы ком-

планары, и значит ( ), , 0AB AC AD = . Найдем координаты этих век-

торов. ( ) ( ) ( )1;1;6 , 2;0;2 , 1;1;4 .AB AC AD= − = − =  Тогда 
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( )
1 1 6

, , 2 0 2 2 12 8 2 0.
1 1 4

AB AC AD
−

= − = − + + =  

А это значит, что точки ( ) ( )3; 4;1 , 2; 3;7 ,A B− −  ( )1; 4;3 ,C −  

( )4; 3;5D −  лежат в одной плоскости. 

1.25. Даны вершины пирамиды точки ( ) ( )0; 2;5 , 6;6;0 ,A B−  

( )3; 3;6 ,C −  ( )2; 1;3D − . Найти длину высоты, опущенной из верши-
ны С на грань ABD.  

Решение. Так как 
1
3 ABDV S CO= ⋅ , то 

3 .
ABD

Vh CO
S

= =  

            С 
 
 
 
   А     В 
             О  
 
    D 

Найдем векторы: ( ) ( ) ( )6;8; 5 , 3; 1;1 , 2;1; 2AB AC AD= − = − = − . 
Объем пирамиды, построенной на этих векторах равен 

( )пир

6 8 5
1 1 15, , 3 1 1 .
6 6 2

2 1 2
V AB AC AD

−
= = − =

−
 

Вычислим площадь основания пирамиды, которым является тре-
угольник ABD, используя свойства векторного произведения. 

1 1 1, 6 8 5 11 2 10
2 2 2

2 1 2
ABD

i j k
S AB AD i j k = = − = − + − = 

−
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2 2 21 1 15( 11) 2 ( 10) 225 (кв.ед.).
2 2 2

= − + + − = =  

Тогда искомая 
5

12
5

12

33 3 ед.
ABD

Vh CO
S

⋅
= = = =  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 1.49. Выяснить, компланарны ли векторы , ,a b c , если 

1) 2 ,a i j k= + −  9 11 13 ,b i j k= − +  2 4 2 .c i j k= + −  

2) 8 3 2 ,a i j k= − +  2 ,b j k= −  2 3 .c i j k= + +  

3) ( ) ( ) ( )2; 1;1 , 4; 4;1 , 4; 6;2 .a b c= − − = − = −  

4) ( ) ( ) ( )1;1;1 , 1;0;1 , 0;1;1 .a b c= = =  
(Ответ. 1), 3) – компланары; 2), 4) – не компланары). 
 

Задание 1.50. Вычислить объем параллелепипеда, построенного на 
векторах , ,a b c , если 

1) 8 3 2 ,a i j k= + −  3 ,b j k= −  4 .c i=  

2) 5 3 ,a i j k= − +  5 2 5 ,b i j k= − + +  3 2 2 .c i j k= − − −  

3) ( ) ( ) ( )5; 3;2 , 6;3;4 , 8;6; 5 .a b c= − = − = − −  

4) ( ) ( ) ( )1;3;4 , 2;5;2 , 1;2;3 .a b c= − = =  
(Ответ. 1) 12; 2) 179; 3) 33; 4) 27. 
 

Задание 1.51. Даны вершины пирамиды точки ( )3;2;1 ,A  

( )4;0; 1 ,B −  ( )2; 1;0 ,C −  ( )4;2;5D . Вычислить длину высоты тре-
угольной пирамиды, опущенной из вершины D.  

(Ответ. 12 2
5 ). 
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Задание 1.52. Определить длину высоты параллелепипеда 

1 1 1 1ABCDA B C D , если ( )1; 2; 5 ,AB = −  ( )1 2; 1; 1 ,AA = −  

( )4; 3; 2AD= − .  

(Ответ. 65
870

). 

Задание 1.53. Объем пирамиды с вершинами в точках ( )4;1;2 ,A  

( )6;3;7 ,B  ( )2;3;1 ,C  ( ); 4;8D x −  равен 1
351  куб.ед. Найти х.  

(Ответ. 1
1 2 35; 46x x= − = . 

Задание 1.54. Объем треугольной  пирамиды равен 9 куб.ед. Три ее 
вершины находятся в точках ( )4; 1;2 ,A −  ( )5;1;4 ,B  ( )3;2; 1C − . 
Найти координаты четвертой вершины D, если она находится на 
оси Oz.  

(Ответ. ( )0; 0; 3D ). 
Задание 1.55. Объем тетраэдра V = 5, три его вершины находят-

ся в точках ( ) ( ) ( )2; 1; 1 , 3; 0; 1 , 2; 1; 3A B C− − . Найти координаты 
четвертой вершины D, если известно, что она лежит на оси Oy.  

(Ответ. ( ) ( )1 20; 8; 0 , 0; 7; 0 .D D −  

Задание 1.56. Убедившись, что векторы 7 6 6 ,a i j k= + −  

6 2 9b i j k= + +  можно рассматривать как ребра куба, найти его  
третье ребро. 
(Ответ. ( )6 9 2i j k± − − ). 
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Тема 2. ПРОИЗВОДНЫЕ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

2.1. Таблица производных, правила дифференцирования 
 

( )f x  'f   ( )( )u f x  'u  
C  0   – – 
x  1  u  'u  
nx  1nn x −⋅   nu  1 'nn u u−⋅ ⋅  

sin x  cos x   sin u  cos 'u u⋅  
cos x  sin x−   cosu  sin 'u u− ⋅  

tgx  
2

1
cos x

  tgu  
2

1 '
cos

u
u
⋅  

ctgx  
2

1
sin x

−   ctg u  
2

1 '
sin

u
u

− ⋅  

xe  xe   ue  'ue u⋅  
xa  lnxa a⋅   ua  ln 'ua a u⋅ ⋅  

ln x  
1
x

  ln u  
1 'u
u
⋅  

loga x  1
lnx a⋅

  loga u  1 '
ln

u
u a

⋅
⋅

 

arcsin x  2

1

1 x−
  arcsin u  2

1 '
1

u
u

⋅
−

 

arccos x  2

1

1 x

−

−
  arccosu  2

1 '
1

u
u

−
⋅

−
 

arctg x  2
1

1 x+
  arctg u  2

1 '
1

u
u

⋅
+

 

arcctg x  
2

1
1 x
−
+

  arcctg u  
2

1 '
1

u
u
−

⋅
+
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Правила дифференцирования 
 

( ) ' 'C u C u⋅ = ⋅  ( ) ' ' 'u v u v v u⋅ = ⋅ + ⋅  

( ) ' ' 'u v u v± = ±  
'

2
' 'u u v v u

v v
⋅ − ⋅  = 

 
 

 
 

2.2. Вычисление табличных производных 
 

Примеры решения задач 
 

2.1. Найти производную 'y  от функций: 

а) 5tg 2 17xy x= − + . 

    ( ) ( ) ( ) 2
1' 5 tg ' 2 ' 17 ' 5 2 ln 2.

cos
x xy x

x
= − + = ⋅ − ⋅  

б) arcsiny x x= ⋅ . 

( )
1 1
2 2

1 1
2 2

'

2

' arcsin ' arcsin

1 1 arcsin .
21

y x x x x

x x x
x

−

   = ⋅ + ⋅ =   
   

= ⋅ + ⋅
−

 

в) 
sin
ln

xy
x

= . 

( ) ( )
( ) ( )

1

2 2

cos ln sinsin ' ln ln ' sin
' .

ln ln
xx x xx x x x

y
x x

⋅ − ⋅⋅ − ⋅
= =  

 

2.2. Найти значение производной функций 5
3
3 10y x
x

= + −  в 

точке 0 1x = . 
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Решение. Найдем производную функции  

( ) ( )
1 4
3 3

''5 4 1' 3 10 ' 5 3
3

y x x x x− −  = + ⋅ − = + ⋅ −      
. 

Найдем значение 'y  в точке 0 1x = : 

( ) ( )
4
34 1

3' 1 5 1 3 1 5 1 4.y −
= ⋅ + − ⋅ = − =  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 2.1. Найти производные 'y  от функций: 

1. 3
5

3 2tg .y x x
x

= − +  10. 
1arccos 1 .y x x
x

 = ⋅ − + 
 

 

2. 2
1 3arcctg x 6.y
x

= + −  11. ( )2sin 3cos 3 .xy x x= − ⋅  

3. 
4

4
4

4 5 6.
4
xy x

x
= + − +  12. ( )3

4 3

4 2ctg 7 .y x x
x

 
= − + 
 

 

4. 
3 2arcsin .

3
xy x

x
= − +  13. .

1 cos
xy

x
=

−
 

5. 2arctg 56.xy e x= − +  14. 
2 7 cos .

arctg
x xy

x
−

=  

6. 22 log 3 12ctgxy x x= + −  15. 3
4sin .

3 5
xy

x x
=

+
 

7. ( ) ( )3sin 5 1 .xy x x= − ⋅ +  16. 
2arccos 3 .

1x
x xy

e
=

=
+

 

8. ( ) ( )72 3ln tg cos .y x x x x= + ⋅ +  17. 
5 3 2arccos .
1 tg

x

y x
x

+
= +

−
 

9. ( ) ( )34 arcctg log 1y x x= + ⋅ − . 18. 
2 2 sin .

2 cos

x
xey x

x
+

= − ⋅
−
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Задание 2.2. Найти значение производной ( )'y x от функции у в 
точке 0.x x=  

1. 6 3
0

5 2 ; 1.
6

y x x x x= − + − =     (Ответ. 0). 

2. 3
02 ln 2 12; 2.xy x x= + ⋅ − =     (Ответ. 16ln2). 

3. 
3

03
2 ; 1.
2

xy x
x
+

= = −
−

    (Ответ. – 4/3). 

4. 02
arccos ; 1.

1
xy x

x
= =

+
    (Ответ. 1π − ). 

 
 

2.3. Производные высших порядков 
 

Производная второго порядка вычисляется по формуле: 
 

( )" ' '.y y=     (2.1) 
 

Производная n-го  порядка вычисляется по формуле: 
 

( ) ( )( )'1 .n ny y −=     (2.2) 

 
Примеры решения задач 

 
2.3. Найти значение второй производной функции 

3 21 4 1
3

y x x x= − + −  в точке 2.x = −  

Решение. 3 2 21' 4 1 ' 2 4.
3

y x x x x x = − + − = − + 
 

  

( )2" 2 4 ' 2 2.y x x x= − + = −  

Значение второй производной в точке x = -2: ( ) ( )" 2 2 2 2 6.y − = − − = −  
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Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 2.3. Найти значение второй производной "y  от функции 
у в точке 0x x= . 

1. 03 , 0.xy x= =  (Ответ. ( )2ln 3 ). 

2. 0cos , .y x x π= =  (Ответ. 1). 

3. 0sin , 0.y x x x= ⋅ =  (Ответ. 2). 

4. 02 , 1.
1

xy x
x

= =
+

 (Ответ. 
1
2

− ). 

 
2.4. Производные сложной функции 

 
Если ( )y f u=  и ( )u g x=  – дифференцируемые функции своих 

аргументов, то производная функции от функции (сложной функции) 
( ( ))y f xϕ=  равна произведению производной данной функции у по 

промежуточному аргументу и производной промежуточного аргумен-
та и по независимой переменной х: 

 
x u xy y u′ ′ ′= ⋅     (2.3) 

 
Примеры решения задач 

 
2.4. Найти производную 'y  от функций: ( )6) sin 2 ;a y x tg x π= ⋅ −  

( )arcsin
) .

x
б y e=  

Решение. ( ) ( ) ( )( )6 6) ' sin 2 ' tg tg ' sin 2a y x x x xπ π= ⋅ − + − ⋅ =  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

6 62
6

6 2
6

1cos 2 2 ' tg ' sin 2
cos

12cos 2 tg sin 2 .
cos

x x x x x
x

x x x
x

π π
π

π
π

= ⋅ ⋅ − + ⋅ − ⋅ =
−

= ⋅ − + ⋅
−
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( ) ( )

( ) ( )

1
2

1 1
2 2

1
2

' '
arcsin arcsin

'arcsin arcsin

2

) ' arcsin

1 1 1 .
21

1

x x

x x

б y e e x

e x e x
x

x

−

    = = ⋅ =       

 = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 
  − −  

 

 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 2.4. Найти производные 'y  следующих функций: 

1. cos 4 .y x=      2. ( )3 5xy e += .     3. arcsin .
2
xy =      4. 7lny x= . 

5. arctg .
4

y x π = + 
 

 6. ( )102 5 .y x x= + −  7. 3 5 24 3.y x x= − +  

8. arcctgy x= . 9. sin .xy e=    10. 2 2tg tg .y x x= +  

11. 
12 3 .

sin
y x

x
= + −     12. sin 2 .

3
y x xπ = + ⋅ 

 
    13. 

3ctg .
2 3

xy
x

=
−

 

14. arctg2 .xy x e= ⋅         15. 
sin 3 .
cos9

xy
x

=        16. 7 2arccos3 .xy e x= −  

17. ( )2 2cos ln 1 .y x x= ⋅ −   18. 
( )

( )
ln 2 5

.
arccos 1

x
y

x
−

=
+

 

19. 
5sin 3 .
1 tg

xy
x

=
+

   20. 
4 1 .

2 cos 2

x
y

x
+

=
−

 

Задание 2.5. Найти производные 'y  следующих функций: 

1. ( )3 2tg .xy e=  2. 
2arctg 5 .x xy e −=  3. ( )2arcsin .xy e x= +  

4. ( )( )3 2sin ln 3 4 .y x x= − +   5. 
1cos ln arcsin .

1
y

x
=

+
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Задание 2.6. Найти значение производной ( )'y x  следующих функ-

ций в точке 0x x= : 

1. 2
0

23 , 1.
1

xy x x
x

= + + =
+

 (Ответ. 1). 

2. ( )2 2
05 1 16, 0.y x x x= + ⋅ + =  (Ответ. 1). 

3. 0
1 sin tg2 , .
2 2

y x x x π
= ⋅ =  (Ответ. 1). 

4. 
2 1

0, 0.
cos3

xey x
x

+
= =  (Ответ. 2е). 

 
 

2.5. Производные неявных функций 
 

Пусть функция ( )y y x=  задана уравнением ( , ) 0F x y = . В этом 
случае говорят, что функция у задана неявно. 

Производная ( )y y x′ ′=  может быть найдена из уравнения 0xF ′ = , 
где ( , )F F x y=  рассматривается как сложная функция от перемен-
ной х. 

 
Примеры решения задач 

 
2.5. Найти производную '

xy  от неявно заданной функции  
3cos sin 2 1 0.x y y x⋅ − + + =  

Решение. Продифференцируем обе части равенства 

( )3cos sin 2 1 ' 0 '.x y y x⋅ − + + =  

2cos sin ' 3 ' 2cos 2 0.y x y y y y x− ⋅ ⋅ + ⋅ + =  

Выразим 'y : 2cos 2cos 2 sin ' 3 '.y x x y y y y+ = ⋅ ⋅ − ⋅  

( )2
2

cos 2cos 2cos 2cos 2 ' sin 3 ' .
sin 3
y xy x y x y y y

x y y
+

+ = ⋅ − ⇒ =
⋅ −
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Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 2.7. Найти производные '
xy  от неявно заданной функции: 

 
1. 3 4 0.x y x y+ − ⋅ =   5. 3 2 6 .x y x y++ =  

2. sin cos 0x ye y e x⋅ − ⋅ = . 6. ( )ln 3 2 1 0.xx y
y

+ − + =  

3. ( )sin arcsin 0.x y x y+ + ⋅ =     7. 3 2 2 3 4 5 0.x y xy x y+ − − + − =  

4. .xye x y= +    8. sin 0.x xy
y
+ =  

 
 

2.6. Приложения производной 
 

Геометрический смысл производной: ( )0' tgy x kα= =  – угловой 

коэффициент касательной к линии ( )y y x=  в точке 0x . 
Механический смысл производной: если путь тела при прямоли-

нейном неравномерной движении описывается функцией ( )s t , то 

скорость тела будет описываться ( ) ( )( ) 'v t s t= , а ускорение тела  

( ) ( )( ) ( )( )' "a t v t s t= = . 
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 2.8. Тело движется прямолинейно и неравномерно. Путь 

тела описывается функцией ( )
2 3

4
ts t
t
+

=
+

. Найти скорость тела в 

момент времени 2t = . (Ответ. 17
36 ). 

Задание 2.9. Тело движется прямолинейно по закону 
( ) 32 3 4s t t t= − + . Найти ускорение тела в момент времени 4t = . 

(Ответ. 4 ). 
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Задание 2.10. Тело движется прямолинейно по закону 
( ) 3 23 4 1s t t t= − + . Найти скорость тела в момент, когда ускорение 

равно 0. (Ответ. 16
9− ). 

Задание 2.11. В тонком неоднородном стержне масса (в граммах) 
распределяется по закону ( ) 24 2 5m l l l= − + , где l – расстояние от 
начала стержня до любой его точки. Найти плотность стержня на 
расстоянии 4 см от начала стержня. (Ответ. 30). 

Задание 2.12. В колебательном контуре заряд меняется по закону 

( ) cos 3
6

q t t π = + 
 

, где t – время (в сек). Найдите величину силы то-

ка в контуре в момент времени 
6

t π
= . (Ответ. 3 3

2− ). 

 
 

2.7. Уравнение касательной к графику функции, 
точки экстремума 

 
Уравнение касательной к графику функции ( )y x  в точке 0x x=  

вычисляется по формуле 
( ) ( ) ( )0 0 0'y y x y x x x= + ⋅ − .   (2.4) 

 
Примеры решения задач 

 
2.6. Написать уравнение касательной к кривой, заданной неявной 

функцией 2 3 3 2 1 0x y xy x y+ − − + − =  в точке М(2; -1). 
Решение. Найдем производную '

xy  неявно заданной функции 

( )2 3

2
2

3 2 1 ' 0 '.

2 3 22 3 ' 3 3 ' 2 ' 0 ' .
3 3 1

x y xy x y

x yx y y y xy y y
y x

+ − − + − =

− + −
+ − − − + = ⇒ =

− +
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Подставив вместо x и у координаты точки М, найдем значение 

производной в данной точке: 
9'
2M

y = . Полагая 0 02, 1x y= = −  

найдем уравнение касательной: ( )9 91 2 10.
2 2

y x y x= − + − ⇒ = −  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 2.13. Написать уравнение касательной к графику функции 

( )y y x=  в точке 0x x= : 

1. 3
0

3 , 2.y x x
x

= + = −  (Ответ. 11,25 13y x= + ). 

2. 1
04 2 , 0.x xy x+= − =  (Ответ. 1y = − ). 

3. 0sin 2 , .
3 2

y x xπ π = − = 
 

 (Ответ. 
3

3 2
y x π
= − + + ). 

Задание 2.14. Написать уравнение касательной к кривой, заданной 
неявной функцией в точке ( )0 0,M x y : 

1. ( )3 22 1 0, 1; 2x xy y M+ − − = .  
(Ответ. 3,5 1,5y x= − ). 

2. ( ) ( )1 sin 5 3 2 0, 1; 1x y x y M+ − + − = − .  

(Ответ. ( )5 sin11 1
3

y x−
= + + ). 

3. ( ) ( )2cos 1 0, 0; 1xy y M− + + = .  
(Ответ. у = 1). 
 
Задание 2.15. Найти точки экстремума функций 
1. 3 22 4 5y x x x= − − + . (Ответ. 2

3x = −  – точка максимума; х = 1 – 
точка минимума). 

2. 10y x x= + − . (Ответ. 9x =  – точка максимума). 
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3. 
21
2

xy
x
−

=
−

. (Ответ. 2 3x = +  – точка максимума; 2 3x = −  – 

точка минимума). 

4. 
21 2xy x e −= ⋅ . (Ответ. 1

2x =  – точка максимума; 1
2x = − – точка 

минимума). 
5. 4. 2lny x x= ⋅ . (Ответ. 2x e−=  – точка максимума; 1x = – точка 

минимума). 
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Тема 3. ИНТЕГРАЛЫ 
 

3.1. Таблица интегралов, правила интегрирования 
 

Пусть ( ) ( ); 't t x dt t x dx= = , тогда 
 

1. .dt t C= +∫  7. cos sin .tdt t C= +∫  
1

2. ; 1.
1

n
n tt dt C n

n

+
= + ≠ −

+∫  28. tg .
cos

dt t C
t
= +∫  

13. ln .dtt t C
t

− = = +∫ ∫  29. ctg .
sin

dt t C
t
= − +∫  

4. .t te dt e C= +∫  
2 2

110. ln .
2

dt t a C
a t at a

−
= +

+−
∫  

5. .
ln

t
t aa dt C

a
= +∫  2 2

111. ln .
2

dt t a C
a t aa t

+
= +

−−
∫  

6. sin costdt t C= − +∫ . 
2 2

2 2
12. ln .dt t t a C

t a
= + ± +

±
∫  

2 2
13. arcsin .dt t C

aa t
= +

−
∫  

 
Правило интегрирования: 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) .f x g x dx f x dx g x dxα β α β⋅ ± = ±∫ ∫ ∫   (3.1) 
 

Примеры решения задач 
 

3.1. Вычислить неопределенный интеграл: 
 

1
2

2 2
2 23 1 3

sin sin
x dx x dx dx

x x
 + − = + − = 
 
∫ ∫ ∫ ∫  
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( )
3
21

2

3
2

2 3
2

2 3 2 ctg 3
sin

2ctg 2 .

dx xx dx dx x x C
x

x x x C

= + − = − + − + =

= − + − +

∫ ∫ ∫
 

 

3.2. Вычислить интеграл: 
3

2
4 5x x dx
x
+ −

∫ . 

Решение.  

( )
3 3

1 2
2 2 2 2

2 1
2

4 5 4 5 4 5

5 1 54ln 4ln .
2 1 2

x x x xdx dx x x dx x dx
x x x x

x xx C x x C
x

− −

−

 + −
= + − = + − =  

 

= + − + = + − +
−

∫ ∫ ∫
 

 
3.3. Вычислить интеграл: 2ctg .xdx∫ . 
Решение.  

2 2 2
2

2 2 2 2

2

cos 1 sin 1 1 sinctg
sin sin sin sin

1 1 .
sin

x x xxdx dx dx dx
x x x x

dx ctgx x C
x

 − −
= = = − =  

 
 = − = − − + 
 

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 3.1. Вычислить неопределенные интегралы: 
 

( )1. 3cos 5 .xx e dx+∫  
2

7. .
1

dx

x−
∫  

2
13. .

4

dx

x+
∫  

42. sin .x dx
x

 − 
 
∫  

2
8. .

9

dx

x−
∫  

2
14. .

10

dx

x −
∫  
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3
73. 2 .x dx
x

 + 
 
∫  

2
9. .

13

dx

x−
∫  215. .

10
dx

x +
∫  

( )5 74. 3 .x dx+∫  
210. .

4
dx

x−
∫  

2
16. .

10

dx

x−
∫  

2
15. 5cos .

cos
x dx

x
 − 
 
∫  211. .

9
dx

x+
∫  217. .

10
dx

x −
∫  

2
46. sin .

sin
x dx

x
 − 
 
∫  212. .

17
dx

x+
∫  

2
18. .

10

dx

x +
∫  

 
Задание 3.2. Вычислить интегралы: 

3 21. .x dx
x
+

∫  
2

2
14. .
1

x dx
x

−
+

∫  

2 42. .x x dx
x

+ −
∫  

25. tg .xdx∫  

2 2

4

4 43. .
16

x x dx
x

− + +

−
∫  6. sin cos .

2 2
x xdx⋅∫  

 
 

3.3. Интегрирование методом замены переменной 
 

Примеры решения задач 
 

3.4. Вычислить неопределенный интеграл cos 7 .xdx∫  
Решение. Сделаем замену 7u x= . Тогда 
( )7 ' 7 .du x dx du dx= ⇒ =  Преобразуем выражение  

( )

7 ;7 1cos 7 cos 7 cos cos
77 7 7

1 1sin sin 7 .
7 7

u xdx duxdx x u udu
du dx

u C x C

=
= ⋅ = = = =

=

= − + = +

∫ ∫ ∫ ∫
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Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 3.3. Вычислить неопределенные интегралы: 
 

1. sin5 .xdx∫  
28. .

19 49
dx

x−
∫  15. .

ln 2
dx

x x +∫  

2. cos 3 .
4

x dxπ − 
 

∫  
2

9. .
1 7

dx

x+
∫  

216. .
9

x

x
e dx

e −
∫  

2 33. .xe dx+∫  ( )210. cos sin .x x dx−∫  17. tg .xdx∫  

4. 3 15 .x dx−∫  211. 2 5 .x dx+∫  ( )18. ctg 3 1 .x dx+∫  

( )95. 7 8 .x dx−∫  ( )12. sin .x xe e dx∫  
2

3 119. .
4

x dx
x

−

+
∫  

6. .
4

dx
x +∫  213. .

4
xdx

x +
∫  

2
arctg2

20. .
1 4

x x
dx

x
−

+
∫  

27. .
9 4

dx
x+

∫  sin14. .
1 2cos

xdx
x+∫  

 

(Ответ. ( ) 2 31 1 1
5 3 4 21) cos5 . 2) sin 3 . 3) .xx C x C e Cπ +− + − + +  

( ) ( ) ( )
3
2 10 22 1 1

9 70 6 3
3

21
7

4) 3 15 .5) 7 8 .6) ln 4 .7) arctg .

1 19 7 cos8) ln .9) ln 7 1 7 .10) .
314 19 19 7

xx C x C x C C

x xC x x C C
x

− + − + + + +

+
+ + + + +

⋅ −

 

( ) ( )
3
22 22 1 1

3 22
11) 2 5 . 12) cos . 13) ln 4 .xx C e C x C⋅ + + + + +  

1
6

314) 1 2cos . 15) 2 ln 2 . 16) ln .
3

x

x
ex C x C C
e

+
− + + + + − +

−
 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

3
2

231 1
3 2 2 2

21
8

17) ln cos . 18) ln sin 3 1 . 19) ln 4 arctg .

120) ln 1 4 arctg2 ).
3

xx C x C x C

x x C

− + + + + + +

+ − +
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3.4. Метод интегрирования по частям 
 

Применяется формула 
.udv u v vdu= ⋅ −∫ ∫    (3.2) 

 
Примеры решения задач 

 
3.5. Вычислить интеграл cos .x xdx⋅∫  
Решение. Примем , cos .u x dv xdx= =  Тогда  

( ) ( )' ' .

cos sin .

du u dx x dx dx

v dv xdx x

= = =

− = =∫ ∫
 

Подставив в формулу интегрирования по частям, получим 
 

cos sin sin sin sin
sin cos .

x xdx x x dx x x x x dx
x x x C

⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =

= ⋅ + +
∫ ∫ ∫  

 
Задачи для самостоятельного решения 

 
Задание 3.4. Вычислить интегралы. 
 

1. sin .x xdx⋅∫  25. .xx e dx−⋅∫  9. ln .x xdx∫  

2. cos 2 .x xdx⋅∫  6. 2 .xx dx⋅∫  
3
ln10. .x dx

x∫  

3. sin 5 .x xdx⋅∫  7. ln .xdx∫  11. arcsin .xdx∫  

4. .xx e dx⋅∫  8. ln .x xdx⋅∫  12. arctg .x xdx⋅∫  

(Ответ. 1 1
2 41) cos sin . 2) sin 2 cos 2 .x x x C x x x C− ⋅ + + ⋅ + +

 
21 1

5 253) cos5 sin 5 . 4) . 5) 2 2 .x x x x xx x x C x e e C x e xe e C− − −− ⋅ + + ⋅ − + − − − +  

( )

3 3
2 2

2
2 22 2 1 1 2 4

ln 2 2 4 3 9ln 2
6) .7) ln .8) ln . 9) ln .

x xx C x x x C x x x C x x x C⋅ − + ⋅ − + − + − +  
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2 2
3 3 23 9

2 4
21 1 1

2 2 2

10) ln . 11) arcsin 1 .

12) arctg arctg ).

x x x C x x x C

x x x x C

− + ⋅ + − +

− + +
 

 
 

3.5. Вычисление определенных интегралов 
 

Если функции ( )u u x=  и ( )v v x=  непрерывны вместе со своими 
производными на [ ; ]a b , то имеет место формула Ньютона–
Лейбница 

 

( ) ( ) ( ) ( ).
b b

a
a

f x dx F x F b F a= = −∫   (3.3) 

 

( ) ( )
b

a

S x f x dx= ∫ .     (3.4) 

 
Примеры решения задач 

 

3.6. Вычислить интеграл 
3

6

cos xdx
π

π
∫ . 

Решение.  Так как cos sinxdx x=∫ , то 

     Геометрический смысл опре-
деленного интеграла: площадь 
криволинейной трапеции, огра-
ниченной сверху графиком функ-
ции ( )y f x= , снизу осью Ох и 
прямыми ,x a x b= = , численно 
равна: 

 
 
             ( )y f x=  

                              ( )S x  
                     a                  b  
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3
3

6
6

3 1
3 6 2 2cos sin sin sin .xdx x

π
π

π
π

π π= = − = −∫  

3.7. Вычислить интеграл 
5

0 1 3
xdx

x+
∫ . 

Решение. Вычислим неопределенный интеграл 
1 3
xdx

x+
∫ . Сделав 

замену 1 3u x= + , получим 
2

2 1 21 3 ; .
3 3

uu x x dx udu−
= + ⇒ = =   

Тогда 

( ) ( )
( )

2
3

1 2
23 3 2 2

9 9 3

32 2
27 9

1
1 3

1 3 1 3 .

u
uuduxdx u du u

ux

x x

− ⋅
= = − = − =

+

= + − +

∫ ∫ ∫
 

Вычислим теперь определенный интеграл 
 

( )

( ) ( )

55 32 2
27 9

0 0
3 32 2 2 2

27 9 27 9

2 2 2 2
27 9 27 9

1 3 1 3
1 3

1 3 5 1 3 5 1 3 0 1 3 0

64 4 4.

xdx x x
x

 = + − + = 
+  

   = + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ =   
   

= ⋅ − ⋅ − + =

∫
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Задачи для самостоятельного решения 
 

Задание 3.5. Вычислить определенные интегралы. 
 

2

2
2

1. .
4

dx
x− +

∫  4
4

0
2. 1 .

x
e dx + 

 ∫  
1

0
3. .xx e dx−⋅∫  

7

1
4. .

3 4
dx
x− +

∫  
21

5. .
2 ln

e dx

x x⋅ −
∫  

2

0
6. cos3 .x xdx

π

⋅∫  

2

20
7. .

1

xdx

x+
∫  

( )

1

2
0

8. .
2 1
dx

x + +
∫  

2

1
9. ln .x xdx⋅∫  

 
(Ответ. 82 1

4 3 6 6 91) . 2) 4 . 3) 1 . 4) . 5) . 6) . 7) 5 1.eeπ π π− − − −  
3
48) arctg3 arctg 2. 9) 2 ln 2 ).− −  
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