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Занятие 1 

Ряды Фурье для четных и нечетных функций 

 

Аудиторные задания 

 

1.1. Разложить в ряд Фурье функцию )(xf  на интервале ),(  : 

 а) 









.0,2

;0,
)(





xx

xx
xf  б) ;

2
sin)(

x
xf   

 в) ;)( xxf   г) .)( xxf   

1.2. Разложить в ряд Фурье функцию )(xf  на интервале ),0(  : 

 а) по косинусам, если 









.1,0

;10,1
)(

x

x
xf  

 б) по синусам, если 


x
xf cos)(  ; 

 в) по косинусам, если 














.
2

1
,0

;
2

1
0,21

)(

x

xx

xf  

1.3. Разложить в ряд Фурье функцию  )(xf  на интервале ),( ll : 

 а) 









.10,

;01,1
)(

xx

x
xf  б) .

2

1
,e)(  lxf x

 

1.4. Разложить в ряд Фурье функцию  )(xf  на интервале ),0( l : 

 а) по косинусам, если 1,1)(  lxxf ; 

 б) по косинусам, если 1,)( 2  lxxxf ; 

 в) по синусам, если 2,1)(  lxxf ; 

 г) по синусам, если 2,1)( 2  lxxf . 

 

Домашние задания 

 

1.5. Разложить в ряд Фурье функцию  )(xf  на интервале ),(  : 

 а) 









.0,

;0,5
)(





xx

xx
xf  б) 










.0,1

;0,3
)(





x

x
xf  

 в) .e)( 2xxf   

1.6. Разложить в ряд Фурье функцию  )(xf  на интервале ),0(  : 

 а) по косинусам, если 









.1,0

;10,1
)(

x

xx
xf  

 б) по синусам, если xxf cos)(  ; 



 

5 

 в) по синусам, если 














.
2

,0

;
2

0,1

)(






x

x

xf  

1.7. Разложить в ряд Фурье функцию  )(xf  на интервале ),( ll : 

 а) 3
,30,

,03,0
)( 








 l

xx

x
xf ; 

 б) 1,e)(  lxf x ; в) .2,)(  lxxf  

1.8. Разложить в ряд Фурье функцию  )(xf  на интервале ),0( l : 

 а) по косинусам, если 3,)(  lxxf ; 

 б) по синусам, если 2,32)(  lxxf ; 

 в) по косинусам, если 3,)(  lxxf . 

 

Ответы: 

 

1.1. а) 
















1

1

1

sin)1(

12

)12cos(6

4

3

n

n

n n

nx

n

xn


 ; 

 б) 









1
2

1

14

sin
)1(

8

n

n

n

nxn


; в) 



 




0
2)12(

)12cos(4

2 n n

xn




; 

 г) nx
nn

n

sin
)1(

2
1

1







 . 

 

1.2. а) 













 





nx
n

n

n

cos
sin

2

12

1
; б)   nx

n

n n

n

sin11cos)1(
)(1

2
1

2






 
 ; 

 в) 





















 





nx
n

n

n

cos
4sin

16
2

1

2

1

1

2


. 

 

1.3. а) 














11
22

)sin(1

)12(

))12(cos(2

4

3

nn n

nx

n

xn 






; 

 б) 
 


















 



1
2)2(1

)2sin()2cos(21
)1(41

2

1
sh2

n

n

n

nxnnx




; 

 в) ))12sin((
12

14

1

xn
nn












. 

 

1.4. а) 


 




0
22 )12(

)12cos(4

2

1

n n

xn 


; б) xn

nn

n




cos
1)1(32

6

5

1
22 






 ; 
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 в) 4.3. 
2

sin
)1(312

1

xn

nn

n 








; 

 г)  


















1
2

sin)1(1)1(
)(

212

n

nn xn
nn




. 

 

1.5. а) 
















1

1

1

sin)1(
4

12

)12cos(12

2

3

n

n

n n

nx

n

xn


 ; 

 б) 


 




0 12

)12sin(8
1

n n

xn 


; 

 в) 






























1
2

)sin4cos2(
14

)1(
1

2
sh

2

n

n

xnnx
n




. 

 

1.6. а) 





















 



1

2

cos
2/sin

4
2

11

n

nx
n

n


. 

 

Занятие 2 

Классификация и приведение к каноническому виду уравнений 

с частными производными второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

2.1. Привести к  каноническому виду следующие дифференциальные уравне-

ния: 

 2.1.1. 
2

2

22

2

2

532214 xu
y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u

























; 

 2.1.2. xyu
y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u

























2

22

2

2

2 ; 

 2.1.3. 
2

2

22

2

2

36622 yxu
y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u

























; 

 2.1.4. 037232
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.1.5. 
2

2

22

2

2

32284 xu
y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u

























; 

 2.1.6. 0368
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 



 

7 

 2.1.7. 05232
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.1.8. 0522882
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.1.9. 073496
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.1.10. 039444
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
. 

 

Домашние задания 

 

2.2. Привести к  каноническому виду следующие дифференциальные уравне-

ния: 

 2.2.1. 02586
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.2.2. 023783
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.2.3. 023683
2

22

2

2

























u

y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.2.4. 06232
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.2.5. 0254
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 2.2.6. 0)sin3(cos2
2

2
2

2

2

2





















y

u
y

y

u
x

yx

u
x

x

u
; 

 2.2.7. 022
2

2
2

2

2

2
2 




















y

u
y

y

u
x

yx

u
xy

x

u
y ; 

 2.2.8. 0
2

2

2

2











y

u

x

u
y ; 

 2.2.9. 0)1()1(
2

2
2

2

2
2 





















y

u
y

x

u
x

y

u
y

x

u
x ; 

 2.2.10. 0sin2sin
2

2
2

2

2

2
2 















y

u
y

yx

u
x

x

u
x . 
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Ответы: 

 

2.1.1. 

22

10112

1

112

5

112

11

112

10







 














 


u

uuu
, где xy 3  и 

xy 7 . 

2.1.2.  











u

uu2

, где xy   и y . 

2.1.3.  2
22


















u

uuu
, где xy   и x . 

2.1.4. 1693
2


























uu
u

u
, где xy 3  и xy  . 

2.1.5. 12333
2


























uu
u

u
, где  xy 2/)31(   и 

xy )2/31(  . 

2.1.6. 68)1727())1727(8
2


























uu
u

u
, где 

xyxy 




























8

17

8

3
,

8

17

8

3
 . 

2.1.7. 
 






 u
u

u
5

2

, где xy   и y . 

2.1.8. 825
2





















u
u

u
, где y , xy 2 . 

2.1.9. 93974
2


























uuu
, где xy 3  и y . 

2.1.10. 49934
2


























uuu
, где xy 2  и y . 

 

2.2.1. 7774
22































uu
u

uu
, где 23xy   и 27x . 

2.2.2. 55396
22































uu
u

uu
, где 34xy  , 35x . 

2.2.3. 22396
22































uu
u

uu
, где 34xy  , 32x . 

2.2.4. 0
2

12













uu
, где yx   и yx  3 . 
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2.2.5. 0
2

2

2

2


















uuu
, где yx  2  и x . 

2.2.6. 0
32

2






























uuu
, где yxx  sin2 . 

2.2.7. 0
22

11
2

2

2

2


























uuuu
, где 22 yx  , 

2x . 

2.2.8. 0
3

1
2

2

2

2


















uuu
, где )0(

3

2
, 2/3  yyx  . 

2.2.9. 0
2

2

2

2













uu
, где 






 






  22 1ln,1ln yyxx  . 

2.2.10. 0
25

222

2
















uu
, где y

x
y   ,

2
tg . 

 

Занятие 3 

Нахождение общего решения уравнений 

с частными производными второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

3.1. Найти общее решение гиперболического уравнения: 

 а) 054
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; б) 052

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; 

 в) 032
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; г) 0124

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
. 

3.2. Найти общее решение параболического уравнения: 

 а) 02
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 б) 0244
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 в) 0244
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 г) 06296
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
. 

3.3. Найти общее решение эллиптического уравнения: 
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 а) 054
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; б) 052

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; 

 в) 032
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; г) 0102

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
. 

 

Домашние задания 

 

3.4. Найти общее решение гиперболического уравнения: 

 а) 034
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; б) 056

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; 

 в) 086
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; г) 0214

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
. 

3.5. Найти общее решение параболического уравнения: 

 а) 06296
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 б) 022
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 в) 0123168
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
; 

 г) 04168
2

22

2

2


























y

u

x

u

y

u

yx

u

x

u
. 

3.6. Найти общее решение эллиптического уравнения: 

 а) 02624
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; б) 084

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; 

 б) 0136
2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
; в) 0186

2

22

2

2
















y

u

yx

u

x

u
. 

 

Ответы: 

 

3.1. а) )()5(),( 21 xyCxyCyxu  ;  

 б) )3()5(),( 21 xyCxyCyxu  ; 

 в) )3()(),( 21 xyCxyCyxu  ; 

 г) )6()2(),( 21 xyCxyCyxu  . 

 

3.2. а) 
yxyCxyCyxu  e)()(),( 21 ; 

 б) 
2/

21 e)2()2(),( yxyCxyCyxu  ; 
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 в) 
2

e)2()2(),( 21
yxyCxyCyxu  ; 

 г) 3/2
21 e)3()3(),( yxyCxyCyxu  . 

 

3.3. а) )2(Re),( xixyfyxu  , где )(zf  − произвольная аналитическая 

функция; 

 б) )2(Re),( xixyfyxu  ; 

 в) )2(Re),( xixyfyxu  ; 

 г) )3(Re),( xixyfyxu  . 

 

3.4. а) )()3(),( 21 xyCxyCyxu  ; 

 б) )()5(),( 21 xyCxyCyxu  ; 

 в) )4()2(),( 21 xyCxyCyxu  ; 

 г) )3()7(),( 21 xyCxyCyxu  . 

 

3.5. а) 
3/2

21 e)3()3(),( yxyCxyCyxu  ; 

 б) 
yxyCxyCyxu e)()(),( 21  ; 

 в) 
4/3

21 e)4()4(),( yxyCxyCyxu  ; 

 г) 
4/

21 e)4()4(),( yxyCxyCyxu  . 

 

3.6. а) )5(Re),( xixyfyxu  ; 

 б) )22(Re),( xixyfyxu  , 

 в) )23(Re),( xixyfyxu  , 

 г) )33(Re),( xixyfyxu  . 

 

Занятие 4 

Решение задачи Коши для гиперболических уравнений второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

4.1. Решить задачу Коши для гиперболического уравнения второго порядка: 

 а) ),(),,0(,4
2

2

2

2










xt

x

u

t

u
, удовлетворяющую начальным 

условиям 
21

1)0,(
,e)0,(

2

xt

xu
xu x







 

; 

 б) 0
)0,(

,
1

1
)0,(,

22

2

2

2


















t

xu

x
xu

x

u

t

u
; 
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 в) 0
)0,(

,e)0,(,3
)0,( 2

2

2

2

2














 

t

xu
xu

x

u

t

xu x ; 

 г) 0
)0,(

),1arctg(arctg)0,(,2
2

2

2

2
















t

xu
xxxu

x

u

t

u
. 

 

 

Домашние задания 

 

4.2. Решить задачу Коши для гиперболического уравнения второго порядка: 

 а) 
xt

xu
xu

x

u

t

u

ch

1)0,(
,0)0,(,3

2

2

2

2















; 

 б) 
2

2

2

2

2 2

e
)0,(

,0)0,(,2 xx
t

xu
xu

x

u

t

u 













, 

 в) 
2

2

2

2

2 22

e
)0,(

,e)0,(, xx x
t

xu
xu

x

u

t

u  













; 

 г) 
6

2

22

2

2

2

1

)0,(
,

1

1
)0,(,2

x

x

t

xu

x
xu

x

u

t

u



















. 

 

Ответы: 

 

4.1. а)   22 )2(
1

)2( e
2

1
)2arctg(

4

1
e

2

1
),( txtx Ctxtxu  

;)2arctg(
4

1
2Ctx   

 б) 2212 )(1

1

2

1

)(1

1

2

1
),( C

tx
C

tx
txu 





 ; 

 в) 2
)3(

1
)3( 22

e
2

1
e

2

1
),( CCtxu txtx  

; 

 г)  )21arctg(
2

1
)2arctg(

2

1
)2arctg(

2

1
),( 1 txtxCtxtxu  

2)21arctg(
2

1
Ctx  . 

4.2. а) 
txtxtxu 33 arctge

3

1
earctg

3

1
),(   ; 

 б) 
2/)2(2/)2( 22

e
4

2
e

4

2
),( txtxtxu   ; 

 в) 
2/)(2/)()()( 2222

e
2

1
e

2

1
e

2

1
e

2

1
),( txtxtxtxtxu   ; 
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 г) 





 3

22
)2arctg(

12

2

)2(1

1

2

1

)2(1

1

2

1
),( tx

txtx
txu  

3)2arctg(
12

2
tx  . 

 

Занятие 5 

Решение задачи Коши для параболических уравнений второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

5.1. Решить задачу Коши для параболического уравнения второго порядка: 

 а) ),(,e)0,(),,0(),,(,
2

2









  xxutx
x

u

t

u x
; 

 б) 
xxxutx

x

u

t

u 2

2

2 2

e)0,(),,0(),,(,2 








; 

 в) 
xxxutx

x

u

t

u 







 22

2

2

e)0,(),,0(),,(,3 ; 

 г) 
xxxutx

x

u

t

u 34

2

2 2

e)0,(),,0(),,(,4 








. 

 

Домашние задания 

 

5.2. Решить задачу Коши для параболического уравнения второго порядка: 

 а) 
xxxutx

x

u

t

u 52

2

2 2

e)0,(),,0(),,(, 








; 

 б) 
xxxutx

x

u

t

u 3

2

2 2

e)0,(),,0(),,(,3 








; 

 в) 
xxxutx

x

u

t

u 







 23

2

2

e)0,(),,0(),,(,5 ; 

 г) 
xxxutx

x

u

t

u 







 24

2

2

e)0,(),,0(),,(,2 . 

 

Ответы: 

 

5.1. а) 
xttxu  e),( ; 

 б) 
xx

t

xt

t
txu

2
41

)22( 2
2

e
41

1
),(







 ; 
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 в) 
xx

t

xt

t
txu

2
41

)22( 2
2

e
241

1
),(







 ; 

 г) 
xx

t

xt

t
txu

34
641

)38(4 2
2

e
641

1
),(







 . 

 

5.2. а) 
xx

t

xt

t
txu

52
81

)54( 2
2

e
81

1
),(







 ; 

 б) 
xx

t

xt

t
txu

3
121

)32(3 2
2

e
121

1
),(







 ; 

 в) 
xx

t

xt

t
txu









2
2

3
601

)16(5

e
601

1
),( ; 

 г) 
xx

t

xt

t
txu









2
2

4
321

)18(2

e
321

1
),( . 

 

Занятие 6 

Задача Штурма-Лиувилля 

 

Аудиторные задания 

 

6.1. Решить задачу Штурма-Лиувилля уравнения, удовлетворяющего  

однородным краевым условиям: 

 а) 0)()0(,0  lyyyy  ; б) 0)()0(,0  lyyyy  ; 

 в) 0)1()1(,0)0()0(,2  yyyyyyy  ; 

 г) В прямоугольнике решить задачу Штурма-Лиувилля 

 0),()0,0(,0,0,
2

2

2

2
























 bauubyaxu

y

u

x

u
 . 

 

Домашние задания 

 

6.2. Решить задачу Штурма-Лиувилля уравнения, удовлетворяющего  

однородным краевым условиям: 

 а) 0)0()0(,0  yyyy  ; 

 б) 0)()0(,0  lyyyy  ; 

 в) 0)(,0)()(
1

)( 2  Ryryry
r

ry  ; 
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 г) в круге решить задачу Штурма-Лиувилля 

)2(,,0),();1(,,0 2
0

12122
0

22

2

2

2

2

ryxyxuryxu
y

u

x

u










  . 

 

Ответы: 

 

6.1. а) Nk
l

xk
xy

l

k
kk 








 ,sin)(,


 ; 

 б) Nk
l

xk
xy

l

k
xy kk 











 cos)(,,1)(,0

2

00 ; 

 в) – если 2 , то двум действительным различным характеристиче-

ским корням   22,1  соответствует действительное общее решение 

RCCeCeCxy xx  
21

2
2

2
1 ,,)( 

; 

 – если 2 , то одному корню 021   кратности 2 соответствует 

действительное общее решение RCCCxCxy  2121 ,,)( ; 

 – если 2 , то двум комплексно-сопряженным корням 22,1   i  

соответствует действительное общее решение 

RCCxCxCxy  2121 ,,2sin2cos)(  ; 

 г) собственные значения   ,...2,1,
2

 kak  из общего решения 

RCCxCxCx  2121 ,,sincos)(   при 1,0 11  CC  находим собствен-

ные функции: ,...2,1,sin)(  kx
a

k
xxk


 задачи Штурма-Лиувилля 

0)()0(,0)()0(  bYYa . Собственные значения и собственные функции 

для задачи Штурма-Лиувилля – ,0,),()( byRyYyY    )()0( bYY  . 

Собственные значения и собственные функции для задачи Штурма-Лиувилля 

0)()0(,0,,0)()(  bYYbyRyYyY   являются 
2)( bmm   и 

,...2,1,sin)(  my
b

m
yYm


. Следовательно, собственные значения и собственные 

функции исходной задачи Штурма-Лиувилля равны 

































22
2

1 b

m

a

k
mkmk  и Nmky

b

m
x

a

k
u mk  ,,sinsin,


. 

 

6.2. а) Nk
l

xk
xy

l

k
kk 










 
 ,

2

)12(
sin)(,

2

12
2


 ;  

 б) Nk
l

xk
xy

l

k
kk 










 


2

)12(
cos)(,

2

12
2


 ; 



 

16 

 в) 




























 r

R
Jry

R

k
k

r
k

)0(

0

2
)0(

)(,


 , где )(0 rJ  – функция Бесселя  

порядка нуль, а Nkk ,
)0(  – ее нули, т.е.   0

)0(
0 kJ  ; 

 г) – при 0 характеристические корни 02,1    дают общее 

решение RCCeCeC nn  
2121 ,,)(   для которого выполняется 

условие периодичности только при 021 CC , т.е. 0  и нет собственных зна-

чений и собственных функций; 

 – при 0  имеем общее решение RCCCC  2121)(  , удовле-

творяющее условию R  )2()(  при 01 C  и любом RC 2 . Таким 

образом, 00   – собственное значение и собственная функция 1)(0   ; 

 – при 0  характеристическим корням  2,1  соответствует дей-

ствительное общее решение RCCnCnC  2121 ,,sincos)(  , которое 

будет периодической функцией с периодом 2 только тогда, когда 0sin  , 

т.е. ,...2,1,2  kkk  Этому каждому собственному значению 
2kk   соответ-

ствуют две собственные функции: kcos  и ,...2,1sin kk . В итоге решениями 

исходной задачи Штурма-Лиувилля (1), (2) являются собственные значения 

  ,...2,1,...,2,1,
2

0
)(

,  mkrk
mmk   и соответствующие им функции 

,cos
0

)(
)1(

, 


 r
r

J
k

m
kmk   ,...2,1,...,2,1,1sin

0

)(
)2(

,  mk
r

J
k

m
kmk 


  

 

Занятие 7 

Метод разделения переменных для гиперболических уравнений  

второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

7.1. Найти отклонение ),( txu  от положения равновесия закрепленной на кон-

це 0x  однородной горизонтальной струны, правый конец которой при lx   пе-

ремещается так, что касательная к струне остается постоянно горизонтальной. В 

начальный момент времени струна имела форму 
l

x

l

x

2

4
cos

2

11
sin

15

1 
, начальные 

скорости отсутствовали. 

7.2. Труба, открытая с одного конца, движется поступательно в направлении 

своей оси с постоянной скоростью v . В момент времени 0t  труба мгновенно 

останавливается. Определить смещение воздуха внутри трубы на расстоянии x от 

закрытого конца трубы. 
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7.3. Один конец стержня закреплен упруго, а другой свободен. Найти произ-

вольные колебания стержня при произвольных начальных данных. 

7.4. Найти колебания однородной струны lx 0  с закрепленными концами 

и сосредоточенной массой М, прикрепленной в точке cx   струны, вызванные 

начальным смещением 


















,0при

,0при

)()0,(

lx
cl

xl
h

cx
c

x
h

xxu   

где h – малое число. Начальные скорости точек струны равны нулю. 

 

Домашние задания 

 

7.5. Однородная струна длиной l, закрепленная на обоих концах, находится в 

прямолинейном положении равновесия. В некоторый момент времени, принима-

емый за начальный, она получает в точке cx   удар от молоточка, который сооб-

щает этой точке постоянную скорость 0v . Найти отклонение ),( txu  струны для 

любого момента времени. 

Рассмотреть два случая: 

а) Струна возбуждается начальной скоростью 

 

















.
2

если,0

,
2

если,
)0,( 0

h
cx

h
cxv

t

xu





 

Этот случай соответствует плоскому жесткому молоточку, имеющему  

ширину 
h


 и ударяющему в точке cx  . 

б) Струна возбуждается начальной скоростью 

 

















.
2

если,0

,
2

если),cosh(
)0,( 0

h
cx

h
cxcxv

t

xu





 

Этот случай соответствует жесткому выпуклому молоточку шириной 
h


. Та-

кой молоточек в центре интервала возбуждает наибольшую скорость. 

7.6. Один конец стержня закреплен, а на второй действует сила Q. Найти 

продольные колебания стержня, если в начальный момент сила перестает дей-

ствовать. 

7.7. Найти свободные продольные колебания однородного цилиндрического 

стержня длиной l, у которого оба конца свободны. 

7.8.  Крутильными колебаниями стержня называются такие колебания, при 

которых его поперечные сечения поворачиваются одно относительно другого, 

вращаясь при этом около оси стержня. Вывести уравнение малых крутильных ко-
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лебаний однородного цилиндрического стержня и проинтегрировать его при 

условии, что один из концов стержня заделан, а на другой прикреплен диск. 

 

Ответы. 
 

7.1. 









l

x

l

at

l

x

l

at
txu

2

15
sin

2

15
cos

2

7
sin

2

7
cos

30

1
),(


; 

7.2. .
2

)12(
sin

2

)12(
sin

)12(

18
),(

0
22 l

xn

l

atn

na

vl
txu

n








 





 

7.3. ,coscos),(
1 l

x

l

at
b

l

at
atxu n

n

n
n

n
n










 





 

 ,cos)(
2

0
022

22

dx
l

x
x

l
a n

l

n

n
n












  

 
 
 

,cos)(
2

0
122

22

dx
l

x
x

a
b n

l

nn

n
n












  

где n ,,,, 321   − положительные корни уравнения )(tg hl  . 

7.4. 





1

2
cos)(

8
),(

n
nnn taxa

a

vl
txu 


, где 





















).(
)(sin

)(sin

),0(
sin

sin

)(

lxc
cl

xl

cx
c

x

x

n

n

n

n

n









 

где n  − корни уравнения .)ctg(ctg





M
clc   

7.5. ,cos)(),(
1

taxXatxu n
n

nn  




 где 













),()(sin

),0(
sin

sin

)(

lxcxl

cx
c

x

x

n

n

n

n







 

где n  − корни уравнения .)ctg(ctg





M
clc   

7.6. ,
2

)12(
sin

2

)12(
cos)1(

8
),(

0
2











n

n

l

xn

l

atn

E

Ql
txu




 

где   – площадь поперечного сечения. 

7.7. ,cossincos))()((
1

1
1

0
0

ll

xn

l

atn
b

ll

atn
adxxtx

l
a

n
nn

l

n


 











  

где .cos)((
2

,cos)((
2

0
1

0
0 dx

l

xn
x

an
bdx

l

xn
x

l
a

l

n

l

n  






  

7.8. ,sinsincos),(
1 l

x

l

at
b

l

at
atxu n

n

n
n

n
n
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где ,cos)(
2sin2

4

0
0 dx

l

x
xa

l
n

nn
n  








 ,cos)(

)2sin2(

4

0

dx
l

x
x

a

l
b

l
n

nnn
n  








  

,...,, 321  – положительные корни трансцендентного уравнения 

,tg
1










k

k
I   

k – момент инерции части стержня, имеющей единицу длины;  

1k  – момент инерции диска относительно оси вала; 

I – полярный момент инерции поперечного сечения; 

u – угол поворота сечения с абсциссой х. 
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Занятие 8 

Метод разделения переменных для параболических уравнений  

второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

8.1. Найти решение уравнения )0,0(
2

2
2 








tlx

x

u
a

t

u
, удовлетворя-

ющее условиям 00),(),0(  ttlutu  и 














.
2

при

,
2

0при

)0,(

lx
l

l-x

l
xx

xu  

8.2. Дан тонкий однородный стержень длиной l,  изолированный от внешнего 

пространства, начальная температура которого равна 
2

)(
)(

l

xlCx
xf


 . Концы 

стержня поддерживаются при температуре, равной нулю. Определить температу-

ру стержня в момент времени 0t . 

8.3. Растворенное вещество с начальной концентрацией constC 0 диффун-

дирует из раствора, заключенного между плоскостями 0x  и hx  , в раствори-

тель, ограниченный плоскостями hx   и lx  . Определить процесс выравнива-

ния концентрации, предполагая, что границы 0x  и lx   непроницаемы для ве-

щества. 

8.4. Дан тонкий однородный стержень длиной l, начальная температура кото-

рого равна нулю. На конце lx   температура поддерживается равной нулю, а на 

конце 0x  она растет линейно со временем, так что Attu ),0( , где А – постоян-

ная. Найти распределение температур вдоль стержня при 0t . 

 

Домашние задания 

 

8.5. Решить задачу об остывании однородного стержня с теплоизолирован-

ной боковой поверхностью, если его начальная температура )()0,( xxu  , считая, 

что один конец теплоизолирован, а другой поддерживается при постоянной тем-

пературе 0u . 

8.6. Дан однородный шар радиуса R, центр которого расположен в начале ко-

ординат. Известно, что начальная температура любой точки шара зависит только 

от расстояния r этой точки от центра шара. Во все время наблюдения внешняя по-

верхность шара поддерживается при нулевой температуре. Определить темпера-

туру любой точки внутри сферы в момент времени 0t . 

8.7. Найти распределение температуры в однородном шаре радиуса R, внутри 

которого, начиная с момента времени 0t , действует источник тепла с постоян-

ной плотностью Q, а поверхность поддерживается при температуре, равной нулю. 

Начальная температура шара равна нулю. 
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8.8. Сфера радиуса R содержит растворенное вещество с начальной концен-

трацией constC 0 . Концентрация на поверхности сферы поддерживается посто-

янной, равной 01 CC  . Найти количество абсорбированного вещества в момент 

времени 0t . 

 

Ответы. 
 

8.1. 





 







0

)12(

22

)12(
sin

)12(

)1(4
),(

2

222

n

t
l

an
n

l

xn
e

n

l
txu







. 

8.2. 





 





0

)12(

33

)12(
sin

)12(

18
),(

2

222

n

t
l

an

l

xn
e

n

C
txu







. 

8.3. 



















 














1
0 cose

sin
2

),(

2

n

Dt
l

n

l

xn

n

l

hn

l

h
CtxC








. 

Указание. Задача приводится к решению уравнения 
2

2

x

C
D

t

C









 при усло-

виях 



















.при0

,0при
)0,(,0,0 0

0
lxh

hxC
xC

x

C

x

C

lxx

  

8.4. 





























































1

3

3

2

222

23

223

2

2

.sin
2

23
6

1),(
n l

xn
nt

n

l

an

a

Al

l

x

l

x

l

x

a

Al

l

x
Attxu






 

Указание. Решение следует искать в виде суммы ),(),(),( 21 txutxutxu  , где 

1u  есть решение уравнения 

2
1

2
21

x

u
a

t

u









, удовлетворяющее условиям 0),(;),0( 11  tluAttu , а 2u  есть 

решение того же уравнения при условиях: 

)0,()0,(,0),(;0),0( 1222 xuxutlutu  . 

8.5. .sine
2

23
6

1),(
1

23

223

2

2 2

222

l

xn

a

Al

l

x

l

x

l

x

a

Al

l

x
Attxu

n

t
l

an

































































 

Указание. Решение следует искать в виде суммы ),(),(),( 21 txutxutxu  , где 

1u  есть решение уравнения 
2
1

2
21

x

u
a

t

u









, удовлетворяющее условиям 

0),(;),0( 11  tluAttu , а 2u  есть решение того же уравнения при условиях: 

)0,()0,(,0),(;0),0( 1222 xuxutlutu  . 
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8.6. .sin)(sine
2

),(
01

2

222

 





R

n

d
R

n
f

R

rn

Rr
tru

t
R

an









 

Указание. Задача приводится к решению уравнения 
2

2
2

r
a

t 






 
, где 




c

k
aru  ,  при условиях )(0),(,0),(,0),0( rrftrtRt   . 

8.7.   .sin
)1(2

6
),(

1
33

3
22

2

222

R

rn
e

nkr

QR
rR

k

Q
tru

n

n t
R

an



















  

Указание. Задача приводится к решению уравнения 

c

Q

r

u

rr

u
a

t

u




























 2
2

2
2

 при условиях ),0( tu  равно конечной величине 

0)0,(,0),(  rutRu . 

8.8.  





























R

n

R

n

DteCCRCRdrCrtQ
0 1

2201
3

0
32 16

1)(
3

4

3

4
4)(






 . 

Указание. Задача приводится к решению уравнения 
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при условиях 01 )0,(,),( CxCCtRC  . Ввести новую функцию  , положив Cr
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Занятие 9 

Метод разделения переменных для эллиптических уравнений  

второго порядка 

 

Аудиторные задания 

 

9.1. Найти решение уравнения Лапласа 0
2

2

2

2











y

u

x

u
 в прямоугольнике 

byaxD  0,0: , если оно на контуре принимает заданные значения 

)0()(),( 100
byyuyu

axx



 , )0()(),( 100

bxxuyu
byy




 , 

причем )0()()0()0( 1000   b , )()()()0( 1101 aba   . 

Решить задачу для частного случая 

0)()(,sin)(),()( 1100  xy
a

x
BxybAyy 


 . 

9.2. Найти распределение потенциала электростатического поля ),( yxu  внут-

ри прямоугольника ОАСВ (рис.1), у которого вдоль стороны ОВ потенциал равен 

y 
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u, а три другие стороны заземлены. Электрические заряды внутри прямоугольни-

ка отсутствуют. 

 

 

 

 

 
Рис.1. 

9.3. Найти решение уравнения Лапласа в полуполосе  yax 0,0 , 

удовлетворяющее краевым условиям 0),0( yu , 









a

x
Axu 1)0,( , 0),( xu  

ax 0( ). 

9.4. Найти решение уравнения Лапласа в прямоугольнике 

byaxD  0,0: , удовлетворяющее краевым условиям Ayu ),0( , 

Ayyau ),( , 0

0






y
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u
, 0




by
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Домашние задания 

 

9.5. Найти решение уравнения Пуассона 2
2

2

2
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y

u

x

u
 в прямоугольнике 
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,0:

b
y

b
axD  , если оно на контуре этой области обращается в нуль. 

9.6. Найти форму равновесия однородной прямоугольной мембраны ОАСВ 

(рис.2), закрепленной по краям, если к мембране приложено нормальное давление 

р на единицу площади. 

 

 

 

 

 

 
 

Рис.2 

9.7. Найти стационарное распределение температуры в проводнике прямо-

угольного сечения, нагреваемом постоянным током, выделяющим в единице объ-

ема тепло Q, считая, что теплоотдача в среду нулевой температуры через поверх-

ность проводника происходит по закону Ньютона. 

9.8. Цилиндр, радиус основания которого R и высота h, имеет температуру 

нижнего основания и боковой поверхности, равную нулю, а температура верхнего 

основания есть определенная функция от r. Найти стационарную температуру 

внутренних точек цилиндра. 
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Ответы. 
 

9.1. 
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9.3. Указание. Задача сводится к решению уравнения Лапласа 0
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внутри прямоугольника при краевых условиях 0,
00


 byyaxx
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9.4. 
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Указание. Решение задачи следует в виде суммы  u , где   есть реше-

ние уравнения Пуассона, удовлетворяющее условиям: 0),(,0),0(  yay  , при-

чем   следует искать в виде CBxAx 2
, а   есть решение уравнения Лапласа, 

принимающее на контуре прямоугольника значения 
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Указание. Задача сводится к решению уравнения Пуассона  
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 при нулевых граничных условиях на контуре прямоугольника. 
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9.7. 
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где n  − положительные корни уравнения 
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tg , h – коэффициент теплооб-
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Указание. Задача приводится к решению уравнения 
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Указание. Проинтегрировать уравнение 0
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