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1. Метод непосредственного интегрирования 

Пример 1.1. Вычислить интеграл  
2

d .x x x  

Решение. 

   
3
2

5
2

2 2 2

3 2 3 2
2

5
2

d 2 d d 2 d d

4
2 .

3 2 3 5 2

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x
C x x C

       

       

    

. 

Задание 1. Вычислить интегралы. 

 
3

1.1. 1 d .x x    
33 2

3

1
1.2. 2 3 d .x x x

x

 
   

 
   

2 2

d
1.3. .

sin cos

x

x x
     3 21.4. 4 7 5 d .x x x x     

1.5. d .x x x    
7

d
1.6. .

x

x
     

10
1.7. d .x x

x

 
 

 
  

 1.8. 3sin 10cos d .x x x  
2

d
1.9. .

3

x

x
   

2

d
1.10. .

5

x

x
  

21.11. sin d .
2

x
x    

4 3 2

3

3 4 11
1.12. d .

x x x x
x

x

   
   

 
3

1.13. 2 d .x x    
 

2
1

1.14. d .
x

x
x



  

56 2

4

2
1.15. 5 2 d .x x x

x

 
  

 
   

3

3

3
1.16. d .

3

x
x

x

 
  

 
  

 
2

1.17. 2 d .x x     
3

1.18. 3 5 d .x x  

3

3

2 3
1.19. d .

x x x
x

x


   

3 2
1.20. d .

x x
x

x
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Ответы: 1)
2 23 2

2
2 5

x x x x x x C    ; 2) 

4
3 5

2

6 1

4 5 2

x
x

x
    

3x C  ; 3) tg ctg ;x x C   4) 

2
4 37

5 .
3 2

x
x x x C     

 

 

2. Вычисление интегралов с помощью подведения под знак 

дифференциала 

Пример 2.1. Вычислить интеграл  
11

2 11 dx x . 

Решение. 

     
 

 

12
11 11

12

2 111 1
2 11 d 2 11 2 11

2 2 12

1
2 11 .

24

x
x x x d x C

x C


      

  

 
. 

Пример 2.2. Вычислить интеграл 7 d .ctg x x  

Решение. 

 d sin7cos7 1 1
7 d d ln sin7 .

sin 7 7 sin7 7

xx
ctg x x x x C

x x
       

Пример 2.3. Вычислить интеграл 
3

2

arctg
d .

1

x
x

x
  

Решение.      
1 4
3 3

3

2

arctg 3
d arctg d arctg arctg .

41

x
x x x x C

x
  


   

 

Задание 2.1. Вычислить интегралы. 

2.1. 2 d .x x   
d

2.2. .
x

a bx
     2.3. cos d .ax b x  

3 2
2.4. d .

1

x
x

x 
   

2

d
2.5. .

4 7

x

x 
   

2

d
2.6. .

4 7

x x

x 
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22.7. d .xe x
     

3

8
2.8. d .

1

x
x

x 
   

31
2.9. 2 5 d .x x  

2
2.10. d .

1

x
x

x 
     

3ln
2.11. d .

x
x

x
  

cos ln
2.12. d .

x
x

x
  

2.13. 4 d .x xe e x   2.14. tg 5 3 d .x  2.15. d .
x x

x x

e e
x

e e








  

2

2 d
2.16. .

1

x x

x 
     

1

22.17. d .
x

e x


  
2

d
2.18. .

3 5

x x

x
  

ln
2.19. d .

x
x

x
     

 2

d
2.20. .

cos 3 5

x

x
  

Ответы: 1)  
32

2 ;
3

x C   2) 
1

ln ;a bx C
b

    

3)  
1

sin ;ax b C
a

   4)  
2

23
3

1 ;
4

x C   5) 
1 2

arctg .
2 7 7

x
C  

 

 

3. Метод замены переменной 

 

Пример 3.1. Вычислить 2d .x x x  

Решение. 

   

   
5 3
2 2

2
2 4 2

2

5 3

2

2
2d 2 2 d 2 d 2 d

2

d 2 d

2 4 2 4
2 2 .

5 3 5 3

x t

x t
x x x t t t t t t t t

x t

x t t

t t
C x x C
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Задание 3.1. Вычислить интегралы. 

d
3.1. .

x

x x
   

1 ln
3.2. d .

x
x

x


   

3 2

d
3.3. .

x x

x a
   

d
3.4. .

1x

x

e 
   

2

d
3.5. .

sin

x

x x
       23.6. 1 d .x x x  

2 23.7. 5d .x x x  
2

4
3.8. d .

3

x

x

e
x

e 
       3.9. 10d .x x x  

d
3.10. .

10

x

x x 
  

d
3.11. .

1 1

x

x 
       

d
3.12. .

2 1

x

x x 
  

23.13. 7d .x x x  2 33.14. 1d .x x x    
 

d
3.15. .

11

x

x x
  

2

3

d
3.16. .

1

x x

x 
  3.17. d .

1

x

x

e
x

e 
  

d
3.18. .

x x

x

e e
  

3.19. 1 d .x x  
d

3.20. .
2

x

x x
  

Ответы: 1)  2ln 1 ;x C   2)  
32

1 ln ;
3

x C    

3)  
2

23
3

;
4

x a C   4) 
1 1

ln ;
1 1

x

x

e
C

e

 


 
 5) 2ctg .x C   

 

 

4. Интегрирование функций содержащих квадратный 

трехчлен 

Пример 
2

d
4.1. .

6 10

x

x x 
  

Решение. 

   
2 22

d d d

6 10 6 9 9 10 3 1

x x x

x x x x x
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2

3
d

3 arctg arctg 3 .
1

d d

x t
t

x t t C x C
t

x t

  
 

        
  
  

  

 

Задание 4.1. Вычислить интегралы. 

2

d
4.1. .

4 8

x

x x 
   

2

d
4.2. .

2 4 5

x

x x 
   

2

d
4.3. .

2 5

x

x x 
  

2

d
4.4. .

4 6 3

x

x x 
  

2

d
4.5. .

16 5

x

x x 
  

2

d
4.6. .

4 7

x

x x 
  

2

d
4.7. .

5

x

x x
  

2

3
4.8. d .

2 5

x
x

x x



 
  

2

d
4.9. .

3

x

x x 
  

2

d
4.10. .

1

x

x x 
  

2

d
4.11. .

6 18

x

x x 
  

2

d
4.12. .

2

x

x x 
  

2

d
4.13. .

2 3

x

x x 
  

2

2
4.14. d .

2 3

x
x

x x



 
  

2

d
4.15. .

3 2 1

x

x x  
  

2

d
4.16. .

2

x

x x 
  

2

d
4.17. .

2

x

x x 
  

2

d
4.18. .

6 5

x

x x 
  

2

d
4.19. .

2 3

x

x x 
  

2

d
4.20. .

30

x

x x 
  

Ответы: 1) 
1 2

arctg ;
2 2

x
C


 2) 

 1 21
arctg ;

6 3

x
C


  

3) 
2ln 1 2 5 ;x x x C     4) 

 1 31
arcsin .

3 7

x
C


  

 

5. Интегрирование по частям 
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Пример 5.1. ln d .x x x  

Решение. 

2 2

2

2
2

1
ln ; d d .

1
ln d ln d

2 2
d d ; d .

2

1
ln .

2 4

u x u x
x x x

x x x x x
xx

v x x v x x

x
x x C

 
  

    
 

    

  

 

  

Пример 5.2.  4 1 d .xx e x  

Решение. 

 

   

4 1; d 4d .
4 1 d

d d ; d .

4 1 4d 4 1 4 .

x
x x x

x x x x

u x u x
x e x

v e x v e x e

x e e x x e e C

   
   

    

      






 

 

Задание 5.1.  Вычислить интегралы. 

5.1. cos 2 d .x x x x   5.2. arccos d .x x    5.3. ln 5 d .x x  

5.4. arctg d .x x x  5.5. ln5 d .x x x  5.6. arctg2 d .x x x   

25.7. cos3 d .x x x  5.8. ln(2 )d .x x  5.9. arcsin d .
3

x
x  

25.10. sin d .
2

x
x x   5.11. 2 d .xx e x  55.12. d .xxe x

   

45.13. ln d .x x x  5.14. arccos5 d .x x  2 105.15. d .xx e x  

5.16. ln d .x x x   25.17. 1 d .xx e x  25.18. cos d .
3

x
x x  

5.19. arcsin5 d .x x  5.20. arc tg d .
2

x
x  

Ответы: 1) 
1 1

sin 2 cos2 ;
2 4

x x x C  2) 
2arccos 1 ;x x x C     
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3)  ln 5 5ln 5 ;x x x x C     4) 

2 1
arctg arctg .

2 2 2

x x
x x C    

6. Интегрирование рациональных дробей 

Пример 6.1. 
2 7

d .
3

x
x

x




  

Решение. Разделим числитель на знаменатель    
2

2

7 3
_

33

_ 3 7

3 9

16

x x

xx x

x

x

 







. 
2 7 16

3 .
3 3

x
x

x x


   

 
 Тогда 

2 7 16 d
d 3 d d 3 d 16

3 3 3

x x
x x x x x x

x x x

  
       

   
      

2

3 16ln 3 .
2

x
x x C      

Пример 6.2. 
3

4
d .

9

x
x

x x




  

Решение. 
  3

4 4
d d .

3 39

x x
x x

x x xx x

 


 
   Представим дробь 

  
4

3 3

x

x x x



 
 в виде 

  
4

3 3 3 3

x A B C

x x x x x x


  

   
 или  

  

     

  

2 9 3 34

3 3 3 3

A x Bx x Cx xx

x x x x x x

    


   
. 
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Последнее равенство приводит к системе уравнений относи-

тельно А, В и С: 

0,

3 3 1,

9 4.

A B C

B C

A

  


 
 

 Ее решениями являются числа 

4 7 1
; ; .

9 18 18
A B C      

  

74 1
9 18 184

.
3 3 3 3

x

x x x x x x


  

   
  

Поэтому 

3

4 4 d 7 d 1 d
d

9 18 3 18 39

4 7 1
ln ln 3 ln 3 .

9 18 18

x x x x
x

x x xx x

x x x C


    

 

      

   
 

 

Задание 6.1. Вычислить интегралы. 

  
2

6.1. d .
1 1

x
x

x x 
  

3

3 2

1
6.2. d .

x
x

x x




  

3 2

2
6.3. d .

x
x

x x




   

   

2

2

3 2 1
6.4. d .

1 2

x x
x

x x

 

 
   

3

d
6.5. .

x

x x
        

2 2
6.6. d .

6

x
x

x




  

2 5
6.7. d .

2

x
x

x




  

4

4

2
6.8. d .

2

x
x

x




  

3 2

d
6.9. .

5 6

x

x x x 
  

 

3

2

2 1
6.10. d .

1

x
x

x x




  

3 2

d
6.11. .

x

x x
  

3

4 2

1
6.12. d .

x x
x

x x

 


  

2

4 2

4 2
6.13. d .

x
x

x x




   

   

2 2 8
6.14. d .

2 1 3

x x
x

x x x

 

  
  

3

d
6.15. .

1

x

x 
  

  
3 2

6.16. d .
1 2

x
x

x x x



 
  

2

6.17. d .
1

x
x

x 
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3
6.18. d .

1

x
x

x




  

2

6.19. d .
4

x
x

x 
     

  
7 8

6.20. d .
2 3 2

x
x

x x



 
  

Ответы: 1) 
1 1 1 1

ln 1 ln 1 .
4 2 1 4

x x C
x

     


  

2) 
1

ln 2ln 1 .x x x C
x

      3) 
2

3ln 3ln 1 .x x C
x
      

4) 
20 7 4 1

ln 1 ln 2 .
9 9 3 1

x x C
x

     


 

 

7. Интегрирование тригонометрических функций 

I) Интегралы вида  sin ,cos d .R x x x  

Пример 7.1.  

 
 

2

2 2

2

tg ;
2

2d 1d 2d d
d ; ln ln tg .

sin 1 21 2

2
sin

1

x
t

t tx t t x
x t C C

x t tt t

t
x

t




       

  




    

Задание 7.1. Вычислить интегралы. 

2

d
7.1.1. .

1 sin

x

x
  

d
7.1.2. .

4sin 3cos 5

x

x x   

d
7.1.3. .

3 sin cos

x

x x    
d

7.1.4. .
sin cos 1

x

x x   

d
7.1.5. .

2 5sin

x

x   
d

7.1.6. .
3 2cos

x

x  

d
7.1.7. .

9 4cos

x

x   
d

7.1.8. .
4 3sin

x

x  

d
7.1.9. .

2 3sin

x

x   
2

d
7.1.10. .

1 3sin

x

x
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d
7.1.11. .

5 2sin 3cos

x

x x    
d

7.1.12. .
5 3cos 5sin

x

x x   

d
7.1.13. .

5 4sin 3cos

x

x x    
d

7.1.14. .
sin 3cos 5

x

x x   

d
7.1.15. .

8 4sin 7cos

x

x x    
d

7.1.16. .
1 sin

x

x
  

d
7.1.17. .

1 cos

x

x
   

d
7.1.18. .

3sin cos

x

x x  

d
7.1.19. .

2 3cos sin

x

x x    
d

7.1.20. .
8 2cos

x

x  

Ответы.1)  1
arctg 2tg ;

2
x C      2) 

1
;

tg 2
2

C
x

 



 

3) 

1 2tg
2 2arctg .
7 7

x

C



      4) ln 1 tg .
2

x
C   

 

II) Интегралы вида  

sin cos d ; sin cos d ; cos cos d .m nx x x ax bx x ax bx x      

Пример 7.2. Вычислить интеграл 2sin 3 dx x . 

Решение. 

   2 1 1 1
sin 3 d 1 cos6 d d cos6 d 6

2 2 12

1
sin 6 .

2 12

x x x x x x x

x
x C

    

  

   
 

Пример 7.3. Вычислить интеграл 5sin d .x x  

Решение. 

 

   

2
5 2

2 4

sin d 1 cos sin d

1 2cos cos d cos

x x x x x

x x x
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     2 4

3 5

d cos 2 cos d cos cos d cos

2cos cos
cos .

3 5

x x x x x

x x
x C

    

    

  
 

Пример 7.4. Вычислить интеграл sin3 cos5 dx x x . 

Решение. 

  

   

1
sin3 cos5 d sin8 sin 2 d

2

1 1 1 1
sin8 d 8 sin 2 d 2 cos2 cos8 .

16 4 4 16

x x x x x x

x x x x x x C

    

    





 

 

Задание 7.2. Вычислить интегралы. 
27.2.1. cos 5 d .x x  57.2.2. cos d .x x  2 27.2.3. sin cos d .x x x  

3 27.2.4. sin cos d .x x x  37.2.5. sin 6 d .x x x  27.2.6. cos 7 d .x x  

47.2.7. cos 2 d .x x    7.2.8. sin5 sin6 d .x x x  

7.2.9. cos2 sin6 d .x x x   7.2.10. sin 2 cos5 d .x x x  

4
7.2.11. cos cos3 d .

3
x x x   7.2.12. sin sin d .

2 3

x x
x  

2
7.2.13. sin cos d .

3 6

x
x x   57.2.14. sin 3 d .x x  

7.2.15. cos2 cos3 d .x x x   2 27.2.16. sin 3 cos 3 d .x x x  

57.2.17. cos 3 d .x x    3 87.2.18. cos sin d .x x x  

4 37.2.19. cos sin d .x x x   4 37.2.20. sin cos d .x x x  

Ответы: 1) 
1

sin10 ;
2 20

x
x C   2) 

3 52 1
sin sin sin ;

3 5
x x x C    

3) 
1

sin 4 ;
8 32

x
x C  4) 

5 31 1
cos cos .

5 3
x x C   
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8. Интегрирование простейших иррациональных функций  

Пример 8.1. Найти интеграл 21 d .x x x   

Решение.  

2 2
sin ;

1 d sin 1 sin cos d
d cos

x t
x x x t t t t

x tdt


     

   

 

   

3
2 2

3 3
2 2

cos
sin cos d cos d cos

3

1 sin 1
.

3 3

t
t t t t t C

t x
C C

      

 
     

 
 

Пример 8.2. Найти интеграл 
41

d
x

x
x x




  

   

4 24
3

4 2 23

2 2 2

2 4 4

;1 1
d 4 d 4 d

1d 4 d

1 d
4 1 d 4 d d

1 1 1

4 2ln 1 4arctg 4 2ln 1 4arctg .

x tx t t t
x t t t

t t tx x x t t

t t t
t t t

t t t

t t t C x x x C

  
   

  

   
        

     

         

  

     

 

Задание 8.1. Найти интегралы: 

8.1. 3 d .x x x  
34

8.2. d .
1

x
x

x 
  

 
3

2

6

4
8.3. d .

x
x

x



   

28.4. 1 d .x x  
3 3

4
8.5. d .

x x
x

x


  

3 2
8.6. d .

x
x

x x
  

4

d
8.7. .

2

x

x x
  28.8. 4 d .x x  28.9. 9 d .x x  
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2

2

4
8.10. d .

x
x

x


  

d
8.11. .

3 3

x

x 
  

d
8.12. .

5

x

x x 
  

1
8.13. d .

1

x
x

x x




    

   
2 1
3 2

d
8.14. .

1 1

x

x x  
  

3 3 1 3 1
8.15. d .

3 1

x x
x

x

  


   

6
8.16. d .

x x
x

x x




  

6

3

1
8.17. d .

1 1

x
x

x x



  
   

3

2
8.18. d .

1 2

x
x

x



 
  

d
8.19. .

5 5

x

x 
    

10
8.20. d .

x
x

x


  

Ответы:  

1)  22
6 3 ;

5
x x x C       2)   3 34 44

ln 1 ;
3

x x C     

3) 
 

5
2

5

41
;

20

x
C

x


    4) 

2 arcsin
1 .

2 2

x x
x C    

 

 

9. Вычисление определенных интегралов 

 

9.1. Формула Ньютона-Лейбница  

 

       
b b

aa
f x dx F x F b F a    

 

Пример 9.1. Вычислить определенный интеграл 
3 13

32 3

1

2 1d .x x x


    

Решение. Найдем первообразную подынтегрального выраже-

ния, вычисли неопределенный интеграл 
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1
3 4

1
3

332 3 3 3

2

Замена
1 1 3 1

2 1d 2 1 d 2 1 .
6 6 4 8

d 6 d

u
x x x u x u u x C

u x x

          



   

Применив формулу Ньютона-Лейбница, вычислим опреде-

ленный интеграл  

 
33

4
3

1313

32 3 3

11

1
2 1d 2 1

8
x x x x



      

       
4

4
3 443

33

3 331 1 1 1
2 13 1 2 1 1 27 1

8 8 8 8

1 1
81 1 10.

8 8

          

    

 

 

Задание 9.1. Вычислить интегралы. 
6

0

9.1.1. cos3 d .x x



  
7

7

9.1.2. sin 7 d .x x





  
8

16

9.1.3. cos4 d .x x





  

1

2
0

d
9.1.4. .

4

x

x
  

3

2

0

d
9.1.5. .

9

x

x  
 

3

2

1

d
9.1.6. .

2

x

x



 
  

5

1

d
9.1.7. .

2 1

x

x 
   

1
2

1
2

4
9.1.8. 2 1 d .x x



      
0

9.1.9. sin cos d .x x x



  

10

2

1

9.1.10. 2 5 d .x x x     

2

39.1.11. cos sin d .x x x




  

2

0

9.1.12. cos d .x x x


  
2

0

9.1.13. sin 4 d .x x x



      

2

1

9.1.14. d .xx e x  

3

1

9.1.15. ln d .x x x  

4

1

9.1.16. ln d .x x x      
3

0

9.1.17. tg d .x x
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2

0

9.1.18. cos 3 d .x x



   

4

4

43

3 44

3

9.1.19. 2 5d .x x x    

1

0

9.1.20. arctg2 d .x x  

Ответы: 1.1) 
1

3
; 1.2) 

2

7
 ; 1.3) 

2 2

8


; 1.4) ;

6


 1.5) ;

12


 1.6) 

4
;

5
 

1.7) 3; 1.8) 16; 1.9) 0; 1.10) 
5 5

6


; 1.11) 

1
;

4
  1.12) 1 ;

2


  1.13) ;

8


  

1.14) 
2;e  1.15) 

9
ln3 2.

2
  1.16) 

16 28
ln 4

3 9
 ; 1.17) ln2; 1.18) 

2


;  

1.19) 
242

10
; 1.20) 

1
arctg2 ln5.

4
  

 

9.2. Вычисление площадей фигур 

 

Пример 9.2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-

ниями 3 21; 1 , 0.y x y x x      

Решение. Построим графики заданных функций и определим 

пределы интегрирования и верхнюю и нижнюю функцию. 
 

    у 

 

    1 
3 1y x   

             

 

    0 1   х 

 

 

            -1  
21y x   

 

 

 

Воспользуемся формулой вычисления площади для явно за-

данных функций 
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верхн. нижн.

1

2 3

0

1
1 3 4

2 3

0 0

d ;

1 1 d ;

7
2 2 .

3 4 4

b

a

S f x f x x

S x x x

x x
S x x dx x

 

   

 
       

 







 

 

Пример 9.3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-

ниями 

sin
; 0 2 .

cos

x t t
t

y t

 
  


 

Решение. Воспользуемся формулой вычисления площади для 

функций, заданных параметрически    
2

1

d
t

t
S y t x t t  . 

   

 

2 2
2

0 0

2
2

0
0

cos 1 cos d cos cos d

1 1
cos 1 cos2 d sin sin 2 .

2 2 4

S t t t t t

t
t t t t t

 




     

 
        

 

 


 

 

Пример 9.4. Вычислить площадь фигуры  

2 cos2 ; 0 .
4


       

Решение. Воспользуемся формулой вычисления площади для 

фигур, заданных в полярных координатах   
2

d .S r





    

4

4

0

0

4cos2 d 2sin 2 2.S
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Задание 9.2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной 

линиями. 
29.2.1. 4; 0.y x y      29.2.2. 1; 8.y x y     

29.2.3. 3; 3 1.y x y x        
2

9.2.4. 2 ; 7 2 .y x y x     

29.2.5. 2; 1.y x x     39.2.6. ; 0, 8.y x y x    
39.2.7. 1; 1 , 0.y x y x x      2 29.2.8. 3; 5 .y x y x     
2 29.2.9. 4 5; 2 3.y x x y x x        

9.2.11. cos ; 0, , .
2 2

y x y x x
 

      

9.2.11. cos ; sin , 0, .
4

y x y x x x


     
2

9.2.12. ; 3.y y x
x


    

9.2.13. Найти площадь эллипса 
4cos ;

3sin .

x t

y t





 

9.2.14. Найти площадь астроида 

3

3

2cos ;

2sin .

x t

y t

 



 

9.2.15. Найти площадь фигуры, ограниченной одной веткой ли-

нии трохоида 
4 3sin ;

4 3cos .

x t t

y t

 


 
 

9.2.16. Найти площадь трехлепестковой розы sin3r a  . 

9.2.17. Найти площадь четырехлепестковой розы cos2r a  . 

9.2.18. Найти площадь фигуры, ограниченной спиралью Архи-

меда r a   и лучами 1 2; .
6 2

 
     

9.2.19.  Найти площадь фигуры, ограниченной кривой 2r e   и 

лучами 1 10, 2.     

9.2.20. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой 

sin 2
, 0 .

cos 2

y t
t

x t
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Ответы. 1) 
32

;
3

 2) 36; 3) 
1

6
; 4) 

32

3
; 5) 

4
4 3 ;

3
  6) 12; 7) 

5
;

4
 8) 

64
;

3
 9) 

1
44 ;

3
 10) 2; 11) 2 1;  12) 

3
2ln 2 ;

2
  13) 12 ;  14) 

3
;

2
  15) 

41 ;  16) 

2

;
4

a
 17) 

2

;
2

a
 18) 

3 213
;

648

a
 19)  81

1 ;
4

e   20) 
2

.
3

 

 

9.3. Вычисление длины дуги 

   

   
 

 

   

1

2

2

2 2
' '

22

1 d , если : .

;
d , если :

.

' d , если : .

b

a

t

t t

t

l y x l y y x

y y t
l x y t l

x x t

l r r l r r





  


  



    







 

Пример 9.5. Вычислить длину дуги кривой 3y x  от точки 

1 0x   до точки 2 5x  . 

Решение. Воспользуемся формулой  
2

1 d

b

a

l y x  . 

1
2

3
.

2
y x   

Тогда  
3
2

55 5

00 0

9 1 1 1
1 d 4 9 d 4 9

4 2 2 9
l x x x x x          

              
1 335

343 8 .
18 18

    

Пример 9.6. Вычислить длину одной арки циклоиды  

sin
, 0 2 .

1 cos

x t t
t

y t
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Решение. Воспользуемся формулой    
1

2

2 2
d

t

t t
t

l x y t   . 

Тогда 

 

2

2 22 2 2 2

0 0

2
2 2

2

0 0 0
0

1 cos sin d 1 2cos cos sin d

2 2cos d 4sin d 2 sin d 4cos 8.
2 2 2

l t t t t t t t

t t t
t t t t



 


 

       

      

 

  

 

Пример 9.8. Вычислить длину первого витка логарифмиче-

ской спирали , 0 1.r e    

Решение. Воспользуемся формулой  
1

2

22 d .l r r



    То-

гда 

 
1

2

22
2 2 2

0 0
d 2 d 2 2 1 .l e e e e e

 
    


          

 

Задание 9.3. Вычислить длину дуги. 

 
3

2
1 29.3.1. 2 от 2 до 7.y x x x      

2 29.3.2. 0 4.
x x

y e e x


   

1 2

2
9.3.3. ln sin от до .

2 3
y x x x

 
    

   
2 3

9.3.4. 1 1y x    от точки  1; 1A   до точки  3; 9B . 

9.3.5. 1 ln cos 0 .
6

y x x


      

3

3

3cos
9.3.6. , 0 .

23sin

x t
t

y t

  
 


 

 

 

2 cos sin
9.3.7. , 0 .

2 sin cos

x t t t
t

y t t t

 
  

 

 
2

3

3
9.3.8. , 0 1.

x t
t

y t t
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2 sin
9.3.9. , 0 2 .

2 1 cos

x t t
t

y t

 
  

 

  

2

2

5cos
9.3.10. , 0 .

45sin

x t
t

y t

  
 


 

39.3.11. sin , 0 .
3 4

r
  

     
 

  9.3.12. 3cos , 0 .r       

9.3.13. 1 cos , 0 .r        39.3.14. 2cos , 0 .
2

r


      

9.3.15. 4sin , 0 .r            
 3 sin

9.3.16. , 0 .
3cos

x t t
t

y t

 
  


 

4 1
9.3.17. , 0 .

2
r e       

3

3

sin
9.3.18. , 0 .

cos

x t
t

y t

 
  


 

2 2
3 3

1 29.3.19. , 0; 8.x y x x    9.3.20. 2 , 0 4.r      

Ответы: 1) 

3

2
1

35 8 ;
27

 
 

 
2) 

2

2

1
;e

e
 3) 

1
ln3;

2
4) 

3

2
1

40 8 ;
27

 
 

 
  

5)
1

ln3;
2

 6) 
9

;
2

 7) 
2;  8) 2; 9) 8; 10) 

50
;

2
 11) 

3 3
;

4 8


  12) 3 ;  13)  

2; 14) 
1

;
2

 15) 3 ;  16) 12; 17)  217
1 ;

4
e   18) 

9
;

2
 19) 12; 20) 

28
.

3
 

 

 

10. Несобственные интегралы с бесконечными пределами 

интегрирования (первого рода) 

 

Пример 10.1. Вычислить неcобственный интеграл или уста-

новить его расходимость 
5

1

d

1

x

x




 . 

Решение. Применим признак сравнения. Так как 
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5
25 5

d 1 1
, 1

1

x
x

x x x
   


, то из сходимости интеграла 

5
2

1

dx

x



 , 

учитывая, что 
5

1
2

   , следует сходимость интеграла 

5
1

d

1

x

x




 . 

Пример 10.2. Вычислить неcобственный интеграл или уста-

новить его расходимость 
3 7

2

d

5

x x

x




   

Решение. Применим предельный признак сравнения. Для 

сравнения подберем такую функцию  
1

x
x

  , чтобы 

( )
lim 0,

( )x

f x
A

x
 


 где 

3 7
( )

5

x
f x

x



.  

При 
4

3
   имеем 

4
3 3 7

3 37 7

3
7

( ) 1
lim lim lim lim 1 0.

( ) 55 5
1

x x x x

f x x x x

x x x

x

   


    

 



 

Так как 
4

1
3

   , то несобственный интеграл 
3 7

2

d

5

x x

x




  так 

же как и интеграл 
4
3

2

dx

x



  сходится. 

Пример 10.3. Вычислить неcобственный интеграл или уста-

новить его расходимость sin8 dx x





 . 

Решение. Воспользуемся определением несобственного ин-

теграла и его свойствами. Имеем 
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0

0

0

0

0

0

sin8 d sin8 d sin8 d

lim sin8 d lim sin8 d

1 1
lim cos8 lim cos8

8 8

1 1 1 1
lim cos8 lim cos8 .

8 8 8 8

A

B A
B

A

B A
B

B A

x x x x x x

x x x x

x x

B A

 

 

 

 

 

  

  

   
       

   

   
      

   

  

 
 

Так как указанные пределы не существуют, то несобствен-

ный интеграл расходится. 

 

Пример 10.4. Вычислить неcобственный интеграл или уста-

новить его расходимость 3

4

ln dx x x



 . 

Решение. Имеем 
3

3 3
4

4 4

ln , d d

ln d lim ln d
d ,

4

A

A

u x v x x

x x x x x x dx x
u v

x





 

  
 

   

4 4 4
4

44 4

1 d
lim ln lim ln 64ln 4

4 4 4 16

A AA

A A

x x A x
x x A

x 

   
          
   
   



4 4 1
lim ln 64ln 4 .

4 16 16A

A A
A



 
       

 
 

Следовательно, интеграл расходится. 

 

Пример 10.5. Вычислить неcобственный интеграл или уста-

новить его расходимость 
3

2

arctg
d .

1+

x
x

x
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Решение. 

02 2 2

2 2 2

0

arctg arctg arctg
d d d

1+ 1+ 1+

x x x
x x x

x x x

 

 

      

   
0

2 2

0

lim arctg d arctg lim arctg d arctg

A

B A
B

x x x x
 

     

0
3 3

0

arctg arctg
lim lim

3 3

A

B A
B

x x

 
    

3 3 3 3

3 3 3

arctg 0 arctg arctg arctg 0
lim lim

3 3 3 3

1 1
.

3 2 3 2 12

B A

B A

 

   
       

   

   
     

   

  
 

 

Задание 10.1. Вычислить несобственный интеграл или 

установить его расходимость. 
1

4

d
10.1.

x

x





   210.2. cos d .x x x




     
  

2 2

2

4 1
10.3. d .

1 +1

x x
x

x x





 


  

2

1

d
10.4. .

4 13

x

x x



   
2

1

2arctg
10.5. d .

1+

x
x

x



  
2

0

10.6. d .xx e x



  

2

d
10.7. .

ln

x

x x



  
0

d
10.8. .

4

x

x




  

2

1

d
10.9. .

1

x x

x




 

2

1

ln
10.10. d .

x
x

x



  
2

2

d
10.11. .

2

x

x x



   
2

d
10.12. .

4 8

x

x




  

9
1

d
10.13. .

6

x

x




  

3

d
10.14. .

1

x

x




  

2

6

d
10.15. .

6 5

x

x x



   

 
2

0

d
10.16. .

4

x x

x




  

4 2

d
10.17. .

4 8

x x

x x




   

3

0

10.18. d .xx e x
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2

2

d
10.19. .

1

x x

x




  

arctg3

2

0

10.20. d .
1+9

xe
x

x



  

Ответы: 1) 
1

;
3

 2) -3) расходится; 4) ;
12


 5) 

2

;
16


 6) 

1
;

2
 7) -9) рас-

ходится; 10) 1; 11) 3ln 4;  12) 
2

;
8


 13) сходится; 14) расходится; 15) 

4ln 5;  16) расходится; 17) 0; 18) 
1

;
9

 19) расходится; 20) 
2 1

.
6

e



 

 

 

11. Несобственные интегралы от неограниченных функ-

ций (второго рода) 

 

Пример 11.1. Вычислить неcобственный интеграл или уста-

новить его расходимость 

2

2
2

d
.

4

x

x 
 . 

Решение. Подынтегральная функция не определена в точках 

1 22; 2 :x x    при 2x  и 2x  эта функция неограниченно 

возрастает. 

Имеем 
22 0 2 0

2 2 2 2 20 0
2 2 0 2 0

d d d d d
lim lim

4 4 4 4 4

x x x x x

x x x x x



 




 
   

    
    

      

0 2

0 0 0
2 0

0

2
limarcsin limarcsin lim arcsin 0 arcsin

2 2 2

2
lim arcsin arcsin 0 .

2 2 2

x x
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Пример 11.2. 

3

3 5
2

d
.

x

x

  

Решение. Подынтегральная функция не определена в точке 

0, т.к. она неограниченно возрастает при 0x . 

Имеем 

 
3 0 3 0 35 5

3 3

3 3 35 5 5 0 0
2 2 0 2 0

d d d
lim d lim d

x x x
x x x x

x x x



 



 

 
   

          

3

3 32 20 0

2

3 33 2 20 0 3

3 3
lim lim

2 2

3 3 3 3
lim lim .

2 4 2 92 2

x x



 



 

   
       

   

  
         
    



 


  

 

Следовательно, интеграл расходится. 

 

Пример 11.3. 

/2 3

0

sin
d

cos

x
x

x



 . 

Решение. Подынтегральная функция не определена в точке 

.
2

x


   

Имеем 

 

   
 

/2 /2 /23 3 2

0 0
0 0 0

2/2 /2

0 0
0 0

sin sin sin sin d
d lim d lim

cos cos cos

1 cos d cos 1
lim lim cos d cos

cos cos

x x x x x
x x

x x x

x x
x x

x x
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/ 2

2

0

0

2

0

cos
lim ln cos

2

cos
1 12

lim ln cos ln1 ln cos
2 2 2 2 2

1
ln0 .

2

x
x







 
   
 
 

  
  

            
  
 
 

    

 








 
  

Следовательно, интеграл расходится. 

 

 

Задание 11.1. Вычислить несобственный интеграл или 

установить его расходимость. 

1

3
0

d
11.1. .

2 4

x

x
  

3

2
1

d
11.2. .

6 9

x

x x 
       

1
31/3

2

0

11.3. d .
xe

x
x



  

 

4

5
3

2

d
11.4. .

4

x

x
  

 

1
3

1 ln 3 1
11.5. d .

3 1

x
x

x



       

1

2

1/4

d
11.6. .

20 9 1

x

x x   

1

2

1/2

d
11.7. .

(1 ) ln (1 )

x

x x   

1/4

4

0

d
11.8. .

1

x x

x       
6

6
0

cos3 d
11.9. .

1 sin3

x x

x




  

1
3

0

3

d
11.10. .

1 3

x

x 
  

2

7

sin d
11.11. .

cos

x x

x



       
2 3

0

3sin d
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2

3
21

d
11.19. .

1

x x
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1 arcsin

2
0

11.20. d .
1

xe
x

x




  

Ответы: 1) 0; 2) -6) расходится; 7) 
1

;
ln 2

 8) расходится; 9) 
2

;
5

  

10) 
1

;
2

 11) 
7

;
6

 12) 
24

;
5

 13) 
4

;
3

 14) ;
6


 15) 

5
;

3
 16) 1; 17) 80; 18) 

7
;

5
  

19) расходится; 20) 2 1.e
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