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ВВЕДЕНИЕ 
 
В последнее время в различных областях техники находят 

широкое применение изделия, изготовленные из различных 
композиционных материалов. Основная цель композиционных 
материалов состоит в том, что матрицу армируют другим мате-
риалом, обладающим более высокими физико-механическими 
характеристиками. Ярким примером такого материала являет-
ся железобетон. Сечение любого железобетонного материала 
представляет состав, состоящий из двух или более материалов, 
отличающихся модулями продольной упругости Е, модулями 
при кручении G, коэффициентами Пуассона, прочностными 
характеристиками и т. д. При этом разнородные материалы 
прочно соединены между собой и работают как единое целое. 

Однако расчеты на прочность и жесткость таких стержней 
имеют существенные отличия от классических методов расчета. 
Для этих расчетов необходимо уметь определять ряд геомет-
рических характеристик сечений. 

В дисциплине «Сопротивление материалов» основным объ-
ектом исследований является стержень. В расчетах на прочность, 
жесткость и устойчивость стержней, состоящих из разнородных 
и прочно соединенных между собой отдельных стержней, необ-
ходимо уметь определять местоположение координатных осей, 
проходящих через центр жесткости сечения. К геометрическим 
характеристикам таких стержней относятся статические мо-
менты жесткости, приведенные моменты жесткости сечений  
и радиусы инерции относительно координатных осей, прохо-
дящих через центр жесткости. 
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1. СТАТИЧЕСКИЕ МОМЕНТЫ ЖЕСТКОСТИ  
И ЦЕНТРЫ ЖЕСТКОСТИ 

 
Статические моменты жесткости по аналогии со статиче-

ским моментом плоской фигуры можно выразить интегралом 
следующего вида: 

 

d ;

d .

x
A

y
A

ES E y A

ES E x A








 

 

Следовательно, статический момент жесткости плоской 
фигуры представляет собой произведение модуля продольной 
упругости на статический момент площади. Для плоского по-
перечного сечения, состоящего из двух разнородных материа-
лов и отличающихся модулями продольной упругости, приве-
денный статический момент жесткости примет вид, представ-
ленный на рис. 1.1. 

 

 
 

Рис. 1.1. Осевое сечение стержня произвольной формы,  
состоящее из прочно соединенных между собой стержней 
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1 2

1 1 1 2 2 2пр
d d ;x

A A

ES E y A E y A                    (1.1) 

 

 
1 2

1 1 1 2 2 2пр
d d ,y

A A

ES E x A E x A                    (1.2) 

 

где  прxES  и  yпрES  – приведенные статические моменты 

жесткости относительно осей x и y. 
 

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2d ; d ; d ; dx x y y
A A A A

S y A S y A S x A S x A        – ста-

тические моменты площадей А1 и А2 относительно осей x и y. 
С учетом этих значений статических моментов площадей 

выражения (1.1) и (1.2) представим в следующем виде: 
 

  1 1 2 2пр
;x x xES E S E S                           (1.3) 

 

  1 1 2 2пр
.y y yES E S E S                           (1.4) 

 

В соответствии со знаком координат статический момент 
жесткости может быть больше или меньше нуля. Поэтому для 
любого подобного сечения стержня можно определить место-
положение координатных осей, относительно которых сум-
марный статический момент жесткости сечения будет равен 
нулю. Начало координат для таких осей назовем центром жест-
кости сечения. Допустим, что известны координаты центра 
жесткости сечения xж и yж относительно принятых осей отсче-
та x и y. В этом случае приведенные моменты жесткости сече-
ния равны произведению суммарной жесткости отдельных час-
тей сечения на соответствующие координаты xж и yж: 

 

  1 1 2 2 жпр
( ) ;xES E A E A y                         (1.5) 

 

  1 1 2 2 жпр
( ) .yES E A E A x                         (1.6) 
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Из последних выражений определим координаты центра 
жесткости сечения относительно координатных осей x и y: 

 

 
пр

ж
1 1 2 2

;
yES

x
E A E A




 

 

 пр
ж

1 1 2 2

.
xES

y
E A E A




 

 
С учетом выражений (1.3) и (1.4) формулы для определения 

xж и yж примут следующий вид: 
 

1 1 2 2
ж

1 1 2 2

;y yE S E S
x

E A E A





 

 

1 1 2 2
ж

1 1 2 2

.x xE S E S
y

E A E A





 

 
Если поперечное сечение балки состоит из n материалов, 

прочно соединенных между собой, но отличающихся друг от 
друга модулями продольной упругости, то формулы для опре-
деления координат центра жесткости сечения можно предста-
вить в следующем виде: 

 

1 1 2 2
ж

1 1 2 2

...
;

...
y y n yn

n n

E S E S E S
x

E A E A E A

  


  
                  (1.7) 

 

1 1 2 2
ж

1 1 2 2

...
.

...
x x n xn

n n

E S E S E S
y

E A E A E A

  


  
                  (1.8) 

 
Анализируя выражения (1.7) и (1.8), приходим к выводу, 

что они будут полностью соответствовать формулам сопро-
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тивления материалов для определения центра тяжести сече-
ния из однородного материала. Для однородного материала 

1 2 ... .nE E E E     

 
2. ПРИВЕДЕННЫЕ МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ 

ЖЕСТКОСТИ СЕЧЕНИЙ 
 
Из дисциплины «Сопротивление материалов» известно, что 

осевыми моментами инерции для плоских сечений из одно-
родного материала называются интегралы произведений эле-
ментарных площадок на квадраты их расстояний до соответ-
ствующих осей, и их можно представить в виде 

 
2 2d , d .x y

A A

I y A I x A    

 
Центробежный момент инерции представляет собой интег-

рал вида 
 

d .xy
A

I xy A   

 
Полярный момент инерции – это интеграл вида 
 

2d ,
A

I A    

 
где ρ – расстояние от начала координат до элементарной пло-
щадки dA. 

В случае расчета на прочность и жесткость при изгибе и 
устойчивости стержней, сечения которых состоят из двух или 
более различных материалов и жестко соединены между собой, 
следует использовать приведенный момент инерции жесткости 
сечения. Для его определения рассмотрим стержень, состоящий 
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из двух разнородных материалов. Такое сечение показано на 
рис. 1.1. В этом случае приведенные моменты инерции жест-
кости сечения относительно осей x и y можно представить  
в следующем виде: 

 

 
1 2

2 2
1 1 1 2 2 2пр

d d ;x
A A

EI E y A E y A                    (2.1) 

 

 
1 2

2 2
1 1 1 2 2 2пр

d d .y
A A

EI E x A E x A                    (2.2) 

 

Центробежный приведенный момент инерции жесткости 
сечения можно выразить следующим образом: 

 

 
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2пр
d d ,xy

A A

EI E x y A E x y A                (2.3) 

 

где 
1 1 22

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2d ; d ; d ; dx x y y

A A AA

I y A I y A I x A I x A        – 

осевые моменты инерции площадей А1 и А2 относительно осей 
x и y; 

 
1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2d ; dx y x y
A A

I x y A I x y A    – центробежные момен-

ты инерции площадей А1 и А2 относительно осей x и y. 
С учетом осевых и центробежных моментов инерции фор-

мулы (2.1)–(2.3) примут нижеприведенный вид: 
 

  1 1 2 2пр
;x x xEI E I E I   

 

  1 1 2 2пр
;y y yEI E I E I   

 

  1 1 1 2 2 2пр
.xy x y x yEI E I E I   
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Если балка состоит из n стержней из различных материа-
лов, то приведенные моменты инерции жесткости сечения бал-
ки следует определить из формул: 

 

  1 1 2 2пр
... ;x x x n xnEI E I E I E I                   (2.4) 

 

  1 1 2 2пр
... ;y y y n ynEI E I E I E I                   (2.5) 

 

  1 1 1 2 2 2пр
... .xy x y x y n xnynEI E I E I E I              (2.6) 

 
Величины осевых приведенных моментов инерции жестко-

сти сечений (2.4) и (2.5) всегда будут положительны. В зави-
симости от положения осей x и y приведенный центробежный 
момент жесткости (2.6) может быть положительным и отрица-
тельным. 

 
3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИВЕДЕННЫХ СТАТИЧЕСКИХ 
МОМЕНТОВ ЖЕСТКОСТИ ПРИ ПАРАЛЛЕЛЬНОМ 

ПЕРЕНОСЕ ОСЕЙ 
 
Рассмотрим особые свойства приведенных статических мо-

ментов жесткости плоских сечений при параллельном перено-
се координатных осей. Оси xн и yн параллельны первоначаль-
ным осям x и y. Приведенные статические моменты жесткости 
сечения относительно осей xн и yн будут равны: 

 

 
1 2

н 1 н1 1 2 н2 2пр
d d ;x

A A

ES E y A E y A                 (3.1) 

 

 
1 2

н 1 н1 1 2 н2 2пр
d d .y

A A

ES E x A E x A                 (3.2) 
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Координаты xн1, xн2, yн1 и yн2 в новой системе координатных 
осей представляют следующим образом: 

 

н1 1 н2 2 н1 н2 2; ; ; .x x b x x b y y a y y a            (3.3) 
 
Подставив значения, приведенные в (3.3), в формулы (3.1) 

и (3.2), получим: 
 

 
1 2

н 1 1 1 2 2 2пр
( )d ( )d ;x

A A

ES E y a A E y a A      

 

 
1 2

н 1 1 1 2 2 2пр
( )d ( )d .y

A A

ES E x b A E x b A      

 
Раскрывая круглые скобки и интегрируя почленно, полу-

чим следующее: 
 

 
1 1 2 2

н 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2пр
d d d d ;x

A A A A

ES E y A aE A E y A aE A        

 

 
1 1 2 2

н 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2пр
d d d d .y

A A A A

ES E x A bE A E x A bE A        

 
Окончательно выражения для приведенных статических мо-

ментов жесткости сечения относительно новых координат xн  
и yн, параллельных исходным осям x и y: 

 

 н пр 1 1 2 2пр
( ) ( );x xES ES a E A E A    

 

 н пр 1 1 2 2пр
( ) ( ).y yES ES b E A E A    

 
Если поперечное сечение балки состоит из n материалов, 

отличающихся между собой модулями продольной упругости, 
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то формулы для определения приведенных статических момен-
тов жесткости будут равны: 

 

 н 1 прпр
1

( ) ;
n

x x i i
i

ES E S a E A


    

 

 н 1 прпр
1

( ) ,
n

y y i i
i

ES E S b E A


    

 

где EiAi – жесткости при растяжении или сжатии соответст-
вующих частей поперечного сечения балки. 

 
4. ПРИВЕДЕННЫЕ МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ ЖЕСТКОСТИ 

СЕЧЕНИЯ ПРИ ПАРАЛЛЕЛЬНОМ ПЕРЕНОСЕ 
КООРДИНАТНЫХ ОСЕЙ 

 
Приведенные моменты инерции жесткости относительно 

новых координатных осей xн и yн в соответствии с рис. 1.1 
можно описать выражениями: 

 

 
1 2

2 2
н 1 н1 1 2 н2 2пр

d d ;x
A A

EI E y A E y A    

 

 
1 2

2 2
н 1 н1 1 2 н2 2пр

d d .y
A A

EI E x A E x A    

 

Подставив значения координат xн1, xн2, yн1 и yн2 из выраже-
ния (3.3) в последние выражения, получим: 

 

 
1 2

2 2
н 1 1 1 2 2 2пр

( ) d ( ) d ;x
A A

EI E y a A E y a A      

 

 
1 2

2 2
н 1 1 1 2 2 2пр

( ) d ( ) d .y
A A

EI E x b A E x b A      
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Раскрывая скобки и интегрируя почленно: 
 

 

   

     

1 1 1

2 2 2

2 2
н 1 1 1 1 1 1пр

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 2 пр пр

1

d 2 d d

d 2 d d

2 2

2

2 ;

x
A A A

A A A

x x x x

x x x x

n

x x i i
i

EI E y A a y A a A

E y A a y A a A

E I aS a A E I aS a A

E I E I a E S E S

a E A E A EI a ES a A E


 
    
  

 
    
  

            
    

    

  

  



 (4.1) 

 

 

   

     

1 1 1

2 2 2

2 2
н 1 1 1 1 1 1пр

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2
1 1 2 2 пр пр

1

d 2 d d

d 2 d d

2 2

2

2 .

x
A A A

A A A

x x x x

x x x x

n

x x i i
i

EI E y A a y A a A

E y A a y A a A

E I aS a A E I aS a A

E I E I a E S E S

a E A E A EI a ES a A E


 
    
  

 
    
  

            
    

    

  

  



 (4.2) 

 
Наибольшее практическое значение имеют оси, проходящие 

через центр жесткости сечения. В соответствии с выражениями 
(1.5) и (1.6) приведенные статические моменты жесткости сече-
ния будут равны нулю. Поэтому относительно центральных осей 
жесткости выражения (4.1) и (4.2) будут иметь следующий вид: 
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    2
н пр пр

1

;
n

x x i i
i

EI EI a E A


                       (4.3) 

 

    2
н пр пр

1

.
n

y y i i
i

EI EI b E A


                      (4.4) 

 

Центробежный приведенный момент инерции жесткости се-
чения балки соответствует 

 

     
1 2

н н 1 1 1 1 2 2 2 2пр
( ) d ( ) d .x y

A A

EI E x b y a A E x b y a A        

 

Раскрывая круглые скобки и почленно интегрируя, получим: 
 

 

   
   

1 1 1 1

2 2 2 2

н н 1 1 1 1 1 1 1 1 1пр

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2пр

d d d d

d d d d

x y
A A A A

A A A A

x y x y x y x y

xy x x

EI E x y A a x A b y A ab A

E x y A a x A b y A ab A

E I E I E bS E aS E bS E aS

E abA E abA EI ab E A E A b E S E S

 
     
  

 
     
  

      

      

   

   

 

       

2

1 1 2 2 прпр пр
1

.
n

y y xy i i x y
i

a E S E S EI ab E A b ES a ES




     
 

Так как приведенные статические моменты жесткости се-
чения равны нулю относительно центральных осей жесткости, 
то относительно этих осей центробежный приведенный мо-
мент инерции жесткости сечения равен 

 

   н н пр пр
1

.
n

x y xy i i
i

EI EI ab E A


                     (4.5) 
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Из выражений (4.3) и (4.4) следует, что приведенные осе-
вые моменты инерции жесткости сечения относительно про-
извольных осей, параллельных первоначальным осям, равны 
приведенным осевым моментам инерции жесткости сечения 
относительно центральных осей жесткости сечения плюс про-
изведение суммы жесткостей отдельных частей сечения при 
осевом растяжении или сжатии на квадрат расстояния между 
соответствующими осями. 

Из выражения (4.5) следует, что приведенный центробеж-
ный момент инерции относительно осей, параллельных цент-
ральным осям жесткости сечения, равен приведенному цент-
робежному моменту инерции жесткости сечения плюс про-
изведение суммы жесткостей частей сечения на расстояния 
между ними. 

 
5. ПРИВЕДЕННЫЕ МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ 
ЖЕСТКОСТИ СЕЧЕНИЯ ПРИ ПОВОРОТЕ 

КООРДИНАТНЫХ ОСЕЙ 
 
Допустим, что известны осевые и центробежный моменты 

инерции жесткости сечения относительно координатных осей 
x и y (рис. 5.1). 

 

 
1 2

2 2
1 1 1 2 2 2пр

d d ;x
A A

EI E y A E y A    

 

 
1 2

2 2
1 1 1 2 2 2пр

d d ;y
A A

EI E x A E x A    

 

 
1 2

1 1 1 1 2 2 2 2пр
d d .xy

A A

EI E x y A E x y A    
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Рис. 5.1. Осевое сечение, состоящее из двух различных материалов 
 
Повернем оси x и y на угол  против часовой стрелки, счи-

тая такое направление поворота осей положительным. Найдем 
приведенные моменты инерции жесткости сечения относи-
тельно новых осей x1 и y1: 

 

 
1 2

/ 2 / 2
1 1 1 1 2 2 2пр

( ) d ( ) d ;x
A A

EI E y A E y A              (5.1) 

 

 
1 2

/ 2 / 2
1 1 1 1 2 2 2пр

( ) d ( ) d ;y
A A

EI E x A E x A              (5.2) 

 

 
1 2

/ / / /
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2пр

d d .x y
A A

EI E x y A E x y A              (5.3) 

 
Координаты произвольной элементарной площади dA1 в но-

вых координатах /
1x  и /

1y  выражаются через прежние коорди-

наты x1 и y1 следующим образом: 
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/
1 1 1cos sin ;x OC OL KD x y        

 
/
1 1 1cos sin .y BC BD LK y x        

 

Аналогично координаты /
2x  и /

2y  можно выразить через 

первоначальные координаты x2 и y2: 
 

/
2 2 2cos sin ;x x y     

 
/
2 2 2cos sin .y y x     

 
Подставив полученные значения новых координат в фор-

мулы (5.1)–(5.3), получим: 
 

 
1

2

2
1 1 1 1пр

2
2 2 2 2

( cos sin ) d

( cos sin ) d ;

x
A

A

EI E y x A

E y x A

    

   




 

 

 
1

2

2
1 1 1 1 1пр

2
2 2 2 2

( cos sin ) d

( cos sin ) d ;

y
A

A

EI E x y A

E x y A

    

   




 

 

 
1

1 1 1 1 1 1 1 1пр
( cos sin )( cos sin )dx y

A

EI E x y y x A       

 

2

2 2 2 2 2 2( cos sin )( cos sin )d .
A

E x y y x A        
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Раскрывая круглые скобки и почленно интегрируя, получим: 
 

 
1 1 1

2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1пр

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

cos d 2sin cos d sin d

cos d 2sin cos d sin d

x
A A A

A A A

EI E y A x y A x A

E y A x y A x A

 
        
  

 
        
  

  

  

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2

2 2
2 2 2 2 2 1 1 2 2

2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 2
пр пр пр

cos sin 2 sin cos

sin 2 sin cos ( )

sin 2 ( ) in ( )

s( ) cos ( ) sin 2 ( ) sin ;

x x y y x

x y y x x

x y x y y y

x xy y

E I E I E I E I

E I E I E I E I

E I E I E I E I

EI EI EI

        

       

      

     

 

 

 
1 1 1

2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1пр

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

cos d 2sin cos d sin d

cos d 2sin cos d sin d

y
A A A

A A A

EI E x A x y A y A

E x A x y A y A

 
        
  

 
        
  

  

  

 

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2

2 2
2 2 2 2 2 1 1 2 2

2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 2
пр пр пр

cos sin 2 sin cos

sin 2 sin cos ( )

sin 2 ( ) sin ( )

( ) sin ( ) sin 2 ( ) cos ;

y x y x y

x y x y y

x y x y x x

x xy y

E I E I E I E I

E I E I E I E I

E I E I E I E I

EI EI EI

        

       

      

     

 

 
 
 

(5.4) 

(5.5) 
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1 1

1 1 2

2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1пр

2 2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

2
1 1 1 1

cos d sin cos d

sin cos d sin d cos d

sin cos d sin cos d sin d

1 1
cos sin 2 sin 2

2 2

x y
A A

A A A

A A A

x y y

EI E x y A x A

y A x y A E x y A

x A y A x y A

E I I I


     


 
        
  


        


     

 

  

  

   

   

 

2
1 1 1

2 2
2 2 2 2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1

sin

1 1
cos sin 2 sin 2 sin

2 2

1
cos sin sin 2

2

1
cos sin sin 2

2

1
cos 2 cos 2 sin 2

2
1

2

x x y

x y y x x y

x y x y

x y x y

x y x y x y

I

E I I I I

E I I I

E I I I

E I E I E I I

    
          

          
          

       

    

   

     

2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

прпр пр

sin 2 cos 2

1
sin 2

2
1

cos 2 sin 2 .
2

x y x y x y

x x y y

xy x y

E I I E I E I

E I E I E I E I

EI EI EI

     

       

       

 

 
Складывая почленно выражения (5.4) и (5.5), получим 

 

       1 1пр прпр пр
.x y x yEI EI EI EI               (5.7) 

(5.6) 
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Из последнего выражения следует, что при повороте пря-
моугольных осей сумма осевых моментов жесткости сечения 
не изменяется и равна постоянной величине. 

 
6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ ГЛАВНЫХ ОСЕЙ 

ЖЕСТКОСТИ СЕЧЕНИЯ 
 
Следует отметить, что формулы (5.4)–(5.6) справедливы  

и для координатных осей, проходящих через центр жесткости 
сечения. Рассматривая выражения (5.4) и (5.5), легко сказать,  

что с изменением угла   1 прxEI  и  1 прyEI  меняются, но  

в соответствии с равенством (5.7) их сумма остается постоян-
ной. Очевидно, что при некоторых значениях угла  один из 
приведенных моментов инерции жесткости сечения будет 
максимальным, а другой минимальным. Продифференцируем 
выражение (5.4) по углу  и приравняем к нулю: 

 

     
     

 

/ //
2 2

пр пр пр

пр пр

пр

cos sin 2 sin

2cos sin 2cos 2

2sin cos 0.

x xy y

x xy

y

EI EI EI

EI EI

EI

                 

      

   

 

 
Последнее выражение можно преобразовать в равенство 
 

     пр пр пр
sin 2 2 cos 2 sin 2 0.x xy yEI EI EI        

 
Разделив последнее выражение на sin2, получим 
 

     пр прпр
2 tg2 .x y xEI EI EI    
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Из последнего выражения легко определить значение угла 
 

 
   

пр

прпр

2
tg2 .

xy

y x

EI

EI EI
 


                       (6.1) 

 
Легко заметить, что выражение (6.1) можно получить из (5.6), 

приравняв центробежный момент инерции жесткости сече-

ния  1 1 прx yEI  относительно повернутых осей x1 и y1 к нулю.  

При этом один из осевых приведенных моментов инерции 
жесткости будет максимальным, а другой минимальным. Оси, 
относительно которых приведенный момент инерции жесткости 
будет равен нулю, будем называть главными осями жесткости. 

Оси могут совпадать с центром жесткости сечения, а при-
веденный центробежный момент инерции сечения относитель-
но этих осей может быть равен нулю. Такие оси будем назы-
вать главными центральными осями жесткости сечения и обо-
значать U и V. 

Положительный угол , в соответствии с принятым значе-
нием, откладывают путем поворота координатных осей про-
тив часовой стрелки, а отрицательный – по часовой стрелке. 

 
7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГЛАВНЫХ ОСЕВЫХ МОМЕНТОВ 

ИНЕРЦИИ ЖЕСТКОСТИ СЕЧЕНИЯ 
 
В соответствии с принятым обозначением осей U и V, выра-

жения осевых приведенных моментов жесткости сечения, со-
гласно выражениям (5.4) и (5.5), представим в следующем виде: 

 

       2 2
пр пр пр пр

cos sin 2 sin ;u x xy yEI EI EI EI        (7.1) 

       2 2
пр пр пр пр

sin sin 2 cos .v x xy yEI EI EI EI        (7.2) 
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Просуммировав левые и правые части формулы (7.1) и (7.2), 
получим 

 

       
   

2 2
пр пр пр пр

2 2

пр пр

(sin cos ) sin 2

sin 2 (sin cos ).

u v x xy

xy y

EI EI EI EI

EI EI

       

     
 

или 

       пр пр пр пр
.u v x yEI EI EI EI                 (7.3) 

 

Определим разность между левыми и правыми частями 
уравнений (7.1) и (7.2): 

 

       
     

     
     
     

2
пр пр пр пр

2 2
прпр пр

2 2 2
прпр

2 2

пр пр

пр пр пр

cos sin 2

sin cos sin 2

cos cos sin

cos sin 2 sin 2

cos 2 2 sin 2 .

u v x xy

y x xy

y x

y xy

x y xy

EI EI EI EI

EI EI EI

EI EI

EI EI

EI EI EI

    

      

      

      

       

  (7.4) 

 

Выражение (6.1) можно представить в виде следующего 
уравнения: 

 

     

   
прпр пр

пр пр

1
tg2

2
1 sin 2

.
2 cos 2

xy y x

x y

EI EI EI

EI EI

      
      

            (7.5) 

 

Подставив  
прxyEI  из выражения (7.5) в выражение (7.4), 

получим 
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пр пр пр пр

пр пр

2 2
пр пр

пр пр

cos 2

sin 2
sin 2

cos 2
1

cos sin
cos 2

1
.

cos

u v x y

x y

x y

x y

EI EI EI EI

EI EI

EI EI

EI EI

       
       

        

     

     (7.6) 

 
Из тригонометрии известно следующее соотношение: 
 

21
1 tg 2 .

cos 2
  


 

 

Подставив в выражение (7.6) вместо tg2 его значение, вы-
раженное через осевые и центробежный моменты инерции 
жесткости сечения (6.1), получим 

 

 

   

2

пр
2

пр пр

41
1 .

cos 2

xy

x y

EI

EI EI

 
    

 

 

Подставив последнее значение 
1

cos
 в формулу (7.6), имеем 

 
 

   

   
     

   

пр пр

2 2

пр пр

пр 2пр

пр пр

4

u v

x y xy

x y

x y

EI EI

EI EI EI
EI EI

EI EI
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или 

         
2 2

пр пр пр пр
4 .u v x y xyEI EI EI EI EI      

 (7.7) 

 

Из выражения (7.7) определим  пр:uEI  
 

         
2 2

пр пр пр пр
4 .u v x y xyEI EI EI EI EI      

  (7.8) 

 

Подставив значение  прuEI  в выражение (7.3), получим 

 

           
2 2

пр пр прпр пр
2 4 .v x y xy x yEI EI EI EI EI EI       

 

 

Окончательно получим  пр,vEI  которое позволяет опреде-

лять осевой приведенный момент инерции жесткости сечения 
относительно главной центральной оси жесткости: 

 

     

     

пр пр пр

2 2

пр пр

1

2

1
4 .

2

v x y

x y xy

EI EI EI

EI EI EI

     

     

              (7.9) 

 

Подставив последнее выражение для  прvEI  в формулу 

для получения  прuEI  (7.8), получим 
 

     

     

пр пр пр

2 2

пр пр

1

2

1
4 .

2

u x y

x y xy

EI EI EI

EI EI EI

     

     

            (7.10) 
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Формулы (6.1), (7.9) и (7.10) позволяют определять место 
положения главных центральных осей жесткости и приведен-
ные осевые моменты инерции жесткости сечения, что являет-
ся важным в практических расчетах стержней с переменной 
жесткостью сечения при плоском поперечном изгибе, косом 
изгибе и т. д. 

Пример: определить место положения главных централь-
ных осей жесткости и величину осевых моментов инерции 
жесткости сечения балки, состоящей из прочно соединенных 
между собой алюминиевого и стального стержней. Сечение 
показано на рис. 7.1. Модуль продольной упругости стали  
Е1 = 2  105 МПа, а алюминия – Е2 = 0,7  105 МПа. 

 

 
 

Рис. 7.1. Осевое сечение балки, состоящей из стального  
и алюминиевого стержней 
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1) Разобьем сечение на три прямоугольника и проведем оси, 
проходящие через центр тяжести отдельных фигур. Определим 
расстояние от осей отсчета x и y до центральных осей отдель-
ных фигур: 

 

1 2 3 1

2 3

30мм; 20мм; 25мм;

75мм; 50мм.

a a a b

b b

   

 
 

 
2) В соответствии с формулами (1.7) и (1.8) определим по-

ложение центральных осей жесткости сечения: 
 

 

 

     
     

2 1 1 1 2 3 1 1 2
2 1 1 3 1 2

ж
2 1 1 3 1 2

2 1 1 2 1 1

5 5 5

5 5 5

2 2

2 2

0,7 10 50 80 80 2 10 100 40 20 2 10 50 80 80

0,7 10 50 80 2 10 100 40 2 10 50 80

54,468мм;

x x x

b b
E h a E bh a E h a

E S E S E S
X

b bE A E A E A E h E bh E h

              
         

   

          
 

       


 

 

 

     
     

2 1 1 1 2 3 1 1 2
2 1 1 3 1 2

ж
2 1 1 3 1 2

2 1 1 2 1 1

5 5 5

5 5 5

2 2

2 2

0,7 10 50 80 25 2 10 100 40 50 2 10 50 80 75

0,7 10 50 80 2 10 100 40 2 10 50 80

56,915мм.

y y y

b b
E h b E bh b E h bE S E S E S

Y
b bE A E A E A E h E bh E h

              
         

   

          
 

       


 

На рис. 7.2 приведено поперечное сечение стержня с цент-
ральными осями жесткости xj и yj. 
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Рис. 7.2. Осевое сечение с центральными осями жесткости xj и yj 
 

3) Определим расстояние от центральных осей жесткости 
сечения xj и yj до центральных осей отдельных фигур: 

 

1
1 2 ж 120 54,468 40 25,532 мм;

2

h
m m h y         

 2 ж 54,468 20 34,468мм;
2

h
m y

         
 

 

 1 ж 56,915 25 31,915мм;
2

b
n x

         
 

 

   2 ж 56,915 50 6,915мм;n x b         

3 ж 100 56,915 25 18,085мм.
4

b
n b x        
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4) Проверим правильность определения положения цент-
ральных осей жесткости сечения. Приведенные статические 
моменты жесткости сечения относительно осей xj и yj должны 
быть равны нулю: 

 

 

   

2 1 1 3 1 2 2 1 1пр

5
1 2 3 1 1 2

2

0,7 10 50 80 25,532
2

xj x x x
b

ES E S E S E S E h m

b
E bh m E h m

      
 

        
 

 

 

   5 52 10 100 40 34, 468 2 10 50 80 25,532             

 
5 5 5275 745,6 10 275 744 10 1,6 10 Н мм.        

 
Ошибка расчета составляет 0,00058 % и связана с округле-

нием числовых величин. 
 

 

   

2 1 1 3 1 2 2 1 1пр

5
1 2 3 1 1 2

2

0,7 10 50 80 31,915
2

yj y y y
b

ES E S E S E S E h n

b
E bh n E h n

      
 

             

 

 

   5 52 10 100 40 6,915 2 10 50 80 18,085             

 
5 5 5144 682 10 144 680 10 2 10 Н мм.          

 
Ошибка расчета составляет 0,00138 %. 
5) Определим приведенные осевые моменты инерции жест-

кости сечения: 
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2 2 2
2 1 2 1 1 1 3 1 3 3 1 2 1 2 2пр

3 3
31 1

2 22
2 2 1 1 1 1 2 3 1

3
2 5 5 2

1 1 2

3
5 5 2

2 2
12 2 12 12

50 80
0,7 10 0,7 10 50 80 25,532

2 12

100 40
2 10 2 10 100 40 25,532 2 10

12

xj x x xEI E I E A m E I E A m E I E A m

b b
h hbhb

E E h m E E bh m E

b
E h m

      

       
 

          
 


        

  

3
5

25 10 2

50 80

12

2 10 50 80 34, 468 233,84 10 Н мм ;


 

      

 

 

 

 

  

 

2 2 2
2 1 2 1 1 1 3 1 3 3 1 2 1 2 2пр

3 3

31 1
2 22

2 2 1 1 1 1 2 3 1

2 5 5
1 1 2

3
5 5

2 2
12 2 12 12

80 50
0,7 10 0,7 10 50 80 31,915

2 12

40 100
2 10 2 10 40 100 18,0

12

yj y y yEI E I E A n E I E A n E I E A n

b b
h h

h bb
E E h n E E bh n E

b
E h n

      

   
             

 
         

 


      

  

3
2 5

25 10 2

80 50
85 2 10

12

2 10 50 80 6,915 148,71 10 Н мм .


  

      

 

 
6) Определим центробежный момент инерции жесткости 

сечения относительно осей xj и yj: 
 

   

   
   

5
2 1 1 1 1 3 3 3 1 2 2 2пр

5

5 10

0,7 10 50 80

25,532 31,915 2 10 100 40 25,532 18,085

2 10 50 80 34, 468 6,915 33,19 10 Н мм.

xjyjEI E A m n E A m n E A m n      
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7) Используя выражение (6.1), определим положение глав-
ных центральных осей жесткости сечения: 

 

 
   

10
пр

10 10
пр пр

о

о

2 2 33,19 10
tg2 0,7797;

148,71 10 233,84 10

2 37,94 ;

18,97 .

xjyj

yj xj

EI

EI EI

 
    

   

  

  

 

 
Главные центральные оси жесткости U и V получим пово-

ротом осей xj и yj по часовой стрелке, так как угол  имеет от-
рицательное значение. 

В соответствии с выражениями (7.9) и (7.10) определим 
главные центральные приведенные моменты инерции жестко-
сти сечения: 

 

     пр пр пр

1

2u xj yjEI EI EI     
 

 

     
2 2

пр пр пр

1
4

2 xj yj xjyjEI EI EI      
 

 
10 101

233,84 10 148,71 10
2
        

 

   2 210 10 101
233,84 10 148,71 10 4 33,19 10

2
         

 
10 10 10 2191, 275 10 53,975 10 245, 25 10 Н мм ;        
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     пр пр пр

1

2v xj yjEI EI EI     
 

 

     
2 2

пр пр пр

1
4

2 xj yj xjyjEI EI EI      
 

 
10 101

233,84 10 148,71 10
2
        

 

   2 210 10 101
233,84 10 148,71 10 4 33,19 10

2
         

 
10 10 10 2191, 275 10 53,975 10 137,3 10 Н мм .        

 
В данной работе разработана методика определения центра 

жесткости для сечений переменной жесткости. Получены вы-
ражения для определения геометрических характеристик та-
ких сечений. 
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