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П РЕД И С Л О В И Е

Настоящее учебное пособие по строительной механике предна­
значено для студентов строительных специальностей высших учеб­
ных заведений. Оно соответствует учебной программе, по которой 
ведется подготовка инженеров-строителей специальности «Про­
мышленное и гражданское строительство». Содержание предлагае­
мого изучению материала рассчитано на курс лекционных и прак­
тических занятий примерно 180-200 учебных часов.

В методическом отношении учебное пособие воспроизводит в 
значительно переработанном и дополненном виде содержание лек­
ционных и практических занятий, проводившихся авторами в тече­
ние ряда лет со студентами Белорусского национального техниче­
ского университета и Брестского государственного технического 
университета.

Наряду с изложением традиционных методов расчета, в пособии 
много внимания уделяется изучению подходов к автоматизации 
расчета и получению достоверных результатов.

Затронутые в книге вопросы могут представлять интерес для 
лиц, работающих в области приложений строительной механики к 
разработке проектно-вычислительных комплексов. Поэтому удель­
ный вес отдельных глав несколько увеличен по сравнению с тради­
ционным представлением об их содержании, и изложение сделано, 
по возможности, доступным для широкого круга читателей.

Не останавливаясь здесь на содержании учебного пособия, пред­
ставление о котором можно получить по оглавлению, отметим, что: 

предисловие, глава 1 раздел 1.7, главы 2, 7-11, 15, 16 написаны 
проф., д-ром техн. наук А.А. Борисевичем;

главы 1 (кроме раздела 1.7), 12, 13, 18-25 написаны проф., 
д-ром техн. наук Е.М. Сидоровичем;

главы 3-6, 14, 17 написаны доц., канд. техн. наук
В.И. Игнатюком.

Замечания о недостатках учебного пособия авторами будут при­
няты с благодарностью.
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Г Л А В А  1

О БЩ И Е П О Л О Ж Е Н И Я  И  П О Н Я Т И Я  
С Т РО И Т Е Л Ь Н О Й  М ЕХ А Н И КИ

1.1. Задачи и методы строительной механики

Строительная механика -  это наука о принципах и методах оп­
ределения в инженерных сооружениях внутренних сил и перемеще­
ний, вызванных разнообразными статическими и динамическими 
нагрузками и воздействиями. На основе найденных внутренних сил 
проверяется прочность элементов сооружения и его устойчивость в 
деформированном состоянии, а на основе найденных перемещений 
оценивается жесткость сооружения.

Строительную механику в широком смысле слова можно назвать 
теорией сооружений. При таком понимании в ее состав входят как 
отдельные части такие дисциплины, как сопротивление материалов, 
строительная механика стержневых систем (строительная механика 
в узком смысле слова), строительная механика корабля, строитель­
ная механика ракет, теория упругости, теория пластичности, теория 
ползучести и т. п. Между всеми этими дисциплинами существует 
тесная неразрывная связь.

В учебном плане подготовки инженеров-строителей строительная 
механика следует непосредственно за такой дисциплиной как сопро­
тивление материалов. В сопротивлении материалов изучается работа 
под нагрузкой отдельных элементов: брусьев (стержней), пластин. В 
строительной механике изучается работа систем, составленных из 
стержней, пластин, массивов, соединительных и опорных устройств.

Основными задачами строительной механики являются: разработка 
методов определения внутренних сил в элементах и частях сооруже­
ний от разнообразных нагрузок и воздействий, разработка методов 
определения перемещений и деформаций, изучение законов образова­
ния сооружений, исследование условий устойчивости сооружений, 
исследование взаимодействия сооружений с окружающей средой, ис­
следование изменений в напряженно-деформированном состоянии 
сооружений при длительной их эксплуатации.

В практическом отношении наиболее полно разработана так 
называемая прямая задача строительной механики: определение
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напряженно-деформированного состояния сооружения при задан­
ных нагрузках и воздействиях. При этом предполагается, что зада­
ны также расчетная схема сооружения, свойства материалов и раз­
меры его элементов. Такую прямую задачу строительной механики 
иногда называют поверочным расчетом сооружения.

Относительно свойств материалов уместно отметить, что в расче­
тах инженерных сооружений используются гипотеза о сплошности 
материалов, гипотеза об их однородности и изотропности, гипотеза о 
прямой пропорциональности между напряжениями и деформациями. 
Деформации элементов сооружения, в свою очередь, предполагаются 
малыми, что позволяет вести расчет большинства сооружений по так 
называемой недеформированной расчетной схеме.

Может быть сформулирована и обратная задача строительной 
механики: по заданным нагрузкам и воздействиям, по заданным 
основным габаритам будущего сооружения определить его конст­
руктивную схему, материал и размеры его элементов, так чтобы 
сооружение было прочным, жестким и устойчивым. Такую обрат­
ную задачу строительной механики можно вполне справедливо на­
звать основной задачей инженерного расчета.

Для решения своих задач строительная механика использует 
достижения теоретической механики, высшей и вычислительной 
математики, информатики и программирования, разрабатывает и 
применяет экспериментальные и теоретические методы. Экспери­
ментальные методы базируются на испытаниях образцов, моделей и 
натурных сооружений. Теоретические методы строительной меха­
ники подразделяются на графические, аналитические и численные.

Если на начальном этапе своего развития строительная механика 
базировалась в основном на графических методах решения своих 
задач, то с развитием вычислительной техники стали все более 
применяться аналитические решения. Более того, вместо многочис­
ленных частных методов и приемов, позволявших избегать решения 
систем совместных уравнений, в строительной механике в настоя­
щее время на первое место вышли общие универсальные методы, 
численные и аналитические, позволяющие рассчитывать сложней­
шие сооружения как единые деформируемые системы. При этом 
решение систем совместных линейных алгебраических уравнений с 
сотнями тысяч неизвестных перестало быть камнем преткновения. 
Компьютерные технологии позволили не только решать, но и
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составлять системы уравнений высоких порядков, и главное, обо­
зревать полученные результаты на экране монитора в привычном 
для инженера виде. Можно сказать, что совершен очередной виток 
спирали познания, и экран компьютера стал новым полем примене­
ния графических методов и приемов. Методы строительной меха­
ники, ориентированные на использование современных численных 
методов и компьютерных технологий, нашли широкое применение 
не только в строительстве, но и во многих других инженерных от­
раслях, связанных с расчетом разнообразных объектов.

Строительная механика -  постоянно развивающаяся прикладная 
наука, основной целью которой является развитие и совершенство­
вание аналитических и численных методов расчета сооружений, 
ориентированных на компьютерные технологии. Разрабатываются 
математические модели поведения в деформированном состоянии 
реальных материалов, уточняются условия нагружения и значения 
нагрузок, тепловых и иных воздействий. Все более применяются 
нелинейные методы расчета сооружений по деформированному со­
стоянию, разрабатываются методы синтеза и оптимизации конст­
рукций. Все теснее становится связь строительной механики с про­
ектированием конструкций, с технологией их изготовления и возве­
дения. Все это ведет к созданию более прочных, экономичных, 
надежных и долговечных зданий и сооружений.

1.2. Понятие о расчетной схеме сооружения и ее элементах

При расчете сооружений обычно имеют дело не с самим соору­
жением, а с его расчетной схемой.

Расчетная схема сооружения представляет собой упрощенное 
изображение действительного сооружения. Выбор расчетной схемы 
является весьма важным и ответственным процессом. Расчетная 
схема должна по возможности ближе отражать действительную ра­
боту сооружения и, в то же время, по возможности облегчать как 
сам процесс расчета, так и процесс анализа результатов расчета.

Для того чтобы создать расчетную схему, достаточно точную и 
простую, необходимо иметь большой опыт в расчете сооружений, 
хорошо представлять работу рассчитываемого сооружения и влия­
ние на эту работу отдельных элементов сооружения.
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В зависимости от соотношения геометрических размеров разли­
чают следующие основные типы элементов, из которых может быть 
составлено сооружение: стержни, оболочки, пластинки, массивные 
тела, тонкостенные стержни, а также узловые соединения (узлы) и 
опорные устройства (опоры).

Стержнем называют прямолинейный или криволинейный про­
странственный элемент, у которого один размер (длина) значитель­
но превышает два других.

Пространственный элемент, один размер (толщина) которого 
значительно меньше двух других, называется оболочкой, если он 
ограничен двумя криволинейными поверхностями, или пластинкой, 
если ограничен двумя плоскостями.

На расчетных схемах сооружений стержни заменяются их осе­
выми линиями (прямыми, кривыми или ломаными), а пластинки и 
оболочки -  их срединными поверхностями (плоскими или криволи­
нейными).

Под массивными телами (массивами) подразумеваются элемен­
ты сооружения и окружающей среды, у которых все три размера 
одного порядка (иногда и неограниченные), например: фундаменты, 
плотины, подпорные стены, грунтовые и скальные массивы.

Тонкостенными называют стержни, у которых все основные 
размеры имеют разные порядки: толщина существенно меньше 
размеров поперечного сечения, а размеры поперечного сечения су­
щественно меньше длины.

Отдельные элементы (стержни, пластины), из которых составля­
ется сооружение, объединяются в единую систему посредством уз­
ловых соединений, или просто узлов. Узлы могут быть шарнирны­
ми или жесткими.

Шарнирное соединение (или просто шарнир) рассматривается как 
устройство, допускающее взаимный поворот соединяемых элементов 
относительно центра шарнира. На расчетных схемах шарнир обозна­
чается кружком. Силами трения в шарнирах обычно пренебрегают.

От элемента к элементу при шарнирном соединении передается 
только сосредоточенная сила, разлагаемая обычно на составляю­
щие. При шарнирном соединении двух стержней, лежащих на од­
ной прямой (рис. 1.1,а), внутренняя сила в шарнире разлагается на 
продольную N  и поперечную Q составляющие. Сила взаимодействия 
между шарнирно соединенными горизонтальным и вертикальным
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стержнями (рис. 1.1,б) обычно разлагается на вертикальную V и го­
ризонтальную H составляющие. Изгибающие моменты в любом 
шарнирном соединении отсутствуют.

а) б)
■■ н Т

V
о о

I N  ]N А 

t ~ f
V

Рис. 1.1

Жесткое соединение элементов (жесткий узел) полностью устра­
няет их взаимное смещение. Специальных обозначений для жестко­
го узла обычно не вводят (рис. 1.2,а). Иногда жесткий узел обозна­
чают в виде квадрата (рис. 1.2,б). В жестком узле действуют три 
внутренние силы, например, вертикальная составляющая V, гори­
зонтальная составляющая H  и изгибающий момент M  (рис. 1.2,в).

Иногда такое разделение узлов на идеально шарнирные и идеаль­
но жесткие не соответствует действительности. Тогда рассматривают 
узлы податливые, допускающие взаимные смещения соединяемых 
элементов (допустим, повороты, сдвиги), зависящие от действующих 
в узле внутренних сил. На расчетных схемах податливые узлы спе­
циально оговаривают или изображают, допустим, в виде шарнирно­
го узла с дополнительными деформируемыми (рис. 1.3,а) или неде- 
формируемыми элементами (абсолютно жесткими консолями 
(рис. 1.3,б)). Внутренние силы в податливом узле зависят от взаимного

а) б) V

Рис. 1.2
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смещения соединяемых элементов. Например, значение изгибающе­
го момента в деформируемом узле (рис. 1.3,в) может зависеть от 
взаимного угла поворота соединяемых элементов.

а) б) в)
М

Ф М=М(ф)

Рис. 1.3

Сооружение прикрепляется к земле (к фундаменту) или к друго­
му сооружению с помощью опор.

Различают следующие основные виды расчетных схем опорных 
закреплений плоских стержневых сооружений: шарнирно подвиж­
ная опора, шарнирно неподвижная опора, защемляющая неподвиж­
ная опора и защемляющая подвижная опора.

Шарнирно подвижная опора ограничивает только одно линейное 
перемещение в заданном направлении. Конструктивно такую опору 
можно выполнить в виде ролика, свободно катающегося по опорной 
поверхности (рис. 1.4,a). Если перемещения реального сооружения 
достаточно малы, то ролик можно заменить стержнем (рис. 1.4,б,в). 
На расчетных схемах шарнирно подвижная опора изображается в виде 
одного прямолинейного опорного стержня с шарнирами по концам 
(рис. 1.4,в). В такой опоре возникает единственная реактивная сила, на­
правление которой совпадает с направлением опорного стержня, то есть 
с направлением устраняемого перемещения.

14

\ I
гт т в .

Рис. 1.4

9



Если в сооружении возможны большие перемещения точки опира- 
ния, то расчетную схему шарнирно подвижной опоры изображают в 
виде подушки, шарнирно соединенной с сооружением и свободно 
скользящей по опорной поверхности (рис. 1.5,a), или свободно перека­
тывающейся по ней на роликах (рис. 1.4,а; 1.5,б). Сооружение не мо­
жет перемещаться по направлению, перпендикулярному опорной по­
верхности. Со стороны шарнирно подвижной опоры на сооружение 
действует единственная реактивная сила, нормальная к опорной по­
верхности. Даже если реакцию шарнирно подвижной опоры в виде 
наклонного опорного стержня разложить на две составляющие 
(рис. 1.5,в), то неизвестной будет только одна из составляющих.

Шарнирно неподвижная опора (рис. 1.6) устраняет любые линей­
ные смещения и допускает только свободный поворот относительно 
оси опорного шарнира. В шарнирно неподвижной опоре возникает 
реактивная сила, линия действия которой проходит через центр 
опорного шарнира. Так как направление линии действия этой реак­
ции зависит от приложенной к сооружению нагрузки, то для опреде­
ленности эту реакцию разлагают на две неизвестные составляющие, 
обычно, вертикальную и горизонтальную. Шарнирно неподвижная 
опора (рис. 1.6,а,б) эквивалентна двум простым опорным стержням, 
пересекающимся на оси опорного шарнира (рис. 1.6,в,г).

г4 б) в)

Рис. 1.5
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Защемляющая неподвижная опора, или полная (жесткая) заделка 
(рис. 1.7,а), не допускает ни линейных, ни угловых перемещений. 
В неподвижной заделке возникают три реакции: две реактивные 
силы (две составляющие одной реактивной силы неизвестного на­
правления) и реактивный момент. Полная заделка эквивалентна 
трем простым опорным стержням (рис. 1.7,б).

Защемляющая подвижная опора оставляет свободу для одного 
линейного перемещения (рис. 1.7,в,д). Естественно, составляющая 
реактивной силы в подвижной заделке по направлению свободного 
линейного перемещения отсутствует. Остаются реактивный момент 
и реактивная сила, перпендикулярная свободному линейному пере­
мещению, то есть две опорные реакции. Подвижная заделка эквива­
лентна двум простым опорным стержням (рис. 1.7,г,е).

Рис. 1.7

Плавающая заделка (рис. 1.8) устраняет только угловое переме­
щение. В плавающей заделке возникает только один реактивный 
момент. Обозначить плавающую заделку можно условным устрой­
ством, показанным на рис. 1.8,а, или просто квадратом (рис. 1.8,б), 
оговорив его свойства.

б) ( ш -------------

Рис. 1.8
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Современные методы строительной механики, современная вы­
числительная техника и современные проектно-вычислительные 
комплексы для расчета сооружений позволяют рассчитать практи­
чески любую расчетную схему.

При расчете одного и того же сооружения можно пользоваться 
несколькими расчетными схемами. Предварительный подбор сече­
ний элементов сооружения можно выполнить по упрощенной рас­
четной схеме. Окончательный расчет следует выполнять по более 
точной и, как правило, более сложной схеме с применением компь­
ютеров и проектно-вычислительных комплексов.

Приведем пример выбора расчетной схемы для балочной фермы. 
В качестве предварительной расчетной схемы для фермы можно 
принять шарнирно-стержневую систему с идеальными без трения 
шарнирными узловыми соединениями (рис. 1.9). Как показывает рас­
четная практика и эксперименты, шарнирно-стержневая расчетная 
схема фермы может оказаться и окончательной, если стержни фермы 
выполнены из прокатных профилей, соединенных сваркой на узло­
вых фасонках. В таких фермах поперечное сечение сварных швов 
мало по сравнению с поперечным сечением соединяемых профилей, 
и их узлы можно считать шарнирными.

Однако если элементы фермы будут выполнены, например, из 
гнутосварных прямоугольных профилей с бесфасоночными свар­
ными узлами или в монолитном железобетоне, то ее расчетной схе­
мой уже будет рама, то есть система с жесткими узловыми соедине­
ниями (рис. 1.10).

Рамная расчетная схема фермы более точна, но многократно ста­
тически неопределима. Расчет таких рам сводится к решению сис­
тем совместных линейных алгебраических уравнений достаточно 
высоких порядков, что требует использования компьютеров.
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1.3. Классификация сооружений

Классификация сооружений и их расчетных схем может выпол­
няться по разным признакам.

Сооружения плоские и пространственные
Если геометрическая ось и одна из главных осей всех попереч­

ных сечений каждого элемента, входящего в состав сооружения, а 
также линии действия всех нагрузок, приложенных к сооружению, 
лежат в одной плоскости, то такое сооружение называется плоским, 
или плоскостным. Если хотя бы одно из этих условий не выполня­
ется, то сооружение является пространственным.

Все реальные сооружения являются пространственными. Но в 
целях упрощения расчета их расчленяют на ряд плоских систем. 
Такое расчленение не всегда возможно. Поэтому некоторые соору­
жения приходится рассматривать как пространственные.

Сооружения стержневые, тонкостенные пространственные 
и массивные

Стержневыми называют сооружения, состоящие из прямолиней­
ных или криволинейных стержней. Традиционно строительная ме­
ханика занимается исследованием стержневых систем.

Тонкостенными пространственными называются сооружения, в со­
став которых входят оболочки или пластинки, а также сами оболочки 
и пластинки.

Под массивными подразумевают сооружения, состоящие из мас­
сивных тел, например: фундаменты, плотины, подпорные стены, 
грунтовые и скальные массивы, фрагменты стержней и узловых со­
единений. Массивы могут рассматриваться как в двухмерном про­
странстве, так и в трехмерном.

Традиционно исследование работы тонкостенных пространствен­
ных и массивных сооружений осуществляется методами теории упру­
гости и теории пластичности. Однако, с появлением дискретных мето­
дов расчета, в частности, метода конечных элементов, и современных 
компьютеров расчет тонкостенных пространственных, массивных, 
пластинчато-стержневых и т. п. сооружений может вестись и ведется с 
единых позиций методами строительной механики стержневых сис­
тем. При этом следует иметь в виду, что метод конечных элементов
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для пространственных тонкостенных и массивных сооружений яв­
ляется приближенным. Для плоских и пространственных стержне­
вых систем метод конечных элементов в рамках принятых в строи­
тельной механике гипотез и допущений остается точным.

Сооружения с шарнирными или жесткими узловыми 
соединениями элементов

Стержневая система, в которой присутствуют только шарнирные 
соединения, причем каждый стержень имеет только по два шарнира 
и только по концам, называется шарнирно-стержневой системой, 
или фермой (рис. 1.9).

Стержневая система, в которой элементы соединены, в основ­
ном, абсолютно жестко, называется рамой (рис. 1.10, 1.11).

В одном и том же сооружении могут применяться как шарнир­
ные, так и жесткие соединения элементов. Иногда такой способ со­
единения называют комбинированным. Примером может служить 
шпренгельная балка (рис. 1.12).

Одновременное применение жестких и шарнирных соединений 
имеет место и в расчетных схемах многих других типов сооруже­
ний, например: в трехшарнирной раме (рис. 1.13), в двухпролетной 
двухъярусной раме с центральной качающейся стойкой и шарнирно 
опертым ригелем (рис. 1.14).

Рис. 1.11 Рис. 1.12
| >■ ■ >

Рис. 1.13 Рис. 1.14
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Системы геометрически изменяемые и геометрически 
неизменяемые, мгновенно изменяемые и мгновенно жесткие

Если система элементов, узловых и опорных соединений, обра­
зующих расчетную схему сооружения, допускает изменение его 
формы за счет взаимного смещения элементов сооружения даже без 
их деформации, то такая система называется геометрически (кине­
матически) изменяемой (рис. 1.15). Если изменение формы (геомет­
рии) системы возможно только за счет деформаций ее элементов, то 
такая система является геометрически (кинематически) неизменяе­
мой (рис. 1.16).

I)
о /////

Рис. 1.15 Рис. 1.16

Классификация сооружений по кинематическому признаку име­
ет большое значение, так как инженерные сооружения, как правило, 
должны быть геометрически неизменяемыми. Исключение состав­
ляют некоторые висячие системы изменяемого типа, выполненные 
из гибких элементов, тросов.

Строго говоря, понятия геометрической изменяемости и геометри­
ческой неизменяемости следует относить не к самой системе, а к неко­
торой ее конфигурации, зависящей от размеров заготовок ее элемен­
тов. На рис. 1.17 представлены различные геометрически изменяемые 
конфигурации шарнирно-стержневой системы, приведенной ранее на 
рис. 1.15. Новые конфигурации этой системы получены путем измене­
ния только длин заготовок составляющих ее трех стержней.

На рис. 1.18 показаны геометрически неизменяемые конфигура­
ции простейшей фермы, составленные из одного и того же количе­
ства стержней и узлов, но стержней разной длины.

При произвольном изменении (варьировании) размеров элемен­
тов или изменении (варьировании) взаимного расположения узлов 
системы ее конфигурация может выродиться, стать особой.

-о/
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Рис. 1.17 Рис. 1.18

Кинематические свойства вырожденной, особой конфигурации от­
личаются от свойств смежных конфигураций. Например, двухстерж­
невая геометрически неизменяемая система (рис. 1.16) в процессе 
варьирования длин ее элементов может принять особую конфигура­
цию, в которой оба стержня будут лежать на одной прямой (рис. 1.19). 
В этой особой конфигурации промежуточный шарнир получает сво­
боду вертикального перемещения. Однако вертикальное перемещение 
промежуточного шарнира может быть только бесконечно малым, так 
как стержни предполагаются абсолютно недеформируемыми. Осо­
бые конфигурации, в которых система допускает бесконечно малые 
перемещения, называют мгновенно изменяемыми, если при выводе 
системы из такой конфигурации она становится геометрически не­
изменяемой.

Системы, конфигурации которых являются мгновенно изменяе­
мыми (рис. 1.19) или близки к мгновенно изменяемым (рис. 1.20), в 
инженерной практике, как правило, не применяются, так как они 
обладают повышенной деформативностью.

Рис. 1.19 Рис. 1.20
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С другой стороны, в геометрически изменяемых системах 
(рис. 1.15, 1.17) можно подобрать длины элементов такими, чтобы уз­
лы оказались расположенными на одной прямой (рис. 1.22). Это будет 
особая конфигурация геометрически изменяемой системы, которую 
называют мгновенно жесткой. В мгновенно жесткой конфигурации 
(рис. 1.22) система при условии абсолютной недеформируемости ее 
элементов допускает только бесконечно малые перемещения. При вы­
воде такой системы из мгновенно жесткой конфигурации она стано­
вится геометрически изменяемой. А в геометрически изменяемых 
конфигурациях система допускает большие конечные перемещения 
(рис. 1.21), которые происходят без деформаций элементов только за 
счет кинематических перемещений.

I & - —

Рис. 1.22

Таким образом, как геометрически неизменяемые, так и геомет­
рически изменяемые системы могут иметь особые (вырожденные) 
конфигурации.

Мгновенно изменяемой называется такая особая конфигурация, в ко­
торой система при условии абсолютной недеформируемости элементов 
обладает бесконечно малой подвижностью по сравнению со смежными 
абсолютно неподвижными, неизменяемыми конфигурациями.

Мгновенно жесткой называется такая особая конфигурация, в которой 
система при условии абсолютной недеформируемости элементов харак­
теризуется только бесконечно малой подвижностью по сравнению со 
смежными подвижными, изменяемыми конфигурациями.

В реальных условиях, когда элементы сооружений выполняются из 
деформируемых материалов, вырожденные конфигурации характери­
зуются конечными перемещениями узлов, значения которых на порядок 
выше, чем удлинения элементов. Следовательно, мгновенно изменяе­
мые системы характеризуются повышенной деформативностью по 
сравнению с геометрически неизменяемыми системами, а мгновен­
но жесткие системы -  повышенной жесткостью по сравнению с 
геометрически изменяемыми системами.

сг"
Рис. 1.21
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Можно сказать, что системы мгновенно изменяемые являются ре­
зультатом ошибочного проектирования. И наоборот, системы мгно­
венно жесткие являются результатом целенаправленного проектиро­
вания. Мгновенно жесткие системы широко применяются в предва­
рительно напряженных вантовых и вантово-стержневых системах.

Системы безраспорные и системы распорные
Безраспорными называют такие сооружения, у которых нагрузка 

одного направления (допустим, вертикальная) вызывает опорные 
реакции того же направления (только вертикальные). Все остальные 
сооружения можно отнести к распорным системам. Наличие со­
ставляющих опорных реакций, нормальных к линии действия на­
грузки, является отличительной чертой распорных систем.

Классическим примером безраспорных систем являются балки: 
простая балка (рис. 1.23), криволинейная балка (рис. 1.24) и другие 
системы балочного типа (рис. 1.9, 1.10, 1.12). Двухшарнирная арка 
(рис. 1.25) и трехшарнирная рама (рис. 1.26), как и многие другие, 
представляют собой распорные системы.

Системы статически определимые и статически неопределимые
В статически определимой системе все внутренние силы можно 

найти, используя только уравнения равновесия (уравнения статики).
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Если для определения хотя бы части внутренних сил необходимо 
привлекать уравнения деформаций, то такую систему называют 
статически неопределимой.

Статически неопределимая система имеет избыточное количест­
во узловых и других соединений (связей), чем это необходимо для 
ее геометрической неизменяемости. Статически неопределимая 
система допускает предварительное напряжение (начальные уси­
лия, то есть усилия без нагрузки за счет тепловых воздействий, сме­
щения опор, неточности сборки и т. п.). В статически определимой 
системе начальные усилия без нагрузки невозможны.

Разделение деформируемых систем на статически определимые 
и статически неопределимые имеет существенное значение только 
при расчете сооружений по недеформированной схеме.

Линейно деформируемые системы и системы нелинейно 
деформируемые

Если взаимосвязь между нагрузкой, приложенной к сооружению, 
и вызванными ею внутренними силами и перемещениями подчиня­
ется закону прямой пропорциональности, то такое сооружение на­
зывают линейно деформируемым, или просто линейным. В линейно 
деформируемой системе деформации и перемещения должны быть 
малы. Их влиянием на распределение внутренних сил пренебрега­
ют. Расчет ведут по так называемой недеформированной расчетной 
схеме. Геометрия деформированного сооружения полагается совпа­
дающей с геометрией исходного недеформированного сооружения. 
Уравнения равновесия составляют относительно исходной, неде- 
формированной расчетной схемы. Напряженно-деформированное 
состояние линейной системы описывается линейными дифференци­
альными или линейными алгебраическими уравнениями.

Если же вызванные нагрузками или воздействиями деформации и 
перемещения в сооружении значительны, так что их влиянием на рас­
пределение внутренних сил пренебречь нельзя, то расчет такого со­
оружения ведут по деформированной расчетной схеме. Взаимосвязь 
между нагрузками и вызванными ею внутренними силами и переме­
щениями становится нелинейной. Такое сооружение называют нели­
нейно деформируемым, или нелинейным.

Нелинейность, обусловленную изменением геометрии расчетной 
схемы сооружения, называют геометрической нелинейностью. С уче­
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том геометрической нелинейности обычно ведут расчет большепро­
летных и высотных сооружений. Геометрически нелинейными явля­
ются все геометрически изменяемые, мгновенно изменяемые и мгно­
венно жесткие системы (висячие покрытия и висячие мосты, тросовые 
и вантовые сети и системы).

Нелинейность, связанную с неупругими или нелинейно­
упругими свойствами материала сооружения, когда нарушается ли­
нейная зависимость между напряжениями и деформациями его эле­
ментов, называют физической (или материальной) нелинейностью.

1.4. Степень свободы плоской стержневой системы

Степенью свободы какого-либо тела или системы тел называют 
количество независимых геометрических параметров, определяю­
щих положение тела или системы тел при их движении на плоско­
сти или в пространстве.

Положение на плоскости подвижной (свободной) материальной 
точки (шарнирного узла) характеризуется двумя ее координатами 
относительно произвольной неподвижной системы отсчета, распо­
ложенной в той же плоскости (рис. 1.27). Следовательно, точка 
(шарнирный узел) обладает на плоскости двумя степенями свободы.

В пространстве положение свободной материальной точки (сфе­
рического шарнира) характеризуется уже тремя независимыми па­
раметрами: координатами x, y, z (рис. 1.28). Точка в пространстве 
имеет три степени свободы.

Отдельное тело (стержень) или заведомо геометрически неизме­
няемую систему тел (стержневую систему), либо ее часть, которые 
могут перемещаться на плоскости как единое целое, не изменяя своей 
геометрической формы, в кинематическом анализе называют диском.

Y Z В
?

z I
I У Y

о X

Рис. 1.27 Рис. 1.28
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Положение подвижного (свободного) плоского тела (диска) на 
плоскости характеризуется тремя независимыми параметрами, на­
пример: абсциссой x и ординатой у  какой-либо точки A и углом на­
клона какой-нибудь прямой AB, принадлежащей диску (рис. 1.29). 
Таким образом, диск при движении на плоскости обладает тремя 
степенями свободы. Жесткий узел на плоскости, даже достаточно 
малых размеров, в отличие от шарнирного узла должен рассматри­
ваться как диск. Следовательно, жесткий узел на плоскости имеет 
три степени свободы.

Рис. 1.29

В пространстве свободное твердое тело рассматривается как 
пространственный блок и обладает шестью степенями свободы: 
тремя координатами любой его точки и тремя углами поворота лю­
бой его линии по отношению к осям неподвижной системы про­
странственных координат.

В данном разделе ограничимся рассмотрением только пло­
ских систем.

Классификация связей плоских систем
Всякое устройство, уменьшающее степень свободы тела или 

системы тел на единицу, будем называть простой связью. Если уст­
ройство уничтожает несколько степеней свободы, то его будем рас­
сматривать как сложную (кратную) связь, эквивалентную несколь­
ким простым.

Каждая связь имеет как кинематическую, так и статическую ха­
рактеристику.
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Кинематическая характеристика определяет, каким видам движения 
одного диска относительно другого препятствует связь, сколько степе­
ней свободы она устраняет. Статическая характеристика определяет ко­
личество и виды реакций, возникающих в соответствующей связи.

Впредь будем различать три основных вида связей плоских систем.
К связям первого вида относятся простые связи, устраняющие 

одну степень свободы. Примером могут служить шарнирно под­
вижная опора, плавающая заделка (моментная связь), стержень с 
шарнирами по концам. Такие связи характеризуются только одной 
реакцией (реактивной силой или реактивным моментом).

К связям второго вида относятся связи, эквивалентные двум 
простым, устраняющие две степени свободы. Связями второго вида 
являются шарнирно неподвижная опора; подвижная заделка; шар­
нир, соединяющий два диска. Такие связи характеризуются двумя 
реакциями (двумя силами или силой и моментом).

Связи третьего вида устраняют три степени свободы. К связям 
третьего вида можно отнести неподвижную заделку; жесткий узел 
(спайку, сварку, соединяющую два диска). Они характеризуются 
тремя реакциями (двумя силами и моментом).

Подразделение связей только на три вида условно, разнообразие 
связей безгранично.

Таким образом, всякое сооружение можно рассматривать как 
систему дисков, соединенных связями, как между собой, так и с 
опорной поверхностью (землей). Землю (опорную поверхность) 
также можно рассматривать как диск. Чаще всего с землей связы­
вают неподвижную систему координат и по отношению к земле оп­
ределяют степень свободы исследуемой системы.

В кинематическом анализе диски и связи полагаются недефор- 
мируемыми, абсолютно жесткими.

Рассмотрим расчетные схемы связей, используемых в строи­
тельной механике.

Шарнирно подвижная опора эквивалентна одной простой связи, то 
есть связи первого вида. Диск, присоединенный к земле (опорной поверх­
ности) шарнирно подвижной опорой, теряет одну степень свободы. Сис­
тема из диска и опорного стержня имеет две степени свободы (рис. 1.30).

Одиночный стержень, соединяющий два диска и шарнирно к 
ним прикрепленный, также можно рассматривать как простую 
связь. Система из двух дисков, шарнирно соединенных одним
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стержнем, теряет одну степень свободы (рис. 1.31). Суммарная сте­
пень свободы такой системы равна пяти, в противовес шести степе­
ням свободы для двух несвязанных дисков.

Рис. 1.30 Рис. 1.31

Одиночный шарнир (на расчетных схемах изображается кружком) 
эквивалентен двум простым связям. Соединяя два диска, шарнир 
уменьшает их суммарную степень свободы, равную шести, до четырех, 
так как положение двух связанных шарниром дисков характеризуется 
двумя координатами х и у  точки A и двумя углами ери / ,  фиксирующи­
ми положение линий AB и BC (рис. 1.32,а). Землю (опорную поверх­
ность) можно рассматривать как неподвижный диск. Плоский подвиж­
ный диск, прикрепленный к земле (к неподвижной опорной поверх­
ности) шарниром, теряет две степени свободы, и его положение 
характеризуется только одним углом поворота относительно оси шар­
нира (рис. 1.32,б). Такое устройство можно рассматривать как шарнирно 
неподвижную опору, эквивалентную двум простым связям (рис. 1.32,в). 
Шарнирно неподвижная опора устраняет две степени свободы.

Система из трех дисков, соединенных двумя шарнирами (рис. 1.33,а), 
имеет пять степеней свободы. Два шарнира устранили четыре сте-

A

Рис. 1.32
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пени свободы. В данной системе промежуточный диск можно рас­
сматривать и как простую связь (сравните с системой на рис. 1.31).

В кинематическом анализе, напомним, любой стержень может быть 
рассмотрен как диск, и любой диск может быть заменен одним стержнем.

Часто два шарнира, соединяющие три диска, сближаются и сли­
ваются как бы в один шарнир на общей оси (рис. 1.33,б). Получает­
ся сложный, кратный шарнир, эквивалентный, в данном случае, 
двум простым шарнирам, или четырем простым связям.

В общем случае, кратность такого сложного шарнира на единицу 
меньше количества соединяемых на одной оси дисков (стержней). 
Другими словами справедливо соотношение:

где Ш  -  кратность сложного шарнира;
Д  -  количество дисков, соединяемых сложным шарниром на 

одной оси.

Примеры простых шарнирных соединений представлены на 
рис. 1.34,а. На рис. 1.34,б показаны кратные шарнирные соединения.

Рис. 1.33

Ш  = Д  -  1,

а ) т
Ш=1 Ш=1 Ш=1

б )

Ш=2 Ш=3 Ш=4

Рис. 1.34
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Если два диска (стержня) монолитно (или с помощью сварки) 
объединяются в один диск, то такой стык называется жестким со­
единением, или жестким узлом.

Жесткие узлы также могут быть простыми (рис. 1.35,а) и кратными 
(рис. 1.35,б). Кратность жестких узлов определяется по формуле:

Ж  = Д  -  1,

где Ж  -  количество простых жестких узлов;
Д  -  количество дисков, монолитно соединяемых в одном узле.

Простой жесткий стык устраняет три степени свободы. Он экви­
валентен трем простым связям.

а) ~1 ~т~
Ж=1 Ж=1 Ж=1

б) т 7*\
Ж=2 Ж=2 Ж=3

Рис. 1.35

Жесткая защемляющая опора, устраняющая способность диска 
(стержня) перемещаться относительно опорной поверхности, как и же­
сткий узел, также эквивалентна трем простым связям (рис. 1.7,а,б).

Жесткие узлы позволяют в случае необходимости разбивать 
один стержень (диск) на произвольное количество составляющих 
стержней (дисков) (рис. 1.36).

Рис. 1.36

От соотношения количества составляющих систему дисков и ко­
личества наложенных связей, а также от их взаимного расположе­
ния зависят кинематические и статические свойства системы.
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Цель кинематического анализа как раз и состоит в том, чтобы 
выяснить:

• способны ли стержневые и иные системы воспринимать пере­
даваемую на них нагрузку без существенного изменения приданной 
им геометрической формы;

• каким должно быть соотношение между числом дисков и чис­
лом связей, и каким должно быть их взаимное расположение;

• какова последовательность и трудоемкость расчета по опре­
делению реакций, внутренних сил и перемещений в элементах со­
оружения.

Формулы для вычисления степени свободы (степени 
изменяемости) плоских систем

На основании введенных выше понятий легко определить сте­
пень свободы W любой плоской системы, составленной из Д  дисков, 
соединенных между собой и опорной поверхностью простыми же­
сткими узлами Ж, простыми шарнирами Ш  и простыми опорными 
связями Со .

Если бы система состояла только из свободных, несвязанных дис­
ков, то ее степень свободы равнялась бы 3Д. Каждый введенный про­
стой жесткий узел устраняет три степени свободы, каждый простой 
шарнир -  две, а каждая простая опорная связь -  одну степень свободы. 
Следовательно, общая степень свободы системы равна:

W  = 3Д -  3Ж  -  2Ш  -  Со. (1.1)

Для правильного применения полученной формулы следует 
помнить, что под Ж, Ш  и Со понимается общее количество соответ­
ственно простых (однократных) жестких стыков, простых (одно­
кратных) шарниров и простых опорных связей. При этом необхо­
димо следить, чтобы каждый диск и каждая связь (каждое устрой­
ство) были учтены только один раз. Другими словами, если, 
например, шарнирное соединение одного из дисков с землей было 
учтено как простой шарнир, то это опорное устройство уже нельзя 
включать в количество простых связей как шарнирно неподвижную 
опору, эквивалентную двум простым опорным связям.

Степень свободы плоской системы, отделенной от опор (не 
имеющей опорных связей), то есть в монтажном или транспортном
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состоянии, равна сумме ее степени свободы как жесткого целого 
(три степени свободы на плоскости) и степени изменяемости V ее 
элементов (внутренней изменяемости). Таким образом, можем за­
писать:

W  = 3 +V ,

откуда

V = W  -  3.

Подставляя в последнюю формулу выражение W при условии, 
что в системе отсутствуют опорные стержни, получим окончатель­
ную формулу для вычисления степени изменяемости стержневой 
системы, отсоединенной от опор:

V = 3 Д  -  3 Ж  -  2Ш -  3.  (1.2)

Если степень свободы (или степень изменяемости) системы по­
ложительна (больше нуля):

W  > 0 (или V > 0 ),

то система геометрически изменяема. В ее структуре для обеспече­
ния геометрической неизменяемости недостает W (или V) связей.

Например, висячая система (рис. 1.37) составлена из четырех 
стержней, соединенных тремя шарнирами, и оперта на две шарнир­
но неподвижные опоры. Ее степень свободы равна:

W = 3 Д  -  2 Ш  -  CO = 3 • 4 -  2 • 3 -  4 = 2 .

Рис. 1.37

Следовательно, она геометрически изменяема. В ее структуре не­
достает двух связей для обеспечения геометрической неизменяемости.
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Если степень свободы (или степень изменяемости) системы от­
рицательна (меньше нуля) W < 0 (или V < 0), то система содержит 
избыточное количество связей с точки зрения геометрической не­
изменяемости.

Двухпролетная двухъярусная рама (рис. 1.38,а) состоит из вось­
ми стержней-дисков. Стержни соединены двумя простыми шарни­
рами, тремя жесткими двукратными узлами (шестью однократны­
ми, простыми) и оперты на три жесткие защемляющие опоры. Сте­
пень свободы рамы равна:

W = 3 Д  -  3 Ж  -  2Ш  -  СO = 3 • 8 -  3 • 6 -  2 • 2 -  9 = - 7 .

С точки зрения геометрической неизменяемости данная рама со­
держит семь лишних связей.

Эту же раму можно рассмотреть и как составленную только из 
двух дисков, соединенных двумя шарнирами (рис. 1.38,б). На один 
из дисков наложены три жестких заделки (9 простых опорных 
стержней). В итоге получим тот же результат:

W  = 3Д  -  3Ж  -  2Ш  -  С0 = 3 • 2 -  3 • 0 -  2 • 2 -  9 = -7 .

Количество лишних связей при правильной их расстановке, рав­
ное отрицательной степени свободы системы, определяет степень 
статической неопределимости системы. Следовательно, количество 
лишних связей, или степень статической неопределимости системы 
можно вычислить по формуле:
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Л  = -W  = 3Ж  + 2Ш  + С0  -  3Д  , (1.3)

где Л  -  количество лишних связей.

Если степень свободы системы равна нулю:

W = 0,

то система имеет необходимое для геометрической неизменяемости 
и неподвижности количество связей и может быть статически опре­
делимой. Такая система представлена на рис. 1.39. Она состоит из 9 
стержней-дисков, жестких узлов не имеет, стержни-диски соедине­
ны 12 простыми шарнирами (кратность шарнирных соединений 
указана на рисунке), три опорных стержня связывают ее с опорной 
поверхностью. Степень свободы системы равна:

W = 3 Д  -  3 Ж  -  2 Ш  -  С0  = 3 • 9 -  0 -  2 -12 -  3 = 0.

Тот же результат можно получить и по-иному, считая, что система 
составлена из 11 стержней-дисков. Предполагается, что обе полубалки 
образованы каждая из двух стержней, спаянных жестко в четвертях 
пролета. Следовательно, появилось два дополнительных жестких узла. 
Количество шарниров и опорных стержней не изменилось. Возможны 
и другие варианты подсчета степени свободы данной системы.

Если степень изменяемости системы равна нулю:

V = 0 ,

то система имеет необходимое для внутренней геометрической не­
изменяемости количество связей и может быть внутренне статиче­
ски определимой. Например, степень изменяемости односкатной 
фермы без опор (рис. 1.40) равна нулю:

V = 3 Д  -  3 Ж  -  2 Ш  -  3 = 3 -13 -  0 -  2 -18 -  3 = 0.
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Система содержит необходимое количество связей, чтобы быть 
внутренне геометрически неизменяемой и статически определимой. 
Но внешне, по отношению к земле, система подвижна, в ней недос­
тает, как минимум, трех опорных связей для придания ей непод­
вижности. Большее количество наложенных опорных связей пре­
вратит ее во внешне статически неопределимую систему.

Подсчет степени свободы или степени изменяемости фермы, как 
и любой другой шарнирно-стержневой системы, может быть вы­
полнен и по более удобной формуле.

В шарнирно-стержневой системе узлы можно рассматривать как 
материальные точки, имеющие на плоскости две степени свободы. 
Стержни, соединяющие узлы, как и опорные стержни, можно рас­
сматривать как простые связи (связи первого вида).

Если бы шарнирные узлы не были связаны стержнями, то систе­
ма из У  свободных шарнирных узлов имела бы 2У степеней свобо­
ды. Стержни, соединяющие узлы, и опорные стержни как простые 
связи устраняют по одной степени свободы. Следовательно, степень 
свободы шарнирно-стержневой системы может быть вычислена по 
формуле:

где У  -  количество шарнирных узлов;
С -  количество стержней, соединяющих узлы;
С0 -  количество опорных стержней.

Соответственно степень изменяемости шарнирно-стержневой 
системы, отсоединенной от опор, будет равна:

Рис. 1.40

W = 2У -  С -  С0 , (1.4)

V = 2У -  С -  3. (1.5)
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Так, для фермы без опор (рис. 1.40) имеем:

V = 2 • 8 -1 3  -  3 = 0.

Таким образом, применение полученных выше формул для под­
счета степени свободы или степени изменяемости плоских стерж­
невых систем дает необходимые аналитические критерии геометри­
ческой неизменяемости или изменяемости, статической определи­
мости или неопределимости.

К сожалению, эти аналитические критерии являются только не­
обходимыми, но недостаточными.

1.5. Принципы образования 
геометрически неизменяемых систем

Полученные выше формулы для вычисления степени свободы 
(степени изменяемости) стержневых систем дают только формаль­
ную оценку кинематических свойств исследуемых систем, что не 
всегда соответствует действительности. Для окончательного заклю­
чения о геометрической неизменяемости и статической определи­
мости стержневой системы необходим анализ ее структуры, анализ 
принципов, по которым она составлена. Системы только правиль­
ной структуры могут быть действительно геометрически неизме­
няемыми (W < 0) и статически определимыми (W = 0).

К системам неправильной структуры относятся системы частич­
но статически неопределимые и частично геометрически изменяе­
мые, хотя их суммарная степень свободы может равняться нулю 
(рис. 1.41). Система, изображенная на рис. 1.42, также имеет нуле­
вую степень свободы, а на самом деле является мгновенно изме­
няемой, так как обладает бесконечно малой подвижностью. Струк­
тура ее также неправильная. Мгновенно жесткая система (рис. 1.43) 
формально имеет одну степень свободы, но на самом деле степеней 
свободы у нее две. К тому же, она может иметь начальные усилия 
(например, от охлаждения ее элементов), как статически неопреде­
лимая система.
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W=0 W=0 I < X > *—o—
W=1

Рис. 1.41 Рис. 1.42 Рис. 1.43

Для таких систем понятия степени свободы или степени изме­
няемости, вычисляемые по выведенным выше формулам, становят­
ся неопределенными, не имеющими смысла.

Рассмотрим основные способы образования заведомо геометри­
чески неизменяемых стержневых систем.

1. Способ диады. Степень свободы системы (диска) не изменится, 
если к системе присоединить (отсоединить) шарнирный узел с помо­
щью двух стержней, не лежащих на одной прямой (рис. 1.44). В каче­
стве таких стержней могут выступать диски, заведомо статически оп­
ределимые и геометрически неизменяемые подсистемы (рис. 1.45).

Рис. 1.44

2. Способ треугольников. Три диска 1, 2 и 3, соединенные тремя 
шарнирами А, В и С, не лежащими на одной прямой (рис. 1.46), об­
разуют новую внутренне геометрически неизменяемую систему 
(диск). Общее количество лишних связей, если они есть в исходных 
дисках, не изменяется. Общая степень свободы трех дисков умень­
шается на шесть единиц.

3. Способ шарнира и простой связи, эквивалентный способу тре­
угольников. Два диска 1 и 2, соединенные общим шарниром С и 
одним стержнем АВ, при условии, что прямая АВ (или ее продолжение)
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не проходит через шарнир С, образуют новый единый диск (рис. 1.47). 
При этом общее количество лишних связей в исходных дисках не изме­
няется, а их общая степень свободы снижается на три единицы.

4. Способ трех связей. Два диска, соединенные тремя стержнями 
(рис. 1.48), лежащими на прямых, не пересекающихся в одной точке 
и не параллельных все три сразу между собой, образуют единую 
систему (новый диск). В новой системе суммарное количество из­
быточных связей, если они были в исходных дисках, не изменяется, 
а суммарная степень свободы снижается на три единицы.

Рис. 1.48

Рассмотренные способы образования единой системы из не­
скольких составных частей, вообще говоря, применимы к любым 
системам как с избыточными связями (статически неопределимым 
дискам), так и с недостающими связями (механизмам).

Чтобы образованная по рассмотренным законам единая система 
была геометрически неизменяемой и статически определимой, не­
обходимо и достаточно, чтобы и ее составные части каждая в от­
дельности были геометрически неизменяемыми и статически опре­
делимыми. При этом каждый диск можно рассматривать как стер­
жень и каждый стержень можно рассматривать как диск. Тогда 
рассмотренные способы образования заведомо геометрически не­
изменяемых и статически определимых систем можно свести к 
двум основным способам.
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1. Способ треугольников: три диска (стержня), соединенные 
тремя шарнирами, не лежащими на одной прямой, образуют заве­
домо геометрически неизменяемую (внутренне) и статически опре­
делимую систему (новый диск) (рис. 1.46, 1.47).

2. Способ трех связей: два диска, шарнирно соединенные тремя 
стержнями, оси которых не пересекаются в одной точке (три парал­
лельных стержня можно считать пересекающимися в бесконечно­
сти), образуют новый диск (рис. 1.48).

Рассмотренные способы образования, сборки (или демонтажа, 
разборки) заведомо геометрически неизменяемых и статически оп­
ределимых систем могут применяться не только по отдельности, но 
и в произвольной их комбинации, один может замещать другой.

Так, трехшарнирную арку с затяжкой (рис. 1.49) можно рассмат­
ривать как образованную:

с

• по способу диад. С помощью двух опорных стержней к земле 
неподвижно присоединяется опорный шарнир А. Затем с помощью 
третьего опорного стержня и балки AB -  опорный шарнир B. Затем 
к неподвижным точкам А и В посредством двух полуарок присое­
диняется шарнир C;

• по способу треугольников. Опорные стержни опоры А вместе 
с землей образуют первый треугольник и первый единый диск. По­
лученный диск, балка AB и опорный стержень опоры B образуют 
новый единый диск. И наконец, диск AB и полуарки АС и ВС обра­
зуют итоговый диск-треугольник АВС;

• посредством совместного использования способа трех связей и 
способа диад (или треугольников). Балка АВ соединяется с землей 
тремя простыми связями (опорными стержнями). К полученной сис­
теме присоединяется способом диады шарнирный узел С (или обра­
зуется треугольник АВС).

34



Кинематический анализ уже созданной системы можно прово­
дить и в обратном порядке, то есть методом демонтажа. Если после 
отбрасывания узлов и стержней (дисков), присоединенных по рас­
смотренным выше правилам, останется в результате один диск 
(стержень или треугольник), то исследуемая система геометрически 
неизменяема и статически определима.

С помощью анализа структуры (анализа очередности образова­
ния) системы легко установить, в какой части системы имеются 
лишние связи, а в какой части связей не хватает. Именно так выяв­
ляются системы неправильной структуры и системы с вырожден­
ными конфигурациями.

Любую систему в вырожденной конфигурации, мгновенно изме­
няемую или мгновенно жесткую, можно считать одновременно и 
статически неопределимой и геометрически изменяемой. В струк­
туре таких систем недостает связей по одним направлениям и одно­
временно есть лишние связи по другим направлениям.

Наличие лишних связей придает вырожденной системе свойства 
статически неопределимой системы, то есть возможность иметь на­
чальные усилия при отсутствии нагрузки. А это свойство приводит 
к статическому критерию мгновенной изменяемости или мгновен­
ной жесткости.

1. Если в системе с нулевой степенью свободы (W = 0), то есть в сис­
теме формально геометрически неизменяемой и статически определимой, 
могут быть начальные усилия (усилия предварительного напряжения), то 
такая система мгновенно изменяема или частично статически неопреде­
лима, а частично геометрически изменяема. В последнем случае необхо­
димо провести кинематический анализ системы по фрагментам.

2. Если в системе с положительной степенью свободы (W > 0), 
то есть в системе формально геометрически изменяемой, могут 
быть начальные усилия (усилия предварительного напряжения), то 
такая система мгновенно жесткая или в ее составе есть статически 
неопределимые фрагменты.

Связи в таких системах, с точки зрения геометрической неизме­
няемости, расставлены неправильно.

Например, в мгновенно изменяемой системе (рис. 1.50) узел C за­
креплен от горизонтального смещения стержнем AC. Стержень BC 
также устраняет горизонтальное смещение узла C и является лишним. 
В то же время, в системе нет никакой связи, которая бы устранила
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смещение узла С по вертикали. Однако такое смещение может быть 
только бесконечно малым: как только узел C сместится с линии AB, 
стержни-диады AC - BC уже не будут лежать на одной прямой, и даль­
нейшее смещение узла C станет невозможным без деформации стерж­
ней AC и BC. Со статической точки зрения в этой системе возможны 
начальные усилия без нагрузки, допустим, за счет раздвижки опор.

Рис. 1.50

В вантовой ферме (рис. 1.40) явно не хватает двух диагональных 
стержней в средних панелях, чтобы она была образована по способу 
треугольников (есть две степени свободы). В то же время, у нее есть 
четыре опорные связи, одна из которых (горизонтальная) является 
лишней (суммарная степень свободы W = 1). Но именно из-за наличия 
этой лишней связи в данной геометрически изменяемой системе воз­
можны только бесконечно малые перемещения. Со статической точки 
зрения данная система при W > 0 допускает и предварительное натя­
жение. Значит, данная система мгновенно жесткая.

Диск, подсоединенный к опорной поверхности тремя опорными 
стержнями, формально должен иметь нулевую степень свободы. Но ес­
ли три опорных стержня сходятся в одном опорном шарнире (рис. 1.51), 
система остается геометрически изменяемой (свобода поворота относи­
тельно оси опорного шарнира), в то время как шарнирная неподвижная 
опора имеет лишний (для плоского случая) опорный стержень.

Рис. 1.51

Шарнирно-стержневой диск DFB (рис. 1.52), образованный по 
способу треугольников, соединен с неподвижными точками A и С 
Г-образными стержнями AD и CF и оперт на вертикальный опорный
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стержень шарнирно подвижной опоры В , то есть соединен с опор­
ной поверхностью тремя стержнями-дисками (W = 0). Но линии, на 
которых лежат концы этих трех стержней, пересекаются в одной 
точке О, центре мгновенного вращения. В системе возможны и на­
чальные усилия за счет поддомкрачивания центральной опоры. 
Следовательно, данная система мгновенно изменяемая.

Примеры некоторых других систем неправильной структуры 
приведены на рис. 1.53 (система геометрически изменяема, хотя 
W = -2) и рис. 1.54 (система со статически неопределимым фраг­
ментом мгновенно изменяема при W = -3).

а  о
/\\и

Рис. 1.52 Рис. 1.53 Рис. 1.54

1.6. Матрицы в задачах строительной механики

При проведении расчетов, ориентированных на компьютерные 
технологии, в строительной механике применяют дискретные рас­
четные схемы и методы матричного исчисления. Действующие на 
сооружение нагрузки представляют в виде вектора нагрузок, ком­
понентами которого являются значения заданных нагрузок, зануме­
рованных в определенном порядке. Результатами расчета будут 
служить не эпюры усилий или эпюры перемещений, а векторы уси­
лий и векторы перемещений, в которых в заданном порядке будут 
перечислены значения конкретных усилий в конкретных сечениях и 
значения перемещений конкретных точек сооружения в заданных 
конкретных направлениях.

Так, нагрузки, приложенные к простой балке (рис. 1.55), можно 
представить вектором F третьего порядка:
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F  — [q  F2 M 3 ] r , 

а нагрузки, приложенные к балочной ферме (рис. 1.56), вектором 

F  пятого порядка:

F2 = [ F  F ,

.F 2

Рис. 1.55

Чтобы найти изгибающие моменты в пяти характерных сечениях 
балки (рис. 1.55) и внутренние силы в тринадцати стержнях фермы 
(рис. 1.56) от заданных нагрузок, достаточно построить соответст­
венно матрицу влияния изгибающих моментов Lm  для балки и 
матрицу влияния продольных сил Ln  для фермы, стержни которой
предварительно необходимо пронумеровать. Затем воспользоваться 
матричными формулами:

M  — Lm F\, n  — L nFNr  2:

где
'  M 1' m11 m12 m13

M  —
M  2

; Lm  —
m21 m 22 m23

M  5 m51 m52 m53 _

'  N 1 ' n11 n11 ••• n15

N  — N 2
; Ln  —

n21 n22 ••• n25

_ N13 _ n13,1 n13,2 ‘"  n13,5 _
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Элемент m k  матрицы влияния изгибающих моментов представля­
ет собой изгибающий момент в характерном сечении номер i балки, 
вызванный единичным значением нагрузки номер к. Элемент n^  мат­
рицы влияния продольных сил представляет собой усилие в стержне 
номер i фермы от единичного значения внешней силы Fk — 1 .

С помощью соответствующим образом построенной матрицы 
влияния перемещений D можно найти вектор А перемещений за­
данных точек по заданным направлениям от внешних сил, заданных 
вектором F  :

А — D F ,

где

А —
A1F

; D  —
Sn • •• S "

; F  —
' F

_А nF  _ _ S  • ■■ S nk _ Fk

Символ АnF обозначает перемещение точки (сечения) номер 

n по направлению приложенной в этой точке силы Fn — 1, вы­

званное заданной нагрузкой. Элемент Snk матрицы влияния пе­
ремещений D равен перемещению точки (сечения) номер n по 
направлению силы Fn — 1, вызванному силой Fk — 1, и называ­
ется единичным перемещением.

Таким образом, применение матриц влияния основано на 
принципе независимости действия сил, принципе суперпозиции. 
Согласно этому принципу, суммарный эффект действия не­
скольких сил равен сумме эффектов действия каждой силы в 
отдельности. На первом этапе расчет сводится к вычислению 
внутренних сил и перемещений от единичных внешних сил и 
построению матриц влияния. На втором этапе по матричным 
формулам с помощью компьютера вычисляются усилия и пере­
мещения от любой комбинации нагрузок.
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Матрицу влияния перемещений D еще называют матрицей по­
датливости. Матрица податливости позволяет выразить переме­
щения через внешние силы. Квадратную матрицу податливости 
можно обратить и получить новую матрицу R, называемую мат­
рицей жесткости:

R — D -1 .

Матрица жесткости позволяет выразить внешние силы через пе­
ремещения точек, к которым эти силы приложены:

F  — R А .

Не вникая более в детали, отметим пока, что матрицы податли­
вости и матрицы жесткости широко используются при расчете ста­
тически неопределимых систем, а также в динамике и устойчивости 
сооружений. На основе матричного исчисления созданы современ­
ные проектно-вычислительные комплексы для расчета сооружений 
с помощью компьютеров.

1.7. Краткий исторический очерк развития 
строительной механики

История науки о прочности сооружений достаточно древняя и 
характеризуется множеством направлений, глубокими взаимосвя­
зями с развитием технических и математических наук. Начальный 
период развития строительной механики как общетехнической дис­
циплины непосредственно связан с развитием общей механики -  
науки о механическом движении материальных тел и происходя­
щих при этом взаимодействиях между телами.

Развитие основных понятий механики о равновесии твердых тел 
и прочности деформируемых объектов со времен Аристотеля и Ар­
химеда и до 16-17 веков связано, в основном, с анализом взаимо­
действия приложенных к элементу внешних сил. Существенный 
вклад в исследования по статике внесли Неморарий (ок. 13 в.); 
итальянский живописец, архитектор и ученый Леонардо да Винчи 
(1452-1519), который называл механику “раем математических наук” и
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видел в ней главный ключ к тайнам мироздания; нидерландский ученый 
и инженер Стевин (1548-1620); французский механик и математик 
П. Вариньон (1654-1722, трактат “Новая механика или статика”, проект 
которой был дан в 1687 г., изд. в 1725 г.) и др.

Первые попытки установить безопасные размеры сооружений ана­
литическим путем связаны с именем Г. Галилея (1564-1642) -  итальян­
ского физика, механика и астронома. Г. Галилей первым исследовал 
прочность балок, дал верное решение задачи о движении тела под 
действием силы, высказал для частного случая закон инерции, ис­
пользовал в научных исследованиях сформулированную им в об­
щем виде начальную форму принципа возможных перемещений. 
Правильной теории изгиба балок он не смог создать, так как исхо­
дил из неверного положения о наличии во всех волокнах балки рас­
тягивающих напряжений.

Позднее, во второй половине 18 века, результаты опытных ис­
следований показали, что в сечении изгибаемого стержня возника­
ют не только растягивающие, но и сжимающие напряжения.

Ко времени исследований Г. Галилея закон, связывающий на­
пряжения и деформации, еще был не известен. Этот закон, устанав­
ливающий основное свойство упругих материалов, в 1678 г. был 
сформулирован Р. Гуком. В начальной форме записи этот закон чи­
тался так: каково растяжение -  такова сила.

Окончательные формулировки основных законов механики были 
даны английским физиком и математиком Исааком Ньютоном 
(1643-1727). Изложенные в его труде “Математические начала нату­
ральной философии” (первое издание датировано 1686 г.) законы ме­
ханики послужили базой для укрепления и развития так называемой 
векторной механики, в которой действие силы измерялось ее импуль­
сом. Понятие импульса силы связывают с именем французского фило­
софа и математика Рене Декарта (1596-1650).

Г.В. Лейбниц (1646-1716), немецкий философ, математик и физик, 
считал в качестве количественной меры движения “живую силу” (ки­
нетическую энергию). Он, фактически, заменил понятие “силы” на 
понятие “работа силы”. Позже было введено понятие “силовой функ­
ции”. Он высказал идею о превращении одних видов энергии в другие. 
Лейбниц явился, таким образом, основателем второй ветви механики -  
аналитической, в которой за универсальную меру различных форм 
движения и взаимодействия тел принимается энергия.
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Аналитические выражения энергии деформации системы или 
полной энергии обладают определенными экстремальными свойст­
вами, на основе которых разработаны основные исходные положе­
ния (начала, принципы) теории и эффективных методов расчета де­
формируемых систем. Для исследования экстремальных свойств 
функционалов или функций многих переменных в механике ис­
пользуется вариационное исчисление, отсюда следует и происхож­
дение термина “вариационные принципы” (см. главу 16).

Продолжили развитие этого направления Я. Бернулли 
(1654-1705) -  швейцарский математик, Ж. Л. Лагранж (1736-1813) -  
французский математик и механик, Л. Эйлер (1707-1783) -  матема­
тик, механик и физик, Ж.Л. Даламбер (1717-1783) -  французский 
математик и философ и др.

В 1733 г. Д. Бернулли положил начало решению задачи проектирова­
ния однопролетной балки равного сопротивления с учетом собственного 
веса. Эти исследования продолжил английский физик Т. Юнг и результа­
ты опубликовал в 1807 году в двухтомном труде “Курс лекций по нату­
ральной философии и механическому искусству” (здесь же им была вве­
дена числовая характеристика упругости, известная как модуль Юнга).

Развитию строительной механики и выделению ее в самостоя­
тельную науку способствовали работы гениального русского инже­
нера И.П. Кулибина (1735-1818), спроектировавшего деревянный 
одноарочный мост через р. Неву пролетом 298 м, предложившего 
использовать фермы с перекрестной решеткой.

Дальнейшее развитие теория строительной механики получила бла­
годаря трудам французских инженеров: Л. Навье (1785-1836), впервые 
сделавшего вывод уравнения изогнутой оси прямого и кривого 
брусьев при изгибе, исследовавшего изгиб прямоугольной пластин­
ки, получившего общие уравнения равновесия и движения упругого 
тела, разработавшего метод расчета висячих мостов; Г. Ламе 
(1795-1870), издавшего в 1852 г. первое руководство по теории уп­
ругости, не утратившее своего значения и поныне; Б. Клапейрона 
(1799-1864), так же как и Ламе, работавшего в 1820-1830 гг. в Пе­
тербурге в Институте инженеров путей сообщения.

В 1855 году французский ученый в области механики Б. Сен- 
Венан решил задачу о равнопрочности призматических брусьев, 
работающих на изгиб с кручением.
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Талантливый русский инженер Д.И. Журавский (1821-1891) 
впервые разработал теорию расчета многорешетчатых деревянных 
ферм с железными тяжами, предложил метод определения каса­
тельных напряжений в изгибаемых балках.

Профессор Х.С. Головин (1844-1904) впервые дал расчет упру­
гой арки методами теории упругости.

Профессор Ф.С. Ясинский (1856-1899) впервые обосновал ин­
женерное значение теории устойчивости сжатых стержней, иссле­
довал устойчивость сжатых стержней за пределом упругости и 
предложил практический метод их расчета.

Выдающийся воспитатель инженерных кадров в России профес­
сор Н.А. Белелюбский (1845-1922) спроектировал большое количе­
ство металлических мостов, издал курс строительной механика.

Развитие и совершенствование строительной механики связано с 
именами таких известных ученых, как Д. Максвелл, О. Мор (см. 
главу 7), Мюллер-Бреслау и многих др.

Большую роль в развитии строительной механики имели работы 
профессора В.Л. Кирпичева (1845-1913), открывшего важный по 
своему практическому значению закон упругого подобия, воспи­
тавшего несколько поколений инженерных кадров.

Великим инженером своего времени и выдающимся исследовате­
лем был академик В.Г. Шухов (1853-1939). По проектам Шухова были 
созданы экспериментальные и промышленные установки крекинг- 
процесса, сооружены крупные резервуары и нефтеналивные баржи, 
оригинальные покрытия ряда сооружений, гиперболоидные ажурные 
башни и другие сооружения. По свидетельству академика А. Ю. Иш- 
линского, В.Г. Шухов умело выбирал арсенал математических 
средств для решения задач строительной механики, настойчиво 
пропагандируя наиболее эффективные из них. Так, например, об­
стояло дело с использованием общеизвестного теперь дифференци­
ального уравнения четвертого порядка для изгиба балок.

Член многих академий мира С.П. Тимошенко (1878-1972) выполнил 
цикл работ по изгибу, кручению, колебаниям, теории тонких пла­
стин и оболочек. Создал классические учебные пособия “Курс со­
противления материалов” и “Курс теории упругости”.

Существенный вклад в развитие строительной механики внесли 
академик А.Н. Крылов (строительная механика корабля), профессо- 
ры: Б.Г. Галеркин (работы по теории изгиба пластин и оболочек),
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И. М. Рабинович (исследования и обобщения по статике и динамике 
сооружений), Н.В. Корноухов (расчет стержневых систем на проч­
ность и устойчивость по деформированной схеме), П.Ф. Папкович 
(методы расчета судовых конструкций, экспериментальные методы 
изучения прочности корабля), В.З. Власов (исследования по теории 
тонкостенных стержней и оболочек), А.Ф. Смирнов (применение мат­
ричной формы расчета и использование вычислительной техники),
В.В. Болотин (вероятностные методы расчета в строительной меха­
нике), А.П. Филин (внедрение современных методов расчета в про­
ектную практику)и др.

Тематика исследований по строительной механике очень широ­
ка. В кратком очерке развития строительной механики невозможно 
перечислить все направления исследований и назвать имена всех 
ученых, внесших существенный вклад в развитие этой науки.

Большое значение для развития строительной механики имели ра­
боты Л.Д. Проскурякова, Ю.Н. Работнова, А.А. Ильюшина, Н.И. Мус- 
хелишвили, П.Л. Пастернака, А.Н. Динника, Н.И. Безухова, И.П. Про­
кофьева, А.В. Александрова, В.В. Синельникова, Н.С. Стрелецкого, 
Б.Н. Жемочкина, А.Р. Ржаницына, В.И. Феодосьева, А.А. Гвоздева, 
Б.Г. Коренева, С.А. Бернштейна, В.А. Киселева, А.С. Вольмира, 
А.П. Синицына, О.В. Лужина и др.

Развитие теории численных методов решения задач строитель­
ной механики и электронно-вычислительной техники, теории дис­
кретизации систем позволило создать проектно-вычислительные 
комплексы, способные выполнять расчеты разнообразных систем 
на статические и динамические воздействия. Большинство таких 
комплексов создано на базе метода конечных элементов. Этому, во 
многом, способствовали работы О. Зенкевича, Р. Клафа, Д. Аргириса, 
Р. Галлагера, Д. Одена, Г. Стренга, Дж. Фикса, Л. А. Розина, В. А. Пост- 
нова, А.М. Масленникова, Д.В. Вайнберга, А. С Городецкого, Б.Я. Ла- 
щеникова, Н.Н. Леонтьева, Р.А. Резникова, Л.К. Нареца, Р.А. Хечу- 
мова, Н.Н. Шапошникова и др.

Наряду с необходимостью решения задач поверочного расчета, в 
которых при заданных воздействиях на систему определяется ее 
напряженно-деформированное состояние, по мере развития строи­
тельной механики проявлялся интерес к направленному поиску 
конструкций и систем не только необходимой прочности, жестко­
сти и устойчивости, но и имеющих минимальную массу, характери­
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зующихся минимальной стоимостью или обладающих другими по­
казателями оптимальности. Такое направление исследований, полу­
чившее название оптимальное проектирование, связано с оптимиза­
цией конструкций и систем по заранее устанавливаемым критериям
и, как правило, реализуется с помощью методов математического 
программирования.

Глубокие теоретические исследования и инженерный анализ ра­
боты конструкций базируются на учете особенностей поведения со­
оружения под нагрузкой и действительных свойств материалов. Не­
линейная зависимость между деформациями и напряжениями для 
реальных материалов, изменение геометрии конструкции под нагруз­
кой не позволяют рассматривать такие сооружения как линейно- 
деформируемые. Раздел механики, в котором рассматриваются отме­
ченные особенности, получил название нелинейной механики.

Строительная механика является постоянно развивающейся при­
кладной наукой. Интенсивное развитие строительной отрасли вы­
двигает новые сложные проблемы, для решения которых требуется 
исключительно творческий подход. В формировании этой науки 
большое значение имеют экспериментальные исследования, позво­
ляющие судить о поведении конструкций и сооружений при раз­
личных воздействиях и оценить точность теоретических предпосы­
лок и расчетов.

В настоящее время строительная механика как наука о расчете 
сооружений развивается в направлении более совершенных анали­
тических и численных методов решения задач строительства, реа­
лизуемых в проектно-вычислительных комплексах, что позволяет 
создавать надежные и экономичные сооружения.
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Г Л А В А  2

О С Н О В Н Ы Е СВОЙСТВА 
С ТА ТИ Ч Е С К И  ОПРЕДЕ Л И М ЫХ С И С ТЕМ  

И  М Е Т О Д Ы  ИХ РА С ЧЕТА  
П РИ  Н ЕП О Д В И Ж Н О Й  Н А ГРУЗКЕ

2.1. Понятие о статически определимых системах.
Их основные свойства

Одной из основных задач строительной механики является опреде­
ление внутренних сил в элементах сооружения. Методы их определе­
ния зависят от тех предпосылок, которые принимаются в расчете. От 
этих же предпосылок зависит и деление систем на статически опреде­
лимые и статически неопределимые. При одних предпосылках одна и 
та же расчетная схема сооружения рассматривается как статически 
определимая, а при других -  как статически неопределимая.

При строгой постановке задачи расчета внутренние силы необ­
ходимо определять по деформированному состоянию сооружения. 
В этом случае, как правило, все системы относятся к статически 
неопределимым.

Если внутренние силы определять по недеформированному со­
стоянию, то принадлежность исследуемой системы к системам ста­
тически определимым или статически неопределимым можно опре­
делить и без кинематического анализа по виду уравнений, которые 
необходимо составить и решить для определения неизвестных уси­
лий. Позже, в главе 16, будет показано, что в общем случае для рас­
чета любого сооружения используются три вида уравнений: урав­
нения равновесия, уравнения совместности деформаций (иначе, 
геометрические уравнения) и физические уравнения.

Статически определимыми называются системы, у которых все 
внутренние силы могут быть определены только из уравнений рав­
новесия. При этом система рассматривается как твердое тело.

Перечислим основные свойства статически определимых систем.
1. Статически определимая система не имеет лишних связей, то 

есть W = 0. При удалении хотя бы одной связи статически опреде­
лимая система обращается в геометрически изменяемую систему.
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2. Усилия в статически определимых системах не зависят от уп­
ругих свойств материала и размеров сечений элементов.

3. Изменение температуры, осадка опор, незначительные откло­
нения в длинах элементов не вызывают в статически определимой 
системе дополнительных усилий.

4. Заданной нагрузке в статически определимой системе соответст­
вует одна единственно возможная картина распределения усилий.

5. Самоуравновешенная нагрузка, приложенная к локальной части 
системы, вызывает усилия в элементах только этой части. В осталь­
ных элементах системы усилия будут равны нулю (рис. 2 .1).

iw  Ш

J-—a—Р  I Ч —c—I
Рис. 2.1 

2.2. Метод сечений

Изгибающий момент (М  ), продольная (N ) и поперечная (Q) си­
лы, являющиеся внутренними силами в сечении элемента плоской 
системы, как известно, интегрально выражаются через нормальные 
(d ) и касательные (т) напряжения (рис. 2 .2):

М у = d  z d A , N  = d  d A , Q = ^T d A ,
A A A

где А -  площадь поперечного сечения элемента.

Знак изгибающего момента М  зависит от знака кривизны изо­
гнутого стержня и выбранного направления осей внешней непод­
вижной системы координат (рис. 2.3). Если ось у  направить в об­
ратную сторону, то знак кривизны, следовательно, и момента изме­
нится на обратный.
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Рис. 2.3

При построении эпюр изгибающих моментов положительная орди­
ната момента откладывается в сторону выпуклости изогнутой оси, то 
есть эпюра моментов строится на растянутых волокнах элемента.

Поперечную силу Q  считают положительной, если она стремится
вращать отсеченную часть стержня по ходу часовой стрелки (рис. 2.4,а). 
Отделяемые сечением части стержня на рис. 2.4 раздвинуты.

Продольную силу N  считают положительной, если она вызыва­
ет растяжение отсеченной части стержня (рис. 2.4,б).
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a) сечение б) сечение

Q > 0 N > 0
сечение сечение

Q < 0 N < 0
Рис. 2.4

Для определения усилий M , Q и N  применяются уравнения
равновесия любой отсеченной сечением части сооружения, которые 
могут быть записаны в любой из трех форм:

1. Суммы проекций всех сил на каждую из двух координатных 
осей и сумма их моментов относительно любой точки С1, лежащей 
в плоскости действия сил, должны быть равны нулю:

2. Суммы моментов всех сил относительно каких-нибудь двух 
точек Ci и и сумма их проекций на любую ось (Х), не перпен­
дикулярную к прямой C1 C2 , должны быть равны нулю:

3. Суммы моментов всех сил относительно любых трех точек C i, 
C2 и C3 , не лежащих на одной прямой, должны быть равны нулю:

Способы использования этих уравнений для определения внут­
ренних сил зависят от структуры заданной системы.

При использовании способа простых сечений вначале исследуемая 
система разделяется по сечению, в котором определяются усилия, на 
две независимые части, а затем действие одной части на другую

Z  X  = 0 , £ Г  = 0 , £ M Ci = 0 .

Z  X  = о , e m q  = 0 , £ M c 2 = 0 .

Z  M c 1 = 0 , Z  M c 2 = 0 , Z  M c 3 = 0 .
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заменяется искомыми внутренними силами. Для определения их 
составляются (в любой, из перечисленных ранее, форме) и решают­
ся уравнения равновесия, при этом опорные реакции рассматривае­
мой системы вычисляются заранее по правилам, известным из курса 
сопротивления материалов. Например, определяя усилия в сече­
нии k  рамы (рис. 2.5,а), можно рассмотреть равновесие правой 
отсеченной части рамы (рис. 2.5,б) и составить уравнения вида:

£  X  (прав) = F3 -  N k = 0;

I Y (прав) = Vb  - F  + Qk = 0 ;

a)

Ha

I M k  = Vb b - F  b  + F  h2 - M k  = 0 .

J F  1F

a i I  a 2

a

M  b2 

b

б) M kj Qk f

1 l k  1 F 3 h2 N^ \ k  1 F 3 h2
1 1 1 —*■— ' 1 1 —*■—

1 1 1 
1 1 1

hi 1 1 
I I

hi
1 1 1

i ,  ^

1 I

1 1 1
Vb ' ' 4

M  b2 I

b I

q

Рис. 2.5

Решив их, определим усилия N k , Qk и M k . Положительный
знак найденного усилия показывает, что заданное направление уси­
лия является действительным.

При выборе формы записи уравнений равновесия необходимо 
стремиться к тому, чтобы поставленная задача решалась наиболее 
просто: каждое уравнение, по возможности, должно содержать 
только одно неизвестное усилие.

Используя способы образования геометрически неизменяемых 
систем (см. главу 1), соединение левой и правой частей рамы в се­
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чении k  (рис. 2.5,а) можно представить при помощи связей первого 
вида. При определенном расположении связей в сечении усилие в 
какой-то одной связи (реакция связи) будет равно соответствующей 
внутренней силе, то есть N : ,  Q:  или M : .

На рис. 2.6,а-в показаны возможные варианты расположения 
связей в сечении k  и обозначены усилия в тех из них, с помощью 
которых находятся внутренние силы.

a) MM
t r

Q:

N : ^  

M ki
, r

i I /

N  <k 
*

4 Q:

N 1 /

N : ^

M:J

k C

Q:

L_

N--= Q :

N :V
V A

N =Q:

в) M :

Nk

Qk

EJ

M k f i k

Nk

N=Mk N=Mk 

Рис. 2.6

Qk

, M k

Q:

Q:

Q:

, M k 

M k

N k

N k

N k

N k

Q:

N k

Q:

N k
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Замену жесткой связи (спайки), соединяющей две части конструк­
ции, связями первого вида можно рассматривать как стержневую ап­
проксимацию одномерного элемента в сечении k . Она используется 
при определении усилий статическим и кинематическим методами, 
при построении линий влияния усилий и в других задачах.

Частным случаем способа простых сечений является способ вы­
резания узлов. Если в шарнирном узле соединяются два стержня, 
каждый из которых представляет собой связь первого вида, то уси­
лия в этих стержнях находятся из условия равновесия сил в этом 
узле. Например, усилия в стержнях фермы, показанной на рис. 2.7,а, 
определяются из условий равновесия сил, сходящихся в каждом из 
узлов. Так, составляя уравнения ^  X  = 0 и ^ Y  = 0 для узла 1

(рис. 2.7,б), получим N i- 2 = -1 ,5a/5F  , N i- 6 = 3F  . Последова­
тельно применяя условия равновесия для узлов, в которых число 
неизвестных не превышает двух, определим усилия во всех стерж­
нях фермы.

f  1,5 F f  1,5 F

\  d  j  d  j  d  j  d  |

б) y

f l , 5  F

Рис. 2.7

Еще раз отметим, что при использовании способа простых сече­
ний суммарное число неизвестных усилий в пересеченных стерж­
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нях не должно быть более трех, так как для каждой части системы 
можно составить только три независимых уравнения равновесия. Ес­
ли число неизвестных больше трех, то необходимо провести дополни­
тельное сечение, с помощью которого можно составить другие урав­
нения, включающие те же неизвестные или некоторые из них. Реше­
ние системы уравнений, объединяющей условия равновесия 
отделенных частей конструкции по двум (в общем случае их число 
может быть большим) сечениям, позволит найти значения искомых 
усилий. Такой способ определения усилий называют способом совме­
стных сечений.

Чтобы определить усилия в стержнях 4-10 и 10-17 полураскос- 
ной фермы (рис. 2 .8,а), проведем сечение 1-1 и для левой части 
фермы (рис. 2 .8,б) составим уравнение равновесия:

X  Y (леВ = VA -  F  -  N 10-4 sin в  + N 10-17 sin а  = 0.

Вторым сечением 2-2 вырежем узел 10 (рис. 2.8,в). Составим 
уравнение проекций сил на горизонтальную ось:

X X  = N 10-4 COs e  + N 10 -17 c o sa  = 0 . 

а) 1

Рис. 2.8
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Совместное решение полученных уравнений позволит найти 
усилия N w_4 и N 10_17 .

Для определения усилия в стержне 9-3 консольной фермы (рис. 2.9,а) 
вырежем сечением 1-1 узел 9 (рис. 2.9,б) и составим уравнение 
проекций на ось Y :

X Y  = - N 9 - з -  N 9- ю s in a  = 0.

Проведем сечение 2-2. Из уравнения равновесия сил, действую­
щих на правую часть фермы (рис. 2.9,в), определим усилие N 9_ю :

X  M 3 = F  (d + 2 d  + 3d ) -  N 9- _10 h c o s a  = 0

б) в) 2

N 1 1
9-М 9 N

N9-10

N9-10 (

Nc9-3 N3-10 ) 4F 5j F | f
2

Рис. 2.9

Зная N 9-W , из первого уравнения найдем N 9 -  3 .
Разновидностью статического метода определения усилий явля­

ется и способ членения исследуемой системы на множество отдель­
ных фрагментов. Составляя для каждого из них уравнения равновесия 
с учетом, естественно, внутренних сил (они являются неизвестными)
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в сечениях, разделяющих фрагменты, получим для статически оп­
ределимой системы полную систему уравнений, решение которой 
дает значения неизвестных.

Разобьем, например, раму (рис. 2.10,а) на три фрагмента, пока­
занные на рис. 2.10,б. Общее число неизвестных равно девяти: че­
тыре опорные реакции, три неизвестные в сечении D  и две в сече­
нии C . Для каждого из трех фрагментов (дисков) можно составить 
три независимых уравнения в любой из ранее перечисленных форм. 
Решение совместной системы линейных уравнений 9-го порядка 
позволит найти все неизвестные.

Дальнейшее расширение этого способа вычисления усилий свя­
зано с членением заданной системы на отдельные элементы и узлы. 
Об этом читайте в главе 15.

а) б)

Рис. 2.10 

2.3. Метод замены связей

Рассмотрим применение этого метода к расчету фермы, пока­
занной на рис. 2.11,а. Ферма является статически определимой. Ее 
структура может быть представлена в виде трех дисков (треуголь­
ники 3 - 5-6, 4-6-7 и стержень 1-2), попарно соединенных двумя 
связями. Поскольку точки пересечения стержней 1-3 и 2-5, 2-4 и 
1-7 и узел 6 (полюсы взаимного вращения дисков) не лежат на од­
ной прямой, то ферма не является мгновенно изменяемой.

Ферму невозможно рассчитать способом вырезания узлов без 
решения системы уравнений равновесия всех узлов. Невозможно
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также применить и способ простых сечений, так как не найдется 
сечение, разделяющее систему на две части, при котором бы число 
неизвестных усилий было не более трех.

6 ,0  м_______________J , _______________6 ,0  м

в) F  1 2

г) 1 X==1 X==1 2
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Суть метода замены связей состоит в том, что одна из связей заданной 
системы удаляется, а ее действие заменяется неизвестной силой X . Что­
бы система оставалась геометрически неизменяемой, в нее вводится дру­
гая связь. При удачном расположении этой связи новая система (ее назы­
вают заменяющей) получается более простой для расчета. Статическая 
эквивалентность заданной и заменяющей систем будет наблюдаться то­
гда, когда X станет равным истинному усилию в выбранном стержне. 
В этом случае во введенной дополнительной связи реакция окажется 
равной нулю. Равенство нулю усилия в дополнительной связи является 
условием для записи уравнения, из которого определяется усилие X  .

Обратимся к примеру. В заданной ферме (рис. 2.11,а) выбросим 
стержень 1-2 (связь первого вида), а его действие на узлы 1 и 2 за­
меним силами X 1 . Дополнительную связь (опорную) введем в шес­
той узел. Полученная такими преобразованиями заменяющая сис­
тема приведена на рис. 2.11,б. Усилия в ее стержнях легко опреде­
ляются по способу вырезания узлов.

Выполняя ее расчет, воспользуемся принципом независимости дей­
ствия сил. Найдем вначале усилия в стержнях при нагружении систе­
мы заданной внешней нагрузкой (рис. 2.11,в). Будем их обозначать 
N  -  k f  . Усилие в дополнительной опорной связи -  R f  (индекс 1
означает номер дополнительной связи, индекс F  указывает на причи­
ну, вызвавшую усилие). Для принятых на рис. 2.11,а размеров полу­
чим R f  = 0 ,4023F .

Рассчитаем заменяющую систему на действие X 1 = 1 (рис. 2.11,г). 
Усилия в стержнях будем обозначать N i-k 1 . Усилие в дополни­

тельной связи -  Гц (первый индекс, как и ранее, -  номер дополни­
тельной связи; второй указывает на причину, вызвавшую усилие). В 
рассматриваемом случае Гц = 0,1380.

Так как реакция дополнительной опоры равна нулю, то можно 
записать уравнение:

r11X 1 + R1F = ^  (2.1)

R1Fиз которого найдем X 1 = --------= -2 ,915F  .
Г11
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Если бы оказалось, что Гц = 0 , то это было бы признаком того, 
что заданная ферма является мгновенно изменяемой.

Последующий расчет фермы можно выполнить способом выре­
зания узлов, или, если известны все N t -  к р , N t -  ̂ \ ,  усилия в 
стержнях заданной фермы можно вычислить по формуле:

Рассмотрим еще один пример. Многопролетная балка (рис. 2.12,а) 
легко рассчитывается по способу простых сечений. Однако чтобы 
лучше понять суть метода замены связей, покажем ее расчет и этим 
методом.

Удалим в заданной балке опорные связи в точках B  и D . Дей­
ствие их на балку заменим силами X i  и X 2 . Введем дополнитель­
ные связи в точках A и C , то есть закроем шарниры. Полученная 
этими преобразованиями заменяющая система показана на рис. 2 .12,б 
или, в более привычной форме изображения, на рис. 2.12,в.

Построим эпюры изгибающих моментов в заменяющей балке от 
нагружения ее заданной нагрузкой (рис. 2 .12,г), единичной силой X i 
(рис. 2.12,д) и единичной силой X  2 (рис. 2.12,е). Значения моментов в 
дополнительных связях от этих нагрузок показаны на рисунках.

N i -  к = N i -  к, F + N i -  к ,1X 1.

a) 10  к И /м 2 ,0  к H

б) 1-я дополн. 2-я дополн.
2 ,0  к Исвязь 1 0  к и /м  связь

2

Рис. 2.12
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Продолжение рис. 2.12

Из условий статической эквивалентности заданной и заменяющей 
балок следует, что усилия (моменты) в первой и второй дополнитель­
ных связях должны быть равны нулю. Определяя их по принципу неза­
висимости действия сил, получим следующую систему уравнений:

Г11X 1 + Г12X 2 + R1F = 0; I 

Г21X 1 + Г22 X  2 + R2F = 0.J 

Запишем уравнения в численном виде:

4X 1 + 9X 2 -  80 = 0;1 

4X 2 - 10 = 0 . J

(2.2)
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Решая их, найдем X 1 = 2,5 кН, X 2 = 2,5 кН.
Эпюру моментов для заданной балки построим по выражению

= M  р  + 1X 1 + 2 X 2 .

Она показана на рис. 2.12,ж.
Понятно, что в общем случае число удаляемых и дополнитель­

ных связей может быть большим.
Запишем систему уравнений (2.2) в матричной форме:

Г11 Г12 

_Г21 Г22

Решение системы (2.3), записываемое в виде:

X  = -L ~ 1Rf  , (2.4)

возможно лишь в том случае, когда определитель матрицы L  не 
равен нулю:

Det L ф 0.

Значит, равенство нулю определителя:

Det L  = 0 ,

служит признаком мгновенной изменяемости заданной системы.

2.4. Кинематический метод

Кинематический метод основан на использовании принципа 
возможных перемещений, который позволяет получить необходи­
мые условия равновесия системы.

Возможными перемещениями системы называют любую сово­
купность бесконечно малых перемещений точек системы, допус­
каемых ее связями. Возможные перемещения, в отличие от дейст­
вительных, не зависят от заданных внешних воздействий. Они оп­
ределяются только типом самой системы и видом наложенных на 
систему связей, это чисто геометрические понятия.

X 1
X  2

+
r 1F
r 2F

= 0 или L X  + R p = 0. (2.3)
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Будем считать, что при переходе системы из действительного 
состояния в новое, вызванное возможными перемещениями, внеш­
ние и внутренние силы не меняются.

Работа внешних и внутренних сил на возможных перемещениях носит 
название возможной работы. С учетом введенных замечаний эта работа 
определяется как работа неизменных сил на возможных перемещениях.

Принцип возможных перемещений устанавливает общее условие рав­
новесия деформируемой системы. Формулируется он так: если система 
находится в равновесии под действием приложенных к ней внешних 
сил, то при всяком возможном бесконечно малом перемещении то­
чек этой системы сумма работ ее внешних и внутренних сил равна 
нулю. Представим формальную запись этого принципа в виде:

W (возм) + А в в т  = 0. (2.5)

где W (возм) -  возможная работа внешних сил;
л (в о зм ) гАвнутр -  возможная работа внутренних сил.

Вводя понятие степени свободы стержневой системы (см. раз­
дел 1.4) мы предполагали, что ее стержни являются абсолютно 
твердыми, недеформируемыми. Учитывая это, а также определение 
понятия о возможных перемещениях, надо отметить, что в исход­
ном состоянии статически определимой системы (W = 0) нельзя за­
давать возможные перемещения. Как же тогда применять принцип 
возможных перемещений к расчету таких систем?

Для использования этого принципа в задачах расчета статически оп­
ределимых систем применяется основная аксиома механики несвобод­
ных материальных тел -  принцип освобождаемости. Удалим какую- 
либо связь (опорную, или из числа тех, которые показаны на рис. 2.6) и 
приложим к системе, кроме заданных внешних сил, усилие S, которое 
могло бы возникнуть в удаленной связи. Такая система будет пред­
ставлять собой механизм с одной степенью свободы (W  = 1) и, значит, 
допускает одно возможное перемещение. Ее равновесное состояние 
возможно только в том случае, если неизвестное усилие S  в удаленной 
связи будет равно истинному значению.

Полученному механизму зададим возможное перемещение. Работа 
внутренних сил по всей длине недеформируемых элементов равна ну­
лю. Рассматривая усилие в удаленной связи как внешнюю силу, уравне­
ние возможных работ всех сил (уравнение Лагранжа) запишем в виде:
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W {возм) = S iS i+Z  Fk A k = 0 , (2.6)

где Si -  искомое усилие в связи i , St -  перемещение по его 
направлению;

Fk -  к  -я обобщенная сила, A к -  перемещение по направ­

лению силы F k .

Если направления силы и соответствующего ей перемещения 
совпадают, то работа положительна.

Так как расчет ведется по недеформированной схеме, то в системе 
с одной степенью свободы все перемещения Si и Aк выражаются 
через один параметр. Сократив каждое слагаемое уравнения (2.6) на 
этот параметр, решим его относительно S i .

Например, определяя реакцию VB в опоре B  двухпролетной 
статически определимой балки (рис. 2.13,а), удалим опорную связь 
в точке B  и приложим в этой точке неизвестную силу Vb . Поло­
жение механизма с одной степенью свободы определяется одним 
параметром. В качестве этого параметра примем угол поворота бал­
ки AB  (рис. 2.13,б). Так как р ,  по определению, является беско­
нечно малым углом, то Ai= 21р, А в  = 4 /р , A2 = 5 /р , Аз= 51р.

iF2= 10к H F3= 4 кН 
* \

\Vb
\_2/— J= 2/ j l j Ч  l I
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Уравнение работ (2.5) запишется в виде:

W (возм) = Vb 419 -  Fx2 l 9 -  F2 5l9+ F3 5 l9  = 0.

Решение его дает Vb = 17,5 кН.
При определении усилия в стержне 1-2 шпренгельной балки 

(рис. 2.14,а) последовательность действий остается такой же, как и в 
предыдущем примере. После удаления в заданной балке стержня 1-2 
получим механизм, возможные перемещения которого характеризуются 
взаимным поворотом стержней A C  и CB относительно точки С . За­
дадим правому диску возможное перемещение в виде поворота его 
вокруг шарнира С на бесконечно малый угол 9  (рис. 2.14,б).

а) q = 10 к H /  м

и / п и ш н ш ш—л--------ГГТ.---- О -----------А  Тз (С

2 Vb = 22,5k  H

2 м 2 м 2 м 2 м

б)

Рис. 2.14

Из уравнения возможных работ

найдем N 1_ 2 = 35 кН.
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Г Л А В А  3

О П РЕД ЕЛ Е Н И Е У С И Л И Й  
О Т П О Д ВИ Ж Н Ы Х  Н А ГРУ ЗО К

3.1. Понятие о подвижной нагрузке 
и особенностях расчета на ее действие

Подвижной называется нагрузка, которая перемещается по со­
оружению, не меняя направления действия. Примерами таких на­
грузок могут служить давления от колес автомобилей, автомобиль­
ных поездов, железнодорожных составов, двигающихся по эстака­
дам, мостам; давления от колес различного рода грузовых тележек, 
подъёмников, перемещающихся по перекрытиям производственных 
зданий и сооружений; давления от колес мостовых кранов на под­
крановые балки и т. п. Нагрузка в этих случаях может рассматри­
ваться как система связанных между собой сил с заданными рас­
стояниями между ними (расстояниями между осями колесных пар 
этих транспортных и грузовых средств). По своей природе подвиж­
ная нагрузка является динамической. Однако ускорения масс со­
оружений при действии таких нагрузок малы, вызывают незначи­
тельные силы инерции, поэтому их влиянием обычно пренебрегают. 
Учет динамического действия подвижных нагрузок, при необходи­
мости, может быть выполнен путем использования методов расчета, 
рассматриваемых далее в динамике сооружений.

Статический расчет сооружений на действие подвижных нагру­
зок выполняется с помощью линий влияния усилий.

Линия влияния усилия -  это графическое изображение измене­
ния усилия в определенном элементе сооружения при перемещении 
по сооружению единичной силы постоянного направления.

При построении линии влияния некоторого усилия или реакции 
рассматривается произвольное положение на сооружении единич­
ной силы. Для этого состояния составляются уравнения равновесия. 
Из уравнений равновесия получают функциональную зависимость 
рассматриваемого усилия от абсциссы положения силы. График 
этой зависимости и представляет искомую линию влияния.

Отметим отличия линий влияния усилий от эпюр усилий.
Эпюра усилий представляет собой график, показывающий зна­

чения соответствующего усилия (изгибающего момента, попереч-
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ной силы, продольной силы) во всех сечениях рассматриваемого 
сооружения от действия определенной совокупности заданных не­
подвижных нагрузок. Ординаты эпюры усилий показывают значе­
ние усилия в том сечении элемента сооружения, где они отложены. 
При любом изменении нагрузок усилия изменяются, и эпюры уси­
лий необходимо строить заново.

Линия влияния представляет собой график, характеризующий 
изменение конкретного усилия в одном строго определенном сече­
нии сооружения в зависимости от положения подвижной единич­
ной сосредоточенной силы. Ордината линии влияния показывает 
значение соответствующего усилия при положении единичной си­
лы в том месте, где рассматриваемая ордината отложена. По данной 
линии влияния нельзя ничего сказать об изменении усилий в других 
сечениях сооружения.

Единичная подвижная сила при построении линий влияния при­
нимается безразмерной. Поэтому размерности линий влияния уси­
лий определяются выражением

[размерность усилия]
[размерность ординат линии влияния усилия] = ^ i---------- --------- И .

[размерность силы]

Соответственно ординаты линий влияния опорных реакций, по­
перечных и продольных сил будут безразмерными (Н /Н ), а раз­
мерность ординат линий влияния изгибающих моментов будет рав­
на размерности длины (Н • м / Н = м ).

Линии влияния усилий позволяют:
-  определять значения усилий от нагрузок при любом их поло­

жении;
-  находить наиболее невыгодные расположения нагрузок на со­

оружении с целью определения экстремальных (максимальных и 
минимальных) усилий.

3.2. Статический метод построения линий влияния усилий 
в простых балках

Особенности применения статического метода рассмотрим на 
примере построения линий влияния опорных реакций и усилий в 
одном из сечений для консольной балки (рис. 3.1).
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Зависимости для определения опорных реакций при переме­
щении единичной силы по балке получим из уравнений равнове­
сия балки.

Так как подвижная сила является вертикальной, то из уравнения 
X X  = 0 следует, что горизонтальная реакция НА = 0. Линия влияния 
горизонтальной реакции в консольной балке, таким образом, будет 
иметь нулевые ординаты.

Вертикальную реакцию определим из уравнения I Y  = 0 .
При любом положении груза вертикальная реакция равна еди­
нице (Ra = 1), то есть является величиной постоянной на всем 
участке движения силы. Соответствующий график линии влия­
ния Ra представлен на рис. 3.1,б.

При построении всех линий влияния положительные ординаты 
откладываются выше оси балки, отрицательные -  ниже.

Реактивный момент в заделке определим из уравнения:

I  M a = 0 ; -  M RA +  1 X FA =  0 ; M RA =  X FA ■
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Опорный момент изменяется по линейному закону. Для по­
строения графика прямой линии достаточно вычислить ординаты в 
двух точках. Так, при xFA = 0 , M Ra = 0 , а при xFA = l , M Ra = l . 
Соединив эти точки прямой, получим линию влияния опорного мо­
мента (рис. 3.1,в).

Изгибающий момент и поперечную силу в сечении К  определим 
из уравнений равновесия правой части балки, когда сила F = 1 рас­
положена справа от сечения К :

м к р = -1  XfK (при Xfk = 0 М  к = 0 ;

при Xfk = с М к = - с  ); QK = + 1 .

При движении силы слева от сечения К  из уравнений 

I МКр = 0 и I QKP = 0 следует, что М к  = 0 , Qk = 0 . Линии 

влияния М к и Qk показаны на рис. 3.1,г,д.
Наибольшее по модулю значение изгибающего момента в сече­

нии K возникает при расположении силы на конце консоли. При 
положениях силы правее сечения К  растянуты верхние волокна 
балки, поэтому ординаты изгибающего момента отрицательны. По­
перечная сила в сечении К  при том же положении силы положи­
тельна (вращает элемент балки по часовой стрелке) и равна едини­
це. В сечении К  линия влияния изгибающего момента имеет излом, 
а линия влияния поперечной силы -  разрыв на единицу (скачок).

Построим линии влияния опорных реакций Ra и Rb для двух­
опорной балки с консолями (рис. 3.2,а). Из уравнений равновесия 
балки следует:

I  M b = 0; 1 x -  Rb  l = 0; Rb = x / l ; (3.1)

I M a = 0; -1  (l -  x)+ RA l = 0; R a = (l -  x ) / l . (3.2)

Полученные зависимости представляют собой уравнения пря­
мых, которые построим по двум точкам:

-  при x = 0 Ra = 1, Rb = 0;
-  при x = 0 Ra = 1, Rb = 0;
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Дополнительно вычислим значения реакций при положе­
ниях силы:

а) на конце левой консоли при x = -  /и ;
RA = (l -  lk1 Vl ; R b  = lk J l ;

б) в сечении К  между опорами при x = а;
R a  =(l -  а )/ l ; R b = a / l ;

в) на конце правой консоли при x = l+lk2;
R A = -  lk  2^  ; RB = (l + lk  2 V l .

Линии влияния опорных реакций, построенные согласно полу­
ченным зависимостям, представлены на рис. 3.2,б,в.

Построим линии влияния изгибающего момента и поперечной 
силы в сечении К.

Усилия в сечении К  могут быть найдены из рассмотрения равно­
весия левой либо правой части балки относительно сечения К. При 
этом для получения более простых зависимостей следует рассмат­
ривать ту часть балки, на которой нет подвижной силы.

При движении силы слева от сечения К  изгибающий момент М к  

получим из уравнения равновесия правой части балки:

м К р = R B b . (3.3)

С учетом (3.1) это выражение приводит к линейной зависимости 
(левая прямая):

M k  = f , (3.4)

справедливой для левой части балки, на которой находится единич­
ная сила.

Из (3.3) следует, что левая прямая линии влияния М к  может 

быть построена умножением всех ординат линии влияния R b на 
величину b :

л.в М к  = (л.в. R b )  b.
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Аналогично, при движении силы справа от сечения К, рассмот­
рев левую часть балки, будем иметь:

М к  = Ra  а или л.в. М к  = (л.в. Ra ) а.

То есть правую прямую линии влияния МК можно построить, 
увеличив ординаты л.в. Ra  в а раз (рис. 3.2,г).

Полученные прямые (левая и правая ветви линии влияния Мк) 
пересекаются под сечением К. Линия влияния поперечной силы в 
сечении К  строится аналогично. При движении силы слева от сече­
ния получим (левая прямая):

QK = - R B то есть л.в. Qk  = -(л.в. Rb ).

При движении силы справа от сечения из уравнения равновесия 
левой части будем иметь (правая прямая):

QK = R a  то есть л.в. QK = л.в. Ra.

Построенная линия влияния QK показана на рис. 3.2,д. Под сече­
нием К  она имеет разрыв на единицу (а / l+b / 1 = 1). На рис. 3.2,е,ж 
показаны линии влияния изгибающего момента и поперечной силы 
в сечении Кь бесконечно близком к опоре В.

Линии влияния усилий в сечениях на консолях двухопорной 
балки (рис. 3.2,з,и) строятся так же, как и в сечениях консольной 
балки (рис. 3.1,г,д).

Заметим, что линии влияния усилий в балках, а также и в других 
статически определимых системах, имеют линейное или кусочно­
линейное очертание.

Рассмотрим построение линий влияния усилий в многопролет­
ных статически определимых балках, которые представляют собой 
совокупность простых балок, соединенных между собой по концам 
шарнирами, как правило, не совпадающими с опорами. Если про­
стые балки, входящие в состав многопролетной, не будут связаны 
между собой шарнирами, то некоторые из них смогут самостоя­
тельно воспринимать действующую на них нагрузку (их называют
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главными). Остальные балки (второстепенные) будут геометриче­
ски изменяемыми, если их не присоединить недостающими связями 
к главным балкам. Взаимодействие элементов многопролетной бал­
ки становится более понятным, если многопролетную балку изобра­
зить в виде этажной схемы. На ней второстепенные балки показы­
вают опирающимися на нижерасположенные неподвижные (гео­
метрически неизменяемые), что осуществляется посредством 
замены каждого шарнира двумя простыми связями.

Расчет многопролетных балок сводится к расчету составляющих 
их простых балок. При этом расчет начинается с вышерасположен- 
ных второстепенных балок с постепенным переходом к расчету ни­
жележащих. Опорные реакции второстепенной балки, взятые с об­
ратным знаком, являются нагрузкой на главную.

Для построения линии влияния усилия в многопролетной балке 
необходимо сначала построить линию влияния усилия в простой 
балке, к которой относится рассматриваемое усилие. Затем, в соот­
ветствии с этажной схемой, необходимо продолжить ее построение 
на смежных балках.

При этом, если единичная сила располагается на нижележащей, 
главной балке, то вышерасположенные, второстепенные балки не 
работают. Следовательно, ординаты линии влияния рассматривае­
мого усилия на нижележащей балке (там, где движется сила) будут 
нулевыми.

Если же сила движется по вышерасположенной, второстепенной 
балке, то усилия в нижерасположенной, главной балке возникают. 
Для построения линии влияния на этом участке движения силы не­
обходимо иметь в виду следующее.

Ордината линии влияния в шарнире, соединяющем главную бал­
ку со второстепенной, является уже известной. При расположении 
подвижной силы над опорой давление на ниже расположенную 
балку не передается. Поэтому в этой точке (над опорой) ордината 
линии влияния равна нулю. Так как линии влияния усилий в стати­
чески определимых системах являются кусочно-линейными, то по­
лученные две ординаты позволяют построить очередной участок 
линии влияния в пределах соответствующей простой балки.

Рассмотрим построение линий влияния усилий в статиче­
ски определимой многопролетной балке, представленной на 
рис. 3.3.
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Опора С относится к балке BCD, поэтому построение линии 
влияния опорной реакции RC начинаем с рассмотрения движения

силы F  = 1 по этой балке. Строится линия влияния Rc по зависи­
мостям (3.1), (3.2), как в простой двухопорной балке, каковой она и 
является (см. л.в. RB на рис. 3.2). После этого рассматриваем дви­
жение единичной силы, например, по балке DST. В шарнире D ор­
дината линии влияния известна и равна 1 + lK2 / 12. При расположе­
нии силы над опорой S  она полностью воспринимается этой опорой, 
и все усилия во всей многопролетной балке, включая реакцию RC ,
равны нулю (нулевая ордината над опорой S). Через эти две точки 
проводим прямую в пределах участка DST (рис. 3.3,в). При движе­
нии груза по балке TU проводятся аналогичные действия. Осталось 
рассмотреть движение груза по балке АВ, которая является главной 
и расположена на поэтажной схеме ниже балки BCD. Так как уси­
лия от нагрузки, расположенной на балке АВ, на верхние балки не 
передаются, то линия влияния RC на этом участке будет нулевой 
(рис. 3.3,в).

Линии влияния изгибающего момента и поперечной силы в се­
чениях К  и К 2 в балке BCD строятся аналогично (рис. 3.3,г,д,е,ж). 
При построении линий влияния усилий в сечении К 2 (рис. 3.3,е,ж) 
необходимо учитывать, что при расположении силы слева от этого 
сечения усилия в нем равны нулю. При движении силы правее се­
чения линии влияния усилий в нем строятся как для сечения в кон­
сольной балке (рис. 3.1).

Построение линий влияния QK3 проводится так же, как для се­

чения Kj в двухопорной балке на рис. 3.2,ж. На участке балки TU 
линия влияния QK 3 строится на основе рассмотренных выше усло­
вий взаимодействия главных и второстепенных балок. При движе­
нии груза по балкам АВ и BCD усилия в сечении К 3 будут отсутст­

вовать. Линия влияния поперечной силы в сечении К 3 представле­
на на рис. 3.3,з.
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3.3. Кинематический метод построения 
линий влияния усилий

Кинематический метод построения линий влияния основан на 
принципе возможных перемещений, согласно которому для нахо­
дящейся в равновесии системы сумма работ всех сил на любых воз­
можных бесконечно малых перемещениях равна нулю.

Рассмотрим, например, двухопорную балку (рис. 3.4,а). Отбро­
сим правую опору, заменив ее действие реакцией RB (рис. 3.4,б). 
Полученная система превратилась в механизм. За возможные пере­
мещения примем перемещения, вызванные поворотом балки вокруг 
точки А на угол в  (рис. 3.4,в).

Запишем сумму работ сил, действующих на систему, на рассмат­
риваемых бесконечно малых перемещениях:

- F ^ c  + r b  Ab  = ^  

откуда получим выражение:

FA c
Rb  = A•b

При изменении положения единичной силы F  будет изменяться 
и соответствующее ей перемещение АС как функция аргумента x .
Таким образом, числитель последнего выражения можно рассмат­
ривать как функцию, соответствующую эпюре возможных верти­
кальных перемещений точек балки, а знаменатель АB является 
масштабным коэффициентом (положение реакции RB зафиксиро­
вано). Приняв АB равным единице, получим:

RB = АС .

Следовательно, очертание линии влияния RB (рис. 3.4,г) соответ­
ствует эпюре возможных перемещений балки (рис. 3.4,в). Переме­
щения точек С и В можно выразить через угол поворота в  :
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Аc = x tg e «  х в  ; Ab = l tg e «  1в

Подставляя их в выражение для RB , получим:

RB = x . l

Полученная зависимость совпадает с формулой (3.1), получен­
ной ранее статическим методом.

Для построения линии влияния изгибающего момента в сечении 
К  рассматриваемой двухопорной балки (рис. 3.4,а) отбросим мо- 
ментную связь (введем шарнир) в этом сечении (рис. 3.4,д). Воз­
можные перемещения системы показаны на рис. 3.4,е. Сумма работ 
силы F  и моментов МК на соответствующих бесконечно малых пе­
ремещениях определяется выражением:

-  F  АС + М Кр  = 0, (3.5)

где р  -  угол взаимного поворота торцевых сечений элементов, 
примыкающих к шарниру (рис. 3.4,ж).

Из (3.5) следует, что при F  = 1:

Ас .
Р

М к =

Приняв р равным единице, получим, что искомая линия влияния из­
гибающего момента в сечении К  (рис. 3.4,з) совпадает с эпюрой возмож­
ных перемещений балки (рис. 3.4,ж). Используя обозначения, приведен­
ные на (рис. 3.4,е,ж,з), можно показать, что она в точности совпадает с 
линией влияния, построенной ранее статическим методом.

Таким образом, для построения кинематическим методом линии 
влияния некоторого усилия в сооружении необходимо отбросить связь, в 
которой возникает это усилие. После этого полученному механизму по 
направлению усилия в отброшенной связи задается перемещение, равное 
единице. Полученный график перемещений и будет представлять собой 
линию влияния рассматриваемого усилия.

Построим кинематическим методом линию влияния поперечной 
силы в сечении К  двухопорной балки (рис. 3.5,а).
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Отбросим в этом сечении вертикальную связь (рис. 3.5,б), в ко­
торой возникает поперечная сила. Задав взаимное единичное сме­
щение торцов балок по направлениям сил QK, получим график пе­
ремещений сооружения в виде, показанном на (рис. 3.5,в), который 
и будет представлять линию влияния QK (рис. 3.5,г). Ординаты ли­
нии влияния в характерных сечениях находят из геометрических 
соотношений.

3.4. Определение усилий по линиям влияния 
от неподвижных нагрузок

Из определения линий влияния следует, что ордината y  t линии
влияния усилия S  представляет собой значение этого усилия при 
расположении единичной силы над этой ординатой. Если над орди­
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натой y ,  будет не единичная сила, а сила, значение которой равно
F, то усилие от ее действия будет в F  раз больше. То есть искомое 
усилие может быть определено как произведение силы на ординату 
линии влияния усилия под этой силой:

S  = F y , . (3.6)

Тогда на основе принципа независимости действия сил усилие S, 
вызванное системой сосредоточенных сил (рис. 3.6), будет опреде­
ляться выражением:

S = F1 У1 + F2 У2 + -  + Fn y n = Z  F,y , . (3.7)

Рассмотрим нагружение балки распределенной по произвольно­
му закону нагрузкой q(x) (рис. 3.7). Выделим на этой балке участок 
бесконечно малой длины dx. Произведение q(x) dx представляет со­
бой элементарную сосредоточенную силу dF (рис. 3.7).

Рис. 3.7

Элементарное усилие dS от действия силы dF будет равно: 

dS = dF y  = q(x) y(x) dx.
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Взяв интеграл на участке действия нагрузки, найдем, что:
b

S  = j q (x )y  (x)d x . (3.8)
a

В частном случае для равномерно распределенной нагрузки 
q = const получим:

b
S  = q j  y  (x )d x=q Q , (3.9)

a
где Q -  площадь линии влияния на участке действия равномер­

но распределенной нагрузки.
Итак, усилие S равно произведению интенсивности нагрузки q 

на площадь Q линии влияния усилия под этой нагрузкой (рис. 3.8).

I I

л.в. S 
Рис. 3.8

Для вычисления усилия по линии влияния от сосредоточенного мо­
мента (рис. 3.9,а), представим этот момент в виде пары сил (рис. 3.9,б), 
действующих в окрестности точки приложения момента. Плечо пары сил 
примем бесконечно малым (dx), тогда каждая из сил будет равна m / d x . 
Для вычисления усилия воспользуемся выражением (3.7):

m m dy
S  = -  —  y  + —  (y + dy )=m —  = m y .  (3.10)

dx dx dx
Таким образом, усилие S  от действия сосредоточенного момента 

вычисляется по линии влияния этого усилия как произведение мо­
мента на значение первой производной от функции влияния усилия в 
точке приложения момента. При этом сосредоточенный момент при­
нимается положительным, если он действует по часовой стрелке.

На линейном участке линии влияния производная от функции 
влияния усилия равна тангенсу угла наклона участка линии влияния 
усилия по отношению к базовой оси. В этом случае усилие от дей­
ствия сосредоточенного момента можно вычислить по формуле:
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S  = m tg a  , (3.10)

где tg a  -  положителен для возрастающей функции влияния 
(участок ab на рис. 3.9,г) и отрицателен для убы­
вающей функции (участок bc).

а)

б)

г)

т i! 
dx J ],

т 
, dx

► /\*— dx
v У + d y

.......

.....—'\С(

h

Рис. 3.9

Для статически определимых систем, у которых линии влияния 
являются кусочно-линейными, общее выражение для определения 
усилий от действия сосредоточенных сил, равномерно распреде­
лённых нагрузок и сосредоточенных моментов имеет вид:

t
S  = X  РгУг + X  q} Q j + X  mk tg a k (311)

i=1 j=1 к=1

где n, s, t -  число, соответственно, сосредоточенных сил Fi, 
равномерно распределённых нагрузок qj и сосредо­
точенных моментов mk.

Важным при определении усилий от внешних нагрузок является 
следующее свойство прямолинейного участка линии влияния: на 
прямолинейном участке линии влияния усилие от системы верти­
кальных сил может быть определено произведением равнодейст­
вующей этой системы сил на ординату линии влияния под равно­
действующей.
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Докажем справедливость этого свойства. Пусть на линейном 
участке ab линии влияния усилия S  (рис. 3.10) действует произ­
вольная система сил F1, F2, ... Fn .Усилие S  от действия этой систе­
мы сил согласно (3.7) определяется выражением:

S =F1У + F2 У2 + ••• + К У п  . (3.12)

Обозначим точку пересечения прямой ab линии влияния с базо­
вой осью буквой О, угол наклона этой прямой к базовой оси через 
Ф, а расстояние от точки О до точек приложения сил Fi -  через ai 
(рис. 3.10). Из геометрических соображений получим:

У1 = a 1tg р ;  у 2 = a 2 tg р ;  . .; Уп = antg р .

Подставив эти выражения в (3.12), получим:

S  = (F 1 a 1 + F 2 a 2 + ••• + F n a n ) t g  P . (3.13)

Выражение в скобках представляет собой сумму моментов рас­
сматриваемой системы сил относительно точки О. Эта сумма равна 
моменту равнодействующей R системы сил относительно точки О:

X  F, a, = R a R . 
i=1
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Подставив это выражение в (3.13), получим:

S  = R a R tg р .

С учетом того, что aRtg p  = y R, будем иметь:

S  = R y R . (3.14)

Рассматриваемое свойство упрощает определение усилий от 
действия любых нагрузок, действующих на прямолинейных участ­
ках линий влияния, при условии, что можно легко найти равнодей­
ствующие этих нагрузок и точки их приложения. Так, в случае рав­
номерно распределённой нагрузки ее равнодействующая равна 
произведению интенсивности нагрузки на длину участка и прило­
жена в середине этого участка. Достаточно просто определяются 
усилия на линейных участках линий влияния от распределенных 
нагрузок, имеющих форму треугольника или трапеции. Распреде­
лённую нагрузку, имеющую форму трапеции, следует разбивать на 
равномерно распределённую и треугольную нагрузки. Либо на две 
нагрузки, распределенные по форме треугольников.

Например, усилие S  от нагрузок, представленных на рис. 3.11, 
можно вычислить по выражению:

S  =  (  a ) У1 +  (0 ,5  42b  ) У 2 +  (0 ,5  #3С )У3 +  (0 ,5  Ч4С) У4
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3.5. Линии влияния усилий при узловой передаче нагрузки

На практике часто нагрузка передается на сооружение не непо­
средственно, а через дополнительные устройства, которые на рас­
четных схемах могут быть представлены в виде систем двухопор­
ных балок, называемых передаточными (рис. 3.12,а). Сооружения 
(балки), на которые передается нагрузка через передаточные уст­
ройства, называют основными, или главными. Передаточные балки 
передают нагрузки на главные только в определенных точках, кото­
рые называют узлами (точки 1, 2, 3, 4 на рис. 3.12,а). Рассматривае­
мую передачу нагрузок называют узловой.

Рис. 3.12

Покажем, что при узловой передаче нагрузки на участках между 
узлами линии влияния усилий будут всегда линейными.

Рассмотрим линию влияния поперечной силы в сечении К  балки 
АВ при движении груза по этой балке (рис. 3.12,а,б). Пусть нагрузка 
на балку АВ передается посредством системы передаточных балок. 
Выделим один из участков системы, например, между узлами b и с.
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При расположении силы в точке b или с, то есть над опорами пере­
даточной балки be, она через опорные стержни будет полностью 
передаваться на главную балку. Значит, положение силы в точке b 
или с на передаточных балках эквивалентно ее положению в точках
1 или 2 на главной балке. Следовательно, ординаты yi и у2 линии 
влияния Qk, полученные при непосредственном нагружении глав­
ной балки, будут справедливы и при узловой передаче нагрузки.

При движении единичной силы по балке be ее опорные реакции 
(рис. 3.13) равны:

d  — x x
Rb = ; Rc = d . (3.15)d d

Выражение для вычисления поперечной силы в сечении К  от 
действия сил, передаваемых на главную балку посредством опор­
ных стержней в точках 1 и 2, согласно (3.7) примет вид:

Q k  =  Rb У1 +  R c У2 =  d — XУ1 +  ^ У2 =  У1 +  x .d  d  d

Полученное выражение представляет собой уравнение прямой на 
участке be. Следовательно, линия влияния Qk на участках между 
узлами является прямолинейной.

Таким образом, для построения линии влияния усилия при узло­
вой передаче нагрузки необходимо сначала построить линию влия­
ния рассматриваемого усилия при непосредственном загружении 
сооружения. Затем необходимо зафиксировать ординаты этой ли­
нии влияния под узлами и соединить их прямыми линиями.
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На рис. 3.12,в показана построенная таким способом линия 
влияния поперечной силы в сечении К  балки АВ при узловой пере­
даче нагрузки (рис. 3.12,а).

3.6. Определение наиболее невыгодного положения 
подвижных нагрузок по линиям влияния

Наиболее невыгодным положением на сооружении подвижной 
нагрузки называется такое положение, при котором рассматривае­
мое усилие достигает экстремального значения. Это значение уси­
лия далее будем называть расчетным.

Задача определения расчетного значения усилия Spac4 и соответ­
ствующего ему положения нагрузки может быть решена как задача 
нахождения экстремума функции одной переменной, абсциссы х, 
определяющей положение нагрузки. Следует заметить, что решение 
этой задачи усложняется тем, что нагрузки могут быть самыми раз­
ными, а линии влияния -  разрывными.

Рассмотрим решение данной задачи для нескольких наиболее 
часто встречающихся типов нагрузок и форм линий влияния.

1. При действии на сооружение одной подвижной силы расчет­
ному усилию будет соответствовать положение этой силы над наи­
большей (положительной или отрицательной) ординатой линии 
влияния (по определению линии влияния).

2. При действии на сооружение связанной системы сосредото­
ченных сил (рис. 3.14,а), расстояние между которыми при их дви­
жении не меняется, усилие определяется по выражению:

Рассмотрим действие такой нагрузки на треугольном участке 
линии влияния (рис. 3.14). Примем, что система связанных сил (по­
езд сил) движется слева направо. Положение поезда характеризует­
ся абсциссой x (рис. 3.14,а). Будем считать, что в некоторый момент 
времени ни одна из сил не находится над вершиной линии влияния. 
Все силы этого поезда можно разделить на две группы -  на силы, 
расположенные слева от вершины линии влияния ( Ftлев ), и силы,

n

i=1
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расположенные справа от вершины линии влияния ( F npae ). Каж­
дую из этих групп можно привести к равнодействующим R *ее и 
RПрав (рис. 3.14,а). Тогда выражение для усилия S  на основании 
(3.14) можно записать в виде:

s  = Т  F , - y r + Т  Рпру;р = R,;„ y m + R' Ур,

где у лев, у пр -  ординаты линии влияния под равнодействующими.

В состав равнодействующих следует включать только те грузы, 
которые находятся на соответствующем участке линии влияния.

Переместив поезд сил на бесконечно малую величину d x , най­
дем приращение усилия в виде:
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dS = К;ее d y лев + К р  ЛУпр ■

Разделив это выражение на dx, получим выражение для первой 
производной усилия по переменной x  :

dS = r  * d  y лее + r  * d  Упр
, _ лее , пр , .d x  d x  d x

Учитывая, что производные от функций S  = y(x) слева и 
справа от вершины треугольной линии влияния вычисляются по 
выражениям:

d y  лее + d y nv  += tg а  ; ---  = — tg а  ,о  лее?  т &  пр ’т <-> лее7 тd x  d x

получим:

dS
d x = К ее  tg а лее — К р  tg а пр . (316)

Условием экстремальности функции S  могло бы быть равенст­
во нулю выражения (3.16). Однако производная функции S  в 
вершине линии влияния имеет разрыв. Поэтому критерием экс­
тремума является смена знака производной, что имеет место, ко­
гда одна из сил переходит вершину линии влияния. Эту силу на­
зывают критической FKJ).

Обозначив равнодействующую левой группы сил без критиче­
ского груза через Клее, а соответствующую равнодействующую пра­
вой группы сил через Кпр, запишем условие для определения невы­
годного расположения нагрузки в виде двух неравенств:

(Кпее + FKp ) tg а лее > Кпр tg а  пр \
/ \ (3.17) 

R  tg а  < R  + F  I tg а  .лее Ь ^  лее — \ пр кр / Ь ^пр

Первое неравенство соответствует случаю, когда критическая 
сила находится слева от вершины линии влияния, а второе -  слу­
чаю, когда критическая сила перешла через вершину.
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Учитывая, что t g a ^  = ymax/ а и tga„p = ymax / Ъ (рис. 3.14,г),
неравенства (3.17), после сокращения на ymax, можно записать и в 
следующем виде:

Определение критического груза в соответствии с условием 
(3.17) или (3.18) сводится к пробным установкам поезда сил, при 
которых одна из сил, предполагаемая критической, располагается 
над вершиной линии влияния. Попытки повторяются до тех пор, 
пока не будут выполняться оба неравенства.

Пример. Пусть поезд сил, представленный на рис. 3,15,а, дви­
жется по балке (рис. 3.15,б). Определим положение поезда сил, при 
котором в сечении K  возникает максимальный изгибающий мо­
мент. Линия влияния М К показана на рис. 3.15,г.

Для определения критической силы воспользуемся усло­
виями (3.18).

Предположим, что критической силой является, например, сила 
F3. Равнодействующие левых и правых сил соответственно будут 
равны:

R-лее = F 1+F2 = 20 кН, Rnp = F4 +F5 +Fg = 36 кН.

Условия (3.18) запишутся в виде:

Первое неравенство в (3.18) не выполняется. Значит, груз F3 не 
является критическим.

а Ъ (3.18)
R лее

а Ъ

20 + 1 3
6

< 36
4 ’

20
6

< 10 + 36
4
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1м 1м 1м 1м 1мf— -г— -f— f— -г— -г
F2= 10 F4= 10

a) F\— 10 Fy= 13 Fs= 10 Fe= 16 кН

Рис. 3.15

Повторим попытку, предположив, что критической будет си­
ла F 4 = 10 кН. В этом случае Ялев = 33 кН, а Rnp = 26 кН. Тогда:

' 3 3 + 1 0  26
. 6 > 4 ’
' 33 10 + 26
. 6 < 4 '

Условия (3.18) выполняются. Таким образом, сила F4 является 
критической.

Расположив поезд сил над линией влияния МК таким образом, 
чтобы критическая сила FKp = F4 находилась над вершиной линии 
влияния (рис. 3.15,в), получим максимальное значение изгибающе­
го момента в сечении К:

М к max = 10-1,2+10-1,6+13-2,0+10-2,4+10-1,8+6-1,2 = 103,2 кН-м.

89



3. Рассмотрим действие равномерно распределенной нагрузки на 
участке треугольной линии влияния (рис. 3.16). При движении та­
кой нагрузки усилие S  будет изменяться непрерывно, и условие экс­
тремальности функции S  запишется так:

d S  = R* tg a  — R * tg a  = 0.d x  лев & лев пр & пр (3.19)

что К„ = q x , К Р =q (lq -  x), tg а пев =
Уп

tg а пр =
Уп , уравнение (3.19) преобразуем к виду:

s~t лл “ m a x  --- п  (  1 « I  Уш а хq x ------= qyiq — x ) —r -У шах

a

Сократив обе части этого уравнения на q ymax , получим:

x  lq — x
a b

Из этого выражения найдем расчетное положение равномерно 
распределенной нагрузки:

и
a

b
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x  = ------ 1 ,
расч a + b q

при котором рассматриваемое усилие S  получает максимальное 
значение.

3.7. Понятие об огибающих эпюрах

Огибающая эпюра показывает распределение по сечениям со­
оружения экстремальных (максимальных и минимальных) значений 
соответствующего усилия от действия заданной системы подвиж­
ных нагрузок.

Для построения огибающей эпюры усилия рассматривают 
различные положения подвижной нагрузки. Для каждого из них 
строят соответствующую эпюру усилия. Для полученного се­
мейства эпюр строят огибающие кривые, охватывающие экс­
тремальные значения рассматриваемого усилия. Полученные 
огибающие кривые и представляют собой огибающую эпюру 
рассматриваемого усилия.

Огибающие эпюры усилий в балках, нагруженных подвиж­
ной сосредоточенной силой F , можно построить с помощью ли­
ний влияния соответствующих усилий. При этом следует четко 
различать смысл независимых переменных в огибающих эпю­
рах и линиях влияния усилий. В огибающих эпюрах независи­
мая переменная (абсцисса) определяет положение сечения по 
длине сооружения, в котором вычисляется усилие. В линиях 
влияния независимая переменная определяет точку приложения 
подвижной единичной силы.

Рассмотрим изменение максимальных и минимальных усилий в 
сечениях консольной балки при движении по ней вертикальной со­
средоточенной силы F  (рис. 3.17,а). Положение произвольного се­
чения, например, относительно точки А, обозначим абсциссой x. 
Линия влияния изгибающего момента в сечение x имеет вид, пред­
ставленный на рис. 3.17,б. Минимальное (наибольшее по абсолют­
ной величине отрицательное) значение изгибающий момент в сече­
нии x, как видно из этой линии влияния, будет принимать при по­
ложении груза на конце консоли. Это значение равно —F(l — x).
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График зависимости Mmin = -  F (l -  x) (рис 3.17,в) и будет представ­
лять огибающую эпюру наименьших значений изгибающих моментов 
в сечениях консольной балки от действия рассматриваемой силы.

\F
а)

1 -х

б) л. в. М г
1 -х

Огибающ ая эпюра М  
при действии подвижной силы

,  F I  \f {1-x )

В) '-Г Ш Т Т Г Г Г П Т т ^

Рис. 3.17

Для построения огибающих эпюр изгибающих моментов и попе­
речных сил от действия подвижной сосредоточенной силы F  в двух­
опорной балке также рассмотрим произвольное сечение x, обозначив 
расстояние до него через x (рис. 3.18,а). Построим линии влияния уси­
лий Мх, Qx (рис. 3.18,б,в). Экстремальные значения усилий для произ­
вольного сечения x от действия подвижной силы F равны:

= F x  (l -  x ) = ^  К x
Mmax =— ± -----L = F x  11 -  -  | ; Mmin = 0;

Q = F  - — x  • Q ■ = F x.̂-max i ’ Âmin i '

Эти выражения, как функции абсциссы x сечения, определяют 
изменение максимального и минимального значений изгибающих 
моментов и поперечных сил по сечениям между опорами двухопор­
ной балки при действии подвижной силы. Огибающие эпюры, по­
строенные в соответствии с этими зависимостями, представлены на 
рис. 3.18, г, д.
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Построим огибающую эпюру изгибающих моментов в двух­
опорной балке от действия двух подвижных связанных сил F , 
расстояние между которыми равно d. При двух равных силах 
огибающая эпюра будет симметричной. Построим ее для поло­
вины балки, например, левой. Линия влияния Mx имеет прежний
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вид (рис. 3.19,б). Изгибающий момент в произвольном сечении 
левого полупролета, согласно (3.18), достигнет максимального 
значения при положении сил, показанном на рис. 3.19,б.

а)

б)

в)

X/
- 1--------------------------- %

l -x

/  ,

х(1—X

!__ггтттТТ

i  d  f  
) F  I F  x

j O - x - d )  i

г
: I 
! Огибающая эпюра

Ж . ж
Z7 ' \

— x(21—2x—d) F(1 
1 2 

1 /2
7̂ --------------------------- 7*------

- J )

1 / 2  
-------------------- 7 "

л. в. М г

Рис. 3.19

Ордината линии влияния под правой силой равна:

у  = у  (  -  x -  d ) .

Выражение для изгибающего момента в произвольном сечении x 
левого полупролета получим, согласно (3.7), в виде:

M __= F X l , x) + F X ( l- x -  d  )= y x (21- 2 x -  d  ).
l l

Это выражение и будет представлять уравнение огибающей из­
гибающих моментов для левой половины рассматриваемой балки
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при движении двух равных сил (рис. 3.19,в). Минимальные значе­
ния изгибающих моментов в данном случае равны нулю.

Огибающие эпюры показывают экстремальные значения усилий 
только от одного вида подвижной нагрузки. При необходимости 
анализа работы сооружения на другие виды нагрузок нужно строить 
новые огибающие эпюры. Так как на сооружение действуют раз­
личные виды нагрузок, то анализ работы сооружений с помощью 
огибающих эпюр является достаточно трудоемким и используется 
сравнительно редко.

Практический подход к построению огибающих эпюр усилий от 
действия на сооружение постоянных и временных нагрузок рас­
смотрен в разделе 11.4.

Г Л А В А  4

РА С Ч Е Т  ТРЕХ Ш А РН И РН Ы Х  А РО К  И  РАМ

4.1. Общие сведения и принципы образования

Трехшарнирной называют систему, которая состоит из двух 
дисков, соединенных между собой шарниром, и опирающихся 
на землю (основание) с помощью шарнирно неподвижных 
опор (рис. 4.1).

Трехшарнирные системы, у которых диски представлены 
криволинейными стержнями, называют трехшарнирными арка­
ми (рис. 4.3,а).

Трехшарнирные системы, у которых диски представлены лома­
ными стержнями, называют трехшарнирными рамами (рис. 4.2).

Рис. 4.1 Рис. 4.2
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Трехшарнирные системы статически определимы, неизменяемы 
и являются распорными системами.

Наличие распора является отличительной особенностью трех­
шарнирных систем. Даже при действии только вертикальной на­
грузки реакции распорной системы направлены наклонно. Горизон­
тальную составляющую опорной реакции трехшарнирной системы 
называют распором.

В ряде случаев, для устранения воздействия распора на нижеле­
жащие конструкции, опорные шарниры соединяют горизонтальны­
ми стержнями -  затяжками. В таких случаях одна из опор должна 
быть шарнирно подвижной (рис. 4.3,б). Затяжка может быть распо­
ложена как на уровне опор, так и выше, и даже иметь ломаное очер­
тание (рис. 4.3,в).

Рассмотрим основные элементы арки (рис. 4.4). Опорные сечения 
называют пятами. Расстояние между опорами называется пролетом. 
Сечение арки в точке С, в котором полуарки соединяются шарниром, 
называется ключевым. Высоту ключевого сечения над линией опор 
называют стрелой подъема арки. В зависимости от отношения стре­
лы подъема к пролету f  / 1 различают пологие арки (при малых зна­
чениях f  / 1 ) и крутые (при больших значениях f  / 1 ). В пологих 
арках имеют место большие распоры и большие продольные силы.

Очертание оси арки может быть задано произвольной кривой. 
Чаще всего арки выполняют круговыми, параболическими, синусои­
дальными и т. п.

Рис. 4.3
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Рис. 4 .4

4.2. Расчет трехшарнирных арок

Рассмотрим расчет трехшарнирной арки с опорами в одном 
уровне на действие вертикальной нагрузки (рис. 4.5,а).

В арке неизвестны четыре составляющие опорных реакций 
(рис. 4.5,а). Обозначим вертикальные составляющие реакций че­
рез R a , RB, а горизонтальные, соответственно, через H A и H B .

Вертикальные составляющие опорных реакций арки определим из 
уравнений равновесия, составленных в виде сумм моментов всех сил 
относительно опорных точек А и В:

Z M a = 0 ; -  Rb I + Z  Ft aFl= 0 ; Rb =

Z M b = 0 ; R a I - £  F  bF,= 0 ; Ra =

Z  F ' lFi

l

n
Z  F b r
i =1

l
(4.1)

где n -  число всех сил, действующих на арку.

Из полученных формул следует, что реакции R a и Rb в опорах 
арки определяются точно так же, как и опорные реакции простой 
двухопорной балки того же пролета, нагруженной той же нагрузкой 
(рис. 4.5,б). Назовем эту балку соответствующей. Получаем, что:

i =1
i =1

i =1
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H a =

R a = RA; Rb = RB, (4.2)

T)0 T)0 ^где R a и Rb -  опорные реакции в опорах соответствующей 
двухопорной балки.

Для определения горизонтальных составляющих опорных реак­
ций H A и H B составим уравнения равновесие всех сил, дейст­
вующих на левую и правую полуарки, в виде сумм моментов сил 
относительно шарнира С:

Z M "  = 0 ; Ra 2 - Z F ( д - a „ | - H af  = 0 ,

R l - Z F '-( l - a
A 2 Z  1[ 2  Fl

f

Z  M nn  = 0; -  Rb 2  + Z F  -  bFi | + H Bf  = 0 ;

RB 2 - Z F  f  2  -  bFi
H b = 2 i=1 к ^ , (4.3)

где k, 5 -  число сил соответственно слева и справа от шарнира C.

При действии на арку только вертикальной нагрузки горизон­
тальные составляющие опорных реакций для левой и правой опор 
равны и противоположны по направлению:

H a = H b = Н. (4.4)

Числители в выражениях (4.3) представляют собой изгибающий 
момент в сечении С соответствующей двухопорной балки. Поэтому 
выражение для определения распора можно записать в виде:
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f  ’
(4.5)

где M C0 -  изгибающий момент в сечении С соответствующей 
двухопорной балки.

Из формулы (4.5) следует, что чем больше стрела подъема арки f  
тем меньше распор. Из этой же формулы следует, что значения рас­
пора зависят только от взаимного расположения шарниров A, C , B  
и не зависят от очертания оси арки.

Определим внутренние силы M , Q, N  в некотором сечении ар­
ки. Рассечем арку по этому сечению и составим уравнения равнове­
сия сил, действующих на отсеченную часть (рис. 4.5,в). Координаты 
центра тяжести сечения x и у  полагаем известными. Угол наклона 
касательной к оси арки (или угол между нормалью к оси арки и вер­
тикалью) р х (рис. 4.5,а) определяется с помощью уравнения оси

арки у  = у( х) через его первую производную (у '(  x) = tgpx).
Изгибающий момент в сечении х равен алгебраической сумме 

моментов всех внешних сил, действующих слева от рассматривае­
мого сечения, относительно центра тяжести данного сечения:

Два первых слагаемых данного выражения представляют собой 
изгибающий момент в сечении x соответствующей двухопорной 
балки (балочный момент):

Из этого выражения видно, что изгибающие моменты в арке при 
действии вертикальных нагрузок будут меньше изгибающих мо­
ментов в соответствующей двухопорной балке.

M x = M r  = R a x - Z F  (x -  aFl) - HAy  . (4.6)
i =1

i =1
Тогда выражение (4.6) можно представить в виде:

M x = M l  -  H y  . (4.7)
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Из (4.7) следует, что эпюра изгибающих моментов в арке 
может быть построена сложением двух эпюр. Одна из них 
представляет собой эпюру изгибающих моментов в соответ­
ствующей двухопорной балке (М0), а вторая, отрицательная -  
эпюру, получаемую умножением ординат оси арки на значе­
ние распора (рис. 4.6).

Эпюры усилий в арке могут строиться как непосредственно на 
оси арки, так и на ее горизонтальной проекции.
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Для арки параболического очертания (рис. 4.6,а), нагруженной 
одной силой, на рис. 4.6,б представлена эпюра изгибающих мо­
ментов в соответствующей двухопорной балке, а на рис. 4.6,в -  
эпюра (-Hy). Окончательная эпюра изгибающих моментов в арке 
(рис. 4.6,г) построена на горизонтальной проекции оси арки.

Поперечная сила в сечении арки равна алгебраической сумме 
проекций всех внешних сил, включая опорные реакции, действую­
щие по одну сторону от сечения, на нормаль к оси арки в этом сече­
нии. Для сечения x (рис. 4.5,в) получим:

Qx = R a cOS Px -  F1 cOS Px -  F2 cOS Px -  H  sin Px =
= XRA -  F1 -  F2 )cOSPx -  H  sln Px .

Выражение в скобках (Ra -  F 1 -  F2) представляет собой балочную 
поперечную силу. Обозначив ее через Q° , получим следующую фор­
мулу для определения поперечной силы в произвольном сечении арки:

Qx = Qx cos Px -  H  sin Px. (4 8)

Для арок, как и для других систем, соблюдается известная диф­
ференциальная зависимость Q = dM  / ds , использующаяся при по­
строении эпюр Q и M . Так, при принятых правилах знаков для эпюр 
M  и Q возрастание функции изгибающих моментов с увеличением s 
(или x) будет соответствовать положительной поперечной силе, а ее 
убывание -  отрицательной. Сечения, в которых поперечная сила 
равна нулю, будут соответствовать экстремальным значениям изги­
бающих моментов. Изменение знака поперечной силы с положи­
тельного на отрицательный в окрестностях точки экстремума будет 
соответствовать наибольшему изгибающему моменту M , а измене­
ние знака Q с отрицательного на положительный будет соответст­
вовать наибольшему изгибающему моменту M ). Сечение, в котором 
поперечная сила экстремальна, соответствует точке перегиба на 
эпюре изгибающих моментов.

Продольная сила в сечении арки равна алгебраической сумме про­
екций всех внешних сил, включая опорные реакции, действующие по 
одну сторону от сечения, на касательную к оси арки в рассматривае­
мом сечении. Для произвольного сечения x (рис. 4.5,в) получим:
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N x = - R A Sln Px + F1 Sln Px + F2 Sln Px -  H  COS Px = 

= -XRA -  F1 -  F2 ) Sln Px -  H  COS Px .

Выражение в скобках представляет балочную поперечную 
силу. Выражение для определения продольных сил в сечениях 
арок при действии на них только вертикальных нагрузок можно 
записать в виде:
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N x = - (  Q 0x S m Px + H  C0SPx )• (4.9)

Рассмотрим особенности расчета арок с затяжками. Особенно­
стью таких арок является то, что распор здесь воспринимают не 
опоры, а затяжка. Для определения усилия в затяжке проведем се­
чение I—I через ключевой шарнир С и затяжку (рис. 4.7). Рассмот­
рим равновесие одной из частей арки. Составим, например, уравне­
ние равновесия в виде суммы моментов сил для левой части арки 
относительно шарнира С:

Два первых слагаемых в уравнении представляют собой выра­
жение для вычисления балочного момента в сечении С:

Следовательно, усилие в затяжке вычисляется так же, как и рас­
пор в обычной трехшарнирной арке:

Для внутренних сил в сечениях арок с затяжками будут справед­
ливы выражения (4.7)-(4.9), если вместо Н  подставить Нзат.

а

Рис. 4.7
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4.3. Линии влияния усилий в трехшарнирных арках

Для определения вертикальных опорных реакций от действия 
вертикальной подвижной единичной силы (рис. 4.8,а) составим 
уравнения равновесия в виде сумм моментов сил, действующих на 
арку, относительно левой и правой опор:

^ Ы А = 0 ; 1 xp - R Bl = 0 ;

Z M B =  0 ; - 1 (l -  xP ) + RAl = °-
Из этих уравнений найдем выражения для определения опорных 

реакций:

RB = ^  ; RA = 1-C p- .
l А l

Полученные зависимости полностью совпадают с соответст­
вующими зависимостями для простой двухопорной балки. Таким 
образом, линии влияния вертикальных опорных реакций в арке 
(рис. 4.8,в,г) совпадают с линиями влияния опорных реакций в со­
ответствующей двухопорной балке (рис. 4.8,б).

Распор в арке определяется по выражению (4.5):

н  = M e 
f

Значит, л. в. Н  = (л. в. М°с У f  .

Таким образом, чтобы построить линию влияния распора 
в арке необходимо построить линию влияния изгибающего 
момента в сечении С соответствующей двухопорной балки 
(рис. 4.8,б, д) и все ее ординаты разделить на значение стре­
лы подъема арки f  (рис. 4.8, е).

Линии влияния внутренних сил в сечениях арок построим с ис­
пользованием полученных ранее зависимостей (4.7)—(4.9).

Так как изгибающий момент в сечении К  (рис. 4.8,а) вычисляется 
по формуле:
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M k = MK -  H yK ,

то выражение для построения его линии влияния примет вид:

В соответствии с полученным выражением линия влияния М к 
строится посредством суммирования линии влияния изгибающего

(рис. 4.8,ж) и линии влияния распора Н, взятой с множителем (-yK). 
Окончательный вид л. в. М к показан на рис. 4.8,и.

Поперечная сила в сечении К, согласно (4.8), определяется по за­
висимости:

Следовательно, построение ее линии влияния следует вести по 
выражению:

Линия влияния распора Н  уже построена (рис. 4.9,б), остает­
ся построить линию влияния балочной поперечной силы в сече­
нии К  (рис. 4.9,в). Затем умножаем все ординаты л.в. QK на 
cos (рк (рис. 4.9,г), а ординаты л.в. Н  -  на sin рк (рис. 4.9,д). 
Взяв их разность, получим линию влияния поперечной силы в 
сечении К  арки (рис. 4.9,е).

Аналогично, исходя из формулы (4.9)

получим выражение для построения линии влияния продольной си­
лы в сечении К  арки:

л. в. М к = (л. в. MK  ) -  (л. в. Н ) у к .

момента в сечении К  соответствующей двухопорной балки MK

Qk = QK cos Рк -  н  sin Рк .

л. в.
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Соответствующие графики слагаемых этого выражения и окон­
чательная л. в. N K показаны на рис. 4.9,ж-и.

Линии влияния в арках могут строиться и кинематическим мето­
дом. Суть кинематического метода изложена в главе 2.

4.4. Рациональное очертание оси арки

Рациональной называют такую ось арки, при которой показатель 
эффективности арки (стоимость, масса материала, трудозатраты на 
изготовление и т. д.) будет наилучшим. В случае, если наибольшее 
влияние на прочность арок оказывают изгибающие моменты, ра­
циональному очертанию оси арки будет соответствовать равенство 
нулю изгибающих моментов во всех сечениях арки.

При действии только вертикальных нагрузок изгибающие мо­
менты в сечениях арки определяются выражением (4.7). Приравняв 
это выражение нулю, найдем зависимость изменения ординат ра­
циональной оси арки в виде:

М 0
У = —  . (4.10)

н

Из этого выражения следует, что ординаты оси арки рациональ­
ного очертания при действии только вертикальных нагрузок про­
порциональны изгибающим моментам, возникающим в соответст­
вующей двухопорной балке, имеющей тот же пролет и ту же на­
грузку, что и арка. Коэффициент пропорциональности при этом ра­
вен величине, обратной распору Н .

Определим рациональную ось трехшарнирной арки при дей­
ствии на нее вертикальной равномерно распределенной нагруз­
ки (рис. 4.10,а).

Опорные реакции в арке в этом случае равны:

R R ^R a — — ; н  — .
А B 2 8 f

Изгибающий момент в произвольном сечении x из рассмотрения 
левой части арки записывается в виде:
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M x = —  x  
x 2

i x - ( q x ) C  -  q L  y = q x  (  -  x ) ~  y .
2 8f  2

q l 2 

8f

Приравняв это выражение нулю, из полученного уравнения най­
дем зависимость изменения рационального очертания оси трехшар­
нирной арки в виде:

У = Aj ^ x(l -  x)

которая представляет собой уравнение квадратной параболы.

(4.11)

В арке, нагруженной равномерно распределенной радиальной 
нагрузкой, для получения рациональной оси сразу примем, что из­
гибающие моменты в ее сечениях равны нулю. Рассмотрим равно­
весие бесконечно малого элемента арки длиной ds, для которого 
радиус кривизны арки r можно считать постоянным (рис. 4.10,б). 
Составим сумму моментов сил относительно центра кривизны О 
элемента:

- N r + ( N +dN)r = 0.
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Из этого уравнения получим dN  = 0. А это значит, что про­
дольная сила N в арке в этом случае будет величиной постоян­
ной (N = const).

Составим теперь сумму проекций сил на ось z, совпадающую по 
направлению с биссектрисой угла в :

-N  sin d t - ^ N +dN )sin d e _  q d s  = 0.

Учитывая, что для бесконечно малых величин ds и d t

sin d e  « d e , а ds = r d e , и пренебрегая бесконечно малой вели-
2 2

чиной второго порядка малости dN  d t  / 2 , получим:

- N d e - q r d e  = 0.

Разделив полученное уравнение на d t , найдем радиус кривизны арки:

г =N  
q '

Следовательно, при N  = const рациональному очертанию оси ар­
ки соответствует окружность.

4.5. Расчет трехшарнирных арок с надарочным строением

Часто нагрузки на арки передаются не непосредственно, а через 
надарочные строения, схемы которых показаны на рис. 4.11.

Расчет таких систем на неподвижные нагрузки начинается с рас­
чета надарочного строения, которое представляет собой совокуп­
ность однопролетных балок. Нагрузка, приложенная к надарочному 
строению, передается на арку через вертикальные стержни. После 
определения в них усилий расчет арки может выполняться как рас­
чет обычных трехшарнирных арок, загруженных системой сосредо­
точенных сил (рис. 4.11).

Построение линий влияния усилий в арках с надарочным строе­
нием выполняется так же, как и в балках при узловой передаче на­
грузки. Например, для арочной системы, изображенной на 
рис. 4.12,а, линия влияния изгибающего момента в сечении К  арки
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без надарочного строения, согласно (4.7), имеет вид, показанный на 
рис. 4.12,б. Корректировка этой линии влияния с учетом узловой пе­
редачи нагрузки дает линию влияния изгибающего момента в сече­
нии К  арки с надарочным строением (рис. 4.12,в).

— / 
56

Рис. 4.12
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4.6. Расчет трехшарнирных рам

Трехшарнирная рама представляет собой два диска в виде лома­
ных стержней, соединенных между собой шарниром, при этом каж­
дый из дисков опирается на шарнирно неподвижные опоры 
(рис. 4.13,а). Простейшая трехшарнирная рама с опорами в разных 
уровнях приведена на рис. 4.13,а. На рис. 4.13,б показана трехшар­
нирная рама с затяжкой. В такой системе отсутствие горизонталь­
ной связи на правой опоре компенсируется введенной затяжкой.

Определение опорных реакций в трехшарнирных рамах выпол­
няется так же, как и в трехшарнирных арках. Последующее опреде­
ление усилий в стержнях рамы выполняется статическим методом 
(см. главу 2).

Например, последовательность определения опорных реакций в 
трехшарнирной раме (рис. 4.14) при произвольной нагрузке (на расчет­
ной схеме она не показана) сводится к следующим действиям:

1) I МА = 0, о  RB; 2 ) !  МВ = 0, о  RA;

3) I М  левС = 0, о  HA; 4) I X  = 0, о  HB.

Проверка: I М  праеС = 0.
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Определение опорных реакций в трехшарнирной раме с опорами 
в разных уровнях (рис. 4.15) выполняется путем решения двух сис­
тем алгебраических уравнений каждая с двумя неизвестными:

I М А f  (Rb, Hb) = 0,
I М  правс = f  (Rb, Hb) = 0,

откуда находятся RB и HB;

I  Мв = f  (Ra, Ha) = 0,
I М  правс = f  (Ra, Ha) = 0,

откуда находятся RA и HA.

Для проверки применяют суммы проекций сил на оси:

I X  = 0, I  Y = 0.
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Если в трехшарнирной раме затяжка не нагружена (рис. 4.16,а), 
то ее следует рассматривать как связь первого вида (раздел 1.4), в 
которой может возникнуть только продольная сила.

Усилие Н  в затяжке D K  (рис. 4.16,б) определяется из уравнения 
равновесия левой или правой части рамы, отделяемой сечением, 
проходящим через ключевой шарнир и затяжку.

Тогда для рассматриваемой рамы (для рамы с ненагруженной за­
тяжкой) можно принять следующий порядок расчета.

1. Определяем опорные реакции:

Е Ма — 0, о  RB; 

Проверка: Е Y — 0.

Е М в — 0, о  Ra Е X  = 0, о  На

2. Рассматривая, например, равновесие правой части рамы 
(рис. 4.17), из уравнения

Е М  праес — 0

находим Н.

Для проверки применяем условие равновесия левой части рамы:

Е М  левС — 0.
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Для трехшарнирной рамы с нагруженной затяжкой, последнюю 
можно рассматривать как шарнирно опертую балку (рис. 4.18). По­
рядок расчета рамы сводится к следующему:

1. Внешние опорные реакции RA, HA и RB определяются так же, 
как и для трехшарнирной рамы с ненагруженной затяжкой:

Е МА = 0, о  RB; Е МВ = 0, о  Ra; Е X  = 0, о  НА.
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2. Вырезаем стержень DK  и рассматриваем его равновесие 
(рис. 4.18). Из уравнений Е MD = 0 и Е М К = 0 несложно опреде­
лить реактивные усилия YD и YK, а из уравнения ЕХ = 0 найдем 
зависимость между HD и HK с точностью до параметра Н, кото­
рый пока остается неизвестным.

Например, при действии на стержень DK нагрузки, представлен­
ной на рис. 4.18, получим:

Yd = YK = 0,5 sina; HD = HK -  F  cosa = H -  F  cosa. (4.12)

Найдя эти реакции, можно в стержне DK построить эпюры внут­
ренних сил M  и Q, а также эпюру N  с точностью до неизвестного 
параметра -  усилия Н  (рис. 4.18).

3. Равновесие рамы сохранится, если влияние удаленного стерж­
ня на полурамы A C  и CB заменить силами: H D, YD и H K, YK 
(рис. 4.19). Из уравнения равновесия одной из полурам, например, 
правой, найдем неизвестный параметр Н :

Е М  правс = 0 о  Н.

Ниже приведен пример расчета трехшарнирной рамы с затяж­
кой (рис. 4.20,а), и даны краткие пояснения к расчету (рис. 4.20,б).

Е Ма = 0, -5 -  5 + 8,5-2 +12-(2,5 + 1,5) -  16-2 + 9,5-2 -  Rb-7 = 0;

Rb = 6 кН;

Е X  = 0; Ha + 8,5 -  16 -  9,5 = 0, Ha = 17,0 кН;
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ЕY = 0, Ra -  12 + 6 = 0, Ra = 6 кН;

Е M  правс = 0, 12-1,5 +16-2 +9,5-6 -  6-4,5 -  Н-4 = 0, Н  = 20 кН.

Проверка:

ЕМ левС = 0, 6-2,5+(20 -  17) 4 -  8,5-2 -  5 -  5= 0, 27 -  27 = 0.

Вычисляем усилия в сечениях системы:

М прав2 = (4-2,5)-1,25 -  20-2 +9,5-4 -  6-(1,5 + 1,5) = -7,5 кН-м;

М  правз = -20-0+9,5-2 -  6-1,5 = 10 кН-м;

QnpaB = +(4 .5) -  20sina + 9,5sina -  6 cosa = 8 кН;

Q̂ pcie = -20sina + 9,5sina -  6cosa = -12 кН;

N прав = N3pc,e = 20cosa -  9,5cosa -  6cosa =15 кН.

Эпюры усилий построены на рис. 4.21.

М - 5 кНм М - 5  кНм М - 5  кНм М -  5 кНм

Рис. 4.20
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4.7. Расчет составных рам

Составными называют рамы, состоящие из нескольких со­
единенных между собой простых и (или) трехшарнирных рам 
(рис. 4.22,а).

Для расчета составные рамы, по аналогии со статически опреде­
лимыми многопролетными балками, необходимо разделять на ос­
новные и вспомогательные рамы, то есть составить схему взаимо­
действия составных частей. Расчет, как и в балках, начинается со
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второстепенных рам. Эпюры усилий для составных рам получим 
путем объединения соответствующих эпюр для отдельных рам.

Рис. 4.22

Например, расчет составной рамы, представленной на рис. 4.22,а, 
можно выполнять в следующей последовательности:

1. Сечением I—I отрезаем правую часть рамы SE. Эта часть рамы 
представляет собой простую раму (рис. 4.22,б). Определяем в ней 
вертикальную реакцию RE в шарнирно подвижной опоре E и реак­
тивные силы XS, YS в шарнире S. Силы взаимодействия в шарнире S 
учитываем при расчете последующих рам.

2. Выделяем раму DKT (рис. 4.22,в). Она является трехшарнир­
ной с опорами в разных уровнях. Определив опорные реакции, по­
строим эпюры усилий в ней и перейдем к расчету фрагмента ACB  , 
учитывая, кроме действующих на него нагрузок, силы взаимодейст­
вия в шарнире D  .

3. Рама АСВ (рис. 4.22,г) является трехшарнирной рамой с опо­
рами в одном уровне (А и В). Особенности расчета таких рам рас­
смотрены ранее.
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Рассмотрим расчет составной рамы, представленной на рис. 4.23. 
Анализ ее структуры показывает, что основной (главной) частью 
является ломаный стержень A D B , на который опирается трехшар­
нирная рама A C B , а на последнюю -  простая рама C E .

Рнс. 4.23

Расчет начнем со вспомогательной рамы СЕ (рис. 4.24). Опреде­
лим опорную реакцию RE и реактивные силы в шарнире С:

Хс -  1,5-4 = 0, 

1,5-4-2+6-2 -  Re-6 = 0, 

-6  + 4 +Yc = 0,

Хс = 6 кН;

Re = 4 кН;

Yc =2 кН.

Е М  правс = 0

Е Y правС = 0
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Рассматривая равновесие трехшарнирной рамы ACB  
(рис. 4 .25,а), найдем реакции в опорах А и В . Из уравнений:

I  м с р = о, -  Yb -4 + X b-2 + 2-4-2 = 0,

I  M верхн _= 0, 12 +2-4 -  6-4 - X b -2 -  Yb-8 +2-4-6 = 0,

получим Xb = 2 кН, Yb = 5 кН.

Затем определим реакции Xa и Ya:

I X  = 0, Xa -  6 -  2 = 0, Xa = 8 кН;

I  Y = 0, Ya + 5 -  2 -  2-4 = 0, Ya = 5 кН.

Для ломаного стержня ADB  (рис. 4.25,б), учитывая силы взаи­
модействия в шарнирах A  и B  , получим значения H D, RA и RD .

Проведя последовательно построение эпюр усилий для 
рассмотренных составных частей рамы, получим эпюры 
M , Q и N  (рис. 4.26) для рамы в целом.

A
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в) эпюра N (кН)

Рис. 4.26
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Г Л А В А  5

РА С Ч ЕТ П Л О С К И Х  
С ТА ТИ Ч Е С К И  О П РЕД ЕЛ И М Ы Х  Ф ЕРМ

5.1. Понятие о фермах, их классификация, анализ структуры

Фермой называют геометрически неизменяемую стержневую 
систему, составленную, как правило, из прямолинейных стержней, 
соединенных по своим концам идеальными шарнирами, загружен­
ную узловыми силами.

В реальном сооружении узловые соединения стержней обычно 
выполняются жесткими: сварными в металлических конструкциях 
или монолитными в железобетонных конструкциях. Сравнительно 
редко применяют болтовые или иные соединения, которые действи­
тельно можно считать шарнирными.

При узловой нагрузке в элементах шарнирно-стержневой систе­
мы возникают только продольные внутренние силы. Эксперимен­
тально доказано, что дополнительные напряжения, которые возни­
кают в стержнях реальных типовых ферм из-за жесткости узловых 
соединений, практически незначительны. В предельном случае, при 
пренебрежении продольными деформациями стержней, в ферме с 
жесткими узлами при узловой нагрузке изгибающие моменты тео­
ретически равны нулю.

Классификация ферм как шарнирно-стержневых систем может 
быть проведена по многим признакам.

Фермы, как и другие сооружения, подразделяют на плоские 
(рис. 5.1) и пространственные (рис. 5.2).

Расстояние между осями опор плоской фермы называют проле­
том. Стержни, расположенные по верхнему и нижнему контурам
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фермы, образуют ее пояса. Стержни, соединяющие пояса, образуют 
решетку фермы. Наклонные стержни решетки называются раскоса­
ми. Вертикальные стержни решетки называются стойками (или 
подвесками, если они растянуты; в фермах башенного типа подоб­
ные стержни решетки называются распорками).

Рис. 5.2

Фермы можно классифицировать по назначению. Различают фер­
мы стропильные и подстропильные, применяемые в покрытиях зда­
ний и сооружений; крановые и подкрановые, применяемые в конст­
рукциях подъемных кранов и крановых путей; башенные, входящие 
в состав различных башен и мачт; мостовые, входящие в конструк­
ции мостов и путепроводов и др.

По условиям опирания фермы подразделяют на безраспорные (ба­
лочные) (рис. 5.1, 5.4,а,в,ж-к), распорные (арочные (рис. 5.3, 5.4,д) и 
висячие (рис. 5.4,г)), консольные (рис. 5.4,б), консольно-балочные 
(рис. 5.4,в,ж) и др. К фермам можно отнести и комбинированную 
систему со сквозной балкой жесткости (рис. 5.4,е).

Рис. 5.3
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По очертанию поясов различают фермы с параллельными пояса­
ми (рис. 5.1; 5.4,в,ж,з,и,к; 5.5,а) и с ломаными (полигональными) 
поясами (рис. 5.4,а,г; 5.5,б). К фермам с полигональными поясами 
относятся также фермы треугольного и трапециевидного очертания, 
фермы параболические и круговые.
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По типу решетки фермы делятся на фермы с раскосной решеткой 
(рис. 5.1; 5.4,б,д), фермы с треугольной решеткой (рис. 5.2; 5.4,а), 
фермы с полураскосной решеткой (рис. 5.4,в), фермы со шпрен- 
гельной решеткой (рис. 5.4,к), фермы с ромбической решеткой 
(рис. 5.4,з), фермы с крестовой решеткой (рис. 5.5,а).

а)

Фермы, показанные на рис. 5.4,ж и рис. 5.4,и называют соответ­
ственно двухраскосными и двухрешетчатыми. Встречаются также 
многораскосные и многорешетчатые фермы.

Шпренгельную решетку называют составной, так как она обыч­
но составлена из основной (раскосной или треугольной) решетки и 
дополнительных элементов (фермочек), называемых шпренгелями, 
располагающимися в пределах панелей основной решетки. Назна­
чение шпренгелей -  воспринимать нагрузку, прикладываемую меж­
ду узлами основной решетки (рис. 5.4,к).

Способы образования плоских ферм

Необходимое условие геометрической неизменяемости и стати­
ческой определимости фермы как шарнирно-стержневой системы 
состоит в равенстве нулю ее степени свободы (W = 0) или, если 
ферма отделена от ее опор, в равенстве нулю ее степени изменяемо­
сти (V = 0).

Будем полагать, что ферма в общем случае состоит из У  узлов, 
соединенных между собой С стержнями фермы, и присоединена к 
опорам Со опорными стержнями. Тогда для плоской фермы ее сте­
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пень свободы W относительно системы отсчета, связанной с опор­
ной поверхностью, равна:

W = 2У -  С -  С0 ,

где 2У  -  степень свободы узлов, рассматриваемых как У  точек 
на плоскости;

С -  число простых связей, соединяющих узлы фермы и уст­
раняющих, следовательно, С степеней свободы;

Со -  число опорных (простых) связей, также устраняющих 
Со степеней свободы системы.

Степень свободы плоской системы, отделенной от опор (не 
имеющей опорных связей), состоит из степени свободы ее как же­
сткого целого (диска), равной трем (на плоскости), и степени изме­
няемости V ее элементов относительно друг друга (внутренней из­
меняемости). Таким образом, можем записать:

W = 3 + V,

откуда V = W -  3.

Подставив в последнюю формулу выражение для W при условии 
Со = 0, получим формулу для вычисления степени изменяемости 
фермы (шарнирно-стержневой системы), отсоединенной от опор:

V = 2У -  С -  3.

Если степень свободы (степень изменяемости) фермы положи­
тельна (больше нуля)

W > 0 (V > 0),
то ферма геометрически изменяема. В ее структуре недостает W 
связей (стержней).

Если степень свободы (степень изменяемости) фермы отри­
цательна (меньше нуля)

W < 0 (V < 0),

то ферма содержит избыточное количество связей и является фор­
мально статически неопределимой.
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Если степень свободы (степень изменяемости) фермы равна нулю,

W = 0 (V = 0),

то ферма имеет необходимое для ее геометрической неизменяемо­
сти количество стержней (связей) и является, опять-таки формаль­
но, статически определимой.

Как отмечалось в главе 1, для окончательного заключения о гео­
метрической неизменяемости и статической определимости фермы 
необходим анализ ее структуры, анализ законов, по которым она 
составлена. Фермы только правильной структуры могут быть дей­
ствительно геометрически неизменяемыми (W < 0) и статически 
определимыми (W = 0).

К фермам (системам) неправильной структуры относятся систе­
мы частично статически неопределимые и частично геометрически 
изменяемые, а также системы мгновенно изменяемые.

Операция подсчета количества узлов, количества стержней фер­
мы и количества опорных стержней, несомненно, является важной, 
особенно если исследуемая система достаточно сложна. Однако эта 
операция не является достаточной. Необходим анализ очередности 
соединения (монтажа) отдельных элементов фермы в единую сис­
тему, или анализ очередности разборки (демонтажа) системы на 
составные части. Другими словами, необходим анализ структуры 
сооружения. Этого достаточно для окончательного заключения о 
геометрической изменяемости или неизменяемости, статической 
определимости или неопределимости даже сложных ферм. При 
этом количественное определение степени свободы (степени изме­
няемости) ферм совсем необязательно.

Способы образования ферм правильной структуры, остают­
ся такими же, как и для любых других стержневых систем. На­
помним их.

1. Степень свободы фермы не изменяется, если к ней присоеди­
нить (отсоединить) узел с помощью двух стержней, не лежащих на 
одной прямой (способ диады). В качестве стержней могут высту­
пать заведомо статически определимые и геометрически неизме­
няемые фермы.
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2. Три стержня, соединенные тремя шарнирами, не лежащими на 
одной прямой, образуют внутренне геометрически неизменяемую 
систему (диск) без лишних связей.

3. Две фермы (два диска), соединенные тремя стержнями, лежа­
щими на прямых, не пересекающихся в одной точке и не парал­
лельных все три сразу между собой, образуют единую систему 
(диск), в которой суммарное количество избыточных связей не из­
меняется, а суммарная степень свободы снижается на три единицы.

4. Две фермы (два диска), соединенные общим шарниром и 
стержнем, не проходящим через общий шарнир, образуют единую 
ферму (единый диск), при этом общее количество избыточных свя­
зей не увеличивается, а общая степень свободы снижается на три 
единицы.

5.2. Определение усилий в стержнях ферм 
от неподвижных нагрузок

Определение усилий в стержнях плоских статически определи­
мых ферм, как и в других статически определимых системах (бал­
ках, рамах, арках), выполняется методом сечений. Суть метода се­
чений для ферм заключается в следующем. Ферма разрезается (раз­
деляется) на две или несколько частей так, чтобы был рассечен 
стержень, в котором ищется усилие (рис. 5.6,а). Для фермы, нахо­
дящейся в равновесии, любая ее часть также должна быть уравно­
вешена, и для любой части можно записать уравнения равновесия. 
В эти уравнения наряду с внешними узловыми нагрузками, прило­
женными к соответствующей части сооружения, должны войти 
также усилия в разрезанных стержнях. Усилия (продольные силы) в 
разрезанных стержнях обычно направляют от сечений (от узлов), 
что соответствует растяжению стержней (рис. 5.6,б). Для отсечен­
ной части плоской фермы в общем случае можно составить три не­
зависимых уравнения равновесия. Поэтому рассматриваемый 
фрагмент фермы должен иметь не более трех стержней с неиз­
вестными усилиями. Уравнения равновесия могут быть состав­
лены либо в форме суммы моментов сил относительно некото­
рой точки на плоскости, либо в форме суммы проекции сил на 
некоторую ось. Эти уравнения, по возможности, следует со­
ставлять так, чтобы в каждое из них входило только одно неиз­
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вестное усилие. Это позволяет определить искомое усилие из 
решения только одного уравнения.

Если отсеченная часть фермы представляет собой один единст­
венный узел, то для системы сил (внешних и внутренних), сходя­
щихся в точке, можно составить только два независимых уравнения 
равновесия. Следовательно, из уравнений равновесия одного узла 
можно найти не более двух неизвестных усилий. Частный случай 
метода сечений, состоящий в последовательном вырезании и урав­
новешивании узлов фермы, носит название способа вырезания уз­
лов. При его применении узлы рассматриваются в такой последо­
вательности, чтобы в каждом очередном узле было не более двух 
стержней с неизвестными усилиями.

Покажем определение усилий способом вырезания узлов в неко­
торых стержнях фермы, представленной на рис. 5.7,а.

Из уравнений равновесия узла 1 (рис. 5.7,б) получаем:

F
X  Y  = 0 , N 1-3s i n a -  F  = 0 , N 1-3 = —----------- ,

sin а

X  X  = 0 , N 1-2 + N 1-3co sa  = 0,

N 1-2 = - N 1-3 co sa  = — ;-co sa  = - F c tg a .
sin a
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Рис. 5.7

Затем можно вырезать узел 2 (рис. 5.7,в). Усилие в стерж­
не 1-2 уже известно. Остается найти продольные силы еще в 
двух стержнях:

X  X  = 0 , F  c tg a  + N 2-4 = 0,

N 2 - 4  = - F  c tg a  ,

X Y  = 0, N 2 - 3  - F  = 0, N 2 - 3  = F .

Следующим вырезаем узел 3, из равновесия которого (рис. 5.7,г) 
находим усилия в стержнях 3-4 и 3-5:

F
X  Y  = 0 , — ;----- s i n a - F  -  N 3-4 s in a  = 0 ,

sin а

2F
N  = —3-4 • ’sin а
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X X = 0 ,
F

cos a  + N 3-4 cos a  + N 3-5 = 0 ,
sin a

N33-5 3F  ctg a .

Дальнейшая процедура расчета фермы предполагает вырезание 
узлов 4, 5, 7 и 6, из рассмотрения равновесия которых найдутся 
усилия в остальных стержнях фермы.

Способ вырезания узлов позволяет сформулировать, так назы­
ваемые признаки «нулевых» стержней, с помощью которых можно 
быстро находить стержни с нулевыми усилиями:

1) в двухстержневом ненагруженном узле усилия в обоих стерж­
нях равны нулю, если стержни не лежат на одной прямой (рис. 5.8):

2) если в двухстержневом узле, в котором стержни не лежат на од­
ной прямой, по направлению одного из них приложена сила (рис. 5.9), 
то усилие в этом стержне будет равно (со знаком «плюс» или «минус») 
указанной внешней силе, а усилие во втором стержне -  нулю:

X  Z1 = 0, -  N 1 cos в  = 0 , N 1 = 0,

X  Z 2 = 0 , -  N 2co sa  = 0 , N 2 = 0;

Рис. 5.8 Рис.  5.9

X  Z1 = 0, -  N 2co sa  = 0 , N 2 = 0 ,

X Z 2 = 0 , - N i - P  = 0, N 1 = -P  ;
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3) в трехстержневом ненагруженном узле, в котором два стержня 
лежат на одной прямой, а третий располагается под углом к ним 
(рис. 5.10), усилие в третьем, одиночном стержне равно нулю, а 
усилия в первых двух стержнях равны между собой:

Определение усилий способом вырезания узлов требует после­
довательного вырезания узлов в порядке, продиктованном структу­
рой фермы. Такой способ вычисления усилий приемлем, если тре­
буется определить усилия во всех стержнях фермы. Достоинством 
способа является его простота. К недостаткам следует отнести то, 
что часто нельзя сразу, без предварительного рассмотрения ряда 
узлов, иногда довольно большого их количества, найти усилие в 
интересующем нас стержне фермы.

Если ферму рассечь так, что оси пересеченных стержней с не­
известными усилиями, кроме одного (того, в котором ищется уси­
лие), будут пересекаться в одной точке, то чтобы найти усилие в 
этом, одиночном стержне, достаточно составить уравнение равно­
весия в виде суммы моментов сил относительно точки пересечения 
остальных стержней. Такой подход часто называют способом мо- 
ментной точки, а точку называют моментной.

Для определения усилия в стержне 4-6 фермы (рис. 5.7) 
проведем сечение I-I и рассмотрим равновесие левой части фер­
мы. Два стержня (5-6 и 5-7) пересекаются в узле 5. Усилие в

X  Y  = 0 , N 3 sin a  = 0 , N 3 = 0,

X  x  = 0 , -  N 1 + N 2 + 0 = 0 , N 1 = N  2 .

Р и с. 5 .10
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стержне 4-6 найдем из уравнения равновесия в виде суммы мо­
ментов всех сил относительно узла 5:

л 7

X M ™ e = 0 , -  F  2d -  F d  -  N 4-6 h = 0, N 4-6 = - — F .
h

Усилие в стержне 7-8 найдем, проведя сечение II—II. Моментной 
точкой в этом случае будет узел 6:

X M r  = 0 , -  F  3d -  F  2d  -  F d  + N 7 8 h = 0 , N 7 8 = — F .
h

Если в сечении оказалось несколько параллельных стержней, 
кроме одного (того, в котором ищется усилие), то усилие в этом 
стержне можно найти из уравнения равновесия в виде суммы про­
екций всех сил на ось, перпендикулярную параллельным стержням. 
Такой подход часто называют способом проекций.

Например, при расчете фермы, изображенной на рис. 5.7, для оп­
ределения усилия в стержне 6-8 составим уравнение равновесия в 
виде суммы проекций на вертикальную ось всех сил, действующих 
на левую часть:

4 F
X  Y лев = 0 , -  4 F  + N 6_8 sin a  = 0 , ^ _ 8 = ^ --------.

sin a

Аналогично, проведя сечение III-III, можно найти усилие в 
стержне 3-4:

2 F
X  Y лев = 0 , -  2 F  -  N 3-4 sin a  = 0 , N 3-4 = — ;----- .

sin a

5.3. Определение усилий 
с использованием метода замены связей

Суть метода замены связей изложена в разделе 2.3. Напомним 
особенности его применения к расчету ферм.

В ферме, показанной на рис. 5.11,а, можно удалить шарнирно 
подвижную опору С, а ее действие заменить вертикальной реакци­
ей, которую обозначим через X  (рис. 5.11,б). Для сохранения
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геометрической неизменяемости необходимо установить в фер­
ме дополнительный стержень, и сделать это надо так, чтобы 
расчет получаемой фермы был, по возможности, более простым. 
Например, в рассматриваемой ферме после удаления указанного 
опорного стержня можно установить дополнительный стержень 
7-8 (рис. 5.11,б). В полученной ферме, назовем ее заменяющей, 
усилия теперь можно найти методом сечений.

Заменяющая ферма (рис. 5.11,б) будет эквивалентна исходной 
(рис. 5.11,а), если усилие N доп в дополнительно установленном
стержне от действия заданной нагрузки и неизвестной реакции Х  
будет равно нулю. Найдем усилие в дополнительном стержне толь­
ко от заданной нагрузки, обозначив его через N ^оп (рис. 5.11,в), и

отдельно от действия X  = 1, обозначив последнее через N Xоп 

(рис. 5.11,г). Учитывая, что X  неизвестно, выразим усилие NX>h че­

рез соответствующее усилие К опот единичного значения X  = 1:

N  д°п = N °  X .

Используя принцип независимости действия сил, найдем полное 
усилие в дополнительном стержне и приравняем его нулю:

N доп = NFо  + N доп X  = 0.F X

Из полученного уравнения

N *оп + N доп X  = 0 ,F X

найдем неизвестную реакцию:

доп
X  = - J1 FД Т доп

X

Последующий расчет фермы можно вести методом сечений.
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5.4. Особенности определения усилий 
в стержнях шпренгельных ферм

Шпренгельная ферма (рис. 5.12,а) является составной фер­
мой. Структуру шпренгельной фермы можно представить как 
результат наложения на основную ферму с раскосной или тре­
угольной решеткой (рис. 5.12,б) дополнительных фермочек 
(шпренгелей (рис. 5.12,в)), располагаемых в пределах панелей 
основной фермы. Назначение шпренгелей -  воспринимать на­
грузку, прикладываемую между узлами основной фермы, и пе­
редавать ее на узлы основной фермы (рис. 5.12,а).
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Шпренгели могут быть одноярусными и двухъярусными 
(рис. 5.12,в).

Одноярусные шпренгели передают нагрузку на смежные узлы 
того же грузового пояса. Например, в ферме на рис. 5.12,а шпрен- 
гель 6-8-10-7 сосредоточенную силу F2 из узла 8 передает поровну 
в узлы 6 и 10 основной фермы (рис. 5.12,б).

Двухъярусные шпренгели, воспринимая нагрузку в дополни­
тельных узлах одного пояса, передают ее на основные узлы 
другого пояса фермы. Например, шпренгель 14-16-18-15-13-17 
(рис. 5.12,а) сосредоточенную силу F5, действующую в узле 16 
верхнего пояса, передает в узлы 13 и 17 нижнего пояса.

В шпренгельных фермах выделяют три типа стержней 
(рис. 5.12,г): стержни только основной решетки фермы (первый 
тип), стержни только шпренгелей (второй тип) и стержни, полу­
ченные наложением стержней шпренгеля на стержни основной 
фермы (третий тип).

Расчет шпренгельных ферм выполняется, как правило, методом 
сечений. Иногда определение усилий в стержнях шпренгельных 
ферм более удобно проводить с учетом принадлежности стержней к 
одному из перечисленных ранее типов. В этом случае последова­
тельность расчета сводится к следующим действиям.

1. Определяются усилия N ш в стержнях шпренгелей от дейст­
вующих на них местных нагрузок. Полученные усилия в стержнях 
второго типа являются окончательными.

2. Нагрузка, действующая на шпренгели, передается на узлы ос­
новной фермы. Определяются усилия N O в стержнях основной 
фермы. Полученные усилия в стержнях первого типа являются 
окончательными.

3. Усилия N  в стержнях третьего типа вычисляются по вы­
ражению:

N i = N ° + ^  .

Рассмотрим расчет шпренгельной фермы, представленной на 
рис. 5.13,а. На рис. 5.13,б показана основная ферма и действующая 
на ее узлы нагрузка. Пояснения к преобразованию нагрузки, дейст­
вующей на шпренгели, даны на рис. 5.13,в.
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Определим опорные реакции фермы:

Z M A = 0 о  RB = 48 кН; Z M B = 0 о  RA = 72 кН.

Усилия в стержне 5-6 (рис. 5.13, а) относится к третьему типу. 
Усилие N 1 в нем найдем способом моментной точки, рассматривая 
равновесие, например, левой части фермы (рис. 5.14):

Z  МЛее = 0 , 72 • 2 -  5 • 4 -1 0  • 3 -1 0  • 2 - 10-1 + 10-1 -  N1 -1,778 = 0 ,

N 1 = 41,62 кН.

Для определения усилия N 2 в стержне 4-6 воспользуемся тем 
же сечением I-I (рис. 5.13,а) и моментной точкой 7.

Рассмотрим равновесие левой части фермы (рис. 5.14), разложив 
искомое усилие N 2 в точке 6 на вертикальную и горизонтальную 
составляющие:

Z  м  = 0 ,

-  72 • 2 +10 -(1 + 2 + 3 + 4 + 5) + N  2 co sa  • 6 = 0 ,

2 „где tg a  = -------= 1,125; a  = 48,363 ; c o sa  = 0,6644.
1,778

Решая уравнение, получим:

6
N 2 = ------------ = -1,505 кН.

2 3,9864

Сечение I-I рассекает также стержень 2-3 (рис. 5.13,а), усилие в 
котором N3 определим, составив уравнение в виде суммы моментов 
левых сил относительно узла 6 (рис. 5.14):

Z  м  г  = 0 ,

72 • 4 -  5 • 6 - 1 0  -(5 + 4 + 3 + 2 +1)+ N 3 cosр -  2,667 = 0 ,
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где

О
tg e  = - ----- = 0,4445; p  = 23,965°; cosp  = 0,9138.

а) р асч етн ая  сх ем а  ф ер м ы

Рнс. 5.13
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В результате получаем:

108 + 2,4368 N 3 = 0 , N 3 = -4 4 ,3 2  кН.

Усилие N 4 в стержне 2-4 (рис. 5.13,а) найдем из уравнения рав­
новесия узла 2 (рис. 5.15,а):

Z  Y = 0 , -  5cos в - N 4 cos в  = 0 , N 4 = - 1 0  кН.

Усилие N5 в стержне 4-5 (рис. 5.13,а), который является стерж­
нем шпренгеля (второй тип), найдем из уравнений равновесия узла 
4 шпренгеля (рис. 5.15,б):

Z  X  = 0 , -  N 5 sin a  -  NШ sin a  = 0 , N2? = N5,

Z  Y  = 0 , N 4 -  N 5 cos a  -  N'шШ cos a  = 0 , N 4 -  2N 5 cos a  = 0,

N  - 10
N 5 = N 2“* = ----- ^  = -------------= -7,525 кН.

5 2 2 c o sa  2 • 0,6644

t Ra = 72 кН '

2 m  2 m 1 m  I м  y

P hc . 5 .14
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Стержень 1-4 является стержнем основной решетки. Усилие в
нем N 6 найдем как усилие N0 в стержне 1-6 основной фермы.
Проведем сечение III-III (рис. 5.13,б). Воспользуемся уравнением 
равновесия в виде суммы моментов левых сил относительно узла 7:

Z  м  ™ = 0 ,

-7 2 •  2 + (5 +10 + 5)-2 + (10 + 5 + 5)-4 + N 60 • 0,6644• 6 = 0,

N  6 = N ° = 6,02 кН.

Стержень 4-6 (рис. 5.13,а) является стержнем третьего типа. Он 
принадлежит и основной решетке (стержень 1-6 (рис. 5.13, б)) и 
стержню 4-6 шпренгеля (рис. 5.13,в). Поэтому усилие N2 в этом 
стержне можно определить по выражению:

N 2 = N ° + N 2“ = N ° + N 2“ = 6,02 -  7,525 = -1,505 кН.

Этот результат, естественно, совпадает со значением N2, получен­
ным ранее.

Усилие N7 в стойке 1-5 (рис. 5.13,а), как стержне основной ре­
шетки, определим, рассмотрев основную ферму (рис. 5.13,б). Про­
ведем сечение II-II и применим способ моментной точки:

Z M™6 = 0 , -  72 • 2 + (5 +10 + 5)-2 + (5 + 5)-4 -  N° • 4 = 0,

N 7 = N 7° = -1 6  кН.

Усилие N 8 в стержне 3-6 как в стержне основной решетки мож­
но найти из уравнений равновесия узла 3 (рис. 5.15,в):

Z Y  = 0 , - 1 0 - N 8 - N 3sin в  = 0 ,

N 8 = -1 0  - ( -  44,32)- 0,4062 = -8,003 кН.
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Усилие N 9 в стержне 11-12 определим из уравнения проекций 
сил на вертикальную ось (рис. 5.16):

Z  Y прав = 0 , -  N 9 cos у  - 10 - 10 - 10 -  5 + 48 = 0 ,

13
N 9 = —  = 16,25 кН,

9 0,8

где
2,0

tg Y = --------= 0,75; sin y = 0,6; cos y = 0,8.
2,667
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5.5. Построение линий влияния усилий в фермах

5.5.1. Построение линий влияния усилий в балочных фермах

Рассмотрим балочную ферму, представленную на рис. 5.17,а. 
Движение единичной силы примем по нижнему поясу. Покажем 
построение линий влияния усилий в некоторых стержнях этой фер­
мы статическим методом.

Предварительно построим линии влияния опорных реакций

Ra и Rb :

Z  M B = 0, -1  xB + R a 5d = 0 , R a =
5d
x

Z M a = 0 , -  Rb 5d +1 Xa = 0 , R b = -A
5d

Xb

Из полученных выражений для определения опорных реакций 
следует, что линии влияния опорных реакций в балочных фермах 
строятся так же, как в простых балках (раздел 3.2). Линии влияния 
Ra и Rb для рассматриваемой фермы представлены на 
рис. 5.17,б,в.

Для определения усилия N 1 проведем сечение I—I и воспользу­
емся способом проекций. Сечение I—I рассекает стержень 10-11 
грузового пояса.
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При расположении единичной силы левее рассеченной панели 
(левее узла 10) усилие N 1 определим из уравнения проекций сил 
правой отсеченной части фермы на вертикальную ось:

Из последней записи следует, что линия влияния усилия N 1 на 
участке движения единичной силы (участок А-10) будет иметь та­
кой же вид, как линия влияния опорной реакции Rb , все ординаты 
которой разделены на cos a  .

При движении единичной силы справа от рассеченной панели 
(участок 11- 12) получим:

Следовательно, линия влияния N 1 на этом участке будет такой 
же, как и линия влияния опорной реакции Ra , если все ее ординаты 
разделить на ( - cos a ) .

На участке рассеченной панели (участок 11 -  12) линия влияния 
строится с учетом узловой передачи нагрузки. Для этого следует 
соединить прямой линией ординаты линии влияния слева и справа 
от рассеченной панели. Этот прямолинейный отрезок называют пе­
реходной прямой.

Окончательный вид линии влияния усилия N 1 представлен на 
рис. 5.17,г.

Анализ линии влияния N 1 показывает, что ее левая прямая (сле­
ва от рассеченной панели) и правая прямая (справа от рассеченной 
панели) параллельны друг другу. Эта закономерность связана

Z  Y прав = 0 , -  Nj cos a  + R b = 0,

co sa

Z  Y лев = 0 , Nj cos a  + R a = 0 ,
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со способом определения усилия, способом проекций, и будет со­
блюдаться всегда при использовании способа проекций, когда уси­
лие выражается только через груз и опорные реакции.

Для определения усилия N 2 в стержне 10-11 можно использо­
вать сечение I-I (рис. 5.17,а) и способ моментной точки, учитывая, 
что стержни 4-5 и 10-5, рассеченные сечением вместе со стержнем
10-11, пересекаются в узле 5. Точку в этом узле и принимаем для 
усилия N 2 в качестве моментной. Рассеченная панель та же, что и 
для определения усилия N 1 . Найдем зависимости изменения уси­
лия N 2 при движении единичного груза на трех участках грузового 
пояса фермы:

а) груз слева от рассеченной панели (на участке А-10) -  рассмат­
риваем равновесие правой части фермы:

Z M ”̂  = 0 , N  2 h -  RBd  = 0, N  2 = RBd ,
h

л. в. N 2 = (л. в. R b ) )  ;
h

б) груз справа от рассеченной панели (на участке 11- 12) -  рас­
сматриваем равновесие левой части фермы:

Z M f e = 0 , - N 2 h + R a 4d = 0 ,

в) на участке рассеченной панели ( 10- 11) проводим переход­
ную прямую.

Линия влияния усилия N 2 показана на рис. 5.17, д.
Анализ этой линии влияния показывает, что ее левая и правая 

прямые пересекаются под моментной точкой. Эта закономерность 
также будет соблюдаться при использовании способа моментной 
точки в случаях, когда усилие выражается только через груз и 
опорные реакции.

N  2 = R a
4d

л . в. N 2 = (л. в. R
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Для определения усилия N 3 в стержне 3 -  9 проведем сечение
II-II (рис. 5.17,а) и воспользуемся также способом моментной точ­
ки. В качестве моментной точки здесь следует принять точку К, в 
которой пересекаются оси стержней 2-3 и 9-10, рассеченных вме­
сте со стержнем 3-9. Рассеченные участки нижнего и верхнего поя­
сов здесь не совпадают по их горизонтальной проекции. Заметим, 
что при вырезании узлов рассекаются две смежные панели. В таких 
случаях положение груза следует определять относительно рассе­
ченных участков грузового пояса, то есть пояса, по которому дви­
жется груз. В данном случае рассеченный участок грузового (ниж­
него) пояса находится между узлами 9 и 10. Рассмотрим движение 
единичного груза на участках:

а) груз слева от рассеченного участка грузового пояса (на участ­
ке А-9) -  рассмотрим равновесие правой части фермы:

Z М ”рав = 0 , N 3 3 d - Rb 6 d  = 0,

N 3 = Rb ^  = 2 Rb , л. в. N 3 =(л. в. Rb )• 2 ;
3d

б) груз справа от рассеченного участка грузового пояса (на уча­
стке 10- 12) -  рассмотрим равновесие левой части фермы:

Z м ”рав = 0 , N 3 3 d - Rb 6 d  = 0,

N 3 = Rb ^  = 2 Rb , л. в. N 3 =(л. в. Rb )• 2 ;
3d

в) на рассеченном участке грузового пояса (9-10) проводим пе­
реходную прямую.

Линия влияния усилия N 3 показана на рис. 5.17,е. Ее левая и
правая ветви, как и должно быть, пересекаются под моментной 
точкой К .

Для построения линии влияния усилия N4 в стержне 2-8 усилие
N4 будем определять из вырезания узла 8 (рис. 5.17,а). Узел 8 нахо­
дится на нижнем поясе фермы, по которому движется груз, поэтому
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при его вырезании рассекаются два участка грузового пояса А-8  
и 8-9. Для определения зависимостей изменения усилия необхо­
димо рассмотреть движения груза на трех участках:

а) при положении груза в узле 8, вырезая этот узел (рис. 5.18), 
получим:

Z Y  = 0 , N 4 - 1  = 0 , N 4 = 1 ;

под узлом откладываем единицу со знаком «плюс»;

_JL'
Рнс. 5.18

+ У
N ,

О)

Рнс. 5.19

б) при положении силы вне узла и вне рассеченных участков 
грузового пояса будем иметь (рис. 5.19):

Z  Y  = 0 , N 4 = 0 ;

в) при движении силы на рассеченных участках грузового пояса 
(А-8  и 8-9) в соответствии с узловой передачей нагрузки проводим 
переходные прямые.

Линия влияния усилия N 4 имеет вид, представленный на 
рис. 5.17,ж.

Усилие N 5 в стержне 4-10 проще всего определить, вырезав
узел 4. И так как узел 4 находится на верхнем поясе фермы, а сила 
движется по ее нижнему поясу, то в узел 4 груз попасть не может 
никак. Поэтому при любом положении груза N 5 = 0. Соответст­

венно линия влияния N 5 на всей длине фермы будет нулевой 
(рис. 5.17,з).
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Усилие N 6 в стержне 6- В также будем определять способом 
вырезания узлов, вырезав узел В. При этом здесь усилие будет вы­
ражаться через опорную реакцию Rb и через груз (когда он будет 
передаваться в узел В). Как и обычно, при вырезании узла, находя­
щегося на поясе, по которому движется груз, здесь необходимо рас­
смотреть три участка его движения (положения):

а) сила в узле В (рис. 5.20):

Z Y  = 0, N 6 + R b -1  = 0 , N 6 =1 -R b  ;

реакция R b при положении силы в узле В равна единице 
(рис. 5.17,в), и значит N 6 = 1 -1  = 0 , то есть под узлом В линия 

влияния N 6 будет иметь нулевую ординату;
б) сила вне узла и вне рассеченных участков грузового пояса:

Z  Y  = 0 , N 6 + Rb = 0 , N 6 = -R b ,

л. в. N 6 = -(л . в. Rb ),

то есть на участке А—11 и под узлом 12 для линии влияния N 6 спра­
ведливой будет зависимость изменения линии влияния опорной ре­
акции R b со знаком «минус»;

в) на рассеченных участках грузового пояса (11-В и В-12) про­
водим переходные прямые.

+ У

Рнс. 5.20
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Линия влияния усилия N 6 имеет вид, представленный на 
рис. 5.17,и.

Таким образом, если вырезаемый узел находится на грузовом 
поясе, то при построении линии влияния усилия с помощью спосо­
ба вырезания узлов необходимо рассматривать три случая положе­
ния единичной силы:

а) сила в узле;
б) сила вне узла и вне рассеченных участков грузового пояса;
в) сила на рассеченных участках грузового пояса.
Если же вырезаемый узел находится на незагруженном поясе, то 

искомое усилие можно выразить через усилия в других стержнях, со­
единяющихся в данном узле, линии влияния усилий в которых необхо­
димо предварительно построить.

5.5.2. Построение линий влияния усилий в консольных фермах

Особенностью расчета консольных ферм, как и любых других 
консольных систем, является то, что для определения усилий в них 
практически всегда удобнее рассматривать равновесие отсеченных 
консольных частей.

Рассмотрим консольную ферму с полураскосной решеткой, 
представленную на рис. 5.21,а.

Построим линию влияния усилия N 1 в стержне 2-3. Проведем в 
рассматриваемой ферме сечение I-1. Для определения усилия в 
стержне 2-3 составим уравнение суммы моментов всех правых сил 
относительно узла 15.

При расположении единичной силы слева от рассеченного 
стержня 2-3 грузового пояса получим:

Z  = 0 , -  N 1 h = 0 , N 1 = 0 .

Следовательно, на участке 1-2 линия влияния имеет нулевые 
ординаты.

Если F  = 1 будет расположена правее узла 3, то получим:

—̂ X
Z  м прав = 0 , -  N 1 h + 1 • x1 = 0 , N 1 = -^ .

h
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Из полученной формулы следует, что линия влияния усилия N 1 
на рассматриваемом участке движения силы является прямолиней­
ной. Прямую можно построить по двум точкам:

J Л т d  лт 5dпри x1 = d  N 1 = — ; при x1 = 5d N 1 = —  .
h h

На участке 2-3 проводим переходную прямую, которая в 
данном случае будет являться продолжением правой прямой 
линии влияния.

Таким образом, левая (нулевая) и правая прямые линии влияния 
N 1 пересекаются под моментной точкой 15.

Построим теперь линию влияния усилия N 2 в стержне 4-11. Для 
определения этого усилия используем способ совместных сечений.

Из уравнения равновесия узла 11 (рис. 5.22) следует:

Z  X  = 0 , -  N 2 sin а  -  N 3 sin а  = 0 , N 3 = - N 2.

Теперь, проведя сечение II-II, будем составлять уравнения рав­
новесия в виде суммы проекций правых сил на вертикальную ось.

При расположении подвижной силы слева от рассеченной пане­
ли (на участке 1-4) имеем:

Z  Y прав = 0 , N 2 c o s a -  N 3co sa  = 0 ,
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N 2 co sa  - ( - N 2)c o sa  = 0,

2N 2 cos a  = 0, N 2 = 0,

откуда следует, что на участке 1-4 линия влияния имеет нулевые 
ординаты.

При движении подвижной силы справа от рассеченной панели 
(на участке 5-7) получаем:

Z  Y прав = 0 , N 2 c o s a -  N 3c o s a - 1 = 0 ,

2N 2 cos a  -1  = 0 , N 2 = — 1— .
2 c o sa

Это означает, что усилие N 2 не зависит от точки приложения 
подвижной силы на рассматриваемом участке.

На участке рассеченного стержня грузового пояса проводим пе­
реходную прямую.

Линия влияния N 2 имеет вид, представленный на рис. 5.21,в. 
Линия влияния усилия N 3 в стержне 11-17 в соответствии с за­

висимостью N 3 = - N 2 показана на рис. 5.21,г.
Усилие N4 в стержне 10-17 найдем из уравнений равновесия узла 

17 (рис. 5.23,а):

Z  Y  = 0 , N 4 + N 3 cos а  = 0 , N 4 = - N 3 cos a  ,

л. в. N 4 = (л. в. N 3) • ( - c o sa ) .

Линия влияния усилия N 4 показана на рис. 5.21,д.
Усилие N 5 в стержне 4-10 находится подобно усилию N 4 из

уравнений равновесия узла 4. Если единичная сила находится в 
узле 4 (рис. 5.23,б), то имеем:

Z  Y  = 0 , - 1  -  N 2 cos a  -  N 5 = 0 , N 5 = -  N 2 cos a  - 1 .
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В соответствии с рис. 5.21,в ордината линии влияния усилия 
N 2 в узле 4 равна нулю. Поэтому получаем:

N 5 = -1  .

При расположении подвижной силы вне узла 4 на участках 
1-3 и 5-7 имеем:

Z  Y  = 0 , -  N 2 cos a  -  N 5 = 0 , N 5 = - N 2 cos a  ,

л. в. N 5 = (л. в. N 2) • ( -  cos a ) .

На участках рассеченных стержней (3-4 и 4-5) грузового пояса 
проводим переходные прямые.

Линия влияния усилия N 5 показана на рис. 5.21,е.

Рнс. 5.23

Усилие N 6 в стержне 3-16 удобнее всего найти, вырезав
узел 16. Этот узел относится к ненагруженному поясу фермы. 
Из уравнения равновесия узла усилие N 6 выражается через уси­
лия N 7 и N 9 .

Составив сумму проекций сил на вертикальную ось (рис. 5.24), 
получим:
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Рнс.5.24

Z  Y  = 0, N 6 + N 7co sa  + N 9co sa  = 0, N 6 = - ( N 7 + N 9) c o s a ,  

л. в. N 6 = [(л. в. N 7) + (л. в. N 9) ] ( -c o s a ) .

Линии влияния усилий N 7 и N 9 построены аналогично линии 

влияния усилия N 3 и показаны на рис. 5.21,ж,з.
Линия влияния усилия N6 представлена на рис. 5.18,и.

5.5.3. Построение линий влияния усилий в шпренгельных фермах

Рассмотрим шпренгельную ферму балочного типа с одно­
ярусными шпренгелями (рис. 5.25,а). Пусть грузовым будет 
верхний пояс.

Линии влияния опорных реакций показаны на рис. 5.25,б,в.
При построении линий влияния усилий в стержнях следует ру­

ководствоваться правилами определения внутренних сил в шпрен- 
гельных фермах, изложенными в разделе 5.4.

Построим линию влияния усилия N 1 в стержне 1-4 (рис. 5.25,а). 
Для определения усилия в нем воспользуемся методом сечений. 
Проведем сечение I-I, разрезав ферму на две части.

При движении единичной силы слева от рассеченного стержня 
1-2 грузового пояса усилие N 1 найдем из уравнения равновесия 
в виде суммы моментов правых сил относительно точки К:

Z  М Пкрав = 0 , - N , 008 a - 8,889 -  RB -14,889 =  0,
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где tg a  = --------= 0,9677 ; cos a  = 0,7186.
2,067

Решив уравнение, получим N1 = - 2,331RB .
Следовательно, л. в. N 1 = (л. в. R в  ) (-2,331).
При движении единичной силы справа от рассеченного стержня 

1-2 грузового пояса имеем:

Z МКев = 0 , N1 • 0,7186 • 8,889 -  RA 4,889 = 0 ,

N 1 = 0,7655 R a = 0.

Следовательно л.в. N 1 = (л.в. R a )0,7655.
Переходная прямая будет расположена на участке рассеченного 

стержня 1-2 грузового пояса.
Линия влияния N1 показана на рис. 5.25,г.
Для построения линии влияния N2 в стержне 7-8 проведем сече­

ние II-II (рис. 5.25,а).
Если подвижная сила будет располагаться левее узла 7, то из 

уравнения равновесия правых сил в виде суммы моментов относи­
тельно узла 12 получим:

Z M прав = 0 , -  N 2 • 2,667 -  RB • 2 = 0 , N 2 = - 0,75RB, 

л. в. N 2 = (л. в. RB)(-0 ,75 ).

Если подвижная сила будет располагаться правее узла 8, то 
получим:

Z м лев = 0 , N 2 • 2,667 -  Ra • 8 = 0 , N 2 = -3 R b ,

л. в. N 2 = (л. в. RB) (-3 ) .

Переходная прямая располагается на участке 7-8 грузового поя­
са. Линия влияния N 2 представлена на рис. 5.25, д.
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Для определения усилия N 3 в стержне 11-12 воспользуемся
уже проведенным сечением II-II (рис. 5.25,а). Составив уравне­
ния равновесия всех правых или левых сил при расположении 
подвижной силы соответственно слева или справа от рассечен­
ного стержня 7-8 грузового пояса, получим зависимости для 
построения линии влияния N 3 :

Z М1рав = 0 , N 3 • 2,667 -  RB • 4 = 0 , N 3 = 1,5RB, 

л. в. N 3 = (л. в. RB) -1,5,

Z М лев = 0 , -  N 3 2,667 + Ra 6 = 0 , N 3 = 2,25Ra ,

л. в. N 3 = (л. в. RA ) 2,25 .

Линия влияния N 3 представлена на рис. 5.25,е.
Используя то же сечение II-II и способ проекций, можно по­

строить линию влияния усилия N 4 в стержне 7-10. Она показана на 
рис. 5.25,ж.

Стержень 9-12 (рис. 5.25,а) является стержнем основной ре­
шетки и усилие в нем N 5 удобнее определять из рассмотрения
основной фермы (рис. 5.27,а). Вырежем узел 9 из основной фер­
мы и рассмотрим его равновесие. При расположении подвижной 
силы в узле 9 усилие N5 = -1  (рис. 5.26). При нахождении под­
вижной силы за пределами участка 7 -  13 N5 = 0. Линия влияния 
N 5 показана на рис. 5.27,д.
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Стержень 4-6 (рис. 5.25,а) является стержнем первого типа 
шпренгельной фермы. Ему соответствует стержень 1-6 основной 
фермы (рис. 5.27,а). Для определения усилия в нем проведем сече­
ние III-III (рис. 5.27,а) и воспользуемся способом моментной точки.

При расположении единичной силы левее узла 1 получим:

Z М прав = 0 , -  N 6° cos a  8,889 -  RB 14,889 = 0 ,

N 6o = -2,331RB, л. в. N 6° = (л. в. RB)(-2,331) .

При расположении единичной силы правее узла 3 получим:

Z М лев = 0 , N6° cos a  8,889 -  RA 4,889 = 0,

N 6° = 0,7655Ra , л. в. N 6° = (л. в. RA) 0,7655.

На участке 1-3 проводим переходную прямую.
Построенная линия влияния усилия N6° (и соответственно уси­

лия N 6 ) представлена на рис. 5.27,е.
Стойка 1 -  5 (рис. 5.25,а) также является стержнем основной ре­

шетки шпренгельной фермы, и усилие N 7 в ней эквивалентно уси­

лию N7° основной фермы (рис. 5.27,а). Проведя сечение IV-IV и
рассматривая положение подвижной силы по обе стороны участка 
0-1 грузового пояса, составим уравнения равновесия и получим не­
обходимые зависимости для построения линии влияния N7° . По­

строенная линия влияния N7° показана на рис. 5.27,ж.

Построим линию влияния усилия N 8 в стойке 3-6 (рис. 5.25,а). Так 

как эта стойка является стержнем основной фермы, то усилие N s° опре­
делим, воспользовавшись сечением V-V (рис. 5.27,а).

Составив сумму проекций правых сил на вертикаль при распо­
ложении подвижной силы слева от узла 3, получим:

Z Y прав = 0, N °  cos a  + N 8° + RB = 0,
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N 8° = - N 6° cos a  -  RB = 0 , (cos a  = 0,7186), 

л. в. N 8 = л. в. N 8° = (л. в. N 6°) (-0,7186) -  (л. в. RB).

Линия влияния №  на рассматриваемом участке движения силы 
строится путем суммирования скорректированных линии влияния 
усилия N0 и линии влияния опорной реакции RB.

При расположении подвижной силы справа от узла 7, аналогич­
но получим:

Z  Y nm = 0, -  N 6° cos a - N 8° + RA = 0 , N 8° = - N 6° 0,7186 + RA, 

л. в. N 8° = (л. в. N 6° )(-0,7186) + (л. в. RA).

На рассеченном участке 3-7 грузового пояса проводим переход­
ную прямую.

Линия влияния усилияN 8 = N8° представлена на рис. 5.27,з.
Стержень 8-10 (рис. 5.25,а) является стержнем шпренгеля (вто­

рой тип), усилие N 9 в нем можно определить из уравнения равно­
весия узла 8 (рис. 5.28).

у  +

I  К

Рнс. 5.28

Линия влияния N 9 представлена на рис. 5.25,з.
Стержень 9-10 является стержнем шпренгеля 7-8-9-10 

(рис. 5.27,б), усилие N10 ( N 10 = N10) в нем определим из рассмот­
рения уравнений равновесия для узла 10 шпренгеля (рис. 5.29):

Z  X  = 0 , -  N ш sin в  + N10 sin в  = 0 ; К  = N “ ,

Z Y  = 0 , N4“ cos в  + N9 + N 10 cos в  = 0 ,
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N N
N 10 = N 0  = --------—  = ------ — = -0,625N 9,

10 10 2 cos p  2 • 0,8 9'

л. в. N10 = (л. в. N9) ( - 0,625).

Линия влияния усилия N 10 (и одновременно N ^ )  представлена 
на рис. 5.27,и.

Отметим, что линию влияния усилия N 4 (рис. 5.25,ж) в стержне 
7-10 (рис. 5.25,а), как в стержне третьего типа можно было полу­
чить также путем сложения линии влияния усилия в стержне 7-12 
основной фермы и линии влияния усилия в стержне 7-10 шпренге­
ля. Такой подход можно применять для построения линий влияния 
усилий в любом из стержней третьего типа.

Рассмотрим ферму с двухъярусными шпренгелями (рис. 5.30,а).
Особенности расчета ферм с двухъярусными шпренгелями из­

ложены в разделе 5.3.
Линии влияния опорных реакций шпренгельной фермы 

(рис. 5.30,а) показаны на рис. 5.30,в,г.
Построим линию влияния усилия N 1 в стойке 3-17. Усилие в 

ней определяется из уравнений равновесия узла 3, рассматривая 
положение подвижной силы либо в узле (рис. 5.31), либо вне узла. 
Стержень 3-17 работает только на местную (узловую) нагрузку. 
Соответствующая линия влияния показана на рис. 5.30,д.

163



164



Н-7

Рис. 5.31 Рнс. 5.32

Усилия N 2 в стержне 9-20 как в стержне основной фермы 
(рис. 5.30,б) при грузовом верхнем поясе равно нулю. В случае 
нижнего грузового пояса N2, = 1, если единичная сила располагает­

ся в узле 20, и N 0 = 0 , если единичная сила находится вне узла 20.

Соответствующие две линии влияния N0 на рис. 5.30,е показа­
ны штриховыми линиями. На участке грузового пояса 7-11 они не 
совпадают. Рассмотрим последовательно расположение подвижной 
силы в узлах 8, 9 и 10 грузового пояса. При расположении силы в 
узле 8 двухъярусный шпренгель передает ее действие на узлы 19 и 
20, то есть грузовым становится нижний пояс. Значит, действитель­
ной ординатой искомой линии влияния будет ордината линии влия­
ния N0 при движении силы по нижнему поясу. При расположении 
силы в узле 9 шпренгели не работают и усилие в стержне 9-20 рав­
но нулю. При расположении силы в узле 10 усилие в стержне 9-20 
определяется аналогично, как и при ее расположении в узле 8.

Используя сечение I-I для основной фермы построим линии
влияния усилия N 0 при движении единичной силы по верхнему и
нижнему поясам (рис. 5.30,ж). Последовательно рассматривая рас­
положение силы в узлах 6, 7 и 8 (на несовпадающих участках линий
влияния N30), найдем окончательный вид линии влияния усилия 
N 3 (рис. 5.30,ж).

Применяя аналогичные действия, советуем читателю прове­
рить правильность построения линии влияния усилия N 4 в 
стержне 5-18 (рис. 5.30,з).
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Г Л А В А  6

РАСЧЕТ РАСПОРНЫХ ФЕРМ  
И КОМБИНИРОВАННЫХ СИСТЕМ

6.1. Расчет распорных ферм

В распорных системах при действии вертикальных нагрузок воз­
никают, кроме вертикальных составляющих опорных реакций, и 
горизонтальные. Последние называют распором. Примерами рас­
порных ферм являются фермы, показанные на рис. 6.1,а и 6.2,а.

а) распорная ферма б) ферма с наклонной опорой

Рис. 6.1

Фермы, представленные на рис. 6.1,а и 6.2,а, называют арочными 
фермами, так как способ их образования подобен способу образо­
вания трехшарнирных арок.

Опорные реакции арочных ферм определяют так же, как в трех­
шарнирных арках. После определения опорных реакций усилия в 
стержнях распорных ферм от действия неподвижной нагрузки оп­
ределяют, как правило, методом сечений.

Рассмотрим особенности построения линий влияния усилий в 
стержнях распорных ферм. Построим, например, линию влияния 
усилия N 1 в стержне верхнего пояса фермы, показанной на рис. 6.2,а. 
Для этого предварительно необходимо построить линии влияния 
вертикальных составляющих опорных реакций и распора.

Вертикальную реакцию в шарнирно неподвижной опоре А най­
дем из уравнения моментов всех сил, действующих на ферму, отно­
сительно точки В:

^ Ы в = 0 , R J - 1  (l -  xF ) = 0 , Ra = 1 - X f .
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Полученная зависимость совпадает с соответствующей зависи­
мостью для простой балки, поэтому линия влияния опорной реак­
ции Ra строится как в простой балке (рис. 6.2,б).

Аналогично получается зависимость:

RB = ^  . в l

Линия влияния RB показана на рис. 6.2,в.
Распор определим как в трехшарнирной арке по формуле:

н = M L .  
f

Следовательно, линия влияния распора есть линия влияния 
балочного изгибающего момента, взятая с коэффициентом 1/ f  
(рис. 6.2,г).

Усилие N  будем искать с помощью сечения I—I (рис. 6.2,а).
Если единичная сила располагается слева от сечения, то, рас­

сматривая равновесие правой части фермы, получим:

8 d
X  M ^ 6 = 0 , -  RB 8 d  + H  4a -  N  a = 0, N  = 4 H ------ RB.

a

Это означает, что:

8d
X  M ^ 6 = 0 , -  RB 8 d  + H  4a -  N  a = 0, N l = 4 H ------ RB.

a

При движении единичной силы справа от рассеченной панели из 
уравнения равновесия левых сил найдем:

X M ™  = 0 , Ra 2 d - H 4 a + N x a = 0 ,

Nj = 4H  -  —  Ra . 
a
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Значит,

л.в. N 1 = (л.в. Н)-4 -  (л.в. Ra )----- .
a

На участке рассеченной панели, в соответствии с узловой пере­
дачей нагрузки, проводим переходную прямую.

Линия влияния усилия N  представлена на рис. 6.2,д.

6.2. Расчет комбинированных систем

Комбинированными называют системы, часть элементов кото­
рых работает на изгиб, сдвиг и растяжение-сжатие, а другая часть -  
только на растяжение-сжатие. К таким системам, например, отно­
сятся: балка с гибкой аркой (рис. 6.3,а), трехшарнирная арка с за­
тяжкой (рис. 6.3,б), трехшарнирная рама с затяжкой (рис. 6.3,в), 
трехшарнирная рама со шпренгелем (рис. 6.3,г), шпренгельная бал­
ка (рис. 6.4,а), цепь с балкой жесткости (рис. 6.5,а).

Рис. 6.3

Особенности расчета комбинированных систем рассмотрим на 
примере расчета шпренгельной балки (рис. 6.4,а), в которой гори­
зонтальные стержни АС  и СВ усилены шарнирно-стержневой сис­
темой в виде ломаного пояса (шарнирной цепи) и вертикальных 
стоек. Усиливающую группу стержней называют шпренгелем.
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Вертикальные опорные реакции, вызванные заданной нагрузкой, 
найдем из уравнений равновесия всей системы:

X  M a = 0 , -  Rb 5 d  + q 2d d  = 0 , Rb = 0,4 q d ,

X M b = 0 , R a 5d - q 2 d  4 d  = 0 , Ra = 1,6q d .

Горизонтальная реакция опоры А равна нулю.
Расчет начинаем с определения усилия H  в стержне 4-6 шар­

нирной цепи. Для этого проводим сечение I-I через названный 
стержень и шарнир С. Рассматривая равновесие правой части, 
получим:

Х м с рав = 0 , -  R b 2,5 d  + H h  = 0 , H  = R b = qd—.^  C ’ B ’ ’ B h h

Затем определяются усилия в стержнях шпренгеля, как в стерж­
нях фермы (рис. 6.4,б).

После определения усилий в элементах шпренгеля выполняется 
расчет горизонтальных стержней, как простой балки, на действие 
заданной нагрузки и сил взаимодействия со шпренгелем (рис. 6.4,г). 
Эпюры внутренних сил показаны на рис. 6.4,д,е,ж.

Особенности построения линий влияния усилий в элементах 
комбинированных систем рассмотрим на примере системы типа 
цепь с балкой жесткости (рис. 6.5,а).

Предварительно покажем порядок определения усилий в элемен­
тах данной системы.

Найдем опорные реакции от действия нагрузки, приложенной к 
балке жесткости. Разрежем шарнирную цепь в точках A  и B' бал­
ки, расположенных по вертикали над опорами А и В (рис. 6.5,а). 
Разложим продольные силы в разрезанных стержнях на горизон­
тальные и вертикальные составляющие V 'A, H  'A и VB, H  'B . Соста­
вив уравнения равновесия в виде сумм моментов относительно то­
чек A  и B ' , найдем суммы вертикальных составляющих
R = V + V ' и R = V + V ':A v A ^  v A n “ b y B ^  v B ■

x
X M a = 0 , 1 x - R b I = 0 , Rb = -  ; (6.1)
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/ ч l ______  X
X M b' = 0 , -1  (l -  x)+ Ra I = 0 , Ra = — . (6.2)

Из уравнений равновесия узлов шарнирной цепи в местах 
примыкания вертикальных подвесок (рис. 6.6,б,в,г) или фраг­
мента (рис. 6.6,а) следует, что горизонтальная составляющая 
продольных сил в элементах цепи есть величина постоянная и 
равна распору системы Н.

Чтобы найти усилие Н, проведем сечение II-II, проходящее че­
рез шарнир С и горизонтальный стержень цепи (рис. 6.5,а). Соста­
вив сумму моментов сил относительно шарнира С для одной из час­
тей системы, например, для левой, получим:

получим формулу для определения усилия Н :

Из условий разложения продольной силы в элементе цепи в точ­
ке А ' (рис. 6.6,а), найдем вертикальную составляющую VA :

Или, учитывая, что

(6.3)

VA = h  t g a .

(6.5)
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При известной горизонтальной составляющей Н  полные усилия 
в элементах цепи будут равны:

i cos a

Усилия в подвесках определяются из уравнений равновесия уз­
лов (рис. 6.6,б,в,г).

Для определения внутренних сил в сечении К  проведем через К  
строго вертикальное сечение и рассмотрим равновесие левой части 
(рис. 6.7).

Продольную силу в разрезанном элементе цепи разложим на 
вертикальную и горизонтальную составляющие H  и V1. Изгибаю­
щий момент и поперечная сила в сечении К  будут равны:

M K = ( A + VA ) XK -  F  (xK -  X )- H  (  + f ) + H  (h + f  -  Ук ) =

=  R a x k - 1 ( xK - x ) - H y K = M K - H y K ; (66)

Qk  = R a  - 1 -  H  tg a 1 = QK -  H  tg a 1 , (6 7)

где M K0 и QK0 -  изгибающий момент и поперечная сила в соот­
ветствующем сечении простой двухопорной 
балки, имеющей тот же пролет и ту же нагрузку, 
что и рассматриваемая система.

На основе полученных зависимостей для определения опорных 
реакций и усилий можно строить необходимые линии влияния.

Так, используя формулы (6.1) и (6.2), строим линии влияния 
R a = VA + VA (рис. 6.5,б) и R b = VB + VB (рис. 6.5,в). Как для 
простой балки строится линия влияния балочного изгибающего 
момента (рис. 6.5,г). По формуле (6.4) строится линия влияния 
усилия Н  (рис. 6.5,д), а на основании (6.5) -  линия влияния ре­
акции VA (рис. 6.5,е).

По формулам (6.6) и (6.7) строятся линии влияния изгибающего 
момента М К (рис. 6.5,ж) и поперечной силы Qk (рис. 6.5,з).
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Рис. 6. 6

Рис.  6. 7

175



ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ 
И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩ ЕНИЙ

7.1. Общие сведения о перемещениях стержневых систем

При действии на сооружение нагрузки (будем далее обозначать 
этот фактор через F ), при изменении температуры ( t ) или смеще­
нии опор ( с ) появляются линейные отклонения его точек и углы 
поворота сечений.

На рис. 7.1 сплошной линией показано начальное (до приложения 
внешней нагрузки) положение стержней рамы, штриховой -  положе­
ние после нагружения (деформированное). Сечение K  переместилось 
в положение K i . Угол р  характеризует поворот сечения, отрезок KKi 
(на схеме не показан) -  линейное перемещение сечения K .

Г Л А В А  7

3 2 -  з -/

I

Х 7
Р=  А з F' l

I/

ь ,
2'

_ / 1 
' / ' 
/

/Ki
А 2 F

Рис. 7.1

1

Линейное перемещение сечения K  по направлению, не совпадаю­
щему с истинным, можно установить, найдя проекцию отрезка KKi 
на это направление. В инженерных расчетах наиболее часто опре­
деляются перемещения сечения по вертикальному и горизонталь­
ному направлениям.
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Определение перемещений производится при проверке жестко­
сти сооружений, расчете их на устойчивость и колебания, а также 
при расчете статически неопределимых систем.

Перемещение какого-либо сечения принято обозначать буквой 
А (дэльта) с двумя индексами, первый из которых указывает на­
правление перемещения, а второй -  причину, вызвавшую переме­
щение. Так, A i,  обозначает перемещение сечения по 1-му направле­
нию, вызванное внешней нагрузкой. Смысл обозначений А2f  и А з,
раскрывается с помощью рис. 7.1. В дальнейшем необходимо будет 
определять перемещения по направлению действия некоторых со­
средоточенных сил Fi , F 2 ,•••,Fn . Тогда обозначение Аf  следу­

ет читать так: это перемещение точки приложения силы F  по ее
направлению, вызванное нагрузкой F  .

Перемещение по i -му направлению, вызванное температурным 
воздействием, обозначается А^ , смещением опор -  Агс .

Определение перемещений в линейно деформируемых системах 
основывается на общих теоремах об упругих системах.

7.2. Работа внешних статически приложенных сил

Приложение нагрузки к любому сооружению вызывает переме­
щение (движение) его из исходного состояния в новое, деформиро­
ванное. Будем рассматривать такую нагрузку, которая прикладыва­
ется к сооружению настолько медленно, плавно, что возникающими 
при этом ускорениями его элементов, следовательно, и силами 
инерции их масс можно пренебречь. Такой процесс нагружения назы­
вают статическим, а соответствующую ему нагрузку -  статической.

Пусть стержень, выполненный из нелинейно-упругого материа­
ла, испытывает растяжение силой F  (рис. 7.2).

Диаграмма “напряжение-деформация” этого материала показана 
на рис. 7.3.
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Площадь диаграммы о  , как известно из курса сопротивления 
материалов, равна удельной потенциальной энергии Uq (иначе,
плотности энергии -  энергии, отнесенной к единице первоначаль­
ного объема элемента) при линейном напряженном состоянии.

Если изменить масштаб ординат графика а  — s  , введя зависимо­
сти N  = а  A  и А/ = s  l , то можно получить часто используемую в 
практике расчетов зависимость “нагрузка-перемещение” (рис. 7.4).

Через z  обозначено некоторое промежуточное абсолютное удли­
нение стержня, вызываемое силой F (z ) ,  а через А -  перемещение,
соответствующее конечному (максимальному) значению силы F  .

При бесконечно малом увеличении перемещения на dz совер­
шаемая силой работа определится по выражению: dW  = F (z )d z .
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Суммируя элементарные работы на всем интервале изменения 
перемещений, получаем формулу для определения работы, совер­
шаемой статически приложенной внешней силой F  :

А

Для линейно-упругого стержня зависимость между силой и пе-

Конечному значению силы соответствует перемещение А . Рабо­
та статически приложенной силы вычисляется по выражению:

Работа внешней статически приложенной силы равна поло­
вине произведения значения этой силы на значение вызванного 
ею перемещения (теорема Клапейрона (1799-1864)). Работу стати­
чески приложенной силы на перемещении, вызванном этой же си­
лой, принято называть действительной работой.

В общем случае под силой надо понимать не только сосредоточен­
ную силу, но и момент, и распределенную нагрузку. Соответствующи­
ми им перемещениями будут линейное перемещение по направле­

W = J F (z) d z .
0

ремещением линейная (рис. 7.5). Поэтому F (z) = к z  , где к  -  ко­
эффициент жесткости стержня.

F

Рис. 7.5

А А А
W  = J F  (z ) dz = J к zdz

2 20 0 0 0

т  k t F  F  АТак как к = tga  = — , то W  = -----
А 2

F  А
2
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нию силы, угловое по направлению момента и площадь эпюры пе­
ремещений на участке действия равномерной нагрузки.

При совместном действии на систему нескольких статически 
приложенных сил их работа вычисляется полусуммой произведе­
ний каждой силы на соответствующее ей суммарное перемещение:

1 *
W = -  Z  F  А  -. (7.1)

Например, при статическом действии на балку, показанную 
на рис. 7.6, сосредоточенных сил F , F - и сосредоточенного мо­
мента M  действительная работа внешних сил равна:

W = F 1 А1 + F - А 2 _ M P  
2 2 2 .

Рис. 7.6

Знак минус перед последним слагаемым выражения принят по­
тому, что направление угла поворота р  поперечного сечения балки
и направление момента M  являются противоположными.

7.3. Работа внутренних сил 
плоской линейно-упругой стержневой системы

При статическом действии внешних сил на деформируемую сис­
тему в ее сечениях развиваются внутренние силы. Для определения 
работы этих сил выделим из системы (рис. 7.7,а) двумя бесконечно 
близко расположенными сечениями элемент длины dx (рис. 7.7,б).
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а) -Н -
]Л"'dx

N

)

-----------\

M

Q

dx %

Рис. 7.7

По отношению к этому элементу силы N , M  и Q , заменяющие 
действие отброшенных частей системы на выделенный элемент, 
являются внешними. Внутренние же силы им равны, но противопо­
ложны по направлению, и сопротивляются деформациям элемента. 
Поэтому работа внутренних сил всегда отрицательна.

Замечание -  В  ф о р м у л ах  р а зд е л а  7 .3  и д ал ее  бу д у т  и сп о л ь зо в ан ы  
об о зн ач ен и я :

A  -  площ адь сечени я стерж ня;

J  -  осевой момент инерции сечения; обозначение момента инерции J у  

в формуле Ж уравского  связано с приняты м  обозначением  осей  на рис. 7.9; 
EA  -  ж есткость стерж ня на растяж ение-сж атие;
E J  -  ж есткость стерж ня на изгиб;

GA -  ж есткость стерж ня на сдвиг.

Действие на элемент продольных сил N  вызывает растяжение 

его на Adx = a  (рис. 7.8,а). На этом перемещении статически

возрастающая внешняя сила N  совершит элементарную действи-

1ттт 1 л т- * 7 N 2 dx . .тельную работу: dWN = — N  Adx = -------- . Работа же dAN внут-
2 2EA

ренних продольных сил будет ей равна, но отрицательна (направле­
ния внутренних сил и соответствующих им деформаций противо­

положны). Следовательно, dAN = - d W N = ---------- .
’ N N 2EA
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На угловом перемещении сечений d p , вызванном действием из­

гибающего момента (рис. 7.8,б), его работа будет равна -  2  M  d p .

Используя формулу для определения кривизны оси стержня
1 d 2 y  M

— — — = ^ 7 , величину угла взаимного поворота сечений по-
dx2Р E J

dx M  dx
лучим в виде d p  = —  = -. Тогда dAM = —

Р E J
M  2 dx 

2 E J  '

Рис. 7.8

Касательные напряжения в сечении, определяемые по формуле 
Журавского:

т=
Q S 0

J y b(z )

т
вызывают взаимный сдвиг сечений на Az  = y d x  = — dx (рис. 7.9).

G
Для определения их работы выделим на торцевых сечениях эле­

мента dx соответствующие полоски площадью dA . Учитывая ста­
тический характер нагрузки, найдем, что:
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dx
dAg = —  J (т dA) A z  = ------- Jt dA =

■A 2 G

Q 2 dx 
2 G A

SO

J y b(z)
dA = —

ju Q dx 
2 G A  !

где u  = A  f
A

sy

J y b(z )
dA -  безразмерный коэффициент, зави-

сящий от формы площади поперечного сечения. Для прямо­
угольного сечения u = 1,2; для круглого u = 1,18; для прокат­
ных двутавров приближенно u равно отношению площади 
двутавра к площади его стенки.

f -  ■

—

1----------’r

1
1

\Аф к
/  d x '  ~

Полную действительную работу внутренних сил плоской стержневой 
системы получим, интегрируя выражения для элементарных работ по дли­
не каждого участка стержня и производя суммирование по всем участкам 
системы. Суммарная действительная работа внутренних сил равна:

2̂ dx
(7.2)

N  2dx
X f

M  2 dx „  , uQ dx
X f -2EA J 2EJ 2GA

Поскольку в формулу (7.2) величины N  , M  и Q входят в 
квадрате, то работа внутренних сил всегда отрицательна.

2

2
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В линейно деформируемых системах зависимость между нагруз­
кой и перемещениями (усилиями) линейная. Зависимость же между 
нагрузкой и работой, как следует из формулы (7.2), нелинейная. 
Действительная работа группы одновременно действующих внеш­
них сил, не равна сумме действительных работ, вызванных каждой 
из сил в отдельности. Принцип независимости действия сил при 
вычислении действительной работы не применим.

7.4. Применение принципа возможных перемещений 
к упругим системам

Расширим понятия, изложенные в разделе 2.4.
Упругая система, испытывающая заданное внешнее воздействие, 

занимает определенное деформированное положение. Перемещения 
точек системы, отсчитанные от начального (недеформированного) 
состояния системы до соответствующего положения их в деформи­
рованном состоянии -  это действительные перемещения.

Зададим рассматриваемой системе возможные перемещения. Так как 
положение упругой системы в деформированном состоянии характери­
зуется бесконечно большим числом параметров, то такая система явля­
ется системой с бесконечно большим числом степеней свободы. Число 
возможных перемещений для нее тоже будет бесконечно большим.

Как отмечено в разделе 2.4, при “переходе” системы из дефор­
мированного состояния в новое, в котором учитываются возможные 
перемещения, внешнее воздействие и внутренние силы не меняют­
ся. Поэтому работу внешних и внутренних сил на возможных пере­
мещениях необходимо определять по выражениям:

где F i -  обобщенные силы;
A i -  соответствующие обобщенные перемещения;

где S i -  обобщенные внутренние силы;
e i -  соответствующие обобщенные деформации.

Работа внутренних сил всегда отрицательна.
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Формальная запись принципа возможных перемещений остается 
такой же, как и в разделе 2.4:

W (возм) + А(возм) = 0 "г У1внутр w •

Предполагается, что в упругой системе связи являются идеаль­
ными и на возможных перемещениях никаких затрат работы на 
преодоление трения или на образование и выделение тепла и т. п. 
не происходит; в неупругих системах это учитывается.

В практических приложениях за возможные перемещения при­
нимаются конечно малые перемещения, которые могут быть вызва­
ны силовыми или другими воздействиями. Например, для состоя­
ния балки, показанного на рис. 7.10 (состояние “i ”), в качестве 
возможных перемещений можно принять перемещения этой же 
балки, нагруженной другой группой сил (состояние “ к  ”). Тогда 
возможная работа внешних сил состояния “ i ” на этих перемещени­
ях запишется в виде:

W (возм) = F 1 A,k + F2 A2k.

Возможная работа внутренних сил состояния “ i ” на деформаци­
ях балки в состоянии “ к  ” будет равна:

Авнтмр= —x j  N i NE d x —X f  M i ^ d i —X j u Q i Q ^ .

Состояние i

F ll F2

~  - A
A li A 2 i

Рис. 7.10

Состояние к

О

Принцип возможных перемещений является одним из основных 
принципов механики. Он позволяет найти условия равновесия, что 
очень важно, без определения неизвестных реакций связей.
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Если за возможные перемещения принять действительные, то 
возможная работа внешних и внутренних сил будет определяться 
по выражениям:

Отметим, что понятие возможного перемещения (обозначается 
символом 5 ) было введено Лагранжем. В классическом трактате 
“Аналитическая механика” (1788; рус. пер., т. 1-2, 2 изд., 1950) он в 
основу всей статики положил “общую формулу”, являющуюся 
принципом возможных перемещений, а в основу всей динамики -  
“общую формулу”, являющуюся сочетанием принципа возможных 
перемещений с принципом Д'Аламбера.

7.5. Теоремы о взаимности работ и взаимности перемещений

Предположим, что линейно деформируемая система (рис. 7.11,а) 
последовательно нагружается вначале силой Fi , а затем силой F \  .

W (возм) = X F-А ,

(7.3)

где W (возм̂  -  возможная работа внешних сил;
л(возм') гАвнутр -  возможная работа внутренних сил.

а) б)

Рис. 7.11
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При “переходе” балки из положения 1 в положение 2 силой Fi 

на перемещении Аи совершается действительная работа, равная

W ■■ = 1 F ■ А ■ ■г г 2  г г ■ *

При “переходе” балки из положения 2 в положение 3 сила Fk со­

вершает действительную работу W^  Fk А ^ , а сила F , оставаясь

в это время неизменной, совершает на перемещении А^  возможную 

работу Wjk = Fj А ^  . Суммарная работа двух сил будет равна:

W = Wjj+ Wkk + Wjk .

Если осуществить нагружение балки в обратной последовательности -  
вначале силой F k , а затем силой Fj (рис. 7.11,б), -  то получим:

W2 = Wkk + Wjj+ Wki .

Так как значение работы внешних сил равно потенциальной 
энергии системы и поскольку, независимо от последовательности 
нагружения, в обоих случаях совпадают начальные и конечные по­
ложения балки, то W1 = W2 . Значит, имеет место равенство:

Wjk = Wkj, (7.4)

или в развернутой форме записи:

F  А k = Fk А k .

Получена формальная запись теоремы о взаимности работ (тео­
ремы Бетти (1823-1892)): работа сил состояния i на перемеще­
ниях состояния k  равна работе сил состояния k  на перемеще­
ниях состояния .
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Заметим, что в приведенной формулировке термин “сила” следу­
ет понимать как “обобщенная сила”, которой может быть и группа 
сил, а термин “перемещение” -  как “обобщенное перемещение”.

Аналогичная зависимость о взаимности имеется и для возмож­
ных работ внутренних сил на соответствующих деформациях. То­
гда формулировка теоремы о взаимности работ может быть дана в 
такой форме: возможная работа внешних (внутренних) сил со­
стояния i на перемещениях (деформациях) состояния k  равна 
работе внешних (внутренних) сил состояния k  на перемещени­
ях (деформациях) состояния i .

Пр и ме р .  Балка (рис. 7.12) постоянного сечения в состоянии 1 на­
гружена равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью q , а в
состоянии 2 -  сосредоточенным моментом M  , приложенным в конце­
вом сечении. Показать справедливость теоремы о взаимности работ.

Обобщенной силой в состоянии 1 является нагрузка q . Ее воз­
можную работу определим как сумму элементарных работ сил q dx 
на перемещениях у  состояния 2:

Состояние 1 Состояние 2
q \qdx

Рис. 7.12

W12 = j  q dx У2 = q \ У2 dx = q со,
0 0

где со -  площадь эпюры вертикальных перемещений балки.

Для определения со найдем уравнение изогнутой оси балки. 
Дифференциальное уравнение изогнутой оси запишется в виде:
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^  у2(x) = -  M -x .

Последовательное интегрирование дает:

E J  У2 ( x) = -  ~2J x  + c1 ,

M  3
E J  У2 (x) = - —  x + C1 x  +c2 . 

6 l

Используя граничные условия x = 0 У2 = 0 и x  = l у 2 = 0 , 
найдем:

E J  У2 (x) = M  6
Г x3 l------- +1 x

Л

Тогда:

M
о  = j  У2 (x)dx = -------J

6 E J

\
-  —  + I x

V l J
dx =

M l 3 
24 E J

Возможная работа:

W 12 =
q M l  
24 E J

Возможная работа сосредоточенного момента равна W21 = M  срв . 
Прогибы и углы поворота балки в состоянии 1 определяются из 

уравнений:

У1(x ) =
1

E J

j3 j 4q l q l 3 q x  
x - — x +■

24 12 24

У1 (x) = —  
1 E J

3 3  q l q l 2 q x
24 4 x 6

l

189



При x  = l y1 (x) =фв = — q------ .
1 24 E J

Направление действия момента M  совпадает с направлением 
перемещения р в , поэтому:

w  21= M q L .
21 24 E J

Следовательно, Wl2 = W  21.
Если обобщенные силы в состояниях “ i ” и “ k ” будут равны 

единице (перемещения от единичных сил обозначаются буквой 5, 
рис. 7.13), то из теоремы (7.4) следует, что:

Sik = Sl a . (7.5)

l 3

Состояние 1 Состояние 2
Fi = 1 Fk =1

I

Sk
Рис. 7.13

Равенство (7.5) выражает одно из общих свойств линейно 
деформируемых систем и является формальной записью тео­
ремы о взаимности перемещений (теоремы Максвелла (1831— 
1879)): перемещение по i -му направлению от k -й единич­
ной силы равно перемещению по k -му направлению от i -й 
единичной силы.

Замечание о размерности перемещений Sik . Обобщенное пе­

ремещение Atk , вызываемое обобщенной силой F k , определя­
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ется как Ak  = 5k  F k . Поэтому размерность перемещения 5 ^  
получается в виде:

Например, при нагружениях балок, показанных на рис. 7.14, 
имеем:

Перемещения 5 ^  и S21 имеют одинаковую размерность.

7.6. Общая формула для определения перемещений 
плоской стержневой системы

Предположим, что стержневая система (рис. 7.15,а) под влияни­
ем заданных воздействий деформировалась, и требуется определить 
перемещение какой-либо ее точки i по заранее установленному на­
правлению, не обязательно совпадающему с истинным направлени­
ем перемещения этой точки. Рассматриваемое состояние системы 
будем обозначать как “состояние a ”, а внутренние силы в сечениях 
элементов -  через N a , M a , Qa . Бесконечно малый элемент этой 
системы в деформированном состоянии испытывает, в общем 
случае, деформации удлинения A dx = s  d x , изгиба d p  = K dx

размерность Sik =
размерность A ik
размерность Fk

Рис. 7.14
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и сдвига A z = у d x . Здесь через dx  обозначена длина элемента,

через s  -  относительное удлинение (укорочение) его, через к  = -----
р

кривизна изогнутой оси, через у  -  относительный сдвиг (угол 
сдвига) граней элемента.

Для определения искомого перемещения Aia наряду с состояни­
ем a , которое является действительным состоянием системы, рас­
смотрим вспомогательное (фиктивное). Во вспомогательном состоя­
нии к той же системе по направлению обобщенного перемещения 
Aia приложим единичную обобщенную силу Fi = 1 (рис. 7.15,б).

а) состояние а состояние i

A ic

Рис. 7.15

Внутренние силы в этом состоянии (состоянии i ) системы обозначим 
через N i , M t , Qi . Так как это состояние является состоянием равнове­
сия, то к нему применим принцип возможных перемещений. За возмож­
ные перемещения примем перемещения, вызываемые заданным воздей­
ствием. Суммарная работа внешних и внутренних сил состояния i на 
перемещениях состояния а должна быть равна нулю (7.3), то есть:

W (в о зм ) + A (возм) _
"внутр 1 Aia-  Z j  N i s d x  -  Z j  M >Kdx  -  Z j  Qi Y dx = 0

Интегрирование ведется по длине каждого стержня или участка 
стержня, на протяжении которого подынтегральное выражение 
представляется непрерывной функцией определенного вида.
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Следовательно,

A ia = Z j  N i s d x  + Z j  M i Kdx  + Z j  Qi y d x . (7.6)

Полученная формула позволяет найти требуемое перемещение 
через деформации элементов системы в состоянии a  , причем сама 
система может быть как линейной, так и физически нелинейной. 
Несущественно также и то, чем вызваны деформации элементов: 
силовым воздействием, изменением температуры окружающей сре­
ды, ползучестью материала или другими причинами. Поэтому фор­
мулу (7.6) можно рассматривать как общую формулу для определе­
ния перемещений стержневых систем.

Состояние системы под действием заданной нагрузки принято на­
зывать грузовым (состоянием F  ). Из курса сопротивления материа­
лов известно, что деформации элементов линейно деформируемой 
системы в этом состоянии определяются через внутренние силы так:

, N Fdx M Fdx и Qf dx
s d x  = —£— , K dx  = — £— , y  dx  = ------£-------,

EA E J  GA

где EA , E J  , GA -  жесткости элемента соответственно на рас­
тяжение (сжатие), изгиб и сдвиг.

Подставляя эти выражения в (7.6), получим формулу для определе­
ния перемещений плоской стержневой системы в следующем виде:

A Z r N i N  F dx + Z  CM i M  F dx , z ! M Q i QF dx (77)
AiF = Z j  EA + Z J  E J  GA <77)

Ее называют формулой Максвелла-Мора для определения пере­
мещений упругих систем от заданной нагрузки.

Относительный вклад каждого из трех слагаемых формулы (7.7) 
в конечный результат зависит от вида стержневой системы и характе­
ра нагружения. В частности оказывается, что перемещения в балках 
зависят, в основном, только от второго слагаемого (изгибающих мо­
ментов); доля слагаемого, учитывающего влияние поперечных сил, 
составляет ничтожно малую часть от окончательного значения A if .
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Поэтому, с достаточной для практических целей точностью, пере­
мещения систем, работающих преимущественно на изгиб, можно 
вычислять по формуле:

A M i M F dx
AiF = Z J —  .

По той же причине в расчетах (особенно “вручную”) рамных 
и арочных систем пренебрегают влиянием на перемещения про­
дольных и поперечных сил. В то же время, автоматизированный 
расчет этих систем с помощью компьютерных программ произ­
водится, как правило, с учетом влияния на перемещения изги­
бающих моментов и продольных сил.

В элементах шарнирно-стержневых систем, в том числе ферм, от 
узловой нагрузки возникают только продольные силы. Поэтому оп­
ределение перемещений узлов производится по формуле:

A _ Z \ N iN F dx
A f  = z  Ё л ~

Так как при узловой нагрузке на ферму продольная сила по дли­
не стержня не изменяется, то, при условии постоянной жесткости 
каждого стержня, формула переписывается в виде:

a = Z  N kiN kF lk (7 o)
A if = Z  EA ’ 7̂-8^

k=1 EAk

где lk -  длина k  -го стержня; 
n  -  число стержней фермы.

В таком виде (7.0) впервые в 1064 г. Дж. Максвеллом была 
получена формула для определения перемещений ферм. Спус­
тя 10 лет О. Мором (1035-1910) метод определения перемеще­
ний был развит на случай произвольных деформаций системы 
(см. формулу (7.7)).

Поясним особенности выбора вспомогательного состояния. Единич­
ная обобщенная сила должна прикладываться к системе по 
направлению соответствующего обобщенного перемещения.
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Произведение их, как известно, дает работу силы F  = 1 на искомом пе­
ремещении. Если, например, для рамы в состоянии F  (рис. 7.16,а) необ­
ходимо определить угол поворота р  какого-либо сечения элемента, на­
пример, сечения D , то во вспомогательном состоянии в этом сечении 
необходимо приложить единичный сосредоточенный момент M  = 1 
(рис. 17.16,б), и тогда возможная работа внешней силы состояния i на 
перемещении A if состояния F  будет равна M  р  = 1 A if . В дальней­
шем номер единичной силы во вспомогательном состоянии будет опре­
делять и номер этого состояния.

а) состояние F

I  ̂ f  I
■kr

б) состояние 1

< -4 M i= ]

D

B

в) состояние 2
F 2 =1

F 2 = 1
k1
A B

г) состояние 3
M3 =1 M3 = 1

c 1 c 2

Рис. 7.16

Если требуется определить изменение расстояния между точка­
ми k1 и k2, то во вспомогательном состоянии (состояние 2) по направле­
нию прямой, соединяющей эти точки, следует приложить две направ­
ленные в противоположные стороны единичные силы (рис. 7.16,в); при 
необходимости найти угол взаимного поворота сечений с  и с2 -  во 
вспомогательном состоянии (состояние 3) в этих сечениях приклады­
ваются разнонаправленные единичные моменты (рис. 7.16,г).

Задаваемые во вспомогательных состояниях направления единичных 
сил соответствуют положительным направлениям перемещений A if .
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Если в результате вычисления окажется AiF < 0, то это будет озна­
чать, что искомое перемещение направлено в сторону, противопо­
ложную направлению силы Fi = 1.

7.7. Способы вычисления интегралов Мора

Задача о вычислении перемещений по формуле Мора сводится к
btM i M F dx 

вычислению интегралов вида J
E J

, которые принято назы­

вать интегралами Мора. Для относительно несложных задач подын-
, г,  ч M i M Fтегральная функция f  (х) = -----------  может быть такой, что неоп-

E J
ределенный интеграл F  (х) можно выразить при помощи конечного 
числа элементарных функций. Тогда определенный интеграл вы- 

b
числяется по формуле J f  (х) dx = F (b) -  F ( a ) .

Покажем, например, определение вертикального перемещения 
сечения 1 и угла поворота сечения 2 консольной балки (рис. 7.17), 
нагруженной равномерно распределенной нагрузкой, с учетом 
влияния на прогиб только изгибающих моментов.

Состояние F

я
I I I н и *

1

'2

l

Состояние 2
M 2 = 1

l/2 l /2

Состояние 1 Состояние 3

1—1и q3=i
к* I I I f i i i i6
Nj ■ i

х • j - x j
Рис. 7.17

1
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Для определения прогиба используем вспомогательное состоя­
ние 1. В дальнейшем обозначения усилий от безразмерных сил бу­
дут сопровождаться верхней чертой. Тогда:

M F — -0 ,5qx2, M 1 = -1  x .

Принимая жесткость балки E J  неизменной по ее длине, получим:

Д(Г рт) = A1F = j M i M f  dx —j ^  ( - x) ( - ^ - ) d x  — 
0 E J  0 Ê J 2

q l 4 
8EJ

Для определения угла поворота сечения посередине балки ис­
пользуем вспомогательное состояние 2. Тогда:

q x 2 — l —
M f  — -; M 2 = 0 , если 0 < x < —; M 2 = 1,

если — < x  < l : 
2

^  г M M f  dx 2 1 Л . qx2 . ,
(P2 =A2F = Z j  2 / T = j —  0 ( ^ V ) dx  +

E J
l

0 E J
2 q x1 qx

+ j —  1 (-------- ) dx —
l E J  2 2EJ  3
2

2

-  7ql3 
48EJ

Для этого же примера при вычислении площади эпюры прогибов 
с помощью вспомогательного состояния 3 (балка нагружена еди­
ничной равномерно распределенной нагрузкой) получим:

„ , qx —  x-M F — - - — , M  3 —------ ,

® = A 3F = j  —EJ

2 V  „2 Л2Hq1 x
2V 2V J

dx  = -
q x5

4E J  5
ql5

20E J

l

l

0
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Указанный способ вычисления интегралов Мора может привести 
к существенным затруднениям, так как для неопределенного инте­
грала F  (x) может получиться или очень сложная формула, или во­
все ее невозможно получить.

аналитическим способом или с помощью численного интегрирования.
Для случая, когда на участке интегрирования стержень имеет 

постоянную жесткость, то есть E J  = f  (x) = const , а одна из функ­

ций f  i (x) или f  2 (x) является линейной, одним из наиболее рас­
пространенных является способ, предложенный А. Верещагиным. 
Поясним его сущность.

Построим на участке интегрирования графики функций 
f l(x )  и f2(x)  , то есть эпюры изгибающих моментов (x) и

На практике интегралы типа
f 3( x)a

M f  (x) (рис. 7.18).

а)

б) y
Mi ( x)

Рис. 7.18
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Пусть, например, эпюра M t является прямолинейной (рис. 7.18,б). 
Точку пересечения оси x , на которой расположен стержень, с наклон­
ной прямой примем за начало координат. Тогда M t (x) = x t g a , 
а интеграл Мора преобразуется к виду:

тический момент площади эпюры M f  (рис. 7.18,а) относительно 
оси у . Он, как известно, равен произведению площади о  этой 
эпюры на расстояние от ее центра тяжести до оси у , то есть:

Таким образом, интеграл Мора вычисляется посредством произ­
ведения площади криволинейной эпюры на ординату прямолиней­
ной эпюры, взятую под центром тяжести криволинейной.

Операцию вычисления интегралов по способу Верещагина назы­
вают иногда “перемножением” эпюр. Положительный знак произ­
ведения оу0 принимается тогда, когда эпюра M  , площадь которой 
обозначена через о , и ордината у  имеют одинаковые знаки, то 
есть когда они расположены с одной стороны стержня. На практике 
часто руководствуются более простым правилом: если обе эпюры 
усилий на некотором участке стержня расположены по одну сторо­

b
Интеграл J x M f  d x , по определению, представляет собой ста-

a

b

a

Учитывая соотношение xo = у  о/ tga  , получим:

(7.9)
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ну от его оси, то результат “перемножения” их принимается поло­
жительным, если по разные -  отрицательным.

При использовании правила Верещагина сложные по очертанию 
эпюры усилий следует представлять в виде суммы простых, для ка­
ждой из которых известны формулы для вычисления площади и 
положения ее центра тяжести. Примерами таких простых эпюр яв­
ляются эпюры изгибающих моментов для консольных или одно­
пролетных балок, нагруженных сосредоточенной силой или равно­
мерно распределенной нагрузкой (рис. 7.19).

2
h i  

(0 = —  
3

| Я  

i

2
(0 = - h i  

*< a l 2 3
h = q -  

8

8 2

Рис. 7.19

Для получения простых эпюр следует иногда использовать 
принцип независимости действия сил.

П р и м е р .  Определить вертикальное перемещение точки D  и 
угол поворота сечения C балки постоянной жесткости (рис. 7.20,а).

Эпюра изгибающих моментов для балки от заданной нагрузки 
показана на рис. 7.20,б.
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Рис. 7.20

Для определения вертикального перемещения точки D  нагру­
зим балку силой р  = 1 (рис. 7.20,в) и построим соответствующую 
ей эпюру изгибающих моментов (рис. 7.20,г).

Используя принцип независимости действия сил, представим 
эпюру М р  в виде двух простых (рис. 7.21) и определим перемеще­
ние по правилу Верещагина:

1F EJ
1 1 1  1 2 Л ,  186,67

------- 20 • 8 ------------- 80 • 8 • 0,5 = ------------ м.
E J  2 3 E J  3 E J

201



q =10 кИ/м
1111111

20,0

J M
q=10 кИ/м

— _ Д ! %i ' 2

. .. W
4 80

M) (к И • м)

M  (к И • м)

Рис. 7.21

Вспомогательное состояние к определению угла поворота сече­
ния С показано на рис. 7.20,д, а соответствующая ему эпюра изги­
бающих моментов -  на рис. 7.20,е.

Д 2 F = I J
MM 2 -ЛM f  dx 

E J
— 1  20 • 8 — 0,5 + 
E J  2 3

1 2 ап а 93,33
+--------- 80 • 8 • 0,25 = --------  рад.

E J  3 E J

П р и м е р .  Найти горизонтальное перемещение точки A  рамы, 
показанной на рис. 7.22,а.

Вспомогательное состояние (состояние 1) показано на рис. 7.22,б. 
Соответствующие состояниям рамы эпюры изгибающих моментов 
показаны на рис. 7.22,в,г.

rM7—M7 f dx  1 1
Д—F = Z f  1 F = ------ 16 • 4 • 31F E J  E J  3

1 16 + 32
+ ----- 6 • 4 ----------+

2E J  2
1 1 ^ , 2 ,  1568

+-------- 32 • 4 — 4 = -------м.
E J  2 3 3E J
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а) состояние F

кН N2 EJ

м \ , EJ EJ \

А B

J —
_Jm-------/

в)
16, шшшИШПШП

(кН * м)

32

б) состояние 1

2

Рис. 7.22

В этом примере искомое перемещение вычислено в виде суммы инте­
гралов по трем стержням. На каждом из них функции M  i (х) и M f  (х) 
имеют вполне определенные аналитические выражения. Если по 
длине одного стержня эпюры моментов описываются различными 
функциональными зависимостями, то стержень необходимо разбить 
на соответствующие участки, вычислить интегралы отдельно для 
каждого участка и результаты вычислений суммировать.

Еще раз отметим, что способ Верещагина нельзя применять в 
случае, когда обе эпюры усилий являются нелинейными. Так, на­
пример, его нельзя применить к вычислению площади эпюры про­
гибов балки, нагруженной равномерно распределенной нагрузкой.

Такое же правило вычисления интегралов применимо и к двум 
другим слагаемым в формуле Мора для определения перемещений.

Величину определенного интеграла, как известно, можно вычис­
лить с помощью формул численного интегрирования, основанных 
на замене интеграла конечной суммой:
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b n
j  f  (x) dx * £  ckf  (xk ),
a k=0

где Xk -  точки отрезка [a, b];

Ck -  числовые коэффициенты.

Записанное равенство, в общем случае приближенное, называют 
квадратурной формулой, точки Xk -  узлами квадратурной форму­

лы, а числа Ck -коэффициентами квадратурной формулы. Погреш­
ность квадратурной формулы

зависит как от расположения узлов, так и от выбора коэффициен­
тов. Наиболее часто в практических приложениях к задачам строи­
тельной механики используется равномерная сетка узлов; при этом 
исходный интеграл представляется в виде суммы интегралов по 
частичным отрезкам, на каждом из которых применяется квадра­
турная формула.

Простейшими квадратурными формулами для одного интервала 
являются формула прямоугольников

Естественно, что даже в случае функций f  (x) близких к линей­
ным, использование этих формул приведет к погрешности в вычис­
лениях перемещений.

b n
V =  j  f  (x) dx -  Z  ckf  (xk )

a k=0

a

и формула трапеций (Т)

a
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При действии на систему, составленную из прямолинейных эле­
ментов, сосредоточенных сил или равномерно распределенной на­
грузки эпюра изгибающих моментов на отдельных участках стерж­
ня ограничивается прямой линией или параболой. Если для этой 
системы необходимо определить линейное или угловое перемеще­
ние какой-нибудь точки, то во вспомогательном состоянии от дей­
ствия силы Fi = 1 очертание эпюры “ M  ” будет определяться ли­
нейными зависимостями M  (x) . В таком случае при f 3(x) = const

функция f  (x) = f i  (x) f2  (x) будет представлена кривой второй 
или третьей степени. Тогда на участках стержней с постоянной же­
сткостью интеграл Мора можно вычислить точно с помощью фор­
мулы Т. Симпсона (формула парабол):

b l
j  f ( x ) d x  =~{yi  + 4 У 2+Уз X (710)
a 6

где y i , У2 , Уз -  значения функции в концевых точках отрезка 

[a, b] и посередине его (рис. 7.23).

Формула Симпсона является точной для любого многочлена не 
выше третьей степени.

Определим с помощью формулы Симпсона вертикальное пере­
мещение сечения D  и угол поворота сечения C для балки, пока­
занной на рис. 7.20:
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M. Mp dx  8
1F E J 6 E J

(0 -  4 • 70 • 0,5 + 0) = - 186,67
E J

м,

8 93 33
л ,с = ^ ^ ( 0  + 4 • 70 • 0,25 + 0) = рад.

6 E J E J

Полученные значения перемещений совпадают с найденными по 
правилу Верещагина.

П р и м е р .  Определить горизонтальное перемещения конца кон­
соли ломаного стержня (рис. 7.24,а).

Эпюра изгибающих моментов от заданной нагрузки показана 
на рис. 7.24,б, от единичной силы F  = 1 -  на рис. 7.24,в.

а) состояние F в) состояние 1

37,5

(кН • м) 

1,5м |  1,5м t̂

Рис. 7.24
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“Перемножение” эпюр M f  и M i  на вертикальном стержне выпол­

ним по правилу Верещагина, на наклонном (его длина равна V10 м) -  
по Симпсону:

Л1F = --------- 1 • 3,75 -  + — -(-1  • 3,75 + 4 • 5,625 • 1,5 + 37,5 • 2) =
1F E J  2 3 6 • 2E J ,—  ’

-1,25 + 8,75 V10 26,42
= -----------------------= --------  м.

E J E J

Если функция f  (x) на некотором участке стержня будет пред­
ставляться более сложным выражением, чем многочлен третьей 
степени, что возможно для стержней криволинейного очертания, 
или при изменении жесткости вдоль оси стержня, или при действии 
на него неравномерно распределенной нагрузки, то результат вы­
числения по формуле Симпсона будет приближенным.

На частичном отрезке погрешность оценивается так:

U <  —  M ,
1 1 2880

где

M  = sup f IV (x)*,
xe[a, b]

то есть на этом отрезке формула Симпсона имеет точность o (h 5 ),

на всем отрезке -  o (h 4 ), в то время как формула трапеций, так же 
как и формула прямоугольников, имеет второй порядок точности.

П р и м е р .  Определить с помощью формулы Симпсона площадь 
эпюры прогибов консольной балки постоянного поперечного сече­
ния, нагруженной равномерно распределенной нагрузкой.

* Лат. supremus -  высший.
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Эпюры M f  и M 1 показаны на рис. 7.25.

Состояние F
..................Я
I  I П  I  и  ^

Состояние 1

ql2 1q l2 x9ql
3 Г  8 . 32

//4 j  //4 j, //4 j, l/ 4

Рис. 7.25
Здесь:

f  (x) = M f  (x) M 1 (x) = qX-

Для варианта с одним участком длиной l получим:

l
6 E J

л ql2 l 2 ql2 l
4 - ------- + ^

2 ,2 Л

8 8 2 2 19,2 E J

Точное решение получено ранее непосредственным интегриро­

ванием. Площадь равна Л ^  =
20 EJ

Е q 1 /5 /5Если принять —  = 1, то погрешность вычисления w = ------------=
E J  19,2 20

= 2,083 -10 3 l 5 , что соответствует указанной ранее оценке

2880
- M  =■

2880
6 = 2,083 • 10 3 l 5, где принято:

2
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M  = sup f IV (x)
x  e [ a ,  b]

sup
x  e [ a ,  b]

Л .4 >

4V У

IV

= 6.

Для варианта с двумя участками длиной получим:

l
2 • 6 E J

л q l 2 l 2 q l 2 l 
4 - -------- + ^

2 ,2 Л

32 32 8 8V У
+

+ -
l

2 • 6 E J
f  q l 2 l 2 + 4 9 q l 2 9 12 + q l 2 l 2 ^

8 8 32 32 2 2 19,95 E J

Погрешность равна у  = -
15 15

-------= 1,253 • 10- 4 l 5 . На всем от-
19,95 20

резке интегрирования погрешность оценивается так:

.4 ,I I h4(b -  a)W < — -̂------L m  .
2880

i5
6 =

l l
В данном случае h = —, b -  a  = l и, значит, у < ------------

2 16•2880
= 1,302 •Ю-4 l 5 .

Формула Симпсона построена на трех равноотстоящих узлах. 
В некоторых случаях применяются квадратурные формулы и с 
большим числом равноотстоящих узлов. В частности, такой форму­
лой, построенной на четырех узлах, является следующая:

f f  ( x)Jx^
b -  a

8 f  ( a ) + 3 f  ̂ a + j + 3 f  (Va + 2(b3 a) у + f  (b)

Ее иногда удобно использовать для перемножения линейных 
эпюр усилий. Результат вычисления получается точным. Например, 
если перемножаемые эпюры имеют вид, показанный на рис. 7.26, то 
интеграл Мора на этом участке будет равен:
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Рис. 7.26

В общем случае, формулы с большим числом равноотстоящих 
узлов применяются относительно редко.

7.8. Определение перемещений от тепловых воздействий

Пусть для системы в состоянии а (раздел 7.6) внешним воздей­
ствием является тепловое, то есть температура ее элементов изме­
нилась по отношению к некоторому начальному состоянию. При­
мем для бесконечно малого элемента (рис. 7.27) этой системы тем­
пературу нижнего волокна равной ^ , верхнего -  ?2 , и распределе­
ние температуры по высоте сечения по линейному закону.
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Температура на оси, проходящей через центр тяжести сечения,
t1—t2 , „ n „ „ , „ _ , „  t1+t2будет равной t = t2 +---------h2 . При h1=h2 получим t =

h 2
Переход элемента под воздействием температуры в новое поло­

жение (показано штриховой линией) представим как результат уд­
линения всех волокон на d s t = s  dx = a t  dx и затем поворота каж­
дой боковой грани относительно оси, проходящей через центр тя-

dq>tжести сечения, на у го л----- .
2

Удлинение нижнего волокна равно a  t1 d x , а верхнего -  a  t2 d x , 
( a  -  коэффициент линейного расширения). Тогда, вследствие ма­
лости деформаций, получим:

a t 1 dx — a t 2 dx  a ( t 1 —12) . a t  'dx
dq>t = к dx  = — 1-----------2—  = ——— — dx =

1 h h h

где t ' =t 1 —12 -  перепад температур.

Так как температурные деформации не вызывают сдвига сече­
ний, то, подставляя d s t и dq>t в общую формулу (7.6) для опреде­

ления перемещений и заменяя в обозначении Aia индекс а на t (ука­
зывает от чего возникает перемещение), получим:

— — a  t
A it = Z j N t a t d x  + Z f -----d x . (7.11)

l l h

Заметим, что каждый из интегралов в этом выражении определя­
ет работу внутренних сил вспомогательного состояния системы на 
перемещениях, вызываемых изменением температуры. Поэтому на 
участке интегрирования значения интегралов принимаются поло­
жительными в том случае, когда совпадают соответствующие на­
правления деформаций стержня, вызываемые усилиями i -го (вспо­
могательного) состояния и тепловым воздействием.
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Если на отдельных участках стержней a,  t, t ' и h остаются 
неизменными, то выражение (7.11) преобразуется к виду:

a  t
Q•m  ■ (7.12)

где Q n  — j  Ni d x , Qm — JM t dx -  площади эпюр продольных
l l

сил и изгибающих моментов на участках 
стержней с указанными особенностями.

П р и м е р. Определить горизонтальное перемещение точки B 
рамы (рис. 7.28,а) от указанного на схеме теплового воздействия. 
Неизменные по длине каждого из стержней поперечные сечения при­
нять симметричными. Высота сечения вертикального стержня равна 
h1, горизонтального h2 .

а) состояние t

" о10

/ /~~г~ II /
\ I

h  1 . -

h2

A
20

l

б) состояние 1

F i =1

в) г)

h

о

1
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20 +10 n
Температура по оси каждого стержня равна t = ----------= 15

2
■л0перепад температур t ' = 20 -1 0  = 10

На рис. 7.28,б показано вспомогательное состояние рамы, а на 
рис. 7.28,в,г -  эпюры усилий N 1 и M 1 .

Вычисляем искомое перемещение:

a t ' 1 I
— X  a t  О n  + X -О м  — a  1 5 ------------ + a  15 *1 • I +

a  10 1 I I
+ ----------------+

h

a  10 1 I
h  2 2 2 h2 2 2

I = 18,75a +

2 2  

( 1,25l2
h

- + ■
2,5I

a.

7.9. Определение перемещений, 
вызываемых перемещениями опор

Предположим, что опорные связи заданной статически опреде­
лимой системы (рис. 7.29,а) под влияниями каких-то воздействий 
переместились в положения, показанные на рис. 7.29,а: защемление 
повернулось по часовой стрелке на угол с , а шарнирно-подвижная 
опора сместилась вверх на с2 . Обозначим это состояние системы 
как состояние с. Для определения перемещения какой-нибудь точ­
ки, например горизонтального перемещения узла D  , во вспомога­
тельном состоянии по направлению искомого перемещения прило­
жим силу Fj = 1 (рис. 7.29,б).

а) состояние с состояние г
с 1' h 

2 ,

-г"I I I I

Кг°Р- 
' a D  " = Л ,-

1/  2
D

a h
ч

и  2

Рис. 7.29

h 2

1

h
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Определим работу сил i -го состояния системы на перемещениях ее 
в состоянии с  . В состоянии с  внутренние силы отсутствуют: переме­
щения опор статически определимой системы не вызывают усилий в ее 
элементах. Поэтому на перемещениях состояния с  совершат работу 
только внешние силы, к которым относятся и опорные реакции. В соот­
ветствии с принципом возможных перемещений получим:

1-A ic + X  Rki ск = ^

где Rki -  реакция в связи с номером к  от Fi = 1;

Ск -  заданное смещение связи к .

Отсюда следует, что

A ic = - X  RkiCk . (7.13)

Знак произведения Rki Ck принимается положительным, если 

направления R ^  и Ck совпадают.
Для рассматриваемого примера получим:

AD” = A,с = - X  RkiCk = -  ( -  2  С1 -  h  С2 j = h (  |  + Cc f  j .

В заключение отметим, что если заданная линейно деформируе­
мая система испытывает одновременно несколько воздействий 
(внешняя нагрузка, изменение температуры, смещение опорных или 
других связей), то искомое перемещение определяется суммирова­
нием составляющих от каждого воздействия в отдельности.

Особенности определения перемещений в статически неопреде­
лимых системах будут изложены в дальнейшем.

7.10. Матричная форма определения перемещений

Рассмотрим вначале этот вопрос применительно к плоским фер­
мам. В практических задачах расчета их на заданные воздействия важ­
но уметь определять перемещения каждого узла по горизонтальному 
и вертикальному направлениям. Общее число неизвестных переме­
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щений при таком подходе будет равно числу степеней свободы уз­
лов m  = 2 У  -  Cq (перемещения закрепленных узлов по направле­
ниям опорных связей отсутствуют). На рис. 7.30,а неизвестные пе­
ремещения узлов показаны стрелками.

Для определения перемещения Ai примем вспомогательное состоя­
ние таким, как показано на рис.7.30,б: по направлению искомого пере­
мещения приложена сила Fi = 1. На этом рисунке около каждого

стержня фермы показано обозначение возникающего в нем усилия N ki ,
где индекс k  соответствует номеру стержня. Индекс n соответству­
ет номеру последнего стержня фермы.

Из формулы (7.6) следует, что

где Nki -  усилие в k  -м стержне от Fi = 1 ;

AIk -  абсолютная деформация k  -го стержня фермы.

Развернутая запись последнего выражения применительно ко 
всем вычисляемым перемещениям представится так:

Рис. 7.30

n

0 k=1

A1 = N 11 A|1 + N 21 a |2 + ... + N n1 Aln > 

A2 = N 12 AI1 + N 22 Al2 + • • • + N n2 Aln >

A m N 1m AI1 + N 2m Al2 + • • • + N nm Aln
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или в матричной форме записи:

А =
1

1
I

A 2 =

_A m _

N u  N21

N 12 N22

N 1m N 2m

N nl
N n2

N n

Al1

Al2

Aln

= LTn Al , (7.14)

где A -  вектор узловых перемещений; 
tTLn  -  матрица, транспонированная по отношению к матрице

влияния L n  ;

Al  -  вектор абсолютных деформаций стержней.

Для статически определимой фермы m = 2 У  — С0 = C , то есть 

m = п и  в этом случае матрица L n  будет квадратной.
Итак, для того чтобы найти перемещения узлов фермы необхо­

димо знать деформации стержней A l, определяемые в соответствии 
с заданным на систему воздействием.

При изменении температуры:

Alk = a t k lк 1к-

где а  -  коэффициент линейного температурного расширения; 
tk -  изменение температуры к  -го стержня.

Если находятся перемещения, вызванные неточностью изготов­
ления стержней, то Alk определяются как разности между реаль­
ными и проектными значениями длин стержней.

При расчете физически нелинейной системы на действие нагруз­
ки F  можно, пользуясь нелинейной диаграммой растяжения (сжа­
тия), по известному усилию NkF определить соответствующее ему

удлинение (укорочение) A l k .
Если материал стержней при заданной нагрузке F  работает в 

линейно-упругой стадии, то:
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Alk — Eea k = d k N kF ,
EAk

где EAk -  жесткость стержня на растяжение (сжатие);

dk —
lk

EA .
-  коэффициент податливости к -го стержня.

k

Тогда для вектора деформаций, вызываемых заданной нагрузкой F  . 
существует зависимость:

Al —

1
l 1 _

Al2 —

1 nl а 1

di

d n

N IF
N 2 F

N nF

— D N f  , (7.15)

где D  -  матрица внутренней податливости стержней фермы; 
N f  -  вектор усилий в стержнях фермы от нагрузки F  .

Подставляя выражение (7.15) в формулу (7.14), получим матрич­
ную запись формулы для определения узловых перемещений фер­
мы от нагрузки F  :

A — L N D N f  . (7.16)

Для определения перемещений изгибаемых систем от нагрузки F  
воспользуемся формулой Симпсона. На k  -м участке стержня с пе­
ременной изгибной жесткостью интеграл Мора запишется в виде:

\ M iM Fdx _ lk
( Т 7 И Л/ГИ Т1 С Л/[С Т1 К Л/[К \

I E J 6

M M

E J H - + 4-
M  M  M  M  

- + -
E J С E J к

где верхние индексы H , С и K  указывают на значения M ^,

M f , ... и E J  в начале, середине и конце участка интег­
рирования.

217

F



Представим это выражение в матричной форме записи:

lkMiM F dx
I- -
0 EJ

M H M C M K

6E JH
4lk

6EJC
lk

6E Jк

M H

M

M

— L ki D k M  kF , 

где Dk -  диагональная матрица податливости k  -го участка. 

Для варианта линейных эпюр M  j , M  f  получим:

M C — m H  + M K  , M C — + m F
2 2

и тогда при E J  — const вычисления на участке сведутся к следую­
щему:

'M M w  dxi F _
E J

MH MK ]

2 1k k 
6 E J  6 E J  

lk 2lk
6 E J  6 E J

M

M

Суммируя результаты вычислений по всем участкам, получим:

(7.17)A,F —U М М  dX —I LTu Dk MkF
E J k

lk

F

H

Используя последовательную стыковку векторов изгибающих 
моментов на всех n участках системы и введя в расчет матрицу 
податливости D  всей системы, вычисление перемещений можно 
представить и так:
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D

A f  = 4  LT2 i ... LTm ]x

M 1E
D n

D m

M 2 F

M mF

= Lt d m f  .
(7.18)

Если необходимо определить перемещения нескольких точек
T T  системы, то следует вектор-строку Lt заменить на матрицу L  , в

каждой строке которой будут записаны значения изгибающих мо­
ментов, вызываемых -м вспомогательным состоянием.

Если ставится задача определения перемещений, вызываемых
различными загружениями, то необходимо вектор M  F заменить на 
матрицу, в каждом столбце которой записываются значения усилий, 
соответствующие определенному загружению.

С учетом этих замечаний выражение для определения перемеще­
ний изгибаемой системы в общем случае может быть записано в виде:

A11 A12 ■ A1t

A =
A21 A22 -  A2t =

_Am1 Am2 ■ • Amt_

I

1

A I”a 3 F  Â KF} -  A41F"

LT2 42 -  4 D> M2F  m f -  m f

f  f  4_Mm -^2m * * ‘ ^m _ Dm_ M F  M F  MF_

(7.19)

= £dm

В этом выражении индекс m соответствует числу определяемых пере­
мещений для одного загружения, индекс t -  числу независимых загружений.

Если M  = L , то матрица A будет представлять собой матрицу 
внешней податливости А изгибаемой стержневой системы:

A  = LM D LM ■ (7.20)

x
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Это же замечание относится и к формуле (7.16). Заменив вектор 
N p  на матрицу N  = LN , получим в результате вычислений матри­
цу податливости фермы:

A  =  L Tn D L n  . (7.21)

7.11. Линии влияния перемещений

Теорема о взаимности перемещений используется при решении 
различных задач механики. В частности, с ее помощью относительно 
легко получаются линии влияния перемещений. Пусть, например, не­
обходимо построить линию влияния угла поворота mk (рис. 7.31,а). 
Каждому новому положению единичной силы (рис. 7.31,б) соответ­
ствует определенное значение угла поворота ( ^  ,&к2, . ) . В то же
время, на основании теоремы о взаимности эти перемещения можно 
определить каждый раз от загружения балки неподвижной обоб­
щенной силой М к = 1 (рис. 7.31,в). Следовательно, очертание ли­

ний влияния mk совпадает с эпюрой вертикальных перемещений 

оси балки, вызванных силой М к = 1 . Соответствующее этому за- 
гружению уравнение изогнутой оси балки записано в разделе 7.5.

а) б) в)

Рис. 7.31
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Анализ результатов последнего примера (рис. 7.31) показывает, 
что практическая задача построения линий влияния перемещений 
линейно деформируемой системы может быть связана или с расче­
том ее на множество единичных загружений в характерных сечени­
ях и последующим определением для каждого из них искомого пе­
ремещения или с расчетом заданной системы на одно загружение и 
определением соответствующих перемещений в тех сечениях, в ко­
торых по известным перемещениям можно представить правильный 
вид линии влияния. Второй вариант решения является, как правило, 
более предпочтительным. Проиллюстрируем сказанное еще раз на 
примере многопролетной статически определимой балки (рис. 7.32), 
для которой построим линию влияния S3 . Из расчета балки на загру-

жение силой F1 = 1 можно найти только одну ординату линии влия­
ния S3- S 31 (рис. 7.32,б), из расчета на действие p  = 1- S 32 и т. д. 

Более простой является техника построения линии влияния S3 как 

эпюры вертикальных перемещений оси балки от действия F3 =1 

(рис. 7.32,в). На рис. 7.32,г показан вид л.вл. S3 с учетом общеприня­

тых правил построения: положительные ординаты л.вл. S3 распола­
гаются выше оси балки, отрицательные -  ниже.

в) ЭП ."S3"

г) л.вл." S3"

Рис. 7.32
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7.12. Матрица влияния перемещений

Вертикальное перемещение сечения i , для которого построена 
линия влияния перемещения, от действия на балку заданной на­
грузки можно вычислить по формуле:

A ip = 5ц Fi + Si 2 F2 +. . .  + S, „ Fn ,i 2 r 2

где F j , F2 , ... ,Fn -  сосредоточенные вертикальные силы, при­
ложенные в характерных сечениях.

При значении индекса i = 3 получим выражение для определения 
A 3F с помощью линии влияния S3 (рис. 7.32,г).

Применяя выражение для A p  к каждому характерному сечению 
и используя матричную форму записи преобразований, получим 
значение вектора перемещений Ap  :

А f  =

где A  =

A1F "S11 S12 S13

А 2F = S21 S22 S23

1 > nF 1 _Sn1 Sn2 Sn3

S11 S12 S13 S1n

S21 S22 S23 S2n

Sni Sn2 Sn3
С
nn

'in
S2n

Sn

F i

F 2

Fn

= A F .

матрица влияния перемещении.

Компонентами i -го столбца являются значения ординат эпюр 
перемещений, построенных от Fi = i  , что соответствует общему оп­

ределению матриц влияния. В силу выполнения условия Sik = S^  
матрица A  является симметрической матрицей и, значит, по эле­
ментам i -го столбца или i -й строки можно построить линии влияния Si .
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В случае систем произвольного очертания, не обязательно ба­
лочных, перемещения 8 ^  могут иметь различную ориентацию в 
пространстве. Они определяют податливость системы в некоторой 
точке i по заданному ( i -му) направлению от единичной силы, 
приложенной в точке к . Поэтому матрицу A  называют матрицей 
податливости системы. Для ее вычисления можно использовать 
формулы (7.20) и (7.21).

П р и м е р .  Вычислить матрицу внешней податливости A  рамы 
по заданным направлениям (рис. 7.33).

Эпюры изгибающих моментов от действия единичных сил по за­
данным направлениям показаны на рис. 7.34.

При составлении матрицы влияния Lm  будем считать ординаты 
эпюр M  , расположенные внутри контура рамы, положительными.

 ̂ 3-е напр-е
и а п п . о

4

Рис. 7.33

Рис. 7.34
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Вычисляем матрицу податливости A

_ 8 11 8 12

1
m

A = 8 21 22

m
2

ЧЪ

=  LM  D LM

1 2 l
mm

ЧЪ

0 -  2 -  4 - 4 -  2 0 0 2 4
0 0 0 0 0 0 0 2 4
0 0 0 -1 -  0,5 0 0 0 0

X

х

4
6 E J

4 • 4 
6 EJ

4
6 E J

5
6 • 2 E J

4 • 5 
6 • 2 E J

5
6 E J

4
6 E J

4 • 4 
6EJ

4
6 E J

X

х

0 0 0

-  2 0 0

-  4 0 0

-  4 0 -1

-  2 0 ! 5

0 0 0

0 0 0

2 2 0

4 4 0

168 64 10

64 64 0

10 0 2,5

1
3 E J '
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Г Л А В А  8

М ЕТО Д  С И Л  И  ЕГО  П РИ М ЕН ЕН И Е 
К  РА С Ч ЕТ У  П Л О С К И Х  РАМ  

8.1. Статически неопределимые системы и их свойства

Статически неопределимыми системами называют такие систе­
мы, у которых не все внутренние силы могут быть найдены из 
уравнений равновесия твердого тела или системы твердых тел.

В статически неопределимых системах число неизвестных уси­
лий превышает число возможных (независимых) уравнений равно­
весия. Например, для определения четырех опорных реакций балки 
(рис. 8.1,а), возникающих от действия на нее любой нагрузки, мож­
но составить только три независимых уравнения равновесия.

Следовательно, во всех сечениях балки на участке A C  усилия 
определить невозможно. Если в этой балке удалить опорный стержень 
в точке B  или ввести в некотором сечении шарнир на участке B C , 
то получим расчетные схемы статически определимых балок, по­
казанные на рис. 8.1,а,б. Связи, которые можно удалить в балке 
(а в общем случае, в любой системе), не нарушая ее свойства гео­
метрической неизменяемости и неподвижности, называют лишни­
ми. Количество лишних связей, устранение которых обращает сис­
тему в статически определимую, называют степенью статической 
неопределимости системы. Балка, изображенная на рис. 8.1,а, явля­
ется один раз статически неопределимой.

Рис. 8.1
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То же можно сказать и о расчетной схеме фермы (рис. 8.2). От на­
грузки, приложенной к ее узлам, можно с помощью уравнений рав­
новесия найти опорные реакции и усилия в стержнях 3-5 и 4-5, но 
усилия в остальных стержнях останутся неизвестными. Среди этих 
стержней имеется один лишний, поэтому ферма является один раз 
статически неопределимой.

Рис. 8.2

Еще раз отметим, что термин ”лишняя связь“ нужно понимать с 
точки зрения геометрической неизменяемости и неподвижности 
системы. По условиям же работы конструкции эти связи необходи­
мы, при их отсутствии прочность и жесткость конструкции могут 
оказаться недостаточными.

В качестве лишней может быть принята любая связь, устранение 
которой не повлияет на неизменяемость и неподвижность системы. 
Так, для схемы на рис. 8.1 за лишнюю связь можно принять любой 
вертикальный опорный стержень или, в любом сечении на участке 
A C , связь, через которую передается изгибающий момент с одного

участка балки на другой.
Степень статической неопределимости сооружения является важ­

ной характеристикой сооружения.
Статически неопределимые системы обладают следующими 

свойствами.
1. Тепловое воздействие на систему, смещение опор или неточ­

ность изготовления ее элементов с последующим натяжением их во 
время сборки вызывают, в общем случае, в статически неопредели­
мой системе дополнительные усилия. В статически определимой 
системе эти факторы вызывают только перемещения сечений, уси­
лий же при этом не возникает.

Приведем некоторые примеры.
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Пусть температура нижних волокон балки (рис. 8.3,а) будет рав­
на t i , а верхних -  t2 , причем t1 > t2 . Если бы в точке B  опорная 
связь отсутствовала, то консольный стержень при указанном воз­
действии занял бы положение A B '  (показано штриховой линией). 
Чтобы вернуть его из этого положения в начальное (недеформиро- 
ванное) необходимо в точке B'  приложить силу X i , равную реак­
ции, возникающей в опоре B  от изменения температуры.

Смещение опорной точки C в положение C ' сопровождается 
изгибом балки A C  (рис. 8.3,б), что свидетельствует о появлении в 
сечениях балки изгибающих моментов и поперечных сил.

Если предположить, что в ферме, расчетная схема которой показана 
на рис. 8.2, длина заготовки стержня 1-4 оказалась меньше требуемого 
по проекту размера, то для того чтобы концы его присоединить к уз­
лам, стержень придется натянуть. Значит, вся группа стержней этой 
панели фермы будет еще до приложения заданной нагрузки испыты­
вать дополнительные усилия, в частности, стержни 1-4 и 2-3 будут 
растянутыми, а четыре других стержня -  сжатыми (возникает на­
чальное напряженное состояние).

2. Усилия в статически неопределимых системах, возникающие 
от внешней нагрузки, зависят от соотношения жесткостей элемен­
тов этой системы.

Сравните, например, распределение изгибающих моментов в ра­
ме (рис. 8.4,а,б) с различными соотношениями изгибных жестко­
стей стержней.

Усилия в этих системах, возникающие от теплового воздействия 
и осадки опор, зависят от значений жесткостей стержней.

а)

1Х 1

Рис. 8.3
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а)
10 к H / м

б)

9,42,
10 к H / м

2EJ 15,29

(М < к Н  • м)
у/ш

Рис. 8.4

3. Система с n лишними связями сохраняет геометрическую 
неизменяемость и после потери этих связей, в то время как статиче­
ски определимая система после устранения хотя бы одной связи 
превращается в изменяемую.

4. Перемещения статически неопределимых систем, как правило, 
меньше соответствующих перемещений тех статически определимых 
систем, из которых они образуются. Например, как следует из анализа 
работы под нагрузкой балок, показанных на рис. 8.5, А2 > A j.

Рис. 8.5

Другие особенности распределения усилий и перемещений в 
статически неопределимых системах будут поясняться в после­
дующих параграфах главы.

8.2. Определение степени статической неопределимости

По определению, степень статической неопределимости равна 
количеству лишних связей. Из формулы (1.1), устанавливающей
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количественные соотношения между числом степеней свободы 
дисков и числом связей, наложенных на них, следует, что число лиш­
них связей (Л) будет равно Л  = —W , то есть вычисляется по формуле:

Л  = С0 + 2Ш  + 3Ж  -  3Д  , (8.1)

а если диски соединяются между собой только связями первого
(одиночная связь) и второго (шарнир) видов, то по формуле:

Л  = С0 + 2Ш  -  3Д  . (8.2)

Как и при определении W , обе формулы можно использовать в 
том случае, когда ни один из дисков системы не представляется в 
виде замкнутого контура.

Если контур рамы замкнутый, то при использовании формулы (8.1) 
его нужно разбить на несколько незамкнутых.

Замкнутый бесшарнирный контур является трижды статически 
неопределимым. Действительно, чтобы раму в виде замкнутого 
контура (рис. 8.6,а) превратить в статически определимую, напри­
мер, показанную на рис. 8.6,б, необходимо удалить три связи в се­
чении к  (через эти связи осуществляется передача внутренних сил 
с одного конца стержня на другой).

Рис. 8.6

Если в сечении к  удалить связь, через которую передается изги­
бающий момент с одной части стержня на другую, т.е. поставить шар­
нир, то получим дважды статически неопределимую раму (рис. 8.6,в).

Таким образом, степень статической неопределимости рамы мо­
жет быть определена по формуле:

229



где K  -  число замкнутых контуров в раме;
Ш  -  число простых шарниров.

Заметим, что и рама, показанная на рис. 8.7, также представляет 
собой замкнутый бесшарнирный контур. Основание, к которому 
рама прикрепляется в точках A  и B  , в этом случае рассматривает­
ся как диск, соединяющий эти точки.

Приведем некоторые примеры. Определим степень статической 
неопределимости для рамы, изображенной на рис. 8.8.

По формуле (8.2) получим:

Л  = С0 + 2 Ш  -  3 Д  = 9 + 2 • 2 -  3 • 3 = 4.

По формуле (8.3):

Л  = 3K -  Ш  = 3 • 2 -  2 = 4.

Замкнутые контуры показаны на рис. 8.8 волнистой линией.

Л  = 3K  -  Ш , (8.3)

Рис. 8.7 Рис. 8.8

При использовании формулы (8.1) для рамы, изображенной на 
рис. 8.9 , учтем, что жестко соединяются между собой диски 1 и 2, 
а также 2 и 3.
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Очертания дисков выделены волнистыми линиями. Шарнир в 
точке С является двукратным.

Л  = С0 + 2 Ш  + 3 Ж  -  3 Д  = 7 + 2 • 4 + 3 • 2 -  3 • 5 = 6 .

По формуле (8.3) получим:

Л  = 3K -  Ш  = 3 • 4 -  6 = 6 .

Разбиение рамы (рис. 8.10) на отдельные диски примем таким, 
как показано на рисунке.

Рис. 8.10

Тогда получим: Д  = 6 , Ш  = 2 , число жестких соединений Ж  = 4.
По формуле (8.1):

Л  = С0 + 2 Ш  + 3 Ж  -  3 Д  = 9 + 2 • 2 + 3 • 4 -  3 • 6 = 7.

По формуле (8.3):

Л  = 3K -  Ш  = 3 • 4 -  5 = 7.

В предыдущем выражении принято Ш  = 2 , так как на схеме име­
ются два простых шарнира (каждый из них соединяет только два диска).

В последнем выражении Ш  = 5, так как дополнительно к двум 
шарнирам в верхнем контуре учитываются два шарнира в нижнем 
левом контуре и один шарнир в нижнем правом контуре.
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Степень статической неопределимости определяет то число до­
полнительных уравнений, которые нужно составить для определе­
ния неизвестных усилий. Этими неизвестными являются усилия в 
лишних связях.

8.3. Основная система и основные неизвестные

Последовательность операций по раскрытию статической неоп­
ределимости заданной системы сводится к следующему.

В заданной статически неопределимой системе удаляются лиш­
ние связи, а вместо них прикладываются неизвестные силы. Полу­
ченную таким образом систему называют основной системой метода 
сил, а неизвестные силы -  основными неизвестными этого метода. 
Их обозначают буквами , где i = 1, 2, • • •, n (n < Л ).

С целью уменьшения числа неизвестных опытные специалисты 
применяют иногда и статически неопределимые основные системы. 
Число неизвестных (n ) в этом случае будет меньше числа лишних 
связей ( Л  ). Такой способ расчета требует дополнительных вычис­
лений для включенных в основную систему статически неопреде­
лимых фрагментов.

В дальнейшем, сопоставляя перемещения заданной и основной сис­
тем, получают уравнения для определения основных неизвестных.

Поясним некоторые особенности выбора основной системы. 
Прежде всего, отметим, что основная система должна быть геомет­
рически неизменяемой и неподвижной. Для любой статически не­
определимой рамы можно выбрать несколько основных систем. 
Рассмотрим следующий пример. Степень статической неопредели­
мости рамы, изображенной на рис. 8.11,а, равна трем. Возможные 
варианты основных систем показаны на рис. 8.11,б-в. На рис. 8.11,б 
показано, что за основные неизвестные метода сил приняты усилия 
в опорных связях заданной рамы, а по рис. 8.11,в основными неиз­
вестными являются X 1 , X 3 -  реакции в опорных связях и X 2 -  си­
лы взаимодействия между примыкающими к шарниру стержнями. 
Системы, показанные на рис. 8.11,г,д, не могут быть выбраны в ка­
честве основных, так как являются мгновенно изменяемыми.
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Все последующие вычисления в методе сил связаны с основной 
системой. Поэтому от удачного выбора варианта основной системы 
будет существенно зависеть трудоемкость расчета. Способы выбора 
рациональных основных систем изложены в разделе 8.8.

8.4. Канонические уравнения метода сил

Деформации заданной и основной систем будут одинаковыми 
только в том случае, если перемещения точек приложения основных 
неизвестных по их направлениям в основной системе будут такими же, 
как и в заданной системе, то есть равными нулю. Действительно, на­
пример, перемещение по направлению силы Xj или X 3 (рис. 8.11,в) 
равно нулю, также равен нулю в заданной системе и угол взаимного 
поворота сечений по направлению неизвестной X  2 (рис. 8.11,в).

Перемещения в основной системе по направлениям основных 
неизвестных зависят от действующей на систему внешней нагрузки 
и основных неизвестных, поэтому можно записать, что:

Д1 (X1, X  2, - ,  X n, F  )= 0;'

Д2 (X 1, X  2, ' ",  X n, F )= 0; (8.4)

Д n X ,  X  2, - ,  Xn, F  )= 0._
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здесь Дi X = 1, • n) -  полное перемещение по направлению неиз­

вестной X j , то есть перемещение, вызванное неиз­
вестными X,, X 2, •••, X n и внешней нагрузкой F  .

Число n таких уравнений, естественно, соответствует числу ос­
новных неизвестных. Если воспользоваться принципом независи­
мости действия сил, то i -е уравнение из системы (8.4) можно запи­
сать в форме, позволяющей видеть вклад каждого силового фактора 
в конечный результат:

Д  = Дi1 + Д 2 + "  ' + Дin + ДiF , (8.5)

где Дг1, Дi2 , -  •, Д{п -  перемещения точки приложения i -й ос-
новной неизвестной по ее направлению, вызванные 
силами X 1, X 2 , • - ,  X n ;

Д ^  -  перемещение той же точки по тому же направле­
нию, вызванное внешней нагрузкой.

Перемещение по направлению i -й неизвестной, вызываемое си­
лой X k , может быть представлено как:

Д к = Sik X k , (8.6)

где Sik -  перемещение по тому же направлению, вызываемое 
силой X k = 1.

Учитывая выражения (8.5) и (8.6), систему уравнений (8.4) за­
пишем следующим образом:

S 11X 1 + S 12X  2 + S 13X  3 +  " •  +  S 1nX n + Д 1F =  0; 
S21X 1 + S22X 2 +  S 23X 3 +  "  ' +  S2nX n +Д2 F  = 0;

S n1X 1 +  S n 2 X 2 +  S n3X 3 +  ’ "  +  S nnX n + Д nF  =  ° .

(8.7)

Эти уравнения называют каноническими уравнениями метода 
сил для расчета системы на действие внешней нагрузки. Суть i -го
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уравнения сводится к тому, что перемещение точки приложения 
неизвестной X t по ее направлению, вызываемое всеми неизвест­
ными и внешней нагрузкой, равно нулю.

В матрично-векторной форме записи система (8.7) имеет вид:

A X  + B  = 0 , (8.8)

где:

-  матрица коэффициентов при неизвестных в канонических 
уравнениях (матрица податливости основной системы):

A  =

11
521

n1

12

22

n2

'13
523

n3

1n

2n (8.9)

-  вектор неизвестных:

X T = [X 1 X 2 X 3 ... Xn ] ; (8.10)

-  вектор свободных членов канонических уравнений (вектор 
грузовых перемещений):

BT = [д^  д 2f  ■"^ F ] . (8.11)

Коэффициенты типа 5ц , то есть расположенные на главной диаго­
нали, называют главными (главные перемещения), а коэффициенты 
5 ^ , если i Ф к  -  побочными (побочные перемещения). Согласно

теореме о взаимности перемещений 5ik = Ski , то есть матрица A
является симметричной.

При расчете статически неопределимой системы на тепловое
воздействие вектор B  в уравнении (8.8) имеет вид:
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B T = K  д 2г - д п1 ], (8.12)

где Д it -  перемещение точки приложения i -й неизвестной по ее на­
правлению, вызванное изменением температуры стержней.

При расчете системы на смещение связей:

где Д ^  -  перемещение i -й неизвестной, вызванное смеще­
нием связей.

8.5. Определение коэффициентов и свободных членов 
канонических уравнений

Коэффициенты и свободные члены уравнений вычисляются по 
правилам определения перемещений, изложенным в главе 7. Для 
рамных систем, испытывающих преимущественно изгибные дефор­
мации, при неавтоматизированных вычислениях (“ручной” счет) ог­
раничиваются учетом влияния на перемещения только изгибающих 
моментов. Поэтому 5 ^  и Дf  вычисляются по формулам:

где , M k  -  изгибающие моменты, вызываемые безразмер­

ными силами соответственно X i = 1 и X k = 1 ;

M f  -  изгибающий момент, вызываемый внешней нагрузкой.

Так, например, если для рамы (рис. 8.12,а) принять основную 
систему по варианту рис. 8.12, б, то при определении перемещения 
S21 необходимо состояние рамы под действием X 1 = 1 (рис. 8.12,в) 
рассматривать как грузовое, а второе, соответствующее действию

(8.13)
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X 2 = 1 (рис. 8.12,г), -  как вспомогательное. Тогда, после построе­
ния эпюр изгибающих моментов (рис. 8.12,е,ж), можно воспользо­
ваться известными способами вычисления интеграла Мора вида:

с z  fM  2M 1 dx 
1

Перемещение Д ^  (рис. 8.12,д) вычисляется с помощью эпюр 

M f  (рис. 8.12,з) и M 1 (рис. 8.12,е):

г 1 f dx
д 1* = Е | -

а) * Г * * 4

Заданная i
I система

I
I — j

i -  

в)

U 1 =1 

д)

Дц^

****** ..

' 1±vi f
E J

б) * г * * *
t

t*1 система

яw,

г)

S12t  . 

е)

!x2 =1

1

21
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Матричная форма определения перемещений изложена в раз­
деле 7.10.

Естественно, что значения коэффициентов и свободных членов 
уравнений получаются более точными, если при их определении 
учитываются, кроме изгибающих моментов, продольные и попе­
речные силы в элементах рамы.

После определения коэффициентов и свободных членов система 
канонических уравнений может быть записана в численном виде.

8.6. Построение окончательных эпюр усилий

Решение системы канонических уравнений позволяет найти значе­
ния основных неизвестных. Окончательные усилия (S е {M, Q, N  })
в k  -м сечении заданной системы, на основании принципа незави­
симости действия сил, вычисляются по выражению:

Sk = SkF + S k1 X 1 + Sk2 X 2 + ‘' '  + Skn X n , (8.14)

где SkF -  усилие в k  -м сечении от действия внешней нагрузки;

Ski -  усилие в k  -м сечении от X t = 1, i = 1, 2 , • • •, n .

В соответствии с выражением (8.14) строятся окончательные 
эпюры изгибающих моментов, поперечных и продольных сил:

M  = M F + M 1 X 1 + M 2 X 2 + -  + M n X n , (8.15)

Q = QF + Q1 X 1 + Q2 X 2 + ' ' '  + Qn X n ,

N  = N f  + N  X 1 + N 2 X 2 + -  + N n X n .

Построение эпюр Q и N  по приведенным выше формулам не 
всегда удобно. Более простой способ построения эпюры Q основан

на использовании дифференциальной зависимости Q = ----- .
dx
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Чтобы воспользоваться этой зависимостью получим аналитиче­
ское выражение для определения изгибающего момента в сечении 
стержня рамы. Рассмотрим такой стержень как балку на двух опо­
рах. Предположим, что пролет балки загружен так, как показано на 
рис. 8.13,а. Оба опорных момента (левый ( л ) и правый (п  )) -  по­
ложительные.

Рис. 8.13

Построив для этого пролета эпюры моментов от нагружения его 
пролетной нагрузкой (рис. 8.13,б) и опорными моментами (рис. 8.13,в,г), 
определим, на основании принципа независимости действия сил, 
окончательную ординату в сечении k  на эпюре M  как сумму со­
ставляющих ее:

l — x  x  
M  = M f  +— M n + - M n . (8.16)
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Взяв первую производную от выражения (8.16), получим форму­
лу для определения поперечной силы в том же сечении:

M  — M
Q = Qf  + п l Л . (8.17)

8.7. Алгоритм расчета. Проверка расчета

Процесс расчета статически неопределимых рам методом сил 
включает следующие операции.

1. Определение степени статической неопределимости системы.
2. Выбор основной системы.
3. Запись в общем виде системы канонических уравнений.
4. Построение эпюр усилий в основной системе от внешней на­

грузки и единичных значений основных неизвестных.
5. Вычисление коэффициентов при неизвестных и свободных 

членов канонических уравнений.
6. Запись системы канонических уравнений в численном виде и 

решение ее.
7. Построение окончательной эпюры изгибающих моментов.
8. Построение эпюр Q и N  .
Чтобы не ошибиться в ходе расчета, вычисления на каждом эта­

пе алгоритма следует проверять. Для этого, разумеется, необходимо 
глубоко понимать суть выполняемых операций и правильно ис­
пользовать знания, накопленные в ходе изучения курса строитель­
ной механики.

Поясним особенности контроля правильности расчета на от­
дельных этапах алгоритма.

Прежде всего, сделаем замечание к вопросу о выборе основной 
системы. Для всех возможных вариантов основной системы следует 
выполнить кинематический анализ их в той последовательности, кото­
рая рекомендована в главе 1. Особое внимание надо уделить анализу 
структуры системы и проверке ее на мгновенную изменяемость.

На этапе построения эпюр усилий в основной системе применя­
ется, как правило, статический метод. Для проверки эпюр наиболее 
часто используются условия равновесия фрагментов расчетной 
схемы, в частности, узлов рамы.
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Проверка правильности вычисления коэффициентов при неиз­
вестных и свободных членов канонических уравнений производит­
ся с помощью суммарной единичной эпюры моментов M  s , строя­
щейся по правилу:

M s= M 1 + M 2 + ••• + M n . (8.18)

Если “перемножить” единичную эпюру M г- и эпюру M  s , то получим:

с M M s dx j. M i (m  1 + M 2 + • • • + M  n ) dx
Sis = ^ — E T ~ = 3 ----------------------------- E J _=

y f  M M 1 dx | y f  M M  2 dx + | y f  M iM n dx = (819)
EJ y f  EJ  y f  EJ '

= $i1 + ^i2 + + ^in = y $ ik  , k = ^ ̂  '' ^ n,

то есть сумма коэффициентов при неизвестных в i -м (i = 1, 2, • • •,n) 
уравнении должна быть равна 5 is. Такая проверка называется по­
строчной.

Вместо “перемножения” каждой единичной эпюры моментов на сум­
марную M  s на практике производится “перемножение” M  s на M  s . 
Используя (8.19), несложно показать, что:

M  M  dr n n
S s s = z j M sM : = y  y s k  • (820)

EJ  i=1 k=1

то есть Sss равно сумме всех коэффициентов канонических урав­
нений. Эту проверку называют универсальной.

Аналогично выполняется проверка правильности вычисления 
свободных членов:

, ^  rM  M  * dx n  .
A sF = y f ------EJ----- = У А iF . (8.21)

EJ i=1

Сумма всех свободных членов уравнений равна A s* .
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Необходимо отметить, что выполнение упомянутых здесь проверок 
коэффициентов и свободных членов не всегда является гарантией пра­
вильных вычислений. В ходе определения 8 ^ ,  A *  и 5ss , A s*  на не­
которой операции может быть допущена одна и та же ошибка и, как 
следствие, она окажется незамеченной. Поэтому, еще раз напомним, 
основой правильных расчетов на этом этапе является знание и уме­
ние правильно применять способы вычисления интегралов Мора.

Для проверки окончательной эпюры моментов используются 
статическая и кинематическая проверки. Статическая проверка 
эпюры “ M  ” сводится к проверке равновесия узлов рамы. С ее помо­
щью выявляются только ошибки, которые могут быть допущены при 
операции построения эпюры моментов с помощью формулы (8.15).

Основной проверкой является кинематическая (другие ее назва­
ния: деформационная проверка, проверка перемещений). Переме­
щение точки приложения i -й основной неизвестной по ее направ­
лению в заданной системе должно быть равно нулю. Поэтому, 
пользуясь общим правилом определения перемещений, получим:

В таком случае понятно, что и сумма перемещений по направле­
ниям всех основных неизвестных тоже равна нулю. Следовательно,

то есть результат “перемножения” суммарной единичной эпюры 
M  s на окончательную эпюру моментов должен быть равен нулю.

Статическая проверка эпюр Q и N  заключается в проверке 
равновесия отсеченной от опорных закреплений части рамы.

П р и м е р. Построить эпюры M  , Q и N  для рамы, изобра­
женной на рис. 8.14,а.

Заданная рама является дважды статически неопределимой. Ос­
новная система и основные неизвестные показаны на рис. 8.14,б. 
Система канонических уравнений имеет вид:

M i M  dx
(8.22)

(8.23)
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811X 1 + 812X 2 + A1F = 0; [

821X 1 + 822X 2 + A 2 F = °.J

Эпюры изгибающих моментов в основной системе от действия
X 1 = 1, X  2 = 1 и внешней нагрузки показаны на рис. 8.14,в,г,е.

Определяем коэффициенты при неизвестных и свободные члены 
в канонических уравнениях:

811 = —^ -  f  1 1 1 2 1 + • 3 2 3l + — 3 • 6 • 3 + — ^  • 3 2 3 = -2 0 3 ;
11 2EJ У 2 3 2  3 J E J EJ 2 3 3EJ

1 1 1  2 144
822 = ------------------------------------6 • 4 • 6 + --------6 • 6 - 6  = ------- ;

22 2EJ E J  2 3 EJ

812 =821 = --------6 • 4 • 1------- 3 • 6 • 3 = ------- ;
12 21 2EJ EJ EJ

A1F = —1— 320 • 4 -1 + - ^ -  (320 • 3 + 4 125 • 3 + 20 • 3)= 3160
1F 2EJ ^ rV '

1 f\
A 2F = ------- 320 • 4 • 6 + -------(-  320 • 6 -  4 -125 • 3) = ---------- .

2F 2E J  6E J EJ

Для проверки коэффициентов и свободных членов построена 
суммарная единичная эпюра моментов M s . Используя формулу 
(8.20), получим:

8 „ =—-— (2 • 3 • 3 + 2 • 7 • 7+3 • 7 • 2) + 
ss 6 • 2EJ

+ - ^ ( 3  • 3+3 • 3) + - L I 3 • з 2 з =-2396E J  EJ 2 3 3EJ

Действительно:

203 66 66 144 239
811 + 812 + 821 + 822 = +'3EJ E J E J E J 3EJ
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По формуле (8.21) имеем:

As F  = - —  320 • 4 • 5 + - ^ -  ( -  320 • 3 + 20 • 3) = -
6EJ  

3160 7260

4100
EJ

4100

2EJ

что равно Ai F + A =
1 F 2 F E J  E J  E J

Записываем систему уравнений в численном виде:

™  X1 -  ̂  X 2 + 3160 = 0;
3EJ 1 E J E J  

-  «  X1 + 144  X  2 -  7 2 6 0 = 0 .
E J  1 E J  2 E J

Решив эту систему уравнений, найдем:

X 1 = 4,477 кН; X 2 = 52,468 кН.

Для построения окончательной эпюры моментов используем 
формулу (8.15). Эпюры M 1X 1 и M 2 X 2 показаны на рис. 8.14,ж,з, 
а окончательная эпюра M  -  на рис. 8.14,и. Статическая проверка 
ее выполняется (советуем читателю провести ее самостоятельно). 
Выполним кинематическую проверку:

.M sM  dx 
Z-* J

4
E J  6 •2EJ

6

(-  2 • 3 • 18,62 -  2 • 7 • 0,71 -  3 • 0,71 -  7 • 18,62)

+ (-  3 • 18,62 + 3 • 33,43) + — 1 3 • 3 - 13,43 = 
6EJ E J  2 3

140,57 140,55 0,02
+ -

EJ EJ EJ

Относительная погрешность вычислений составляет:

s  =
-  0,02
140,55

•100 * 0,01%,

что меньше допустимого значения, принимаемого равным примерно 1 %. 
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Окончание рис. 8.14

Эпюра Q (рис. 8.14,к) строится по эпюре M  . Еще раз отметим, 
что более простой способ ее построения основывается на зависимо­

сти Q = ----- . Воспользуемся формулой (8.17).
dx
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Рассматривая стержень 2-3 как простую балку, нагруженную рав­
номерно распределенной нагрузкой, построим эпюру поперечных сил 
(балочную эпюру поперечных сил). Она показана на рис. 8.14,л.

Учитывая распределение моментов на этом стержне (рис. 8.14,и) с по­
мощью формулы (8.17) найдем, что в сечении, примыкающем к узлу 2:

Эпюра Q на консоли 3-4 строится как для статически опреде­
лимого фрагмента рамы. Впрочем, и в этом случае можно восполь­
зоваться формулой (8.17), если рассмотреть участок 3-4 как балку 
на двух опорах (рис. 8.14,м).

Тогда в сечении, примыкающем к узлу 3:

= 27,53 кН,

а в сечении, примыкающем к узлу 3:

32,47 кН.

2

а в сечении, примыкающем к узлу 4:

2

Для стержня 1-2 получим:

4,48 кН,

4,48 кН.
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dM
Напомним, что ----- = tg a  . Эпюра изгибающих моментов стро-

dx
ится на растянутых волокнах стержня. Для балочных схем положи­
тельные ординаты эпюры расположены ниже оси балки. Поэтому 
знак поперечной силы в заданном сечении к  стержня можно опре­
делять следующим образом. Проведя касательную к линии, ограни­
чивающей эпюру M  , в точке, соответствующей положению сече­
ния к  (рис. 8.14,н), необходимо найти точку пересечения касатель­
ной и оси стержня (точка O ).

Если ось стержня необходимо поворачивать вокруг точки O до со­
вмещения с касательной кратчайшим путем по ходу часовой стрелки, 
то поперечная сила в сечении к  будет положительной (Q > 0). При 
движении оси стержня против хода часовой стрелки Q < 0 .

На линейных участках эпюры изгибающих моментов поло­
жение касательной совпадает с линией, ограничивающей эпюру 
M  . Поперечная сила на всей длине этого участка будет посто-

13,43
янной. Для стержня 3-5 Q = —3— = -4,48 кН, а для стержня 1-2

Q = - 18,62 -  071  = -4,48 кН.
4

При известных значениях поперечных сил в стержнях из уравне­
ний равновесия узлов определяются продольные силы N . Вычис­
ления N  начинают с узла, в котором стыкуются стержни не более 
чем с двумя неизвестными усилиями, и далее, последовательно вы­
резая узлы, определяют усилия во всех остальных стержнях. Урав­
нения равновесия записывают в виде суммы проекций всех усилий 
(и приложенных к узлу внешних сил, если они имеются) на верти­
кальную и горизонтальную оси, или, при наличии наклонных 
стержней, если вычисления упрощаются, на оси, перпендикулярные 
направлениям стержней.

Составив для узла 2 (рис. 8.14,о) уравнения £ X  = 0, £ Y  = 0 
найдем N 2 _3 = -4 ,48 кН, N ^  2 = -27,53 кН.

Из уравнения £ Y  = 0 для узла 3 (рис. 8.14,п) получим 
N 3-5 = -52,47 кН.
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Уравнение £  X  = 0 для узла 3 является проверочным. Эпюра 
N  показана рис. 8.14,р.

Для проведения статической проверки эпюр Q и N  отсекаем 
раму от опорных закреплений, нагружаем ее заданной нагрузкой и 
поперечными и продольными силами в сечениях, отделяющих 
стержни от опорных закреплений (рис. 8.14,с). Составляя уравнения 
£ X  = 0 , £ Y  = 0 и £ М  = 0 , убеждаемся в том, что рама нахо­
дится в равновесии.

8.8. Понятие о рациональной основной системе 
и способы ее выбора

Рациональной основной системой называют такую систему, для 
которой в канонических уравнениях возможно большее число по­
бочных коэффициентов обращается в нуль. При этом очень важно 
установить нулевые коэффициенты лишь на основе визуального 
анализа очертания эпюр усилий, не затрачивая время на их опреде­
ление. Обращение в нуль побочных коэффициентов приводит к 
значительным упрощениям в расчете.

Если некоторый коэффициент SiK равен нулю, то соответст­

вующие эпюры M t и M к принято называть взаимно ортогональ­
ными (аналогия со скалярным произведением взаимно ортогональ­
ных векторов).

К наиболее часто используемым способам получения рацио­
нальных основных систем относятся: использование симметрии 
системы, группировки неизвестных, преобразование нагрузки, рас­
членение многопролетных рам.

1. Использование симметрии системы. Основную систему для 
рамы, имеющей симметричное распределение линейных размеров и 
жесткостей стержней, следует принимать симметричной. Если ос­
новные неизвестные можно расположить на оси симметрии, то 
часть из них будет относиться к симметричным, а другая -  к обрат­
носимметричным (иначе, кососимметричным). От действия на раму 
симметричной нагрузки распределение усилий в ее элементах ока­
жется симметричным, и наоборот: обратносимметричная нагрузка 
вызывает обратносимметричные усилия. Поэтому эпюры изгибаю­
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щих моментов в основной системе будут либо симметричными, ли­
бо обратносимметричными. Симметричные и обратносимметрич­
ные эпюры являются взаимно ортогональными.

Например, приняв для рамы, показанной на рис. 8.15,а, основ­
ную систему, изображенную на рис. 8.15,б, получим симметричные
эпюры M 1, M 2 , M 4 (рис. 8.15,в,г,е) и обратносимметричную M 3

(рис. 8.15,д). Следовательно, коэффициенты 5 ц ,  5 ц ,  S23, S32,

834, 543 равны нулю.
Вычеркнув в системе уравнений (читатель должен записать их) 

слагаемые, включающие перечисленные коэффициенты, увидим, 
что она распалась на подсистему, содержащую только симметрич­
ные неизвестные и уравнение с обратносимметричной неизвестной.

а )  б )  в )

I 1'2 \ ^ 2 I

г)

X2=1 X2=1

t h ©M)

д ) е )

Рис. 8.15

Несложно, очевидно, распространить приведенные рассуждения 
на примеры рам с большим количеством неизвестных.

2. Группировки неизвестных. Во многих случаях основные 
неизвестные невозможно расположить на оси симметрии. Так, для 
рамы, изображенной на рис. 8.16,а, число лишних связей равно
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шести. Симметричная основная система может быть принята по 
варианту, показанному на рис. 8.16,б. Однако в этом случае при за- 
гружении ее силами X t = 1 ни одна из эпюр изгибающих моментов 
не получится симметричной или обратносимметричной, а значит, 
все побочные коэффициенты 5iK будут отличными от нуля.

Чтобы получить симметричные и обратносимметричные эпюры 
усилий необходимо вместо традиционных неизвестных X t ввести

новые (будем обозначать их Z i ), представляющие собой группы
сил. Переход от старых неизвестных к новым, и наоборот, должен 
быть однозначным.

На рис. 8.16,в показана та же основная система с новыми неиз­
вестными. Сопоставляя расположение неизвестных на рис. 8.16,б,в, 
находим правила преобразования их: каждой паре симметрично 
расположенных неизвестных X i соответствует операция сложения 
или вычитания симметричных и обратносимметричных групповых 
неизвестных Z i .

В частности, X 1 = Z 1 + Z 2 , X 4 = Z1 -  Z2 , откуда следуют и 
выражения для Z  :

Z  = X 1 + X  4 z  = X 1 -  X 4
1 2 2 2

Эпюры усилий от групповых неизвестных показаны на рис. 
8.16,г-и. Вследствие взаимной ортогональности симметричных и 
обратносимметричных эпюр система канонических уравнений рас­
падается на две независимые: в одну из них войдут только симмет­
ричные неизвестные Z 1 , Z 3 , Z 5 , а в другую -  обратносимметрич­

ные ( Z 2 , Z 4 , Z 6 ).
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Основная
система

V

г)

/ 6 1
^ Z - Z ^  Zj=_1
Z3 " "

Z4

(МЛ  (м) A =1
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h

Z6
Z5

h

Рис. 8.16
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3. Преобразование нагрузки. Дальнейшие упрощения в расчете 
симметричных систем (рис. 8.17,а) связаны с разложением нагрузки 
на симметричную и обратносимметричную составляющие.

а) б) в)

q —i. \ F 2
+

г*1
-5» . F .F ■
-> *2 }2 *
-> -*
-5» q„ >

2
ТВ z>,W

Рис. 8.17

Используя свойство взаимной ортогональности эпюр, несложно 
показать, что при действии на систему симметричной нагрузки об­
ратносимметричные неизвестные обращаются в нуль, а при дейст­
вии обратносимметричной нагрузки оказываются равными нулю 
симметричные неизвестные. Применительно к расчетной схеме ра­
мы, показанной на рис. 8.17,б, это означает, что расчет ее надо вы­
полнять как системы с неизвестными X i ,  X 2 , X 4 (основная сис­
тема изображена на рис. 8.15,б), а расчет рамы на действие обрат­
носимметричной нагрузки (рис. 8.17,в) -  как системы с одной неиз­
вестной X  з .

4. Расчленение многопролетных рам. Этот способ применяет­
ся как для симметричных, так и для несимметричных рам. Меньшая 
вычислительная работа по определению 5iK будет в том случае,
если эпюры усилий в основной системе будут распространяться на 
небольшие фрагменты рамы, то есть будут “локализованы” в окре­
стности действия нагрузки.

Для рамы (рис. 8.18,а) с четырьмя неизвестными на рис. 8.18,б,в 
представлены два варианта основной системы. Анализируя распре­
деление моментов от X i = 1 в раме, показанной на рис. 8.18,б, убе­

димся в том, что ни один из коэффициентов SiK не равен нулю.
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а)

О о о о

Ш!7/ Ш&/ Ш!7/ Ш&/

б)

*\*

-О
О

Xu X, X3 , X4 ,

в) X X
рЮ ~*~ X2  X2  X3  X3  X4  X4

т!7/ Ш&/ Ш!7/ Ш&/

Рис. 8.18

В системе же, показанной на рис. 8.18,в, эпюры изгибающих мо­
ментов имеют место только на стойках, непосредственно воспри­
нимающих действие X i = 1. Поэтому 813 = 831 = 0 , 814 = 841 = 0 , 
с>24 = 842  = 0 , следовательно, основная система является рацио­
нальной.

8.9. Определение перемещений 
в статически неопределимых системах

Для определения перемещений с помощью формулы Мора необ­
ходимо, следуя изложенному в разделе 7.6, построить эпюры изги­
бающих моментов для заданного нагружения системы (рис. 8.19,а) 
и для вспомогательного (рис. 8.19,б). Тогда искомое перемещение 
будет вычисляться по формуле:
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Д kF = Z J
M k M  dx 

E J
(8.24)

а) б)

Fk =  1

Fk =  1

k

Рис. 8.19

Однако такой способ вычисления не совсем удобен, так как по­
требуется дважды рассчитать статически неопределимую систему.

Более простой способ вычисления можно получить из следую­
щих рассуждений. Если загрузить основную систему заданной на­
грузкой и основными неизвестными, которые определены из кано­
нических уравнений, то эпюра моментов в этой статически опреде­
лимой системе (рис. 8.19,в) будет полностью совпадать с оконча­
тельной эпюрой моментов (рис. 8.19,а). Следовательно, рассматривая 
состояние рамы на рис. 8.19,в как исходное, можно для определения 
перемещения точки k во вспомогательном состоянии принимать 
статически определимую систему (рис. 8.19,г). В этом случае:
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(8.25)

где M k  -  изгибающие моменты в статически определимой сис­

теме, возникающие от Fk = 1 .

Для вычисления перемещения можно применить и другой спо­
соб: эпюру моментов от заданной нагрузки можно строить в основ­
ной системе, а эпюру от Fk = 1 -  в заданной статически неопреде­
лимой системе. Покажем это.

Применяя к состояниям рамы, изображенным на рис. 8.19,а,б, 
теорему о взаимности работ, получим:

где Fk = 1 ;
F  -  силы, действующие в состоянии а (на рис. 8.19,а этой 

силой является равномерно распределенная нагрузка 
интенсивностью q );

A Fk -  перемещение по направлению силы F  , возникаю­

щее от Fk = 1 (в этом примере -  площадь эпюры верти­
кальных перемещений горизонтального стержня).

Так как эпюры моментов в состояниях а (рис. 8.19,а) и в 
(рис. 8.19,в) полностью совпадают, то выражение (8.26) приме­
нимо к состояниям рамы б (рис. 8.19,б) и в . В этом случае под 
F  на рис. 8.19,в надо понимать распределенную нагрузку и ос­
новные неизвестные X 1 и X 2 . Но работа основных неизвестных 
на перемещениях рамы в состоянии б равна нулю. Поэтому:

то есть в правой части выражения (8.27) записана работа внешних 
сил, приложенных к основной системе, на перемещениях статиче­
ски неопределимой системы в состоянии k .

Заметим, что в приведенных пояснениях на выбор основной сис­
темы никаких ограничений не накладывалось.

F k A  k F  =  F  A  F k ,
(8.26)

A kF = Z  F  A Fk , (8.27)
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Записывая выражение (8.27) через работу изгибающих момен­
тов, получим:

A kF = 2 J
M k M°F dx 

E J
(8.28)

где M f  -  изгибающие моменты в основной системе (рис. 8.19,д).

Таким образом, при определении перемещений в статически не­
определимых системах можно одну из “перемножаемых” эпюр стро­
ить в заданной статически неопределимой системе, а вторую -  в лю­
бой статически определимой, полученной из заданной системы.

Обратимся к вычислениям. На рис. 8.20,а показана эпюра изги­
бающих моментов в статически неопределимой раме от заданной на­
грузки, а на рис. 8.20,б -  эпюра моментов в той же раме от Fk — 1. 
По формуле (8.24) получим:

A kF = 2 J
M k  M  dx

l
24E J

E J
/2

—2
15l q l2 13l q l2 15l q l2 13l ql
176 22

—2 + +
176 44 176 44 176 22

+

+
l

24E J
2 J 3 L q l l  — 2 13l q l2

+
6E J

176 11

3l q l2 
176 11

13l q l2 3l q l2
+ ■

176 44 176 11 176 44
+

—4
3l

352 887 q l2
q l4 J _  

1408 E J
м.

На рис. 8.20,в показана эпюра моментов в статически определи­
мой раме (основной системе) от Fk — 1, а на рис. 8.20,г -  эпюра
моментов в основной системе от заданной нагрузки. По формуле 
(8.25) получим:

A kF = 2  J
Mk0 M  dx 

E J
l

24 E J
— 2

l ql l ql
+ -

4 22 4 44
ql 1

1408 E J
м.

2

l

2
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б)
3l

Fk =  1

@

По формуле (8.28):

A kF - 2 J
M k M  F dx 

E J

Рис. 8.20

1 2 q l2 1 3l ql 1
E J  3 8 2 176 1408 E J

м.

Понятно, что вычисления перемещений по формулам (8.25) или 
(8.28) оказываются более простыми, чем по формуле (8.24).

8.10. Расчет рам на действие температуры и смещение опор

При расчете рам на тепловое воздействие канонические уравне­
ния метода сил записываются в виде:

Su  X 1 + 5U X  2 + S13 X  3 + — + 5u X n +A 1t = 0; 

821X 1 + 822X  2 + 823 X  3 + + $2nX n +A 2t = 0;

8n1X 1 + 8 n2 X  2 + 8n3 X  3 + ••• + $nnX n +A nt = 0.
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Для вычисления свободных членов уравнений применяется 
формула (7.12).

В статически определимых системах от действия температуры 
усилий не возникает. Поэтому окончательная эпюра изгибающих 
моментов в заданной раме строится посредством суммирования 
единичных эпюр моментов, умноженных на найденные из уравне­
ний соответствующие значения неизвестных:

Кинематическая проверка ее сводится к проверке перемещений 
рамы по направлениям отброшенных связей, то есть состоит в про­
верке выполнения условия:

При расчете рам на смещение опор канонические уравнения за­
писываются в виде:

Свободные члены уравнений вычисляются, в общем случае, по 
формуле (7.13).

П р и м е р .  Построить эпюры M , Q и N  в раме от теплового воз­
действия (рис. 8.21,а). Высота сечения стержней A C  и BD h  — 0,3 м, 
стержня CD -  ^2 — 0,4 м. Коэффициент теплового линейного рас­

— 5 2ширения материала а  —1,2 -10 м/град, E J  — 60 МН-м .

M  — M 1X 1 + M 2X 2 + ••• + M nX n . (8.29)

M M  s dx n
(8.30)

E J

Su  X 1 + 5U X  2 + ^13X  3 + • • • + ^1nX n +A1c — 0;

821X 1 + 822X  2 + 823X  3 + ■" + $2nX n +A 2c — 0;

8n1X 1 + 8 n2 X  2 + 8 n3X  3 + ” • + ^nnX n +A nc — 0.
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Основная система в исходном и деформированном состояниях 
изображена на рис. 8.21,б. При определении коэффициентов кано­
нических уравнений будем учитывать влияние только изгибающих
моментов. Используя эпюры M 1 и M 2 (рис. 8.21,д,ж), получим:

* 272 * 180 * 84
*11 , *22 , *12 .11 3EJ E J  E J

Для удобства вычислений свободных членов Д^ и A2t (соот­
ветствующие отрезки показаны на рис. 8.21,б) по формуле (7.12) 
значения используемых расчетных параметров запишем в табл. 8.1.

Таблица 8 .1

№
стержня

h ,
м

t ,
град

t ' , 
град

2
a M ̂  м a N1 , м aM 2, м2 ,ма

AC 0,3 -5 50 8 0 0 4
CD 0,4 -5 50 24 6 18 0
BD 0,3 -5 50 8 0 24 4

Напомним, что при вычислениях по формуле (7.12) каждое сла­
гаемое в ней принимается положительным в том случае, когда со­
ответствующие направления деформации стержней, вызываемые 
единичными силами и тепловым воздействием, совпадают.

а  t '
A 1t =  2 а  t ^ N j  +  Z _ h ~ ^ M j  =

_  ̂ а • 50 а • 50 а • 50 „
= а  • 5 • 6 ----------8 -----------2 4 ------------ 8 = -5636,67 а.

0,3 0,4 0,3

а  t r
Д 2 t  = Т а  t ^ N 2 + Z - ^  ^ M 2 =

а •50 а •50
а  • 5 • 4 - а  • 5 • 4 +---------18 +----------24 = 6250 а.

0,4 0,3
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Рис. 8.21
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Следуя алгоритму расчета (раздел 8.7), запишем систему урав­
нений в численном виде:

272 84
Х 1 Х 2 -5636,67 а  = 0;

3EJ E J
84 180
---- Х 1 + -----
E J  1 E J

Х 1 + ------Х 2 + 6250,0 а  = 0.

Решив ее, найдем Х 1 = 52,8498 а  E J  кН, Х2 = -10 ,0590аE J  кН.
Статическая неопределимость рамы раскрыта. Так как грузовая 

эпюра моментов в основной системе (статически определимой) при 
расчете на действие температуры отсутствует, то окончательную 
эпюру моментов строим по выражению:

M  = M 1X 1 + M 2 X  2 .

Она показана на рис. 8.21,з. Изгибающие моменты в раме зависят 
от значений жесткостей стержней, то есть подтверждается одно из об­
щих свойств статически неопределимых систем (раздел 8.1). В скобках 
указаны значения ординат для принятых в примере исходных данных.

Выполняем кинематическую проверку. Суммарная единичная 
эпюра моментов M s изображена на рис. 8,21,ж.

CM M S 2 а Ы
+ Z A" = ~ E T

1 211,399 • 4 •2  • 4 +
2 3

+ —  (2- 211,399-4 -  2 • 271,753 • 2 +271,753 • 4 -  211,399 • 2 ) -  
6 • 2

-  4  (2• 271,753 2 + 2 • 60,354 • 6 + 60,354 • 2 + 271,753 • 6 ) -
6

-  5636,67а + 6250,0а] = 0.

Условие (8.30) выполняется. Эпюры Q и N  изображены на 
рис. 8.21,и,к.
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П р и м е р .  Построить эпюры M , Q и N  в раме от указанного 
на рис. 8.22,а смещения опорных связей, приняв жесткости стержней 
равными E J  = 60 МН-м2, а смещения связей с  = С2 = с = 0,01 м.

Заданная рама дважды статически неопределима. Выбрав основ­
ную систему (рис. 8.22,б), запишем канонические уравнения метода 
сил для расчета рамы на смещение опор в виде:

Построим единичные эпюры моментов (рис. 8.22,в,г) и вычис­
лим коэффициенты при неизвестных:

Учитывая распределение реакций в опорных связях от X 1 = 1 
(рис. 8.22,в) и X 2 = 1 (рис. 8.22,г), по формуле (7.13) получим:

Канонические уравнения, после несложных преобразований, по­
лучают следующую форму записи:

225 16 20

Д1с = - Z Rk1ck = - ( - 1 С1 -  2,5 с2 ) = С1 + 2,5 с2 = 3,5 с; 

Д2с = - Z Rk2ск = - ( -  0,5 с2 ) = 0,5 с2 = 0,5 с.

225 20
----- X 1 + —  X 2 + 3,5 с Ы  = 0;

3 1 3 2

— X 1 + —  X 2 + 0,5 с Ы  = 0.3 1 3 2

Решив их, найдем:

X 1 = -0,043125 с Ы , X 2 = -0,039844 с Ы .
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Так как смещение опор не вызывает усилий в статически опре­
делимой системе, то окончательная эпюра изгибающих моментов 
строится по выражению:

а)

M  = M 1X 1 + M  2 X  2 .

б) X2 X2

EJ

Заданная
система

EJ /
Основная
система

~  X ^  1аШ j. 2 м |. 2 м j.

г)

е)

X2=1 X2=1 2,0

1,0 2,0 j  2,5

0,5

ж)

25,:
v6,64 

(к  И)

з)

76,64

Ш Щ Ш Л
25

N )  (к И)

Рис. 8.22

С
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Она показана на рис 8.22,д. В скобках указаны значения ординат 
моментов для принятых исходных данных. Кинематическая про­
верка ее, также как и при расчете на тепловое воздействие, сводится 
к проверке выполнения условия:

. M M s dx
Я - J -  + £ Д <с = 0.

Проведем ее, используя суммарную единичную эпюру M s 
(рис. 8.22,д):

сШ 1 2 4
---- 0,2156 • 5 — 5 +—  х

2 3 6E J
х (— 2 • 0,2156 • 5 -  2 • 0,2953 • 7 + 0,2156 • 7 + 0,2953 • 5)] +

+ 3,5 с + 0,5 с = 0.

Проверка выполняется. Эпюры Q и N  показаны на рис. 8.22,ж,з.

8.11. Линии влияния усилий

Для построения линии влияния какого-нибудь усилия необходи­
мо, как известно, вначале, пользуясь известными методами строи­
тельной механики, получить зависимость (аналитическую или в 
численном виде) этого усилия от положения силы F  = 1 (S = f  (x)), 
а затем, с помощью этой зависимости, определить значения ординат 
линии влияния для всех характерных сечений.

Если для определения зависимости S  = f  (x) применяются ме­
тоды статики сооружений, то соответствующий метод построения 
линии влияния называется статическим.

В статически неопределимых системах усилие в сечении стерж­
ня определяется по выражению (8.14). Если его использовать для 
построения линий влияния, то необходимо иметь в виду, что от 
подвижной силы F  = 1 меняются и значения основных неизвест­
ных X i и значение усилия в сечении k  основной системы. Поэто­
му выражение (8.14) для построения линии влияния усилия в сече­
нии k следует переписать в виде:
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_  _  (831)
+ Sk 2 (л.вл. X  2 ) + ... + Skn ( л в л  X n X

где л.вл. S°  -  линия влияния усилия S  в сечении k  основной 
системы;

Ski -  усилие в сечении k  основной системы от X i = 1 
( i = 1, 2, •••,n) .

Используем это выражение для построения линии влияния изги­
бающего момента в сечении k  однажды статически неопределимой 
балки (рис. 8.23,а).

Выбрав основную систему (рис. 8.23,б), построим грузовую 
эпюру моментов (рис. 8.23,в) и единичную (рис. 8.23,г), после чего 
определим:

3 x2 (3/ -  x )

л.вл. Sk = л.вл. S° + Skl(л.вл. X 1 ) +

/ 3 _ = x 2 (3/ -  x )
3EJ  ’ 1F = 6E J  '

Из канонического уравнения S,X  +S1F = 0 найдем:

X  = x 2 (3/ -  x)X 1 = 3 .
2 /3

Отсюда следует, что линия влияния X 1 описывается кривой треть­
ей степени относительно координаты x  подвижной силы F  = 1 . Она 
показана на рис. 8.23,д.

В статически определимых системах линии влияния усилий 
имели прямолинейное очертание или кусочно-ломаное (прямоли­
нейное очертание на ограниченной длине движения силы). Вспом­
ните, например, линии влияния опорных реакций в простых балках, 
линии влияния изгибающих моментов и т. д.

Для построения линии влияния изгибающего момента M k вы­
ражение (8.31) запишем в виде:
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В рассматриваемом примере M k 1 = 2  (рис. 8.23,г). На рис. 8.24,б

изображена л.вл. M ° , а на рис. 8.23,в -  л.вл. M k 1 X 1 . Суммируя 

их, получим л.вл. M k  (рис. 8.24,г).
Изложенный способ построения линии влияния может быть 

применен и для систем с небольшим числом неизвестных при “руч­
ном” (неавтоматизированном) способе вычисления координат.

л.вл M k  = л.вл. M °  + M k 1 (л.вл. X 1 ). (8.32)

а) a F  Н  k

б)
F =

н
f X  1
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> x
а) 1 .F =1

a \  k

б)

в)

г)

Рис. 8.24

Для сложных систем, к которым относятся и рамы, получить 
аналитические зависимости исследуемого фактора от координаты 
груза F  = 1 трудно, поэтому для них используются численные ме­
тоды решения. С помощью компьютерных программ, в которых 
реализованы методы расчета различных систем, можно найти иско­
мое усилие при положениях силы F  = 1 в различных характерных 
сечениях рамы.

Решение задачи о построении линии влияния усилия сводится, та­
ким образом, к расчету заданной системы на несколько разновремен­
ных загружений ее силами F  = 1. Поясним этот подход к построению 
линий влияния на примере двухпролетной рамы (рис. 8.25) все стерж­
ни которой имеют одинаковую изгибную жесткость.

Предположим, что сила F  = 1 может двигаться по стержням 4-8 и 
9-13. Построим линию влияния изгибающего момента в сечении 6. Оп­
ределив на каждом из стержней три промежуточных сечения и считая, 
что все стержни рамы имеют EA ^  да , выполним расчет заданной ра­
мы на шесть загружений ее единичными силами (в каждом промежу­

у / 4 |  / / 4 |  / / 4 |  // 4 ^  Х 1
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точном сечении стержней 4-8 и 9-13 прикладывается сила F  = 1). Вы­
брав из результатов расчета на каждое загружение значение момента в 
сечении 6, построим линию влияния М6 (рис. 8.25).

Рис. 8.25

В изложенной форме решения статический метод является в на­
стоящее время основным методом построения линий влияния уси­
лий и перемещений в стержневых и континуальных системах.

Более подробно такой подход к построению линий влияния уси­
лий (или других факторов) изложен в разделе 9.11.

Кратко поясним суть кинематического метода построения линий 
влияния усилий в статически неопределимых рамах.

Если для заданной системы, имеющей n лишних связей, в каче­
стве основной системы принять статически неопределимую систе­
му с n — 1 лишними связями, то каноническое уравнение метода 
сил для расчета рамы на действие силы F  = 1 примет вид:

^ n—1 X 1 + s{nF—1) = 0. (8.33)
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(8.34)

где ^П ) -  перемещение в системе с n — 1 неизвестной точки 

приложения силы X 1 по ее направлению; оно вычисля­

ется “перемножением” эпюры ы | п 1 самой на себя;

Сила F  = 1 может занимать любое положение на стержнях рамы, 
поэтому S f 1 определяет перемещения стержней рамы от силы X 1 = 1.

Таким образом, выражение (8.34) для построения линии влияния X 1 
можно записать следующим образом:

Итак, чтобы построить линию влияния X 1 необходимо постро­
ить от X 1 = 1 эпюру перемещений стержней рамы, по которым 
движется сила F  = 1, и все ординаты ее поделить на ( — S11).

Очертание линии влияния, оказывается, подобно эпюре переме­

щений сечений стержней. Множитель ( -------) является коэффици-
S11

ентом подобия. В этом и состоит основное достоинство кинемати­
ческого метода. С его помощью легко представить форму линии 
влияния усилия. Для этого необходимо удалить связь, в которой 
возникает искомое усилие и загрузить раму (или другую систему) 
соответствующей силой X 1 = 1. Обладая достаточной инженерной 
интуицией, несложно показать эпюру перемещений, то есть форму 
линии влияния.

-  перемещение в той же системе точки приложения 

силы F  = 1, вызванное силой X 1 = 1.

(8.35)
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Для построения, например, линии влияния Ы к  в статически не­
определимой балке (рис. 8.24,а) необходимо ввести в сечении к  
шарнир и загрузить балку моментами X 1 (рис. 8.26). Эпюра верти­
кальных перемещений точек балки будет подобна л. вл. Ы 6 .

Для построения линии влияния Ыб в раме (рис. 8.25) введем в 

6-м сечении шарнир и загрузим раму моментами X 1 = 1 (рис. 8.27). 
Эпюра вертикальных перемещений грузовой линии от данного за- 
гружения будет подобна линии влияния Ыб . Ординаты S f 1 эпюры 
перемещений, если нужно, могут быть вычислены по правилам, из­
ложенным в разделе 8.9.

Рис. 8.26

/- Г

\

Рис. 8.27
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Г Л А В А  9

М ЕТО Д  П Е РЕ М Е Щ Е Н И Й  И  ЕГО  П РИ М ЕН ЕН И Е 
К  РА С Ч ЕТ У  П Л О С К И Х  РАМ

9.1. Степень кинематической неопределимости.
Основные неизвестные

Положения концов стержня, входящего в состав рамы или дру­
гой системы, испытывающей заданное воздействие, полностью ха­
рактеризуют его деформированное состояние. При этом, если стер­
жень примыкает к узлу жестко, то положение его конца для пло­
ской системы определяется тремя параметрами: углом поворота 
торцевого сечения и двумя компонентами линейных перемещений, 
если шарнирно -  то только линейными. В стержневых системах со­
ответствующие перемещения концов нескольких стержней, соеди­
ненных в узле, равны между собой, однако они, как правило, неиз­
вестны. Поэтому системы, содержащие такие узлы, являются кине­
матически неопределимыми. Общее число неизвестных перемеще­
ний узлов называют степенью кинематической неопределимости 
системы. Например, рама, показанная на рис. 9.1, является четыре 
раза кинематически неопределимой: перемещение узла 2 характе­
ризуется тремя компонентами (Z 1, Z 2, Z 3 ), узла 3 -  одним (Z 4 ).
Кинематически неопределимыми системами являются не только 
статически неопределимые. К ним, в общем случае, относятся и 
статически определимые.

1

Рис. 9.1
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Например, балку, показанную на рис. 9.2, можно рассматривать 
как два раза кинематически неопределимую (считаем, что на конце 
консоли расположен не закрепленный связями узел), а статически 
определимую раму (рис. 9.3) -  как четыре раза кинематически не­
определимую.

Рис. 9.2 Рис. 9.3

Если бы каким-либо методом удалось найти перемещения кон­
цевых сечений стержня, то последующая задача определения уси­
лий в его сечениях решалась бы достаточно просто, так как для ли­
нейно деформируемых систем существует однозначная зависимость 
между усилиями, перемещениями узлов и нагрузкой.

Именно с помощью метода перемещений, суть которого излага­
ется далее, и определяются вначале перемещения узлов, которые 
являются основными неизвестными этого метода расчета, а затем и 
усилия в стержнях (в методе сил сначала определялись усилия, а 
потом -  перемещения).

Ранее, в первой главе, указывались основные допущения, при­
нимаемые при определении линейно деформируемой системы. До­
полнительно к ним, при расчете рам методом перемещений вводят­
ся следующие:

1) деформации стержней, вызываемые поперечными силами, не 
учитываются;

2) не учитывается влияние продольных сил на деформации (расчет 
рам с учетом продольных деформаций будет рассмотрен в разделе 9.12);

3) первоначальная длина прямого стержня полагается равной 
длине хорды, стягивающей его концы после деформации.
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Эти допущения позволяют существенно уменьшить число основ­
ных неизвестных метода перемещений. Так, для рамы (рис. 9.1) пере­
мещение узла 2 можно характеризовать уже только двумя компонен­
тами: углом поворота Z1 и горизонтальным перемещением Z 2 . По­
скольку продольные деформации стержня 1-2 не учитываются, то 
перемещение Z3 = 0 . В деформированном состоянии положение 
узла 2 следует показывать на линии 2-3 (дуга, описываемая из цен­
тра 1 радиусом r = / ^ 2 , заменяется касательной к ней в точке 2). 
Горизонтальное перемещение узла 3, вследствие третьего допуще­
ния, необходимо принять равным Z 2 . Следовательно, рассматри­
ваемая рама является два раза кинематически неопределимой. Из­
мененная с учетом принятых допущений деформированная схема 
рамы и основные неизвестные показаны на рис. 9.4,а.

а) б)

Рис. 9.4

Из приведенных рассуждений к изображению деформированного 
состояния рамы следует, что общее число неизвестных n метода пере­
мещений определяется как сумма неизвестных углов поворота nу же­

стких узлов и независимых линейных перемещений nл узлов, то есть:

n = ny + пл .

Число ny называют степенью угловой подвижности, а nл -  степе­

нью линейной подвижности узлов. При этом, если определение ny
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сводится к подсчету числа жестких узлов, то для определения сте­
пени линейной подвижности пл заданную раму необходимо пре­
вратить в шарнирно-стержневую систему посредством введения 
шарниров во все жесткие узлы, в том числе и опорные, и опреде­
лить для нее степень свободы W . При превращении рамы в шар­
нирно-стержневую систему статически определимые консоли мож­
но отбросить (уменьшается степень линейной подвижности).

Для рассматриваемой рамы (рис. 9.4,а) пу = 1, а для соответст­

вующей ей шарнирно-стержневой системы (рис. 9.4,б) W  = 1, то есть 
пл = 1. Кинематический анализ схемы показывает, что подвижно­
стью по горизонтальному направлению (показана стрелка о ) обла­
дают узлы 2 и 3. Следовательно, п = пу + п л = 1 +1 = 2.

Определим число основных неизвестных метода перемещений 
другой рамы (рис. 9.5,а). Степень линейной подвижности ее узлов 
найдем с помощью шарнирно-стержневой системы (рис. 9.5,б), для 
которой W  = 3 .

а) б)

Рис. 9.5

Независимые направления перемещений узлов показаны на этом 
рисунке стрелками. Общее число неизвестных перемещений равно 
п = пу + пл = 6 + 3 = 9.

9.2. Основная система

Расчет рамы методом перемещений на заданное воздействие нач­
нем с того, что примем сначала неизвестные перемещения узлов рав­
ными нулю. Это состояние рамы зафиксируем, для чего закрепим все 
узлы с неизвестными перемещениями с помощью дополнительных
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связей, препятствующих угловым и линейным перемещениям уз­
лов. Очевидно, что число дополнительных угловых связей будет 
равно п у , а число линейных -  пл .

Связи, препятствующие угловым перемещениям, представляют 
собой, так называемые, плавающие заделки. Они не позволяют жест­
ким узлам поворачиваться, линейная же подвижность узлов не огра­
ничивается. В такой связи возможен единственный вид усилия -  мо­
мент. На расчетных схемах рам они изображаются заштрихованны­
ми квадратиками. Линейные связи необходимо ставить по направ­
лениям возможных независимых перемещений узлов. Полученная 
таким образом система носит название основной системы метода 
перемещений.

В качестве примера на рис. 9.6,а изображена основная система 
метода перемещений для рамы, показанной на рис. 9.4,а, а на 
рис. 9.6,б -  для рамы, показанной на рис. 9.5,а.

Перемещения узлов основной системы известны: они равны ну­
лю. Поэтому ее называют кинематически определимой.

Анализ структуры рам (рис. 9.6) показывает, что основная система 
метода перемещений представляется составленной из однопролетных 
статически неопределимых балок, защемленных по концам, или с за­
щемленным одним концом и шарнирно опертых другим.

а)
&

Рис. 9.6

При переводе любой из балок, входящей в состав основной сис­
темы, в состояние, соответствующее ее деформированному поло­
жению в заданной раме под нагрузкой (рис. 9.7), в ней возникают 
усилия. В соответствии с принципом независимости действия сил, 
эти усилия можно представить в виде суммы усилий, вызываемых:

1) действием нагрузки, расположенной на балке (стержне);
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2) поворотом левого конца стержня (и правого, если стержень 
защемлен по двум концам) на угол Z  a , равный истинному значе­
нию угла поворота узла A  ;

3) взаимным линейным перемещением A ab концов стержней по 
направлению, перпендикулярному к его оси.

Вспомогательными величинами при расчете рам методом пере­
мещений служат опорные реакции, возникающие в статически неоп­
ределимой балке постоянной жесткости при различных воздействиях 
на нее. Их значения могут быть найдены методом сил. Покажем это.

П р и м е р  1. Определим реакции в опорных связях и построим 
эпюру изгибающих моментов в балке, загруженной равномерно рас­
пределенной нагрузкой q (рис. 9.8,а). Приняв основную систему ме­
тода сил в виде консольной балки (рис. 9.8,б), построим единичную 
(рис. 9.8,в) и грузовую (рис. 9.8,г) эпюры изгибающих моментов.

Рис. 9.7

а)

в)

Рис. 9.8
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Каноническое уравнение метода сил имеет вид: 

^1i X i + A if = 0,

где

l 3 1 1  q l2 , 3 , q l4fin  = -, a i f  = ---------------------- l —l = ---------.
11 3EJ E J  3 2 4 8E J

Следовательно,

Xj = - A^  = 3 q l .
1 fi1 8

Окончательная эпюра изгибающих моментов, построенная по 
выражению M  = M f  + X 1, показана на рис. 9.8,д, а на рис. 9.8,е
приведены значения опорных реакций.

П р и м е р  2. Рассмотрим загружение балки сосредоточенной си­
лой F  (рис. 9.9,а), где и и v -  дробные числа, сумма которых рав­
на единице. Используя основную систему из примера 1, построим 
эпюру M F (рис. 9.9,б).

Вычислим свободный член канонического уравнения:

A1F  = ------------------------F  ul ul j l —  ul 1 = -----------и l (3 — u)
E J  2 ^ 3 J 6E J

Так как Su  = ------, то X 1 = F u2 (3 -  u ).
11 3 E J  1 2

Из условия равновесия ^  Y  = 0 следует, что:

R a = F  -  X 1 = F v (3 -(3 -  v2 ). 2

Окончательная эпюра изгибающих моментов показана на рис. 9.9,в; 
на рис. 9.9,г даны значения опорных реакций.
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а) IF

u l v l
?B

F l  '  '  '  J-F
v (1-v 2)  (jj|

f v  (3-v2) 2 u-(3-u)t

Рис. 9.9

П р и м е р  3. Построим эпюру изгибающих моментов от поворо­
та защемленного конца балки на угол р  (рис. 9.10,а).

Каноническое уравнение метода сил запишем в виде:

Sn  X 1 + A1C = ° .

Свободный член можно вычислить по выражению:

A1c = - lL Rici ,

где, как известно из (7.13), Rt -  реакции в связях основной сис­

темы, вызванные силой X 1 = 1 (показаны на рис. 9.10,б).

A1c = - ( l  р ) = - l  р .
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Это же значение А^ можно получить из анализа кинематики рас­

четной схемы: перемещение точки B  противоположно направлению 
силы X 1 (рис. 9.10,в).

Тогда:

X 1 = -
A1c _ 3EJ

р .

Эпюра изгибающих моментов M и распределение опорных ре­
акций показаны соответственно на рис. 9.10,г,д.

а) р
оВ

6) (' t x 1 = 1

в)

1с

3EJ

д) р
3EJ

l %, 3EJ
I - / 2  р 3EJ

Рис. 9.10

П р и м е р  4. Определим усилия в балке от перемещения защем­
ления на величину A по направлению, перпендикулярному к ее оси 
(рис. 9.11,а).
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Как и в примере 3 о расчете балки на смещение опор, перемеще­
ние А1с можно найти, например, с помощью формулы (7.13):

А1с = - £  Rc = - ( - 1  А) = А . 

Опорная реакция в точке B , равная X, , найдется как

X 1 = -
A1с 3EJ

A.
‘ *11 Г

Эпюра M  и значения опорных реакций показаны на рис. 9.11,б,в.

а)

I l 4

Рис. 9.11

П р и м е р  5. В качестве внешнего воздействия на балку рас­
смотрим тепловое воздействие (рис. 9.12,а).

Каноническое уравнение метода сил для расчета на изменение 
температуры имеет вид:

*11X 1 + Ат, = 0.1/

А
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Полагая t1 > t2 , изобразим деформированное состояние основ­
ной системы на рис. 9.12,б.

Значение А^ найдем по формуле (7.12). Для изгибаемого стержня:

a t a t l
A1t = T  n  м  = - т

где t = t1 - 12.

Решение канонического уравнения дает:

3EJ a  t '
X 1 =■

2 h l

Эпюра изгибающих моментов и опорные реакции показаны на 
рис. 9.12,в,г.

Рис. 9.12
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П р и м е р  6. Покажем расчет дважды статически неопределимой 
балки на поворот защемления в точке A  на угол р  (рис. 9.13,а). 
Основная система, изображенная на рис. 9.13,б, является симмет­
ричной. На рис. 9.13,в,г представлены единичные эпюры изгибаю­
щих моментов, а на рис. 9.13,д -  состояние основной системы, вы­
званной поворотом защемления на угол р .  Так как *12 = *21 = 0 , 
то канонические уравнения для определения основных неизвестных 
представляются в виде:

*11Х 1 + А1с = 0 ,

*22X 2 + А2с = 0 .

Коэффициенты при неизвестных равны:

l 3 „ l
*11 = --------- ; *22 = '11 12 E J  6 E J

Вычислим свободные члены уравнений:

А1с = - Е Rc  = - | -  2  р 1 = 2  р ,

А 2с = - Е  Rc = - (1- р ) = - Р.

Решение уравнений дает:

X 6 E J  E J
X I = -----2 - P , X 2 = ~ Г Р .l2 l

Эпюры M  и опорные реакции балки показаны на рис. 9.13,е,ж.
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е)

J
l

в) 2 ж)

J

Рис. 9.13
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Результаты расчетов рассмотренных и других балок на различ­
ные виды воздействий приведены в табл. 9.1. Эта таблица будет ис­
пользоваться при расчете рам методом перемещений.

________________________________________________ Таблица 9.1
№№
п/п

Схемы балок и эпюры 
изгибающих моментов

Формулы для опреде­
ления реакций

1 2 3

Ма&
Fa

M A Г̂ИПТПТПТТПттптт— !

EJ 3ii = ----; M A = —
l A l

Уа  = Ув  = f

М а = 3 i;

Уа = Ув =
3i

1

l

1

2
l
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Продолжение табл. 9.1

M A = ql2

f - ul V/ ".
’ F

Ма̂

М а = F l v(1 - v 2);

У а =

Ув = (3 -  и)

Неравномерный нагрев 

l
MA

\

d___ tj_
t2

В

уа Ув

Ма

\

Ма  =
3EJat'

Уа = Ув =

2 d
3E Jat'

2 dl
a  -  коэффициент 

линейного расширения;
t1 > t2; ^ = t1 - 12

о
му

Ма

А

Wa

Т Ш т т ^ .
У

M A  = М в  =
6i

Уа = Ув = ,2
^ ^ Щ М в

l
12i
l2

1 2 3

8

3

4

2

5

l

6
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Продолжение табл. 9.1

Ma

M a = 4 i; 
M b = 2 i;

Уа = Ув = v

' / q  ' ■ ]

1111I///

----------------------------------1

q l2 УвП 

/  1

A  r N ^  '

Mb
M A = M b =

Уа = Ув =

ql2 
12 

ql 
~2

Ma

Ma

M a = и v F l ; 

M b = u 2vFl; 

yA = v 2 (1 + 2u ) F ; 

Ув = и 2 (1 + 2v)F

Неравномерный нагрев

_________ l______ M a  =  M b  =

M a
10 tl

ia ? ' l 
d

M b

M a

ti

M b

Уа  =  Ув  =  0 ;
a  -  коэффициент 

линейного расширения; 
?1 > ?2; t' = t1 - 12

1 2 3
I

7

8

9

286



Продолжение табл. 9.1
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Окончание табл. 9.1

15

Ma

Ma

A В D
Mb

M a  -  M b  -
ia t ' l 

d
Va -  Vb -  0; 

a  -  коэффициент 
линейного расширения;

t1 > t2; t -  t, - 1'2 '2

1 2 3

l

d
2

9.3. Канонические уравнения

Исследуем изменение усилий в дополнительных связях основ­
ной системы при переводе ее в положение, соответствующее де­
формированному состоянию заданной системы. От заданного воз­
действия в них возникают реакции. Если каждой угловой и линей­
ной связи дать перемещение, равное перемещению заданной систе­
мы по соответствующему направлению, то реакции в дополнитель­
ных связях окажутся равными нулю. Следовательно, реакции в свя­
зях являются функциями узловых перемещений Z i и нагрузки F  , а
условие статической эквивалентности основной и заданной систем 
сводится к уравнениям вида:

Rt (Z1 , Z2, •••, Z n , f ) - 0,  i -1 , n , (9.1)

где Ri -  полная реакция в i -й дополнительной связи, вызванная 

перемещениями Z i и нагрузкой F  .

Число таких уравнений равно, естественно, общему числу неиз­
вестных метода перемещений.

На основании принципа независимости действия сил функцио­
нальную зависимость (9.1) можно представить как:

Ri -  Ri1 + Ri2 + ' ' '  + Rin + RiF -  0 , (9 2)

где Rik -  реакция в i -й связи, вызванная смещением связи 

к {к -1 , n ) на истинное значение перемещения Z k;

R iF -  реакция в связи i от нагрузки.
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Величину Rik запишем в виде:

Rik -  rik Z k , (9.3)

где rik -  реакция в i -й связи, вызываемая единичным смещени­

ем связи k  ( Zk -1 ) ;

Z k -  истинное значение смещения по направлению связи k .

Подставляя (9.3) в уравнение (9.2) и принимая i = 1, 2, ... n, по­
лучим следующую систему линейных уравнений:

Эти уравнения называют каноническими уравнениями метода пере­
мещений. Как следует из предыдущих рассуждений, физический 
смысл i-го уравнения заключается в том, что суммарная реакция в до­
полнительной связи i, вызываемая перемещениями Z1 , Z 2 , •••, Z n

и заданной нагрузкой, равна нулю. При расчете на тепловое воздействие 
свободные члены уравнений заменяются на R^t , R2t, •••,R nt,

а при расчете на смещение опор -  на R ^ , R 2c , • • •, Rnc .

Коэффициенты (реакции) Гц , r22, •••, rnn, расположенные на 

главной диагонали, называют главными; коэффициенты (реакции) 
r̂ k, i ̂ k, называют побочными, а свободные члены R f  , R2F , ” ', R f  -
грузовыми реакциями. При определении реакции в i -й связи ее на­
правление принимается совпадающим с направлением перемеще­
ния Z i , принятым в основной системе за положительное.

В матричной форме записи уравнения (9.4) имеют вид:

r11Z1 + r12Z 2 + ” • + r1nZ n + R1F -  0,

r21Z1 + r22Z 2 + ” • + r2nZ n + R 2F -  0, (9.4)

rn1Z1 + rn2Z2 + ” • + rnnZ n + R nF -  0.

R Z  + RF -  0  , (9.5)
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где R  -

'11 12 r1n

r21 r22 "• r2n -  матрица коэффициентов кано-

rn1 rn2 ’"  rm
нических уравнений (матрица жесткости системы по 
направлениям дополнительных связей);

Z  -  [  , Z 2 , • • •, Z n ] ]  -  матрица (при расчете на одно за- 

гружение -  вектор) неизвестных;

Rf  -  [/?1F , R2F , " ' ,  RnF ] ^ -  матрица (при расчете на од­
но загружение -  вектор) свободных членов канони­
ческих уравнений (грузовых реакций).

9.4. Статический способ определения коэффициентов 
и свободных членов канонических уравнений

Коэффициенты и свободные члены канонических уравнений 
суть реакции в дополнительных связях. Для определения их необ­
ходимо знать распределение усилий в основной системе от единич­
ных перемещений этих связей и от нагрузки.

Построение эпюр изгибающих моментов от указанных воздейст­
вий покажем на примере рамы, изображенной на рис. 9.14,а. При­
мем E J\ -  2 E J , E J 2 -  E J  .

На этом же рисунке показано и возможное деформированное со­
стояние рамы, что позволяет визуально определить число основных 
неизвестных. Найдем, однако, число неизвестных по общим прави­
лам. В раме имеется один жесткий узел, следовательно, ny - 1 .  Как
следует из кинематического анализа шарнирно-стержневой системы 
(рис. 9.14,б), степень линейной подвижности ее узлов тоже равна 
единице. Возможное направление перемещения узлов на рис. 9.14,б 
показано стрелкой -о-. Общее число неизвестных равно 
n - ny + пл - 1  +1 -  2. Основная система показана на рис. 9.14,в.
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а)

-  = 2м
2 F=8k Н

-  = 2м 
2

б)

в)
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/  E J 1 
/ E J ,  1

0 к H Z 2

J  j, i J
/  J i -. f n  1 7._ĵ EJ2 Zi

■ Заданная 
система 

l=6м

Основная
система

Zi............. z
iN И  H  t . i

1=6м

Рис. 9.14

Построение эпюр изгибающих моментов производится с помощью 
данных табл. 9.1. Эпюра M F (грузовая эпюра) и эпюры M 1, M 2 
(единичные эпюры) показаны на рис. 9.14,г-е. На рис. 9.14,д,е, кро­
ме того, штриховой линией показаны изогнутые оси балок, что по­
зволяет установить положения растянутых волокон на каждой из 
них и правильно изобразить эпюру моментов. На этих же рисунках 
показаны и реакции в связях, их направления приняты положительны­
ми (по направлениям положительных перемещений связей). Напом­
ним, что в обозначении реакции первый индекс (i) указывает

номер связи, в которой возникает реакция, а второй (к) -  номер 
перемещения, вызвавшего эту реакцию. В обозначении R iF второй 

индекс (F ) означает, что причиной реакции является нагрузка F  .
Для определения реакций статическим способом используются 

уравнения равновесия. В частности, поскольку в “плавающей” за­
делке может возникнуть только момент, то для определения его следу­
ет использовать уравнение равновесия вида ^ M  = 0. Так, для опре­
деления R1F покажем усилия, действующие на узел в вырезанном 
состоянии (рис. 9.15,а), и составим уравнение:
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qol q J  ~ ^ q J  q2lR 1F +---------= 0 , из которого найдем R1F = ■
8 8 8 8

Уравнение равновесия для определения Гц (рис. 9.15,б) запи­
шется так:

6 E J 6 E J  4E J п
Г ц -----;-------- ;-------- ;— = 0.

l l h

Следовательно,

12EJ 4EJ
l h

а) б)R г

q11V; ' R 1' >\q212 h  пл 6e j
F t  6 E j ( ^ 4 )  —

l

г)
4 EJ 

h
R2F Д)

F

e)
F

3EJ 12EJ

6 EJ

в)
_Г12

f - j - 2

6 EJ

Рис. 9.15

h
r 21

hr 22

3 3h h

Для определения Г12 (рис. 9.15,в) запишем уравнение:

6 E J  п 6 E J
r12 +-— = 0 , из которого найдем r12 = ---------- — .
12 h 2 12 h 2
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Реакции в связях, препятствующих поступательным перемеще­
ниям узлов, определяются из условий равновесия фрагмента рамы. 
Все внешние и внутренние силы, действующие на фрагмент, кроме 
вычисляемой реакции, должны быть известны.

Для рассматриваемого примера при определении реакций R2F , 
r21 , r22 такими фрагментами могут быть схемы, показанные на 
рис. 9.15,г-е.

Записывая условия равновесия сил, показанных на каждом из 
этих рисунков, получим уравнения для определения неизвестных. 
В частности:

-  из уравнения ^  X  = 0 (рис. 9.15,г) получим:

R2F + F  - — F  = 0, R2F = -  —  F ;
16 16

-  из уравнения ^  X  = 0 (рис. 9.15, д) получим:

6 E J  6 E J
r21 + —  = 0 ,  r21 = -------Y ' ’

h h

-  из уравнения ^  X  = 0 (рис. 9.15,е) получим:

12 E J  3EJ п 15EJ
Г22 - h -  ~ 1 Т = ° ’ Г22= —

9.5. Кинематический способ определения коэффициентов 
и свободных членов канонических уравнений

Рассмотрим какую-либо основную систему метода перемещений в 
единичных состояниях “к  ” и “m ” (рис. 9.16,а,б). Возможная работа 
внешних сил состояния “ к  ” на перемещениях состояния “ m ” равна:

Wkm = rmk ' 1.
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а) эхiZ к=1
s rmk

Состояние " к"

б)

в)

Рис. 9.16

Известно, что возможная работа внешних сил равна (со зна­
ком «минус») возможной работе внутренних сил. Поэтому, выражая 
работу внутренних сил через изгибающие моменты M k  в состоя­

нии « к » на соответствующих деформациях — m----  рамы в со-
E J

стоянии « m », получим:
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rmk У  J
M kM m dx

E J
(9.6)

Вычисление интегралов вида J M kM m dx сводится к численно-

му интегрированию (см. раздел 7.7), в простейших случаях -  к “пе­
ремножению” эпюр изгибающих моментов. Следовательно, коэффи­
циенты канонических уравнений метода перемещений можно вычис­
лять так же, как и коэффициенты уравнений метода сил, посредством 
“перемножения” соответствующих эпюр изгибающих моментов.

Определив возможную работу внешних сил состояния “ m ” на 
перемещениях состояния “ к  ” получим:

На основании теоремы о взаимности работ (7.4) запишем, что:

Получена формальная запись теоремы о взаимности реакций (пер­
вая теорема Дж. Рэлея (1842-1919)): реакция в связи “ m ” от еди­
ничного смещения связи “ к  ” по своему направлению равна ре­
акции в связи “ к  ” от единичного смещения связи “ m ” по сво­
ему направлению.

Рассмотрим далее состояние рамы “ к  ” и состояние “i ”. В пер­
вом из них задано перемещение Zk = 1, а во втором -  Ft = 1.

Возможная работа внешних сил состояния “ к  ” на перемещениях 
состояния “ i ” (нет перемещений узлов):

Wmk rkm ' 1 -

Wkm = Wmk ,

или

rmk rkm ■ (9.7)
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Следовательно, равна нулю и работа внутренних сил:

J
M kM  ,■ dx
— k— l------- = 0

E J

Однако, возможная работа внешних сил состояния “ i ” на пере­
мещениях состояния “ k  ” равна:

Выражение (9.8) представляет собой формальную запись теоре­
мы о взаимности реакций и перемещений (вторая теорема 
Дж. Рэлея): перемещение точки приложения силы F ' = 1 по ее 
направлению, вызванное единичным перемещением “ к  ”-й свя­
зи, равно (с обратным знаком) реакции в связи “ к '' ” от Fi = 1.

Размерности реакций и перемещений в этом выражении совпадают. 
Они устанавливаются так:

По теореме о взаимности работ (7.4) получим:

1 • S'ik + rki •1 = °.

Следовательно,

(9.8)

размерность r^
размерность реакции в связи “ к  ”

размерность силы F

размерность 5\к =

размерность перемещения, 
соответствующего силе F

размерность перемещения, соот­
ветствующего реакции в связи “ к  ”
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Для определения свободных членов RkF рассмотрим основную
систему метода перемещений в состояниях “ к ” и “F  ”(грузовое 
состояние, рис. 9.16,г).

На основании теоремы о взаимности работ WkF = WFk . Раскры­

вая это равенство, получим RkF -1 + F  • 5'гк = 0 . Отсюда следует, что:

Для определения перемещения (рис. 9.16,а) в статически не­
определимой системе по формуле Мора, как известно, одна из двух 
“перемножаемых” эпюр изгибающих моментов может быть построе­
на в статически определимой системе, полученной из заданной 
(в данном случае заданной является основная система метода переме­
щений). Тогда, обозначив эпюру изгибающих моментов в статически

определимой системе от F  = 1 через MMF (рис. 9.16,д), получим:

ходимо понимать эпюру изгибающих моментов, построенную в ос­
новной системе метода сил от обобщенной единичной силы, соот­
ветствующей характеру заданного воздействия.

Подставив значение в выражение для RkF , получим:

Если внешней нагрузкой является группа сил, то под MMF необ-

Внося F  под знак интеграла и вводя обозначение M F  = F  M F0, 
найдем:
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Итак, вычисление грузовой реакции Rкр сводится к вычисле­

нию выражения (9.10), в котором: M к -  единичная эпюра изги­
бающих моментов, построенная в основной системе метода пере­
мещений; M F0 -  эпюра изгибающих моментов от заданной нагруз­
ки, построенная в статически определимой системе, полученной из 
основной системы метода перемещений с обязательным отбрасыва­
нием “ к  ”-й связи или полученная из заданной статически неопре­
делимой системы.

Пример.  Определить кинематическим способом реакции R p
и R2F для рамы, показанной на рис. 9.14.

M  1M  2 dx h
Г12 “ ^ J E J  ~ 6 E J

4EJ 6 E J  2EJ 6 E J
h h 2 h h 2

6 E J  

1 2

Для определения R if построим в статически определимой системе, 
полученной из основной системы метода перемещений (рис. 9.14,в), 

эпюру изгибающих моментов М р а ) (рис. 9.17,а). Индекс (а ) в обо­

значении M p a) соответствует варианту основной системы а ):

^  .— 1М р а) dx
R 1F ^ Ь —  “

/  ~ Л ,2 ,2
q1l q2 l1 2 q1l 3 • 2E J  1 2 q2l 2 , 3 • 2EJ

l --------- + -----------——  l
2E J  3 8 2/ 2E J  3 8 2/v 8 8

Для определения R2F выберем статически определимую систе­
му, полученную из заданной системы (рис. 9.14,а), и построим эпю­

ру m F(  ) (рис. 9.17,б):

M 2— F̂ ) dx (  1 1 Fh h 5EJ  Л -  5
R2F = J -------------------= — ---------------------- '•Г I = ----F .

E J  V E J  2 4 2 2h2 J 16
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Рис. 9.17

9.6. Построение и проверки эпюр M , Q, N  
в заданной системе от внешней нагрузки

Решив систему канонических уравнений (9.4), найдем значения ос­
новных неизвестных метода перемещений. Для построения оконча­
тельной эпюры изгибающих моментов необходимо предварительно 
построить скорректированные единичные эпюры М  (их называют 
“исправленными единичными эпюрами” моментов). Эпюра изгибаю­
щих моментов от внешней нагрузки в заданной статически неопреде­
лимой системе строится суммированием грузовой эпюры М р  с “ис­
правленными единичными”, то есть ордината эпюры М  в каждом 
сечении стержня вычисляется по формуле:

M k = M kF + M k1 Z 1 + M k2 Z 2 + ••• + M kn Z n .

Основной проверкой правильности окончательной эпюры изги­
бающих моментов M  в методе перемещений является статическая 
проверка, сводящаяся, как известно, к проверке равновесия момен­
тов в узлах рамы.

Кроме того, как и в методе сил, для проверки правильности эпю­
ры M  может быть применена кинематическая проверка: результат 
“перемножения” каждой единичной (или суммарной) эпюры момен­
тов метода сил на окончательную эпюру моментов должен быть ра­
вен нулю.
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Эпюра поперечных сил Q строится, как и в методе сил, по 
эпюре M , а эпюра продольных сил N  -  по эпюре Q . Статиче­
ская проверка эпюр Q и N  производится так же, как и в методе 
сил (в методе перемещений относится к основной).

П р и м е р  1. Построить эпюру изгибающих моментов в раме, 
изображенной на рис. 9.18,а.

Чтобы уменьшить число неизвестных, при подсчете степени ли­
нейной подвижности узлов рамы консоль, как статически определи­
мый фрагмент, отбрасываем. Тогда степень свободы W  шарнирно­
стержневой системы (рис. 9.18,б) будет равна единице, то есть nл = 1.

Общее число неизвестных метода перемещений равно n = n у + n л =

= 2 +1 = 3 . На рис. 9.18,в показаны основная система и положи­
тельные направления основных неизвестных, а на рис. 9.18,г-ж -  
грузовая и единичные эпюры моментов.

Система канонических уравнений имеет вид:

r11Z1 + r12 Z  2 + r13 Z 3 + R1F = 0,

r21Z1 + r22 Z  2 + r23 Z  3 + R2F = 0,

r31Z1 + r32 Z  2 + r33Z  3 + R3F = 0.

Отметим некоторые особенности вычисления коэффициентов при 
неизвестных и свободных членов уравнений. Для определения коэф­
фициента Г32 запишем условие равновесия фрагмента (рис. 9.18,з) 
расчетной схемы, взятого из рис. 9.18,е:

X  X  = 0; r32 -  0,24EJ + 0,375EJ = 0, r32 = -0 ,1 3 5 E J .

Пользуясь данными рис. 9.18,ж, можно убедиться в том, что со­
блюдается взаимность реакций: Г23 = Г32. Действительно, из усло­
вия равновесия моментов в узле (рис. 9.18,и) следует, что:

r23 -  0,24EJ + 0,375EJ = 0, r23 = -0 ,1 3 5 E J .
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г)

е)

л)

б)

в)

w= 1 ""X

Основная
система

Рис. 9.18
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Свободный член R3F можно определить из уравнения равнове­
сия для фрагмента (рис. 9.18,к), полученного из рис. 9.18,г:

X X  = 0; R3F +15,0 = 0, R3F = -1 5 ,0 .

В численном виде система канонических уравнений запишется так:

13,3 Z1 + 0,4 Z 2 + 0,24 Z3 -  6,25'2 3

0,4 Z1 + 2,8 Z2 -  0,135 Z3 -  68,752 3

0,24 Z1 -  0,135 Z2 + 0,2835 Z3 -  15,02 3

EJ 
1_

EJ
J_
EJ

= 0, 

= 0, 

= 0.

Решение:

1
Z1 = -6 ,905—  рад, Z2 = 29,040—  рад, Z3 = 72,584—  м.

E J  E J  E J

Окончательная эпюра изгибающих моментов показана на рис. 9.18,л.

П р и м е р  2. Построить эпюру изгибающих моментов для рамы, 
показанной на рис. 9.19,а.

Для определения степени линейной подвижности узлов исполь­
зуем шарнирно-стержневую систему (рис. 9.19,б). Общее количест­
во неизвестных равно n = nу + nл = 2 +1 = 3. Основная система
метода перемещений и положительные направления основных не­
известных показаны на рис. 9.19,в. Грузовая и единичная эпюры 
изгибающих моментов изображены на рис. 9.19,г-ж.

Система канонических уравнений в численной форме записи 
имеет вид:

2,6EJ Z1 + 0,8EJ Z 

0,8EJ Z 1 + 3,2EJ Z

2 -  0,375EJ Z3 -  38,0

2 -15,0

-  0,375EJ Z + 0,234375EJ Z3 -  60,0

1
EJ
J _
EJ
J _
EJ

= 0, 

= 0, 

= 0.
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Решение ее дает:

Z1 = 72,361—  рад, Z2 = -13,403—  рад,
1 E J  2 E J

Z3 = 371,778—  м.
3 E J

Окончательная эпюра изгибающих моментов представлена на 
рис. 9.19,з.

б) и —гг—£&
■'W=1

в)

о

1 — ЩехЦ—  3

Основная
система

Рис. 9.19

Г31
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9.7. Расчет рам с наклонными элементами

В рамах с наклонными элементами смещение линейной связи ка­
кого-нибудь узла на заданное, например, единичное значение, вызы­
вает линейные смещения и других узлов, зависящие не только от за­
данного смещения, но и от геометрии рамы (расположения ее эле­
ментов). Поэтому для построения эпюр изгибающих моментов в 
основной системе необходимо, прежде всего, найти взаимные пе­
ремещения концов стержней, образующих раму. Значения переме­
щений находятся из анализа перемещений шарнирно-стержневой 
системы, соответствующей заданной раме.

При построении какой-либо единичной эпюры рассматривается 
смещение одной связи при неподвижных остальных. Поэтому шар­
нирно-стержневая система в этом случае представляет собой кинема­
тический механизм с одной степенью свободы. При известном смеще­
нии одного узла смещения остальных можно определить из диаграм­
мы перемещений механизма. Поясним это на следующих примерах.

Рассмотрим раму с одной наклонной стойкой (рис. 9.20,а).
Степень кинематической неопределимости ее равна n = 2. Связь, 

препятствующую линейному перемещению узлов, расположим 
перпендикулярно к стержню 2-3 (рис. 9.20,б). Для определения вза­
имных перемещений концов стержней рамы при Z1 = 1 придадим
шарнирно-стержневой системе возможное по условиям ее закрепле­
ния положение 0-1'-2'-3 (рис. 9.20,в). Из прямоугольного треуголь­
ника 2 -k -2 ' следует, что взаимное смещение концов стержня 1-2 
равно cos а , стержня 0-1 -  sin а , стержня 2-3 равно 1.

Те же значения перемещений получаются из диаграммы пере­
мещений (рис. 9.20,г). Поясним ее построение.

Опорные узлы 0 и 3 являются неподвижными. Соответствующую 
им на диаграмме точку называют полюсом. Из этой точки проведем 
лучи перпендикулярно к стержням 0-1 и 2-3, узлы (0, 3) которых 
совпадают с полюсом, то есть по направлениям возможных переме­
щений узлов 1 и 2 (дуги, описываемые точками 1 и 2 при повороте 
стержней вокруг опорных точек 0 и 3, заменяются касательными к 
ним в этих точках). На луче, перпендикулярном к стержню 2-3, на 
расстоянии, равном единице, будет лежать точка 2 .
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Для определения положения точки 1' необходимо провести из 
точки 2 линию, перпендикулярную стержню 1-2. Отрезки 1 -2  и
1 -0  на диаграмме равны взаимным смещениям концов стержней 
1-2 и 0-1 при Z1 = 1.

П р и м е р  1. Построить эпюру изгибающих моментов для рамы, 
показанной на рис. 9.20,а, полагая изгибные жесткости всех стерж­

ней равными, а  = 600 . Длина стержня 2-3 равна I 2 _3 = 8 / V 3 м.

Для построения единичной эпюры M 1 (рис. 9.20,д) используем 
найденные ранее значения взаимных линейных смещений концов 
стержней. Эпюры M 2 и M F показаны на рис. 9.20,е,ж.

Коэффициенты и свободные члены канонических уравнений оп­
ределяются статическим или кинематическим методами. Покажем, 
например, определение Гц и :

Это же значение Гц можно получить статическим методом из 
уравнения равновесия узла 2 (рис. 9.20,з). Поперечную и продоль­
ную силы в стержне 1-2 получим из уравнения равновесия для 
узла 1. Множитель E J  в обозначениях на рисунке поперечных и 
продольных сил опущен:

+ -

f 3 1
0,1218 + 0,0406 —  + 0,012 — E J  = 0,1629 E J .

2 2 ,
s

2v
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б)

и)

л)

г
*^ 0

0,012 
0,0406

0,0406 V 
0,012

0,0406

0,012 Л
0,1218

N

Z  Z

е)

30

Рис.9.20
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Для вычисления кинематическим методом используем эпю­

ру изгибающих моментов m F (рис. 9.20,и), построенную в основ­
ной системе метода сил:

r 1F -  - Z j
M  1m F  dx

E J

+ - •  40 
2

1 -
V 3 .

• 4 •

1

E J  

2 3л/з E J

2 c 3EJ---- - 12,5 • 5 --------- +
3 100

3 32
- -2 ,4 1 .

Из уравнения равновесия ^ M c -  0 для фрагмента рамы

(рис. 9.20,к) найдем то же значение R f  .
Запишем канонические уравнения в численном виде.

0,1629Z1 -  0,2213Z2 -  2,41—  -  0,
1 2 E J

-  0,2213Z1 + 1,4660Z2 + 12,50—1— -  0.
1 2 E J

Решение их дает:

—  м, Z2 -  -7 ,9168—
E J  E J

Окончательная эпюра изгибающих моментов показана на рис. 9.20,л.

Z1 -  4,0409- рад.

П р и м е р  2. Расчетная схема рамы изображена на рис. 9.21,а. 
Построить эпюры M , Q и N , полагая жесткости всех стержней на 
изгиб равными. Как и в предыдущих примерах, жесткости стержней 
на растяжение-сжатие EA ^  да (продольные деформации стержней 
не учитываются).

Степень кинематической неопределимости рамы равна трем. 
Основная система показана на рис. 9.21,б. Грузовая и единичные 
эпюры изгибающих моментов M 1, M  2 показаны на рис. 9.21,д-ж. 

Чтобы построить эпюру M 3 , необходимо определить взаимные 
смещения концов стержней.
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Дадим шарнирно-стержневой системе (рис. 9.21,в), соответст­
вующей заданной раме, смещение линейной связи на Z 3 - 1  , пока­
жем новое положение узлов 3', 4', 5' и построим диаграмму пере­
мещений (рис. 9.21,г). Длины отрезков 1 -  4' и 2 -  5' равны единице 
(стойки 1 -  4 и 2 -  5 имеют разную высоту, но так как они парал­
лельные, то узлы 4 и 5 перемещаются по горизонтали на равные от­
резки). Отрезок 0 -  3' равен перемещению узла 3 по направлению, 
перпендикулярному к стержню 0 -  3; взаимное смещение по верти­
кали концов стержня 3 -  4 определяется длиной отрезка 3' -  4 '.

Эпюра M  з представлена на рис. 9.21,з.

Коэффициент Г33 канонического уравнения, а также свободный 

член R 3F удобно вычислять кинематическим методом. Один из

возможных вариантов эпюры М °  для определения R 3F показан 
на рис. 9.21,и.

После определения коэффициентов и свободных членов система 
канонических уравнений запишется в виде:

1,2155 Z1 + 0,25 Z2 -  0,167785 Z3

0,25 Z1 + 1,30 Z2 -  0,193125 Z3 + 106,67—  -  0,
EJ

44,17—  -  0, 
EJ 
1

0,167785 Z1 -  0,193125 Z2 + 0,194830 Z3 40,0—  -  0.
EJ

Ее решение:

Z1 -  78 ,593^^  рад, Z 2 - - 6 6 ,3 8 9 ^ ^  рад, 
1 E J  2 E J

Z3 -  207,182—  м.
3 E J

Окончательные эпюры усилий M , Q и N  изображены на 
рис. 9.21,к-м.
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и)

л)

к)

м)

74,76 102,94

©(к

Рис. 9.21

Z

Z1

9.8. Использование симметрии системы

Известно, что любую нагрузку, действующую на симметричную 
систему (рис. 9.22,а), можно представить в виде суммы симметрич­
ной и обратносимметричной составляющих.

Первой из них соответствует симметричная форма деформирова­
ния рамы (рис. 9.22,б), а второй -  обратносимметричная (рис. 9.22,в).
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Следовательно, углы поворота узлов заданной рамы (рис. 9.22,а) мож­
но найти как сумму или разность симметричных и обратносиммет­
ричных (кососимметричных) неизвестных:

<Р1 -  Z1 + Z  2 , Ф2 -  Z1 -  Z  2 .

а) б)
и 2 \Z Z

ш т !
Z2 Z2 / EL

S - - \  F t r
1

1 1 T
V/. Я

Рис. 9.22

Аналогичные соотношения имеют место и для линейных перемеще­
ний. Например, для рамы (рис. 9.23,а) перемещения А1 и А2 , исполь­
зуя симметричное (рис. 9.23,б) и обратносимметричное (рис. 9.23,в) на­
гружения, можно вычислять по выражениям: А1 -  Z1 + Z2 ,
А2 -  Z1 -  Z2 , а углы поворота узлов как:

а)
■ -Т

\&1

q/2

--------8 -4 ^ ;

Z 1 Z 1

в) i.

Z 3 I Z 4
Z4 Ч/г

Z

Рис. 9.23
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Эти соотношения показывают, что неизвестные перемещения 
узлов А1, А2 , р  и р  («старые» неизвестные) можно выразить 
через «новые» неизвестные Z1, Z 2 , Z3 , Z 4 , которые представля­
ют собой групповые перемещения симметрично расположенных уз­
лов. Введение в расчет новых неизвестных приводит к значительным 
упрощениям в расчете. Единичные эпюры усилий от групповых пе­
ремещений разделяются только на симметричные или обратносим­
метричные. Такие эпюры обладают свойством взаимной ортогональ­
ности, и поэтому система канонических уравнений распадается на 
две независимые подсистемы уравнений, одна из которых содержит 
только симметричные неизвестные, а вторая -  обратносимметрич­
ные. Изложенный способ расчета рам называют способом группи­
ровки неизвестных перемещений.

Заметим, что если на оси симметрии имеется стержень рамы 
(положение его совпадает с осью симметрии), то симметричные не­
известные не вызывают в нем изгибающих моментов и, значит, ре­
зультат “перемножения” симметричной эпюры на обратносиммет­
ричную будет равен нулю.

Коэффициенты r% и свободные члены R f  в канонических
уравнениях суть обобщенные реакции, вызываемые смещением 
групповых (парных) неизвестных. Определяются они статическим 
или кинематическим способом.

П р и м е р  1. Расчетная схема рамы изображена на рис. 9.24,а. 
Полагая изгибные жесткости всех стержней равными E J , постро­
ить окончательную эпюру изгибающих моментов.

Степень кинематической неопределимости рамы n -  ny + nл -

-  2 + 3 -  5. На рис. 9.24,б показаны основная система и положитель­
ные направления групповых неизвестных. Единичные эпюры изги­
бающих моментов и грузовая эпюра представлены на рис. 9.24,в-ж. 
Эпюры M 1 и M 3 являются симметричными, а эпюры M 2 , M 4 и

M  5 -  обратносимметричными. Вследствие их ортогональности,
система из пяти канонических уравнений метода перемещений раз­
деляется на подсистему, содержащую симметричные неизвестные:
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r11Z1 + r13Z3 + R1F -  0, j  

r31Z1 + r33Z3 + R3F -  0,J

и подсистему с обратносимметричными неизвестными:

r22Z 2 + r24Z 4 + r25 Z 5 + R2F -  0,
Г42Z 2 + Г44 Z4 + Г45 Z 5 + R4F -  0 ,

r52Z 2 + r54Z 4 + r55Z5 + R5F -  0.

После определения единичных и грузовых реакций (советуем 
читателю найти их) эти подсистемы уравнений будут иметь сле­
дующий вид:

5,0Z 1 +

12 Z1 +

1

12
199
288

Z3 + 90,0

Z3 + 6,0

1
E J
1

E J

-  0 ,

-  0,

- — Z 2 
12 2

-  2  z
3 2

+

—  Z 4 12 4 
199 Z

Z 4 288 4

2  z
9 4 +

- Z  5 
3 5

2  z  59 5

2  z  59 5

-  6,0-

-  14,0

E J

E J

-  0,

-  0,

-  0.

Решив их, получим:

Z1 --1 7 ,8 9 1 2  рад,
1 E J

Z2 -  41,1114------ рад,
2 E J

1 1 1
Z3 -  -6 ,5257---- м, Z4 -108 ,445---------- м, Z 5 -  294,78---------- м.

3 E J E J E J
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Окончательная эпюра изгибающих моментов строится по вы­
ражению:

M  -  M  F + M 1Z 1 + M  2 Z  2 + M  3 Z  3 + M  4 Z 4 + M  5 Z 5 . 

Она изображена на рис. 9.24,и.

а)
10кНIм

Заданная
система

6 к Н

10кН/м s
т ± г т т ,

б)

I t t Z  Z ‘

Основная 
система

•1̂  t t г Z 3 Z 4

8 к H

Z4 Z 3

к Н

8 м 6м6м

Рис. 9.24
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Анализируя записанные в этом примере подсистемы уравнений, 
можно сделать заключение: если на симметричную раму оказывается 
симметричное воздействие, то свободные члены в системе с обратно­
симметричными неизвестными будут равны нулю и, значит, обратно­
симметричные неизвестные будут равны нулю (из решения системы 
однородных уравнений); если же внешнее воздействие будет обратно­
симметричным, то нулевыми становятся симметричные неизвестные.

Как следствие способа группировки неизвестных, отметим, что рас­
чет симметричной системы на симметричную или обратносимметрич­
ную нагрузки можно выполнять для одной половины расчетной схемы. 
В зависимости от воздействия на второй половине схемы распределение 
усилий будет симметричным по отношению к первой или обратносим­
метричным. В частности, если ось симметрии пересекает некоторый 
стержень, то при расчете на действие симметричной нагрузки в этом 
сечении необходимо поставить подвижное защемление. Например, для 
рамы, показанной на рис. 9.22,а, соответствующая “полурама” пред­
ставлена на рис. 9.25,а. При действии обратносимметричной нагрузки в 
этом сечении изогнутая ось стержня имеет перегиб и, кроме того, пере­
мещение сечения по вертикали (по направлению, перпендикулярному 
оси стержня) равно нулю. Поэтому на расчетной схеме “полурамы” 
в указанном сечении ставится шарнирно-подвижная опора (рис. 9.25,б).

а) б)

Рис. 9.25

9.9. Расчет рам на тепловое воздействие

Расчет ведется на изменение температуры системы по отношению 
к температуре ее начального состояния. Принимая линейный закон 
изменения температуры по высоте сечения стержня, тепловое воздей­
ствие, как и силовое, можно представить в виде суммы симметрич­
ной и обратносимметричной составляющих этого воздействия.
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Пусть, например, для стержня, имеющего симметричное попе­
речное сечение высотой d  (рис. 9.26,а), 11 > ?2 , то есть верхние во­
локна стержня являются “холодными”, нижние -  “теплыми”.

Разложим это загружение на симметричное (рис. 9.26,б), при ко­
тором температура верхнего и нижнего волокон будет одинаковой и

равной t = h + t 2 

2
(имеет место равномерный нагрев, удлинение

стержня равно a t l ), и обратносимметричное (рис. 9.26,в), для ко-

торого температура верхнего волокна равна t1 - 12 t '
= -----, а ниж-

2 2
t '

него —. При обратносимметричном нагреве температура по оси

стержня равна нулю. Стержень от такого воздействия не удлиняет­
ся, а только искривляется. Значение перемещения любой его точки 
определяется по правилам, изложенным в разделе 7.8.

а) б) А  + 12

□-

a t l-M--- jf-

t  _  t 1 - 1 2

2 2

2
t 1 t 2

Рис. 9.26

Аналогичное разложение теплового воздействия можно сделать и 
для стержней с условиями закрепления его концов, соответствующими 
закреплениям стержней в основной системе метода перемещений.

t
2t2

t1

l
l

в)

2
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При симметричном распределении температур, вследствие уд­
линения (укорочения) стержней, узлы основной системы переме­
щаются, что приводит к взаимным смещениям концов стержней и 
вызывает изгибные деформации их.

При обратносимметричном распределении температур узлы ос­
новной системы не смещаются, но так как связи по концам стерж­
ней препятствуют свободному перемещению их, то в каждом из них 
появляются усилия. Эпюры моментов для таких стержней пред­
ставлены в табл. 9.1 (строки 5, 10, 15). Техника их построения при­
ведена в разделе 9.2 (пример 5).

Канонические уравнения для расчета рам на изменение темпера­
туры имеют следующий вид:

r11Z1 + r12Z2 + ‘' '  + r1nZn + R1t = 0,

r21Z1 + r22Z  2 + ” ' + r2nZn + R2t = 0, , „ , n
(911)

rn1Z1 + rn2 Z2 + ” ' + rnnZ n + Rnt = °.,

Для определения свободных членов канонических уравнений 
R1t , R2t , •", R nt , как следует из предыдущих рассуждений, необхо­
димо построить в основной системе эпюры изгибающих моментов от 
симметричного воздействия (M 't) и от обратносимметричного ( м ; ) . 
Используя их, найдем, что:

Rit = Rit + R it , i = 1 n ,

где R 'i t , R"t -  реакции в i-й дополнительной связи, вызываемые 
этими воздействиями.

Окончательная эпюра изгибающих моментов строится по формуле:

м  = M't + м ; +m 1z 1 + м 2 z  2 + -  + M nz n .

П р и м е р  1. Построить окончательную эпюру изгибающих мо­
ментов в раме (рис. 9.27,а) от указанного теплового воздействия, 
приняв жесткости стержней одинаковыми и равными 60 MH • м ,
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высоту сечения d  = 0,6 м, коэффициент теплового линейного рас­

ширения a  = 1,2 -10 5 град-1.
Степень кинематической неопределимости рамы равна двум. 

На рис. 9.27,б показано симметричное распределение температур по 
каждому стержню, а на рис. 9.27,в -  обратносимметричное.

в)
t  — t

=  - 1 8
2

=  18

Рис. 9.27

Система канонических уравнений в этом случае запишется в виде:

r11Z1 + r12Z2 + R1t = 0, j  

r21Z1 + r22Z  2 + R2t = 0.J

Для построения эпюры моментов M't от симметричного воздей­
ствия температур необходимо сначала определить удлинение каж­
дого стержня по формуле А = a  1 1 , а затем изобразить на схеме ра­
мы новое положение узлов и деформированное положение стерж­
ней в основной системе (рис. 9.27,г). Зная взаимные перемещения
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концов стержня по направлению, перпендикулярному его оси, мож­
но, пользуясь данными табл. 9.1 (строки 1, 6, 11), построить для него 
эпюру изгибающих моментов. Эпюра M't показана на рис. 9.28,а.

Для построения эпюры М / (рис. 9.28,б) в этом примере исполь­
зованы из табл. 9.1 строки 5 и 10. На каждом стержне рамы растя­
нутыми волокнами являются более “холодные”. Именно с этой сто­
роны стержня и располагается эпюра изгибающих моментов.

а) 4 EJa

Рис. 9.28

Единичные эпюры моментов показаны на рис. 9.29,а,б. 
Определив реактивные усилия в дополнительных связях, запи­

шем систему канонических уравнений в численном виде:

2Z1 — 0,375Z 2 + 3 a  = 0 ,j

— 0,375Z1 + 0,2013888Z 2 — 28,5a = 0.J

Решение: Z 1= 38,4636a рад; Z  2= 213,1391a м.

318



r22

Рис. 9.29

Эпюра изображена на рис. 9.30. В скобках указаны значения ор­
_  ̂ 2 5 1динат моментов (в кН • м) при E J  = 60 MH • м и a  = 1,2 • 10_ град- .

23,23 EJa 
(16,73)

93,70EJa 
(67,46)

68,77 EJa 
(49,51)

...Т ТТТгштптг^

72,24 EJa 
(52,01)

Рис. 9.30
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Правильность построенной эпюры изгибающих моментов про­
веряется с помощью условий равновесия любых фрагментов рамы, 
в частности, узлов рамы. Как правило, этой проверки достаточно 
для заключения о правильности эпюры М  .

Однако дополнительно к ней можно использовать и другую про­
верку: результат “перемножения” единичной (или суммарной еди­
ничной) эпюры моментов метода перемещений на окончательную 
эпюру должен быть равен нулю, то есть:

Отличительная особенность расчета рам на смещение опор связа­
на с построением в основной системе метода перемещений эпюры 
изгибающих моментов. В дальнейшем будем обозначать ее через М c .
При этом построении надо помнить о том, что плавающие заделки в 
основной системе препятствуют только повороту жестких узлов, ли­
нейные же смещения узлов они допускают. Поэтому влияние линей­
ного (горизонтального или вертикального) смещения какой-либо 
опорной связи может распространяться на множество элементов ра­
мы, примыкающих к смещаемой стойке или смещаемому ригелю.

При построении эпюры M c рекомендуется использовать принцип
независимости действия сил, т.е. вначале следует построить эпюры 
моментов от смещения каждой опорной связи в отдельности на задан­
ное значение, а затем -  суммарную эпюру M c , с помощью которой

и определяются свободные члены Ric канонических уравнений:

Последующий алгоритм расчета остается таким же, как и при 
расчете рам на силовое воздействие.

Основная проверка правильности окончательной эпюры изги­
бающих моментов сводится к проверке выполнения условий равно­
весия узлов и других частей рамы.

E J

9.10. Расчет рам на смещение опор

R z  + Rc = 0.
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Как и при расчете на тепловое воздействие, результат “перемноже­
ния” суммарной единичной эпюры моментов M g  метода перемещений 
на окончательную эпюру моментов должен быть равен нулю, то есть:

M SM  dx
— --------= 0.

E J

Заметим, что независимо от того, каким методом строилась 
окончательная эпюра изгибающих моментов, для проверки ее пра­
вильности можно применить кинематическую проверку, исполь­
зующуюся в методе сил. В частности, при расчете рам на смещение 
опор результат “перемножения” единичной (или суммарной еди­
ничной) эпюры моментов метода сил на окончательную эпюру мо­
ментов должен быть равен сумме свободных членов канонических 
уравнений метода сил, взятой с обратным знаком:

где M g  -  суммарная единичная эпюра в основной системе

П р и м е р  1. Проследим особенности расчета на смещение опор 
рамы, показанной на рис. 9.31,а. Пусть с  = 0,02 м, = 0,04 м
и C3 = 0,1 рад. Изгибные жесткости всех стержней примем равными.

Основная система и основные неизвестные метода перемещений 
показаны на рис. 9.31,б.

метода сил.

а)
I

ЕСП

Заданная 
Ci система

Е'=Г
О сноен ал 
с и стем а

I

Рис. 9.31
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Единичные эпюры изгибающих моментов изображены на 
рис. 9.32,а,б.

Рис. 9.32

На рис 9.33,а,б,в показаны грузовые эпюры моментов, вызывае­
мые смещениями опорных связей соответственно на C1, C2 и C3 .

а)

1С1

6 EJ, 
16

R-2

3 EJ C2

.... . . . . . . . . . . i i i i i _ m M l | | i i l l l l l l l ' l l l [ | !

mr/v

в)
R 1c

С ' 2 EJ C3

C3 I

4 EJ,

Рис. 9.33

Построение их, также как и единичных, выполняется с помощью 
данных табл. 9.1. Эпюра M C (в этом примере не показана) строится 
по выражению:
322

4
3



M c = M c + M c + M c .C C1 C2 C3

Канонические уравнения имеют вид:

r11Z1 + r12Z2 + R1c  = 0, j  

r21Z1 + r22Z  2 + R 2 c = 0,J

где

R1c  = R1c 1 + R1c 2 + R1c 3 , R 2 c = R 2 c1 + R 2c 2 + R 2 c 3 .

После определения значений коэффициентов и свободных чле­
нов решим систему уравнений и найдем:

Z 1= 0,00905 рад; Z 2=-0 ,01675 рад.

Окончательная эпюра моментов показана на рис. 9.34.

9.11. Построение линий влияния усилий

Методология построения линий влияния усилий в статически 
неопределимых системах сводится к реализации формул, по кото­
рым они вычисляются. При расчете рам методом перемещений уси­
лия вычисляются по формуле:

S k = SkF + lL S ki Z i . 
i=1
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В этом выражении справа от знака равенства переменными вели­
чинами, зависящими от положения силы F  = 1, являются SkF и Z i , а

Ski -  это усилие в сечении k основной системы, вызываемое смеще­
нием i -й связи на единицу. Следовательно, применительно к задаче
о построении линий влияния эту запись можно представить в виде:

n _
л .вл. Sk = л .вл. SkF + Z Ski (л вл. Z i X

i=1

где л.вл. SkF -  линия влияния усилия Sk в основной системе 

метода перемещений. (Обозначение усилия SkF
гг0 \можно заменить на S k ).

Построение ее особых трудностей не вызывает. Действительно, в 
основной системе концы каждого стержня в узлах защемлены или 
шарнирно оперты и поэтому нагрузка, расположенная на нем, не 
влияет на усилия в смежных стержнях. Как следствие, линия влия­
ния S kF  будет иметь ординаты, не равные нулю, только на том

стержне, к которому относится сечение k . Определив Sk по данным

табл. 9.1 при различных положениях силы F  = 1, построим л. вл. S ^ .
Более сложной, в общем случае, является задача о построении 

л.вл. Z i . Построение их на основе статического метода сводится 
к определению значений основных неизвестных при положениях 
груза F  = 1 в различных характерных сечениях.

Рассмотрим следующий пример. Рама, изображенная на рис. 9.35,а, 
является один раз кинематически неопределимой. Каноническое 
уравнение r^Z! + R ^  = 0 при F  = 1 может быть переписано в виде

ru Z 1 + r_F = 0. Следовательно, ^1 = — .
r11

Эпюра M 1 в основной системе показана на рис. 9.35,б. Из урав-
11EJ

нения равновесия ^  M  в  = 0 следует, что Гц  = -
l
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Рассмотрим грузовые состояния основной системы. При поло­
жениях F  = 1 левее узла B  (рис. 9.35,в):

r1F = 2  v l1 -  v

a)

A J k l
F=1 B

*  Ej
i

<N
i
i EJ II

1/2 i

CW/ -- -

3EJ -Z=  1

±  Г
44 EJ

I

Соответствующий угол поворота Z 1 будет определяться по вы­
ражению:

Z1 = -1 v(l -  v 2).
1 22E J  v '
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Задавая v и u = 1 — v значения от 0 до 1, вычислим Z1 и постро­
им линию влияния на участке AB  .

При расположении F  = 1 на консольном участке рамы (рис. 9.35,г)

получим г f = —1- x  и Z1 = ------- 1 .
1 11EJ

Л.вл. Z1 изображена на рис. 9.35,д.
Форму л. вл. Z1 можно проверить с помощью кинематического 

метода. В разделе 7.11 показано, что для построения линии влияния 
перемещения i -го сечения необходимо в этом сечении приложить 
единичную силу и построить эпюру перемещений. Положение изо­
гнутых осей стержней, по которым движется груз F  = 1, будет со­
ответствовать очертанию линии влияния исследуемого перемеще­
ния. Этот способ основан на теореме о взаимности перемещений. 
В рассматриваемом примере для построения линии влияния угла 
поворота узла B  (л. вл. Z1) необходимо в этом узле приложить по 
положительному направлению Z 1 единичный момент и показать 
положение изогнутых осей стержней (рис. 9.36).

Ординаты полученной таким образом эпюры перемещений, отсчи­
танные от начального положения стержней в направлении силы F  = 1 , 
считаются положительными.

Численные значения их, при необходимости, можно найти по 
известным правилам строительной механики.

Для построения, например, л.вл. M k  в заданной системе необ­

ходимо предварительно построить л.вл. М ° в основной системе.
Ограничимся рассмотрением положения единичной силы на балке AB  
в трех характерных сечениях (рис. 9.37,а).
326



Определив для каждого положения силы значение изгибающего 

момента в сечении к , построим л.вл. M к0 (рис. 9.37,б).
Далее, пользуясь выражением:

л.вл. Mk = л.вл. M0 + Mk1 (л.вл. Z, ),

— 3EJи учитывая, что Mk1 = ——  (рис. 9.35,б), получим л.вл. Mk (рис. 9.38).

а) A 1 2 3 в
J- — I------ 1------ 1------------ 1

I I 
' //4 1 l/4 I //4 i l/4

№

б)

/
17 / 5/ Л /
256 32 256

Рис. 9.37 Рис. 9.38

Понятно, что для рам с большим количеством неизвестных объ­
ем вычислений к построению линий влияния значительно увеличи­
вается. Поэтому практическое решение задачи о построении линий 
влияния усилий в раме сводится к расчету ее с помощью сертифи­
цированных программных комплексов на множество единичных 
загружений и составлению соответствующей матрицы влияния.

Она, как известно, имеет вид:

'  S 11 <NS
1

1
S

1

<N_ S 
_

<NS К2S

N
S

S ii S i 2 ' • S in

I S  m1 S m2 S° mn _
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По определению, S к  -  усилие в i -м сечении конструкции, вы­
зываемое единичной силой, приложенной в сечении к . Элементы
i -й строки матрицы L  дают значения ординат линии влияния, уси­
лия. Чтобы найти элементы к  -го столбца матрицы влияния, необ­
ходимо рассчитать заданную конструкцию на загружение ее силой 
Fk = 1. Число таких единичных загружений равно n .

Особенности расчета и построения линии влияния усилий с по­
мощью матрицы LS  поясним на следующем примере.

Расчетная схема рамы показана на рис. 9.39,а. Форму любой линии 
влияния на участке между смежными узлами можно представить по 
значениям ординат усилий в трех равноотстоящих сечениях. Поэтому 
выполним расчет рамы на загружение ее силами F  = 1, приложенны­
ми последовательно в каждом характерном сечении между узлами, и 
составим, например, матрицу влияния изгибающих моментов.

l m  =

1,6647 0,9135 0,3305 -0,1052 -0,1042 -0,0511 0,0210 0,0240 0,0150
0,8293 1,8269 0,6611 -0,2103 -0,2083 -0,1022 0,0421 0,0481 0,0300
-0,0060 0,2104 0,9916 -0,3155 -0,3125 -0,1532 0,0631 0,0721 0,0451
-0,2654 -0,4247 -0,3716 1,0196 0,2778 0,0220 0,0070 0,0080 0,0050
-0,1302 -0,2083 -0,1823 0,5208 1,5278 0,5208 -0,1823 -0,2083 -0,1302
0,0050 0,0080 0,0070 0,0220 0,2778 1,0196 -0,3716 -0,4247 -0,2654
0,0451 0,0721 0,0631 -0,1532 -0,3125 -0,3155 0,9916 0,2404 -0,0060
0,0300 0,0481 0,0421 -0,1022 -0,2083 -0,2103 0,6611 1,8269 0,8293
0,0150 0,0240 0,0210 -0,0511 -0,1042 -0,1052 0,3305 0,9135 1,6647

По данным второй и пятой строк матрицы Lm  построены л.вл. M 2 

(рис. 9.39,б) и л.вл. M 5 (рис. 9.39,в). Так как в этом расчете жесткости 
стержней на растяжение-сжатие EA ^  да (продольные деформации 
пренебрегаются), то в точках, соответствующих узлам B  и C , орди­
наты линий влияния равны нулю.

Разумеется, расчеты таких и более сложных систем на множество 
загружений целесообразно выполнять с помощью программных ком­
плексов, имеющихся в проектно-конструкторских организациях.

Таким же образом можно было бы составить матрицы влияния 
поперечных и продольных сил и построить необходимые линия 
влияния этих усилий. На рис. 9.39,г показана линия влияния Q5 .
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Результаты расчетов позволяют получить и матрицы влияния 
перемещений. Обратим внимание на линию влияния вертикального 
перемещения сечения 2 (рис. 9.39,д) и линию влияния угла поворо­
та узла В (рис. 9.39,е). Очертание их согласуется с рекомендациями 
раздела 7.11: для получения первой следует в сечении 2 приложить 
силу F  = 1; во втором случае -  в точке В прикладывается момент 
М  = 1 (направлен против хода часовой стрелки). Численные значе­
ния ординат соответствуют EJ  = 13,5 МН • м2.

Как отмечалось в разделе 9.1, каждый жесткий узел плоской ра­
мы имеет три степени свободы, каждый шарнирный -  две. По этой 
причине степень кинематической неопределимости рам, при расче­
те которых учитываются продольные деформации стержней, значи­
тельно выше, чем рам, при расчете которых продольными деформа­
циями пренебрегают.

Основная система образуется из заданной посредством наложения на 
каждый жесткий узел трех связей, на каждый шарнирный -  двух линей­
ных связей. Для определения коэффициентов при неизвестных и сво­
бодных членов канонических уравнений необходимо построить в ос­
новной системе эпюры изгибающих моментов и продольных сил, вызы­
ваемые единичными смещениями связей и заданным воздействием.

При использовании статического метода значения коэффициен­
тов и свободных членов находятся из уравнений равновесия узлов 
основной системы.

Определение коэффициентов канонических уравнений метода 
перемещений кинематическим способом сводится к вычислению их 
по формуле:

Второе слагаемое в этом выражении вычисляется теми же спо­
собами, что и первое, в частности, например, “перемножением” со­
ответствующих эпюр усилий.

Влияние же этого слагаемого на значение rik, как следует из приве­
денного выражения, возрастает с уменьшением жесткостей стержней 
на растяжение-сжатие.

9.12. Расчет рам с учетом 
продольных деформаций стержней

E J
N iN kdx  

EA
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Некоторые особенности вычисления коэффициентов и распреде­
ления изгибающих моментов покажем на примере рамы, изобра­
женной на рис. 9.40,а.

Основная система и положительные направления неизвест­
ных показаны на рис. 9.40,б. Ограничимся рассмотрением эпюр
M 1, N 1 и M f  (рис. 9.40, в-д). Из условия равновесия
/ \ E J  EA
(  X  = 0) узла 3 (рис. 9.40,е) найдем Гц = --------------1-------- .

9 6
Естественно, что то же значение Гц получится по кинематическому методу:

Г = - L U  з 2 E J + - L E A  6 E A = E J + E A
Г11 = E J  2 3  3 3  EA 6 6 = 9 6 .

Для определения свободных членов уравнений следует использо­
вать распределение усилий в узлах, показанное на рис. 9.40,ж,з, или 
воспользоваться кинематическим методом. В последнем случае:

R ^  M M F  dx ^  N iN 0 dx
RiF = - ^  E J— ^  ~ ~ Ё Г ~  •

где M i , N i -  функции изгибающих моментов и продольных сил 
от единичных смещений узлов в основной системе ме­
тода перемещений;

M F0 , N F0 -  функции изгибающих моментов и продольных сил 
от заданной нагрузки в основной системе метода сил.

О влиянии продольных деформаций на распределение усилий в раме 
можно судить по окончательным эпюрам изгибающих моментов, по-

EA • h 2
строенным при соотношении----------= 10 , где h = 1 м (рис. 9.40,и) и

E J
при EA ^  да (отсутствуют продольные деформации) (рис. 9.40,к). 

„  EA • h2 „
При ----------< 10 результаты расчетов будут еще более отличаться от

E J
тех, которые соответствуют варианту расчета с EA ^  да.
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Увеличение податливости стержней на растяжение-сжатие при­
водит к увеличению перемещений узлов, и поэтому расчет таких 
рам по недеформированной схеме следует рассматривать как при­
ближенный.

ГЛАВА 10

С О В М ЕС ТН О Е П РИ М Е Н Е Н И Е  М ЕТО ДА  С И Л  
И  М ЕТО ДА  П Е РЕМ ЕЩ ЕН И Й . С М Е Ш АННЫЙ  М ЕТО Д

10.1. Сопоставление метода сил и метода перемещений

И метод сил, и метод перемещений имеют свои достоинства и 
недостатки. Каждый из них, с учетом принимаемых в расчете пред­
посылок, является точным. И в том и в другом методе возможен 
учет влияния, кроме дефоромаций изгиба, продольных и попереч­
ных деформаций. Какой из них следует применять для расчета?

При неавтоматизированных вычислениях поиск лучшего метода 
расчета заданной системы сводится, в большинстве случаев, к поиску 
варианта расчета с наименьшими трудозатратами. При этом наиболее 
часто выбор того или иного метода зависит от количества неизвестных.

Расчет рам, узлы которой не обладают линейной подвижностью, 
как правило, лучше выполнять методом перемещений. Эпюры уси­
лий строятся легко, имеют локальный характер и, благодаря этому, 
система канонических уравнений получается разреженной. Однако 
при учете продольных деформаций количество неизвестных по ме­
тоду перемещений значительно возрастает.

Выбор рациональной основной системы метода сил и построе­
ние эпюр в ней связаны с более сложной логикой понимания струк­
туры системы. Достаточно трудоемкой является и операция по вы­
числению коэффициентов и свободных членов канонических урав­
нений. В методе перемещений эта часть вычислений, выполняемая, 
например, статическим способом, является менее трудоемкой. Как 
достоинство метода сил отметим, что степень статической неопре­
делимости заданной системы не зависит от того, учитывается или 
нет в расчете влияние продольных деформаций.

Приведенные замечания по обсуждаемым методам представляют 
собой качественную характеристику их. Отметим, кроме того, что в
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каждом конкретном случае расчетчик вправе выбирать любой из них, 
руководствуясь собственным уровнем знаний этих методов расчета.

Принятие решения о выборе метода для автоматизированных вы­
числений связывается не столько с вычислительными процедурами 
по каждому из них, сколько с особенностями получения основной 
системы. Логика автоматизации процесса выбора основной системы 
метода перемещений является более простой. Идеи метода переме­
щений нашли широкое применение при разработке программных 
комплексов расчета и проектирования строительных систем.

10.2. Совместное использование метода сил 
и метода перемещений

Глубокое понимание инженером основных положений метода 
сил и метода перемещений позволяет ему выбирать рациональные 
методики расчетов. В частности, для расчетов как симметричных, 
так и несимметричных систем возможно совместное использование 
названных методов.

Рассмотрим вначале особенности расчета симметричных систем. 
Нагрузку, действующую на такую систему, всегда можно разложить 
на симметричную и обратносимметричную (иначе, кососимметрич­
ную) составляющие. Как правило, оказывается, что расчет на симмет­
ричную составляющую удобно выполнять одним методом, например, 
методом перемещений, а на действие обратносимметричной состав­
ляющей -  другим, методом сил. Окончательный результат расчета ра­
мы на заданную нагрузку получается суммированием результатов ее 
расчета на обе составляющие. Теперь обратимся к примеру.

Рама, изображенная на рис. 10.1,а, имеет четыре неизвестные по ме­
тоду перемещений (основная система и основные неизвестные показаны 
на рис. 10.1,б) и четыре неизвестные по методу сил (рис. 10.1,в). 
Симметричная и обратносимметричная составляющие заданной на­
грузки представлены на рис. 10.1,г,д. Расчет на действие симмет­
ричной нагрузки выполним методом перемещений, так как в этом 
случае единственной неизвестной, не равной нулю, будет неизвест­
ная Z 1 . Для расчета рамы на действие обратносимметричной на­
грузки используем метод сил. Из всех четырех неизвестных не рав­
ной нулю будет только X 3 .
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На рис. 10.1,е,ж показаны эпюры изгибающих моментов, соотве- 
ствующие действию на раму симметричной и обратносимметричной 
нагрузок, а на рис. 10.1,з приведена окончательная эпюра моментов.

Изложенный вариант расчета рам в учебной литературе иногда 
называют комбинированным способом расчета.
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Рис. 10.1

Совместное использование метода сил и метода перемещений 
возможно и при расчете несимметричных систем.

С целью уменьшения числа неизвестных основные системы мето­
да сил или метода перемещений могут приниматься соответственно 
статически или кинематически неопределимыми. При этом, если рас­
чет выполняется методом сил, то основная система выбирается такой,
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чтобы статически неопределимый фрагмент системы удобно рас­
считывался методом перемещений. В этом случае метод сил являет­
ся основным методом расчета, а метод перемещений -  вспомога­
тельным. Если же за основной метод принимается метод перемеще­
ний, то кинематически неопределимый фрагмент рассчитывается 
методом сил (вспомогательный метод).

Указанные особенности расчета поясним на следующих примерах.
Для рамы (рис. 10.2,а) за основной метод расчета примем метод 

перемещений, а основную систему выберем по варианту, показан­
ному на рис. 10.2,б, т.е. заданную раму будем рассчитывать как 
дважды кинематически неопределимую систему.

а)

3 кН м

8
Т Т

кНм

2EJ

Заданная
система

8 м

E J

------ 15 КМН------ 8 кН — -' 11 ом ;тттт
2EJ

E J

шя
- 4 —

ь.я---- S
2EJ

6м

E J

6м

б)
B

Основная Z1
Осистема метода 

перемещений
Ш 7/ Ш 7/

D
♦ l i t

Рис. 10.2

Для построения грузовой и единичных эпюр M  необходимо пред­
варительно рассчитать статически неопределимый фрагмент A B C D  
на действие заданной нагрузки и поворот опорной связи в точке D  
на угол Z1 = 1. Рама A B C D  является один раз статически неоп­
ределимой (по методу перемещений число неизвестных равно 
двум), поэтому расчет ее выполняется методом сил, который в этом 
варианте его использования рассматривается как вспомогательный. 
Соответствующие окончательные эпюры моментов от упомянутых 
нагружений приведены на рис. 10.3,а,б.
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а) б)
30,10

15,10

?У??

Рис. 10.3

Далее, следуя известному алгоритму расчета рам методом переме­
щений, построим в основной системе грузовую эпюру M р  (рис. 10.4,а),

единичные M 1 и M  2 (рис. 10.4,б,в) и, в конечном итоге, -  оконча­
тельную эпюру изгибающих моментов (рис. 10.4,г).

Рассмотрим другой пример. Рама, изображенная на рис. 10.5,а, со­
держит семь лишних связей. Однако, расчет ее на действие заданной 
нагрузки проведем как системы, содержащей три неизвестные.

Основная система метода сил (этот метод здесь является основ­
ным) приведена на рис. 10.5,б. Она включает в себя статически не­
определимый фрагмент A B C  и симметричный ему A 'B 'C '. Что­
бы построить эпюры моментов в основной системе метода сил, не­
обходимо предварительно выполнить расчет этих фрагментов на те 
нагрузки, которые они воспринимают.

а) б) z  =  1

Рис. 10.4
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б)

X 3 X 3

основная 
система 

метода сил

в '

A

Рис. 10.5

Рама A  B C  содержит одну неизвестную метода перемещений. 
Эпюры моментов от действия на нее единичной распределенной 
нагрузки и единичного момента приведены на рис. 10.6,а,б.

Рис. 10.6

С их помощью, используя свойства линейно деформируемых сис­
тем, построим грузовую (рис. 10.7,а) и, как пример, вторую единичную 
(рис. 10.7,б) эпюру моментов в основной системе метода сил.

Две другие единичные эпюры строятся с учетом распределения 
моментов на фрагменте A B C  от M  = 1 (рис. 10.6,б). Дальнейший 
ход вычислений соответствует алгоритму метода сил.
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Рис. 10.7

10.3. Смешанный метод

При расчете рамы смешанным методом за основные неизвестные 
в одной ее части принимаются усилия в лишних связях, а в другой, 
оставшейся, -  перемещения узлов, то есть в ходе расчета обе груп­
пы неизвестных (неизвестные метода сил и неизвестные метода пе­
ремещений) находятся одновременно. Выбор неизвестных, естест­
венно, определяется структурой заданной рамы и, как правило, в 
той части, где наблюдается малое число лишних связей, вводятся 
основные неизвестные метода сил, а в другой -  основные неизвест­
ные метода перемещений. Система уравнений, из которой опреде­
ляются эти неизвестные, записывается на основании условий, ана­
логичных тем, которые используются для записи канонических 
уравнений метода сил и метода перемещений.

Более полные пояснения по сути смешанного метода дадим на 
примере расчета рамы, изображенной на рис. 10.8,а.
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EJ
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IB Ic
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_4 ----- 6M----J_------ 6M----- ^

б)

Рис. 10.8

Фрагмент AD этой рамы (в узле D  имеется защемление) со­
держит только две лишние связи, его удобно рассчитывать методом 
сил; для расчета остальной части рамы (ее узлы расположены в точ­
ках B,  C,  D,  E , G ) удобнее использовать метод перемещений. Ис­
ходя из этих рассуждений, примем основную систему такой, какой 
она показана на рис. 10.8,б.

Единичные и грузовая эпюры моментов в основной системе показа­
ны на рис. 10.9. Из эпюры M  i (рис. 10.9,а) видно, что сила X  i = 1 вы­
зывает в третьей дополнительной связи (ее номер соответствует 
номеру неизвестной) реактивное усилие (обратите внимание: 
реакция вызывается силой).

В методе перемещений обозначение Г31 указывало бы на реак­

цию в третьей связи, вызываемую перемещением Z1 = 1 , то есть 
причины возникновения реакций ^  и Г31 различные, поэтому и 
обозначаются они по разному. Аналогично необходимо понимать и 
физический смысл реакции Г32 .
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Рис. 10.9

На рис. 10.9,в показана эпюра M 3 . Перемещение точки приложе­

ния силы X  i по ее направлению, вызываемое перемещением Z3 = 1, 

обозначено через *13. Как и в случае с обозначениями реакций, в 

написании *13 штрихом подчеркивается отличие этого перемещения 

от перемещения *13, вызываемого силой X 3 = 1 (см. метод сил).
В соответствии с теоремой о взаимности реакций и перемещений (9.8) 

3̂1 = -*13. Действительно, из уравнения равновесия узла D  
(рис. 10.9,а) следует, что ^  = 3,0, а по рис. 10.9,в видно, что переме­

щение *13 направлено в сторону, противоположную силе X 1 = 1 .

Найти значение * 3  можно также и по правилам определения 
перемещений, вызываемых смещением опор.
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Запишем теперь канонические уравнения смешанного метода:

*11X 1 + *12 X  2 + *13Z 3 + *14 Z  4 + Л ^  = 0,

*21X 1 + *22X 2 + *23Z 3 + *24 Z  4 + Л 2 F = 0  

r31 X 1 + r32X 2 + r33Z  3 + r34Z  4 + R3F = 0,
Г41X 1 + Г42 X 2 + r43Z3 + Г44 Z4 + R 4F = 0.

(10.1)

Первое уравнение из этой системы выражает условие равенства ну­
лю перемещения точки приложения силы X 1 по ее направлению, при 
этом первое и второе слагаемые -  это перемещения, вызываемые си­
лами X 1 и X  2, третье и четвертое -  перемещения, вызываемые пово­
ротами узлов на углы Z 3 и Z 4 , а пятое -  перемещение от нагрузки.
Смысл второго уравнения раскрывается аналогично.

Третье и четвертое уравнения имеют смысл уравнений метода пе­
ремещений: суммарные реакции в третьей и четвертой дополнитель­
ных связях, вызываемые единичными силами X 1 , X 2 и единичными 
перемещениями Z 1 , Z 2 , а также нагрузкой, равны нулю.

В уравнениях (10.1) коэффициенты *  и свободные члены Лf  
определяются так же, как в методе сил. Например,

* = ^  гM 1M 2 dx Л = ,M 1M F dx
*12 = L J — E T ~  ’ ^ F = L J  e j

Коэффициенты r^  и свободные члены RiF определяются спо­
собами, применяемыми в методе перемещений. Например, из урав-

E J
нения равновесия сил в узле D  (рис. 10.9,г) найдем Г34 = —— .

Из уравнения равновесия моментов в этом же узле на грузовой 
эпюре получим R 3F = -123,27.

Коэффициенты rk и *'ц , как уже отмечалось, связаны соотно­
шением:
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Анализируя распределение моментов на рис. 10.9,а, заметим, 
что r41 = 0 и r42 = 0 .

Определив коэффициенты и свободные члены, получим:

446,17
X 1 -

325,2 — X 2EJ EJ
325,2 360,34

-X 1 + X  2

-  3 Z  3

EJ 
3 X

0 • X

+ 9 Z3

+ 0 

+ 0
EJ

8 1
-  9 X 2 + -  EJ • Z3 + -  EJ  • Z42 3 3 3 4 

+ 0 • X 2 + 1  EJ • Z3 + -  EJ • Z4 2 3 3 3 4

5571,96
EJ

3704,6
EJ 

-123,27

+ 0

= 0; 

= 0; 

= 0; 

= 0.

Решение системы:

X 1 =-16,165 кН; X 2 = -5 ,476  кН;

Z3 = 46,765
1

E J
рад; Z  4 = - 6 ,6 8 1 ^ -  рад.

E J

Окончательная эпюра моментов строится по формуле: 

M.r = M  f  + M.r 1X 1 + M.r 2 X  2 + M.r 3Z  3 + M.r 4 Z  4 .

Она показана на рис. 10.10.

7,69 24,12

Рис. 10.10

+
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Г Л А В А  11

РА С Ч Е Т  Н ЕРА ЗРЕЗН Ы Х  БА Л О К

11.1. Общие сведения

Неразрезной балкой называют балку, которая перекрывает два 
или более пролетов, не прерываясь по своей длине шарнирами.

Степень статической неопределимости неразрезных балок может 
быть определена по общим правилам (раздел 8.2). Поскольку балка 
представляет собой один диск, перекрывающий несколько проле­
тов, то формула (8.2) преобразуется к виду:

Л  = С0 - 3 .  (11.1)

Балки, показанные на рис. 11.1,а,б, содержат соответственно две 
и три лишние связи.

Рис. 11.1

Читатель уже знаком с методами расчета статически неопре­
делимых рам на различные виды внешних воздействий (см. гла­
вы 8, 9, 10). Особенности применения их к расчету неразрезных 
балок рассматриваются в следующем параграфе.

11.2. Примеры расчета неразрезной балки

П р и м е р  1. Используя метод сил, построить эпюры изгибающих 
моментов и поперечных сил для неразрезной балки (рис. 11.2,а).
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Балка является трижды статически неопределимой. Основную 
систему метода сил можно получить посредством устранения опор­
ных связей (рис. 11.3,б). Тогда в качестве неизвестных будут приня-
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ты опорные реакции. Несложно заметить, что в этом случае ни один 
из побочных коэффициентов канонических уравнений не равен 
нулю (рис. 11.3,в). В этом же можно убедиться, “перемножая” соот­
ветствующие единичные эпюры моментов. Значит, такая основная 
система является нерациональной.

а)
Заданная
система

б)

в)

О сновная
система

х 2 ' X3

^ 1 2  _--1 S32
к _____________ S22

d—
‘X 2=1

Рис. 11.3

Более удачной (рациональной) будет основная система, полу­
ченная введением шарниров в надопорные сечения (рис. 11.2,б). 
При таком выборе основной системы неразрезная балка расчленя­
ется на отдельные однопролетные балки. Основными неизвестными 
в этом случае являются опорные моменты.

Построив в основной системе единичные эпюры изгибающих 
моментов (рис. 11.2,в-д) и грузовую эпюру (рис. 11.2,е), вычислим 
коэффициенты и свободные члены канонических уравнений.

После несложных преобразований получим уравнения в сле­
дующем виде:

4 2 ]
-X 1  + -  Х 2 + 30 = 0;
3 1 3 2
2 7 1
-X 1  + - X 2 + - Х 3 + 75 = 0; >
3 1 3 2 2 3

2  X 2 + 2 X 3 + 80 = 0.
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Обратим внимание на то, что при указанном способе выбора ос­
новной системы для неразрезной балки первое и последнее уравне­
ния получаются двухчленными, а все промежуточные -  трехчлен­
ными ( i -е уравнение содержит неизвестные X t - 1, X t , X t+1).

Решив систему уравнений, найдем:

Х 1 = ----- кН • м, X 2 = --------кН • м, X  3 = --------- кН • м.
1 6 2 3 3 3

Окончательная эпюра изгибающих моментов (рис. 11.2,ж) строится 
по выражению:

Аналитическое выражение для определения изгибающего мо­
мента в сечении, расположенном между опорными точками балки, 
можно получить по формуле (8.16).

Кинематическая проверка правильности эпюры M  состоит в 
проверке перемещений по направлениям основных неизвестных и 
выполняется по формуле (8.23).

Эпюра поперечных сил показана на рис. 11.2,з.
Для определения реакции в опоре с номером n (рис. 11.4) выре­

жем двумя сечениями, расположенными по обе стороны от опоры, 
бесконечно малый участок балки и покажем в этих сечениях попе­
речные силы. Из уравнения ^  Y  — 0 следует, что:

В частности, в защемлении (рис. 11.5) и первой промежуточной 
опоре (рис. 11.6) вертикальные реакции равны соответственно

M.м — M  р  + M.м 1X 1 + M.м 2 X  2 + M.м 3 X  3.

R n Qn+1 Q n .

12,625 кН и 45,155 кН (рис. 11.6).

17,375

R= 45,155 к H

'27,78

Рис. 11.4 Рис. 11.5 Рис. 11.6
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П р и м е р  2. Рассчитать ту же балку (рис. 11.2,а) методом пере­
мещений.

Степень кинематической неопределимости неразрезной балки 
является переменной характеристикой. Действительно, любое 
сечение балки можно объявить узлом, в котором стыкуются два 
стержня. Такой узел, в общем случае, будет иметь две степени 
свободы: перемещение по вертикали и угол поворота (перемеще­
ние вдоль оси балки по принятым допущениям для линейно де­
формируемой системы не учитывается). В основной системе ме­
тода перемещений такой узел необходимо закреплять двумя до­
полнительными связями. Как следствие этого, размерность зада­
чи расчета балки увеличивается.

С целью уменьшения размерности задачи целесообразно рас­
сматривать только опорные узлы. Каждое надопорное сечение бал­
ки имеет только одну степень свободы -  угол поворота.

Для заданной балки (рис. 11.2,а) выберем основную систему ме­
тода перемещений, показанную на рис. 11.7,а. Основными неиз­
вестными являются углы поворота надопорных сечений балки.

На рис. 11.7,б—г показаны единичные эпюры моментов, а на 
рис. 11.7,д — грузовая эпюра.

Вычислив по известным правилам коэффициенты и свободные 
члены канонических уравнений, получим систему уравнений в сле­
дующем виде:

+ -  E J Z  2 3 2 15 — 0;

-  E J  Z  
3

8 2 
+ -  E J Z 2 + -  E J Z 3 

3 2 3 3
— 0; (11.2)

2 4
- E J Z  2 + - E J Z  3 +10 — 0. 
3 2 3 3

Решив ее, найдем:
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Окончательная эпюра изгибающих моментов, построенная по 
выражению:

M  — M F + M 1Z 1 + M  2 Z  2 + M  3 Z 3,

имеет вид, показанный на рис. 11.2,ж.

aZ1 r—*Z2
а)

б)

в)

г)

д)

О ,,Z3 Основная
EJ

4 м
2 EJ £  

-бм______
2 EJ

6 м

EJ. у EJ

15,^. 15,0
Ж . ▼
8

30,0 
R F
И Ф F

13 EJ  

30,0 4 . 30,0
\R2F

30,0 . 20,0

MF (к н • м)

Рис. 11.7

Эту же балку (рис. 11.2,а) можно рассчитать по методу переме­
щений и как балку с двумя неизвестными. В основную систему 
(рис. 11.8,а) в этом случае необходимо включить ’’нестандартный” 
элемент, представленный на рис. 11.9,а (его нет в наборе элементов 
в табл. 9.1). Единичные эпюры изгибающих моментов изображены 
на рис. 11.8,б,в.
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Расчет ”нестандартного” элемента (рис. 11.9,а) на действие рав­
номерно распределенной нагрузки выполним методом сил. Полу­
ченную эпюру моментов (рис. 11.9,б) используем при построении 
грузовой эпюры изгибающих моментов (рис. 11.8,г).

* y'-'aZ1 ^-^Z2 Основная
а) E J  X  2E J  i  2 EJ  i  система

4 м j._______ 6м_______j,________6м_______ j. 2 м j.

Рис. 11.9

Канонические уравнения, после определения коэффициентов и 
свободных членов, запишутся в виде:
350



7 2
- E J Z ,  + - E J Z 2 - 15  = 0; 
3 1 3 2
2 7
—E J  Zi + - E J  Z 2 -  5 = 0. 
3 1 3 2

(11.3)

Решив их, получим:

Z1 =
19

3EJ
рад, Z 2 = 3EJ

рад.

Естественно, что окончательная эпюра моментов будет такой же, 
как и на рис. 11.2 ,ж.

Отметим следующее. Удаление дополнительной связи в основной 
системе (рис. 11.7,а) позволило перейти от системы уравнений (11.2) 
к системе (11.3). Этот переход можно было осуществить и без рас­
чета балки как дважды кинематически неопределимой системы.

Применим для решения системы уравнений (11.2) жордановы 
исключения (способ Гаусса). Коэффициенты и свободные члены 
системы (11.2) запишем в форме табл. 11.1 (множители E J  перед 
неизвестными Z i в таблицу не внесены) и сделаем один шаг обык­
новенных жордановых исключений, принимая за разрешающий эле­
мент коэффициент Г33.

Таблица 11.1 

t

Таблица 11.2

Z1 Z 2 Z 3 1
7 20 = 0 — 15
3 3
2 8 2

0 = 0
3 3 3

2 4
0 = 0 10

3 3

Z1 Z 2 0 1
7 2

0 = 0 —15
3 3
2 7 1

0 = —5
3 3 2

1 3 15
Z 3 = 0

2 4 2

1
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Переход от табл. 11.1 к табл. 11.2 производится по следую­
щим правилам.

(  4 ̂1. Разрешающий элемент I ars = -3 I заменяется обратной ве­

личиной.
2. Остальные элементы разрешающего столбца (s ) делятся на 

разрешающий элемент.
3. Остальные элементы разрешающей строки (r ) делятся на 

разрешающий элемент и меняют знаки.
4. Прочие элементы вычисляются по формуле

b = aijars -  aisarj 
bij = , 

ars

при i Ф r , j  Ф s (по правилу прямоугольника).

В табл. 11.2 представлена запись коэффициентов и свободных 
членов системы уравнений (11.3). Нулевой столбец можно было не 
записывать в таблицу. Из этой же таблицы следует, что:

E J  Z 3 = - 1  E J  Z 2 -  — .
3 2 2 2

П р и м е р  3. Показать расчет балки (рис. 11.2,а) смешанным 
методом.

Существует множество вариантов основных систем смешанного 
метода. Некоторые из них изображены на рис. 11.10. Для демонст­
рации особенностей смешанного метода выберем основную систе­
му, показанную на рис. 11.11,а.

Единичные и грузовая эпюры изгибающих моментов приведены 
на рис. 11.11 ,б—д.
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Система канонических уравнений для принятых основных неиз­
вестных имеет вид:

Su  X 1 + 812 X 2 + ^13Z3 + A1f = 0; 

*21X 1 + 822X 2 + 823Z3 + А 2F = 0; 

r31 X 1 + r32 X 2 + r33 Z3 + R3F = °.

Свободные члены первого и второго уравнений определим, как и 
в методе сил, посредством “перемножения” эпюр моментов:

A1F = I J M 1M F dx  ^ —̂ 1 3 0 -  4 - 0,5 = И
E J  E J  2 E J

.M 2M F dx 30 6
А 2 F = Z J —- —F = —  +J EJ

(4 • 0,25 • 22,5 + 45 • 0,5) = —  . 
EJ 6 •2EJ ’ EJ

Свободный член R^f  определяется из уравнения равновесия 

моментов в узле с дополнительным защемлением: R^f  = 10,0.

Так как rik = - 8 ki, то r32 = 0,5 , а 823 = -0,5 .
Определение других коэффициентов при неизвестных произво­

дится по правилам, изложенным в главах 8, 9.
В численной форме записи канонические уравнения имеют вид:

4
3EJ

2
3EJ

X 1 +

X 1 +

2
3EJ
12,5

X 2

X 2 -  0,5Z3

30
+ ^  = 0; 

+ 5 2 ,5 = 0 ;
6E J  E J
0,5 Х 2 + 2 E J  Z 3 + 10 = 0.

Решив систему, получим:

X 1 =-11,83 кН-м; X  2 =-21,33 кН-м; Z3 =
3E J

рад.
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Окончательная эпюра моментов, построенная по выражению:

M.m = M  f  + M.m 1X 1 + M.m 2 X  2 + M.m 3Z 3 , 

имеет тот же вид, что и на рис. 11.2 ,ж.

П р и м е р  4. Смещения опор неразрезной балки показаны на 
рис. 11.12,а. Построить эпюру изгибающих моментов, приняв 
С = 0,01 рад, С2 = С3 = 0,06 м.

а)

б)

д)

е)

■ 3 - -

* \  E J X

± ^

2 EJ

6 м

с  2 2  E J  ^  1с 3

6 м

X1 X,
frf

К  „
4 4 1

X1 = 1

X2 = 1* *X7 = 1

H  1 U 14 6

X U  16 6

M )  ( к  H • м)

Рис. 11.12

X3 = 1* *X3 = 1

6
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Расчет балки на смещение опор выполняется методами, рассмот­
ренными ранее. Покажем решение методом сил.

Пусть основная система будет такой, как показана на рис. 11.12,б. 
Свободные члены канонических уравнений определим по формуле (7.13). 
Используя распределение реакций в опорных связях (рис. 11.12,в-д), 
найдем:

Коэффициенты при неизвестных имеют те же значения, что и в 
примере 1.

Запишем канонические уравнения для расчета на заданные сме­
щения опор:

1  С2 + 1  С3 = - 0,0 1 .
3 6

4 2
-  X 1 + -  X  2
3 1 3 2

+ 0,01 E J  = 0;

2 7 1
-  X  + -  X 2 + -  X 3 + 0,01 E J  = 0;
3 1 3 2 2 3

1 X 2 + 2 X 3 -  0,01 E J  = 0.2 2 3

Решив их, получим

X 1 = -5,5 • 10-3E J  кН-м; X 2 = -4 ,0  • 10-3E J  кН-м;

X 3 = 6,0 • 10-3 E J  кН-м.

Эпюра M  изображена на рис. 11.12,е.
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11.3. Построение линий влияния усилий

Для построения линий влияния усилий статическим методом (см. раз­
делы 8.11, 9.11) необходимо, в общем случае, выполнить расчет неразрез­
ной балки на действие силы F  = 1, приложенной в ряде характерных 
точек каждого пролета, и составить матрицу влияния усилий L$ . По зна­

чениям элементов i -й строки можно построить линию влияния S t .
Рассчитаем балку (рис. 11.13,а) на действие единичной силы в 

обозначенных на рисунке сечениях и по результатам расчета по­
строим линии влияния усилий.

Форма линии влияния на протяжении каждого пролета, как правило, 
определяется значениями ее ординат в трех промежуточных сечениях. 
Например, для построения л.вл. M c (рис. 11.13,б) или л. вл. M 5 
(рис. 11.13,в) достаточно найти соответствующие моменты при положе­
ниях силы F  = 1 в сечениях, делящих пролет на четыре части.

Некоторые особенности очертания линии влияния изгибающих 
моментов возникают при построении их для сечений, расположен­
ных вблизи опор. Так, при построении линии влияния момента для 
сечения K  2 (рис. 11.13,г) оказывается, что сила F  = 1, расположен­
ная правее второго пролета, не вызывает в этом сечении изгибающе­
го момента (точку K 2 называют левым фокусом второго пролета).

Если же некоторое сечение K 1 будет расположено между точ­
ками B  и K 2 , то линия влияния изгибающего момента в этом про­
лете будет двузначной (рис. 11.13,д). Поэтому, во избежание оши­
бок, в пролете, к которому относится исследуемое усилие, число 
пробных установок силы F  = 1 следует принимать увеличенным.

Известно, что форма линии влияния, в соответствии с кинематиче­
ским методом (см. раздел 8.11), подобна эпюре перемещений балки, 
вызываемой смещением соответствующей связи по ее направлению на 
единицу. Например, чтобы получить очертание л.вл. Q5 (рис. 11.13,е)
необходимо торцы балок, примыкающие к пятому сечению, раз­
двинуть по вертикали на длину, равную единице, так, чтобы они 
оставались параллельными один другому. Численные же значения 
ординат линии влияния удобно вычислять статическим методом.
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Для установления формы л.вл. Vb (рис. 11.13,ж) необходимо в 
балке удалить опорную связь в точке B  и дать ей единичное пере­
мещение по направлению удаленной связи. Положение изогнутой 
оси балки будет соответствовать очертанию искомой линии влия­
ния. Ординаты линии влияния определены статическим методом.

11.4. Огибающие эпюры усилий

Неразрезные балки, как и большинство других конструкций, за­
гружаются как постоянной нагрузкой, так и временной, характер 
действия которой, в общем случае, оказывается достаточно произ­
вольным: она может быть во всех пролетах балки или только в неко­
торых из них. Экстремальные усилия в сечениях балки определяются 
с помощью невыгодных загружений линий влияния (см. главу 3). 
Однако такой способ нахождения их при отмеченном характере дей­
ствия временной нагрузки является достаточно сложным и, к тому 
же, не дает наглядного представления о распределении максималь­
ных и минимальных усилий по длине балки.

Более просто задача об определении экстремальных усилий ре­
шается с помощью огибающих эпюр усилий. Рассмотрим задачу 
построения огибающих эпюр изгибающих моментов в неразрезной 
балке, загруженной постоянной (рис. 11.14,а) и временной нагруз­
ками (рис. 11.14,б). На рис. 11.14,в показана эпюра моментов от по­
стоянной нагрузки, на рис. 11.14,г-ж -  от последовательного загру- 
жения каждого пролета временной нагрузкой.

Максимальный и минимальный изгибающие моменты в сечени­
ях балки определим по выражениям:

max М  = Мпост + S M  в+р ; min M  = M пост + Z M вр ,

где M пост -  изгибающий момент от постоянной нагрузки в 
данном сечении;

M  +р -  изгибающие моменты от временных нагрузок, вызы­
вающие в этом сечении положительный момент;

M вр -  изгибающие моменты от временных нагрузок, вызы­
вающие в этом сечении отрицательный момент.
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Например, max M 7 = 34,03 + 33,63 + 0,90 = 68,56 кН • м;

max M 10 = -44 ,03  + 2,26 + 2,64 = -39,13 кН • м; 

min M 1 = -21 ,04  -  24,39 -1 ,02 = -46,45 кН • м; 
min M 11 = 5,99 -10 ,9  -  4,28 = -9,19 кН • м.

Соединяя плавной кривой точки, соответствующие max M  , по­
лучим огибающую максимальных моментов (рис. 11.14,з). Огибаю­
щая минимальных моментов соответствует значениям min M  .

Из построенных графиков следует, что на отдельных участках 
растянутые волокна балки располагаются только внизу (или только 
вверху), а на других участках растянутые волокна могут располагать­
ся как внизу, так и вверху. В сечении 11 max M ^  = 15,24 кН • м 
(на рис. 11.14,з не показан), а min M n  = -9,19 кН • м.

Сведения о распределении расчетных значений усилий исполь­
зуются при конструировании балок.

Аналогичный подход к построению огибающих эпюр изгибаю­
щих моментов, поперечных и продольных сил может быть приме­
нен при расчете других конструкций.

11.5. Расчет неразрезных балок на упругих опорах

Примерами упругих опор могут служить длинные колонны, на 
которые опирается неразрезная балка (рис. 11. 15,а), поперечные 
балки проезжей части металлического моста, на которые опираются 
продольные неразрезные балки, а также понтоны, которые служат 
опорами наплавного моста.

Рис. 11.15
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На расчетной схеме балки такие опоры изображаются в виде 
пружин (рис. 11.15,б). Если упругие опоры являются линейно де­
формируемыми, то перемещения опорных точек балки пропорцио­
нальны реакциям опор:

y m = cm Rm ,

где cm -  коэффициент податливости n -й опоры, м/кН.

Расчет неразрезных балок на упругих опорах удобно выполнять ме­
тодом сил. Основная система метода сил принимается такой же, как и 
при расчете балок на неподатливых (жестких) опорах. На рис. 11.16,а 
показан фрагмент основной системы многопролетной неразрезной 
балки. Подчеркивая конкретный физический смысл основных неиз­
вестных метода сил, в практических расчетах заменяют обозначе­
ния X  j на M t .

Перемещение по направлению неизвестного M  n (угол взаимного 
поворота сечений балок, примыкающих к n  -й опоре) будет вызывать­
ся только опорными моментами M  n -  2 , M  n- 1, M  n , M  n+1, M  n+2 

и нагрузкой, расположенной в пролетах ln- 1, ln , ln+1, ln+2 , поэтому 
соответствующее каноническое уравнение метода сил имеет вид:

* n , n - 2M n - 2 + * n , n - ^ ^ n - 1 + $nnM n +

+  * n , n+1M  n+1 +  * n , n+2M  n+2 +  A  n F  =  ° .

Его называют уравнением пяти моментов.

Деформированное состояние основной системы, вызванное Mn = 1, 
показано на рис. 11.16,б, а на рис. 11.16,в,г представлены эпюры 
моментов и даны значения опорных реакций от Mn = 1 и Mn-2 = 1.
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Mn= 1
'M,

Коэффициенты и свободные члены уравнений определяют по 
формуле Мора-Максвелла, учитывая влияние изгибающих момен­
тов в балке и реакций в упругих опорах:

. — M kdx
8ik = Z  JM i + Z  cm RmiR mk ,EJ

V  = Z J  M , MJ X- + Z  c mflmii RmF ,
EJ

где M t , M k  -  моменты в балке соответственно от M i = 1 и Mk = 1; 

M F -  моменты в балке от заданной нагрузки;
Rmi, Rmk -  реакции опоры m соответственно отMi = 1 иMk = 1; 

RmF -  реакция опоры m от нагрузки; 

cm -  коэффициент податливости опоры m .
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Линии влияния усилий в балках на упругих опорах, как и в бал­
ках на абсолютно жестких опорах, строятся статическим и кинема­
тическим методами.

Г Л А В А  12

РА С Ч ЕТ С ТА ТИ Ч Е С К И  Н ЕО П РЕД ЕЛ И М Ы Х  Ф ЕРМ

12.1. Виды статически неопределимых ферм

В данной главе рассматриваются особенности расчета ферм как 
шарнирно-стержневых систем с лишними связями. Напомним, что 
узловые соединения шарнирно-стержневых систем представляют 
собой идеальные шарниры без трения.

Степень статической неопределимости Л  шарнирно-стержневой 
системы определяется по формуле:

Л  = С0 + С  -  2 У ,

где С0 -  количество опорных стержней фермы;
С -  количество стержней, составляющих ферму;
У  -  количество узлов фермы.

Примеры статически неопределимых ферм приведены на 
рис. 12.1, 12.2,а.

Трехпролетная неразрезная ферма с параллельными поясами и 
треугольной решеткой (рис. 12.1,а) является дважды внешне стати­
чески неопределимой. Отсоединенная от опор, она имеет геометри­
чески неизменяемую статически определимую структуру.

Семипанельная балочная ферма с крестовой решеткой (рис. 12.1,б) 
содержит семь лишних связей. Данная ферма является внутренне 
статически неопределимой. Внешне она статически определима: 
реакции ее опор можно найти из уравнений равновесия, как у про­
стой балки. Балочная ферма с параллельными поясами, треугольной 
решеткой и дополнительными стойками, усиленная шпренгелем 
(рис. 12.1,в), также внутренне один раз статически неопределима.
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Рис. 12.1

Распорная ферма с дополнительным раскосом в центральной 
панели (рис. 12.2 ,а) статически неопределима как внешне, так и 
внутренне.

12.2. Особенности расчета статически неопределимых ферм

Расчет статически неопределимых ферм, как правило, произво­
дится методом сил. Основная система метода сил выбирается путем 
разрезания стержней фермы, либо путем удаления опорных связей 
(рис. 12.2), которые не являются абсолютно необходимыми.

Канонические уравнения метода сил имеют стандартный вид:

= 0,

А Sii . •• 811" " X  l "

1<T
1

S21 821 . . .  82i X  2
+ 2

<

8nl 8nl ■• • 8nl __ X n _ nF _

где индекс n означает количество неизвестных метода сил.
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При узловой нагрузке в стержнях статически неопределимых 
ферм, как и других шарнирно-стержневых систем, будут возникать 
только продольные силы. Следовательно, перемещения в фермах 
будут зависеть только от продольных деформаций их стержней, и 
для вычисления перемещений следует использовать одночленную 
формулу Максвелла:

N jN ks , 
EA ’ A iF = Z

N jN Fs
EA

(i, k  = 1 ,2 ,...,n ) .

где знак суммирования £  распространяется на все стержни фермы; 
N i , N k , N f  — соответственно усилия в стержнях основной 

системы метода сил от единичных значений основных неиз­
вестных (X i = 1, X k  = 1) и от заданной нагрузки F  ;

s и EA -  длина и жесткость на растяжение-сжатие соот­
ветствующего стержня фермы.

Окончательные усилия в стержнях статически неопределимых 
ферм вычисляют по формуле:

N  = N f  + Z  N i X i . 
i=1

Все вычисления удобно вести в табличной форме. Для фермы с 
двумя лишними связями (рис. 12.2) такая таблица может иметь сле­
дующий вид (табл. 12.1).

Таблица 12.1

№
ст. b = —  

EA N f N1 N2 N1
N1b

1 
b

 ̂
5?

n2
N2b

N1
NFb

n2
NFb

N1
X1

N1
X2

N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

£ §11 §12 §22 A i f A2F

В первом столбце таблицы указываются номера стержней в про­
извольном порядке. Во второй столбец вносятся податливости
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стержней, то есть отношения b = s /(EA) , в третий, четвертый и 
пятый столбцы вносятся усилия в стержнях фермы, вычисленные в 
основной системе метода сил от заданной нагрузки и единичных 
значений основных неизвестных. В последующих пяти столбцах 
производятся собственно вычисления, смысл которых указан в 
шапке таблицы. Суммы элементов, полученных в столбцах 6-10, 
дают значения коэффициентов при неизвестных (единичных пере­
мещений) и свободных членов (грузовых перемещений) канониче­
ских уравнений метода сил. После того как определены значения 
основных неизвестных из решения системы канонических уравне­
ний, заполняются столбцы 11 и 12 (вычисляются исправленные 
значения усилий в основной системе от найденных значений основ­
ных неизвестных). Наконец, суммируя столбцы 3, 11 и 12, получают 
окончательные значения усилий в стержнях статически неопредели­
мой фермы. При необходимости в таблицу могут быть внесены допол­
нительные столбцы для осуществления промежуточных и окончатель­
ных кинематических проверок в соответствии со смыслом метода сил.

Расчет ферм методом перемещений приводит к значительно 
большему количеству основных неизвестных. В плоских фермах 
каждый узел за счет продольных деформаций стержней обладает 
двумя линейными смещениями. Количество основных неизвестных 
метода перемещений для ферм независимо от их статической опре­
делимости или неопредилимости вычисляется по формуле:

n = 2У — С0 .

Как правило, метод перемещений применяют при автоматизиро­
ванном расчете ферм на компьютерах в матричной форме на основе 
общих уравнений строительной механики (глава 15) или на основе 
метода конечных элементов (глава 16).

12.3. Построение линий влияния усилий

При расчете ферм на подвижную нагрузку для определения ее наибо­
лее невыгодного расположения применяются линии влияния. На основа­
нии теоремы о взаимности реакций и перемещений (кинематический ме­
тод построения линий влияния) линия влияния усилия в любом стержне 
(связи) статически неопределимой фермы совпадает с линией прогибов
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узлов грузового пояса фермы, вызванных действием единичного переме­
щения по направлению этого усилия (этой связи).

Процесс построения линии влияния усилия в некотором стержне 
(связи) статически неопределимой фермы можно осуществить и 
несколько по иному, на основании теоремы о взаимности переме­
щений. Разрезается стержень (удаляется связь), линию влияния 
усилия в котором (которой) требуется построить. Степень статиче­
ской неопределимости фермы при этом уменьшается на единицу. 
Ферму с удаленной связью можно рассматривать как основную сис­
тему метода сил, в общем случае статически неопределимую. Ос­
новное неизвестное, реакция в удаленной связи, зависит от точки 
приложения единичной подвижной силы. Закон изменения этого 
основного неизвестного и определяет искомую линию влияния. 
Из соответствующего канонического уравнения находим:

л в X = — ^1F(х) = — 5f 1 (х)л.в. Xл —------------ —------------- ,
1 S  6 и

где Su -  перемещение в основной системе по направлению уда­
ленной связи от единичного значения усилия в этой свя­
зи, то есть величина постоянная;

S1F ( х ) -  перемещение в основной системе по направлению 
удаленной связи от подвижной единичной силы, то есть 
функция аргумента х -  абсциссы точки приложения 
единичной подвижной силы;

S f1 (х) -  функция того же аргумента х, но выражающая со­
бой перемещения по направлению подвижной единичной 
силы от единичного значения неподвижного основного 
неизвестного X 1 = 1 , то есть эпюра перемещений (эпюра 
прогибов грузового пояса) в ферме с удаленной связью от 
единичного значения усилия в этой связи.

Таким образом, чтобы построить в статически неопределимой 
ферме линию влияния некоторого усилия, необходимо удалить 
связь, воспринимающую это усилие. Затем к ферме с удаленной 
связью по направлению этой связи прикладывается единичная сила 
(единичное усилие в удаленной связи). От приложенной единичной
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силы определяются прогибы всех узлов грузового пояса, и строится эпюра 
перемещений (линия прогибов). По направлению удаленной связи вычис­
ляется также перемещение S11 . Обычно это перемещение отличается от 
единицы. Следовательно, ординаты линии прогибов, уменьшенные в S11 
раз, и представляют собой ординаты искомой линии влияния.

Построение линии влияния усилия (реакции) в статически неоп­
ределимой ферме требует многократного вычисления перемещений 
в некоторой основной системе (статически неопределимой, если 
степень статической неопределимости исходной системы выше 
единицы), полученной из заданной, удалением одной связи. Вычис­
ление перемещений в фермах по формуле Максвелла представляет 
собой громоздкий, утомительный процесс.

Поэтому для построения линий влияния усилий в «лишних» стерж­
нях ферм или, что равноценно, линий прогибов узлов грузовых поясов 
рационально применять метод перемещений, где перемещения всех уз­
лов являются основными неизвестными и определяются в первую оче­
редь. Особенно эффективны в этом процессе компьютерные технологии 
и известные проектно-вычислительные комплексы (ПВК).

При использовании ПВК линию влияния любого усилия можно по­
строить и по ее прямому определению, как результат многократного 
вычисления этого усилия от действия единичных вертикальных сил, 
прикладываемых поочередно к каждому из узлов грузового пояса.

Если тем или иным способом построены линии влияния усилий во 
всех «лишних» связях статически неопределимой фермы (л.в. X k , 
k  = 1,2,..., n ), то линия влияния усилия в любом другом стержне

( л.в. N J ) может быть построена по простой формуле:

л.в. N J = л.в. N 0' + X N /  (л.в. X k ) ,
k=1

где л. в. N 0 -  линия влияния рассматриваемого усилия в основ­
ной системе метода сил при n = Л  удаленных связях;

N k -  усилие в рассматриваемом стержне в основной сис­

теме метода сил от единичного неизвестного X k = 1 .
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Г Л А В А  13

РА С Ч Е Т  С ТА ТИ Ч Е С К И  Н Е О П Р Е Д Е ЛИМЫ Х  А РО К, 
ВИ СЯЧИ Х  И  К О М Б И Н И Р О ВА Н Н Ы Х С И С ТЕМ

13.1. Виды статически неопределимых арок

В строительной практике наиболее часто находят применение 
следующие виды статически неопределимых арок: двухшарнир­
ные (рис. 13.1,а), характеризующиеся наличием двух шарниров, 
как правило, опорных, или пятовых; одношарнирные
(рис. 13.1,б), содержащие один шарнир, как правило, ключевой; 
бесшарнирные (рис. 13.1,в), представляющие собой один криво­
линейный стержень, жестко защемленный по концам. Двухшар­
нирная арка имеет одну «лишнюю» связь, одношарнирная арка 
дважды статически неопределима, а бесшарнирная арка трижды 
статически неопределима.

а)

б)

в)

Рис. 13.1

По очертанию арки выполняются, как правило, симметричными. 
В зависимости от характера нагрузки ось арки может быть очерчена 
по квадратной параболе, по дуге окружности или иной кривой, мо­
жет иметь переломы. Поперечное сечение арки может быть как по­
стоянным по длине арки, так и переменным.

Все виды арок являются распорными системами, то есть при 
действии на арку только вертикальной нагрузки в ее опорах возни­
кают и горизонтальные опорные реакции.

370



Следовательно, арки требуют создания мощных опорных устройств. 
Чтобы не передавать на ниже расположенные конструкции значительные 
горизонтальные усилия, применяют арки с затяжками. Обычно затяжки 
разной конструкции устраивают в двухшарнирных арках (рис. 13.2). 
Двухшарнирная арка с затяжкой, сохраняя свойства распорных систем, 
имеет балочные опоры и передает на опорные конструкции от вертикаль­
ной нагрузки только вертикальные усилия. Она может быть расположена 
на высоких колоннах или стенах без контрфорсов.

Особенности расчета один раз статически неопределимых арок 
рассмотрим на примере расчета двухшарнирной арки с затяжкой.

13.2. Расчет двухшарнирной арки с затяжкой

Двухшарнирная арка с затяжкой является внешне безраспорной. Распор 
воспринят затяжкой, и его следует рассматривать как внутреннюю растяги­
вающую силу в затяжке. Двухшарнирная арка с затяжкой является один раз 
статически неопределимой, и ее нетрудно рассчитать методом сил.

Рассмотрим двухшарнирную арку с прямолинейной затяжкой, 
расположенной в уровне опор (рис. 13.3,а). Арка имеет переменное 
по длине пролета поперечное сечение и загружена вертикальной 
нагрузкой. Основную систему метода сил можно получить, рассе­
кая затяжку (точнее, удаляя из затяжки связь, воспринимающую 
продольную силу). Основным неизвестным метода сил будет уси­
лие в затяжке N 3am = X 1 (рис. 13.3,б).

Каноническое уравнение метода сил имеет вид:

5 ц X 1 + Л ^  = 0 ,

где 5 ц  -  взаимное перемещение концов затяжки в месте разреза, 
вызываемое единичным усилием в затяжке X 1 = 1 ;

Л ^  — взаимное перемещение концов разрезанной затяжки 
от нагрузки.
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При вычислении перемещений в основной системе учтем только 
изгибные деформации арки и продольные деформации затяжки. 
Продольными деформациями и деформациями сдвига в арке будем 
пренебрегать. Это допущение справедливо для достаточно подъе­
мистых арок при отношении стрелы подъема арки к ее пролету, 
равном f  / L = 1/6 ^  1/4.

При разрезанной затяжке основная система арки представляет собой 
криволинейную балку. Нагрузка, приложенная к арке, вызывает изги­

бающие моменты только в арке как в криволинейной балке M p  = M  °
(рис. 13.3,в). Усилий в разрезанной затяжке нагрузка не вызывает.

Единичное неизвестное вызывает изгибающие моменты в арке
M 1 = — y (х) . Единичная эпюра изгибающих моментов повторяет очер­
тание оси арки (рис. 13.3,г). В затяжке единичное неизвестное вызывает 
постоянную растягивающую продольную силу N 3am = 1 (рис. 13.3,д).

Рис. 13.3
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Основная особенность расчета арок состоит в том, что интегра­
лы Мора для вычисления перемещений в арках должны браться по 
длине оси арки, то есть являются криволинейными интегралами. 
Свободный член канонического уравнения, то есть грузовое пере­
мещение, находят по одночленной формуле Мора:

Л j M M p d s  j y  (x )M p d s

1F = S E J  (x ) “  ~S E J  (x ) '

Коэффициент при неизвестном (единичное перемещение), вы­
числяемый с учетом продольных деформаций затяжки, находят по 
двучленной формуле:

s  = j  M i d s  + N 3amL  = Г [У (x )] 2 d s  + L

11 s  E J  (x ) E A 3am S E J  (x ) E A 3am '

Чтобы в этих криволинейных интегралах перейти к интегриро­
ванию по длине пролета, то есть по абсциссе х , введем замену:

d x
d s  = -

cos p ( x)

где p ( x) -  угол наклона к горизонтали касательной к оси арки в 
сечении с абсциссой x  .

В результате для вычисления коэффициента и свободного 
члена канонического уравнения метода сил получим следующие 
формулы:

с  L  [ У(  x ) ] 2 d x  LSn  = j — ^ ---------------------+ ------- ,
0 E J (x )cosp (x) E A 3am

Л  L  y (  x ) M F d x

lF о E J (x) cos p(x)

Таким образом, вычисление перемещений в арках, как и в других 
криволинейных стержнях, оказывается значительно более трудоемким, 
чем вычисление перемещений в прямолинейных стержнях постоян­
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ного сечения. Вычисление определенных интегралов по правилу 
перемножения эпюр (по правилу Верещагина) здесь невозможно, 
так как под знаками определенных интегралов стоит произведение 
нескольких нелинейных функций. Для вычисления перемещений в 
арках применяют методы численного интегрирования (формулы 
прямоугольников, трапеций, формула Симпсона).

Принимая во внимание введенные выше предположения о не- 
учете продольных и сдвиговых деформаций арки, допустимо при­
менить для вычисления перемещений в арке более простой числен­
ный метод -  метод прямоугольников. Для этой цели пролет арки 
разбивают на достаточно малые участки, желательно, одинаковой 
длины, нумеруют их в определенной последовательности и в сред­
нем сечении каждого участка вычисляют значения всех подынте­
гральных функций. В итоге процедура взятия определенного инте­
грала заменяется вычислением конечной суммы произведений зна­
чений подынтегральных функций в серединах участков:

„ П  y k 2 Axk L
s n  = X  —  + — ,

k=1 F J .  cos p .  E A 3

A 1R = - X  F J  ’k=1 F J k cos Pk

где k — номер участка;
n — количество участков.

Обычно все вычисления проводят в таблицах (табл. 13.1).

Таблица 13.1
№

участка
k

Xk у. FJk cospk (MF)k Axk у.k 2axk yk (MF )k Axk
F J cos p .FJkcospk

1 2 3 4 5 6 7 8 9

s s(M) 
°11 A1F
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Сумма элементов предпоследнего столбца дает часть единично­
го перемещения, обусловленную изгибными деформациями арки. 
Полное единичное перемещение найдем как сумму:

= °(M ) L°  = хуш) +°11 =°11 + FA3

После того как из решения канонического уравнения будет най­
дено усилие в затяжке:

N зат X 1
- A 1F

Л1

внутренние силы в любом сечении двухшарнирной арки можно 
найти по тем же формулам, что и в трехшарнирной арке:

M x  = Mx0 -  X 1Ух;

Qx = Q 0 c o s  P x -  X 1s i n  Px;

N x = - ( Q0 s l n  Px + X 1 c o s  Px )  .

Индекс x в данных формулах обозначает произвольное сечение арки.

13.3. Влияние податливости затяжки на усилие в затяжке

В статически неопределимых системах распределение усилий в 
элементах зависит от соотношения их жесткостей (податливостей). 
Следовательно, и податливость затяжки L  / ( ЕАз а т )  будет влиять
на значение усилия в затяжке. Полученную в предыдущем разделе 
формулу для вычисления усилия в затяжке можно переписать сле­
дующим образом:

N  ат = X, = “ A1F = " A1F
°11 ° lM) + L

зат11 FA
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Графическое изображение зависимости усилия в затяжке от ее- 
жесткости дано на рис. 13.4.

Если постепенно уменьшать жесткость затяжки, то есть величину 
FA з̂ат, или, что то же самое, увеличивать податливость затяжки, ве­

личину L /(F A ,,^  ) , то усилие в затяжке будет уменьшаться. Чем сла­
бее, податливее затяжка, тем меньше воспринимаемое ею усилие. В 
пределе, при затяжке нулевой жесткости, то есть при ее отсутствии, 
арка с затяжкой превращается в безраспорную криволинейную бал­
ку; усилие в затяжке равно нулю.

С другой стороны, если постепенно увеличивать жесткость за­
тяжки F A ,,^  усилие в ней будет также увеличиваться, однако в
гораздо меньшей степени. В пределе, при стремлении жесткости 
затяжки к бесконечности, а податливости -  к нулю, усилие в затяж­
ке будет асимптотически стремиться к величине:

-A i
H  =

MF
°(M ) 
°11

где H  -  величина, численно равная распору двухшарнирной 
арки без затяжки на шарнирно-неподвижных опорах 
(рис. 13.1,а).

То есть в этом предельном случае, когда затяжка абсолютно не­
растяжима, двухшарнирная арка с затяжкой превращается в двух­
шарнирную арку на неподвижных опорах -  в обыкновенную двух­
шарнирную арку.
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Таким образом, относительно слабая затяжка не позволяет полно­
стью использовать преимущества арки с затяжкой как распорной сис­
темы. В противовес, чрезмерно жесткая затяжка практически оказыва­
ется бесполезной. Усилие в жесткой затяжке не может превысить рас­
пора арки без затяжки, вычисляемого по последней формуле.

При расчете двухшарнирных арок без затяжки за основное неиз­
вестное также принимают распор ( X 1 = H  ). Основную систему 
метода сил получают, отбрасывая горизонтальный опорный стер­
жень одной из опор. Единичная и грузовая эпюры изгибающих мо­
ментов в основной системе для двухшарнирной арки без затяжки 
получаются такими же, как и для арки с затяжкой (рис. 13.3,в,г). 
Распор двухшарнирной арки без затяжки вычисляют по формуле:

£ Ук (M  F ) k Axk
X  = H  = к=1 F J k cos Pk

1 £  y k 2Axk
k=1 F Jk cos Pk

13.4. Особенности расчета бесшарнирной арки

Бесшарнирная арка является трижды статически неопределимой. 
Для определения трех основных неизвестных метода сил необходимо 
составить и решить три канонических уравнения. Соответствующим 
выбором основной системы метода сил можно добиться даже полного 
разделения системы канонических уравнений на три отдельных урав­
нения, каждое с одним неизвестным, при произвольном очертании оси 
арки и произвольной нагрузке. Варианты основных систем, представ­
ленные на рис. 13.5,а,б,в, позволяют обнулить побочные коэффициен­
ты канонических уравнений и привести уравнения к виду:

°11 X 1 + A1F = 0 ;

°22X 2 + A 2 F = 0 ;

°33X 3 + A3F = 0 .

377



Добиться такого результата можно ценою дополнительных вы­
числений по определению длины жестких консолей (рис. 13.5,а,б). 
Так, например, в симметричной арке (рис. 13.5,б) основное неиз­
вестное X 1 является кососимметричным и отделено от двух других 
прямосимметричных неизвестных. Разделить основные неизвест­
ные X 2 и X 3 можно, подобрав длину абсолютно жестких консо­

лей Уо так, чтобы перемещение °23 равнялось нулю. Точку, в ко­
торой находятся концы абсолютно жестких консолей, называют уп­
ругим центром арки. Полного разделения основных неизвестных 
можно добиться, поместив в упругий центр конец единственной 
консоли (рис. 13.5,а). Тот же результат можно получить и при ос­
новной системе в виде трехшарнирной арки (рис. 3.5,в), сгруппиро­
вав основные неизвестные X 1 и X 3 и определив положение край­
них шарниров из условий, чтобы побочные коэффициенты канони­
ческих уравнений метода сил обратились в нуль.

Однако в век электронных калькуляторов и компьютеров реше­
ние систем линейных алгебраических уравнений второго-третьего 
порядка не представляет каких-либо затруднений. Поэтому можно 
отказаться от выбора оригинальных основных систем и дополни­
тельных вычислений.

X i  -

В) X2W X2

Рис. 13.5

Так, основная система, полученная сквозным разрезом бесшарнир- 
ной арки по оси симметрии (рис. 13.5,г), позволяет сразу разделить три 
совместных канонических уравнения на одно независимое уравнение
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относительно кососимметричного основного неизвестного X  и на 
систему двух совместных уравнений относительно двух симмет­
ричных основных неизвестных X 2 и X 3 :

^11X 1 + A1F = 0 ;

&22 X 2 + ^23X 3 + А 2F = 0 ;

^32X 2 + ^33X 3 + А3F = 0 •

К таким же результатам приводит и основная система в виде 
криволинейной балки (рис. 13.6,б). Рассмотрим данный вариант бо­
лее подробно, так как многие вопросы, свойственные такой основ­
ной системе, уже нашли свое отражение в расчете двухшарнирных 
и трехшарнирных арок.

М ,

М  „

М ,

Рис. 13.6

Сгруппируем неизвестные опорные моменты, разложив их на 
кососимметричное групповое неизвестное X 1 и симметричное 
групповое неизвестное X 2 . Основное неизвестное X 1 = 1 вызовет 
в арке линейную кососимметричную эпюру (рис. 13.6,в). Ординаты 
этой единичной эпюры можно вычислить в обычной системе коор­
динат с началом на левой опоре по уравнению М ^ х ) = 1 — 2х  / L .
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Неизвестное X 2 = 1 вызовет в арке постоянные положительные 
изгибающие моменты М 2 ( х) = 1 (рис. 13.6,г). Неизвестное X 3 = 1
вызовет в основной системе симметричную эпюру изгибающих мо­
ментов с отрицательными ординатами, совпадающую с очертанием 
оси арки, М 3( х) = —у( х) (рис. 13.6,д). Грузовая эпюра изгибаю­
щих моментов совпадает с балочной эпюрой изгибающих моментов 

M f  = М 0 (рис. 13.6,е).
Криволинейные интегралы по длине арки, определяющие коэф­

фициенты и свободные члены канонических уравнений, вычислим 
по правилу прямоугольников, разбив пролет арки на n участков. 
С учетом введенных выше обозначений соответственно получим:

*11 = £
(М 1) 2 Axk .

k=1 E Jk cos <Pk
*22 = £

Axk

k=1E Jk cos Pk

*23 = — £
yk Axk

k=1E Jk cos Pk
*33  = £  y2Axk 

k=1E Jk cos Pk

A = £  (М  1) k (М  F ) k Axk
A1F = £ ----- ТГт--------------- ;k=1 E Jk cos Pk

A 2 F = £
^ F  )k Axk .

k=1 E Jk cos Pk

A = £  y k (М f  )k Axk
3F T—г T '

k=1 E J k cos Pk

В приведенных выше формулах индекс k обозначает номер уча­
стка при вычислении интегралов Мора по правилу прямоугольни­
ков. Значения подынтегральных функций вычисляются обычно в 
серединах участков.

После определения из решения канонических уравнений основ­
ных неизвестных можно определить внутренние силы в любом се­
чении бесшарнирной арки точно так же как в трехшарнирных и 
двухшарнирных арках. Основное неизвестное X 1 вызывает в ос­
новной системе вертикальные опорные реакции:
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VA1 = —2X 1 / L; VB1 = 2X 1/L  .

Основное неизвестное X 2 в основной системе опорных реакций 
не вызывает. Основное неизвестное X 3 вызывает в основной сис­

теме только горизонтальную опорную реакцию H  A3 = X 3 . Следо­
вательно, для вычисления внутренних сил в произвольном сечении 
x бесшарнирной арки будем иметь следующие формулы:

x = М ° + X 1(1 — 2x / L) + X 2 — yxX 3 ;

Qx = (Q° — 2 X 1/ L)cos P x — X 3 sin P x ;

^ x  = — ( Q  — 2X 1 / L) sln Px — X 3 cos Px .

13.5. Применение метода перемещений 
к расчету статически неопределимых арок

Основная система метода перемещений должна представлять со­
бой набор прямолинейных стержней постоянного сечения. Поэтому 
криволинейную арку (рис.13.7,а) необходимо заменить ломаным 
стержнем, разбив арку на ряд прямолинейных участков (рис.13.7,б).

,) ШПгл 1__  6) ППтт I

Узлы ломаного стержня располагаются на оси арки. Для каждого 
участка вычисляется его длина и углы наклона к координатным 
осям. Жесткости каждого участка усредняются и принимаются по­
стоянными по длине участка.

В результате арка превращается в раму с наклонными стержня­
ми. При шести участках по длине арки полученная рама имеет пять
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неизвестных углов поворота и при неучете продольных деформаций 
четыре линейных смещения. Однако при линейном смещении в ос­
новной системе одного из узлов перекосы (взаимные смещения уз­
лов стержня поперек его оси) получают не только стержни, приле­
гающие к смещенному узлу, но и целая цепочка других стержней. 
Количество стержней в такой цепочке зависит от расположения до­
полнительных опорных связей, устраняющих линейные смещения 
узлов. Определение перекосов всех сместившихся стержней пред­
ставляет чрезвычайно громоздкую процедуру. Поэтому расчет ло­
маных стержней методом перемещений ведут с учетом продольных 
деформаций. Число неизвестных метода перемещений при этом 
возрастает. Каждый промежуточный узел основной системы будет 
иметь по три перемещения: угловое и два линейных. Но в этом слу­
чае при линейном смещении одного узла будут деформироваться 
только прилегающие стержни. В данном примере (рис. 13.7,б) при 
учете продольных деформаций порядок системы канонических урав­
нений метода перемещений возрастает до пятнадцати. На практике 
для обеспечения достаточной точности число участков по длине арки 
приходится брать гораздо большим. Количество неизвестных возрас­
тает. Следовательно, расчет арок методом перемещений следует вес­
ти на основе компьютерных технологий. Для этого применяют об­
щие уравнения строительной механики (глава 15), метод конечных 
элементов (глава 16) и проектно-вычислительные комплексы.

13.6. Понятие о расчете комбинированных и висячих систем

Напомним, что комбинированными системами называют расчет­
ные схемы сооружений, у которых часть стержней работает на изгиб, 
а остальные только на сжатие-растяжение. Стержни, работающие на 
изгиб, обычно имеют более мощное поперечное сечение, и их назы­
вают жесткими элементами. Стержни, воспринимающие только 
сжимающие или растягивающие усилия, являются более легкими. Их 
называют гибкими элементами. Рассмотренные в шестой главе 
шпренгельная балка с промежуточным шарниром в середине пролета 
и цепь с балкой жесткости, также имеющей промежуточный шарнир, 
являются основными представителями статически определимых 
комбинированных систем. Виды статически неопределимых комби­
нированных систем практически необозримы.
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Все виды арок с затяжками можно отнести к комбинированным 
системам. Сама арка представляет собой жесткий элемент. Элемен­
ты затяжки являются гибкими. Примеры других статически неопре­
делимых комбинированных систем показаны на рис. 13.8.

Рис. 13.8

Висячими называют такие системы, основные несущие элементы 
которых работают на растяжение. К висячим системам относятся 
висячие арки (рис. 13.9,а), разнообразные вантовые (тросовые) сис­
темы (рис. 13.9,б,в,г), некоторые виды комбинированных систем 
(рис. 13.8,б,в).

Расчет висячей (растянутой) двухшарнирной арки (рис. 13.9,а) отли­
чается от расчета обыкновенной (сжатой) двухшарнирной арки толь­
ко тем, что распор висячей арки направлен наружу от пролета. Если 
висячая арка выполнена из гибких элементов (тросов, канатов), то 
она превращается в гибкую нить (рис. 13.9,в). Расчет гибких нитей, 
как и других висячих, вантовых и комбинированных систем боль­
ших пролетов, ведется в нелинейной постановке по деформирован­
ной схеме. Особенности расчета сооружений по деформированной 
схеме будут рассмотрены в главах 23 и 25. В данном разделе рас­
смотрим особенности расчета некоторых комбинированных систем 
(в том числе и висячих) в классической постановке по недеформи- 
рованной расчетной схеме.

Шпренгельная балка (рис. 13.8,а) и балка с многостоечным 
шпренгелем (рис. 13.8,в) являются примерами комбинированных 
систем с одной лишней связью. Висячая система в виде цепи с не­
разрезной балкой жесткости и распором цепи, переданным на балку 
(рис. 13.8,б), является трижды статически неопределимой. Ферма с 
неразрезным верхним поясом (рис. 13.8,г) содержит четыре лишних
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связи. Вантовая комбинированная система (рис. 13.9,б) с неразрез­
ной балкой и двумя оттяжками один раз статически неопределима 
при условии, что оттяжки из работы не выключаются. Вантовая 
ферма (рис. 13.9,г) трижды статически неопределима. Такие фермы 
подвергают предварительному натяжению так, чтобы все их элемен­
ты не выключались из работы. При таком условии расчет вантовых 
ферм не отличается от расчета обычных статически неопределимых 
ферм, рассмотренных выше.

Расчет кобинированных систем малых и средних пролетов при 
небольшом количестве лишних связей может быть выполнен по 
недеформированной расчетной схеме методом сил. Основную сис­
тему метода сил для комбинированных систем рекомендуется вы­
бирать такой, чтобы от заданной нагрузки в ней возникали усилия 
только в жестких элементах. Это возможно, если вся нагрузка при­
ложена к жестким элементам. На рис. 13.10 для двух комбиниро­
ванных систем приведены варианты основных систем метода сил, 
построены грузовые и характерные единичные эпюры изгибающих 
моментов в жестких элементах. Единичные основные неизвестные 
вызывают также усилия в гибких элементах. Усилий от нагрузки в 
гибких элементах не будет.
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Мр

М1

Рис. 13.10

Коэффициенты при неизвестных и свободные члены канониче­
ских уравнений метода сил в комбинированных системах вычисля­
ют по двучленным формулам Максвелла-Мора:

E J EA

E J EA

Практически из-за большой разницы в площадях поперечных се­
чений гибких и жестких элементов суммирование во втором сла­
гаемом приведенных формул распространяется только на гибкие 
элементы: поправки к перемещениям за счет продольных деформа­
ций жестких элементов получаются незначительными.

Количество неизвестных метода перемещений в комбинированных 
и вантовых системах, как правило, оказывается значительным. Поэто­
му метод перемещений применяют при автоматизированном расчете 
комбинированных систем на компьютерах, с обязательным учетом 
продольных деформаций. Иногда комбинированные системы рассмат­
ривают как рамы со всеми жесткими узлами. Используются при этом 
общие уравнения строительной механики, метод конечных элементов 
и универсальные проектно-вычислительные комплексы.
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На практике, чтобы убедиться в достоверности результатов, лю­
бое сооружение рекомендуется рассчитывать с применением не­
скольких расчетных схем (упрощенных и более точных), несколь­
ких методов расчета и нескольких программных комплексов.

Г Л А В А  14

ОСОБЕННОСТИ РАСЧЕТА  
ПРОСТРАНСТВЕННЫХ СИСТЕМ

14.1. Виды пространственных систем

Стержневые системы называют пространственными, если оси их 
элементов и линии действия нагрузок расположены не в одной 
плоскости. К таким системам относятся каркасы гражданских и 
промышленных зданий, башни, мачты, стержневые купола и т. д.

Пространственные стержневые системы по характеру обра­
зования делятся на два основных вида: пространственные рамы 
и пространственные фермы (пространственные шарнирно­
стержневые системы). В рамах пространственно расположенные 
стержни соединяются между собой преимущественно жесткими 
узлами (рис. 14.1,а), а в пространственных фермах -  шаровыми 
шарнирами (рис. 14.1,б).

а) б)

Рис. 14.1

В поперечном сечении пространственного стержня, ось которого 
совпадает с осью х локальной системы координат, внутренние силы 
можно разложить на шесть составляющих: изгибающие моменты
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относительно двух осей (My, Mz), крутящий момент относительно 
оси стержня (Мкр= Мх), поперечные силы по направлениям двух 
осей (Qz, Qy) и продольная сила (N = Nx).

Стержни пространственных ферм при узловых нагрузках работают 
на растяжение-сжатие, в них возникают только продольные силы.

14.2. Опоры пространственных стержневых систем.
Кинематический анализ

Пространственные системы, как и плоские, должны быть гео­
метрически неизменяемыми. Рассуждения о неизменяемости, из­
меняемости и мгновенной изменяемости систем, изложенные ра­
нее для плоских стержневых систем, принципиально справедливы 
и для пространственных систем. Всякую геометрически неизме­
няемую пространственную систему можно отождествить с про­
странственным «диском», точнее, блоком. Каждый пространст­
венный блок имеет шесть степеней свободы. Соединение блоков 
между собой в пространственные системы может осуществляться 
жестко или шарнирно. Всякая заведомо геометрически неизме­
няемая пространственная система (блок) должна иметь как мини­
мум шесть опорных связей.

Различают следующие основные типы опор пространственных систем.
1. Защемляющая опора (заделка). Такая опора эквивалентна шес­

ти связям первого вида. На расчетных схемах заделка изображается 
так же, как и для плоских систем (рис. 14.1,а). Реакция защемляю­
щей опоры может быть представлена в виде трех реактивных сил 
(Rx, Ry , R z) и трех реактивных моментов (М x, М y , М z).

2. Неподвижная шаровая опора. Эта опора может быть представ­
лена (рис. 14.2,а) как шар 1, вложенный в сферические углубления 
двух балансиров 2, 3 , один из которых присоединяется жестко к со­
оружению 5, а второй -  к опорной поверхности 4. Опора допускает 
три степени свободы, так как позволяет поворачиваться присоеди­
ненному блоку относительно трех осей x, y, z . На расчетных схемах 
эта опора может изображаться в трех вариантах, представленных на 
рис. 14.2,б. Реакция шаровой опоры проходит через центр опорного 
шарнира и может быть представлена в виде трех составляющих 
(рис. 14.2,в).
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Рис. 14.2

3. Шаровая опора, подвижная в одном направлении. Такая опора 
отличается от неподвижной шаровой опоры лишь тем, что нижний 
балансир прикрепляется к опорной поверхности не жестко, а опира­
ется на нее через цилиндрические катки (рис. 14.3,а). Эта опора эк­
вивалентна двум связям первого вида, в ней возникают две состав­
ляющие опорной реакции. Одна из них направлена перпендикулярно 
опорной плоскости, а вторая -  параллельна осям цилиндрических 
катков (рис. 14.3,б). Опора допускает четыре степени свободы: три 
поворота относительно трех координатных осей и линейное пере­
мещение в одном направлении (по оси x на рис. 14.3).

Рис. 14.3 Рис. 14.4

4. Шаровая опора, подвижная в двух направлениях. Конструк­
тивная схема такой опоры отличается от конструктивной схемы 
предыдущей опоры тем, что нижний балансир опирается не на ци­
линдрические, а на шаровые катки (рис. 14.4,а). Опора эквивалентна
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одной связи первого вида и имеет пять степеней свободы. На рас­
четной схеме она изображается в виде одного опорного стержня со 
сферическими шарнирами по концам (рис. 14.4,б). Опорная реакция 
направлена перпендикулярно к опорной плоскости (плоскости ка­
чения шаровых катков).

5. Неподвижная цилиндрическая опора. В такой опоре между 
двумя балансирами располагается не шар, а цилиндр (рис. 14.5,а). 
Неподвижная цилиндрическая опора эквивалентна пяти связям пер­
вого вида. Она допускает только поворот вокруг оси цилиндра. Ее 
опорную реакцию можно представить в виде трех реактивных сил 
Rx , Ry , Rz, и двух реактивных моментов М х и М z (рис 14.5,а). Рас­
четная схема этой опоры может изображаться в двух вариантах, 
представленных на рис. 14.5,б,в.

Рис. 14.5

Число степеней свободы произвольной пространственной 
стержневой системы может быть определено по формуле:

W=6  Д  -  6 Ж  -  3 Ш -5  Шч -  Со, (14.1)

где Д  -  число дисков (блоков) в системе (за диск может быть 
принят как прямолинейный, так и ломано-
разветвленный пространственный стержень);

Ж  -  число простых жестких соединений дисков между собой;
Ш  -  число простых шаровых шарниров,
Шч -  число простых цилиндрических шарниров, соединяю­

щих диски;
С0 -  число простых опорных связей в системе.
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В формуле (14.1) учтено, что каждый диск в пространстве имеет 
шесть степеней свободы, каждое жесткое соединение дисков отни­
мает шесть степеней свободы, каждый шаровой шарнир, соеди­
няющий диски, отнимает три степени свободы, а каждый цилинд­
рический шарнир — пять степеней свободы.

Число степеней свободы для пространственных ферм может 
быть определено по формуле:

W=3 У — С — Со , (14.2)

где У  -  число шаровых узлов в ферме;
С -  число стержней;
С0 -  число опорных связей.

Степень изменяемости V пространственной фермы, отсоединен­
ной от опор, вычисляется по формуле:

V = 3 У — С — 6.

Как и в плоских стержневых системах условие W > 0 означает, 
что система изменяема. Условия же W = 0 и W < 0 необходимы, но 
недостаточны для утверждения, что система геометрически неизме­
няема и соответственно статически определима или статически не­
определима. Для окончательного решения этого вопроса необходи­
мо выполнять анализ структуры сооружения.

Рассмотрим некоторые случаи образования явно геометрически 
неизменяемых пространственных систем.

1. Шарнирно-стержневая пирамида (рис. 14.6), все грани которой об­
разуют треугольники, а в узлах стержни соединены шаровыми шарни­
рами, неизменяема (V = 0 ), то есть является диском (блоком).

2. Если шарнирный узел присоединен к пространственному диску 
тремя не лежащими в одной плоскости стержнями, которые к диску 
прикрепляются шаровыми шарнирами (рис. 14.7), то полученная систе­
ма в целом неизменяема (V = 0 ) и является диском (блоком).

3. Два пространственных диска, соединенных между собой ше­
стью стержнями с шаровыми шарнирами по концам (шестью связя­
ми первого вида) образуют новый диск, если соединяющие стержни 
расположены так, что (рис. 14.8):

а) три стержня, не лежащие в одной плоскости, пересекаются в 
одной точке А (образуя как бы шаровую неподвижную опору);
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б) два других стержня, лежащие в одной плоскости, не проходя­
щей через точку А, не параллельны друг другу и пересекаются в 
другой точке В (образуя, по существу, шаровую подвижную в од­
ном направлении опору);

в) шестой стержень не пересекает линию АВ (выполняет роль 
шаровой подвижной в двух направлениях опоры).

А

Рис. 14.6 Рис. 14.7 Рис. 14.8

4. Неизменяемыми являются и так называемые сетчатые струк­
туры (фермы). Сетчатой называют пространственную ферму, 
имеющую вид многогранника, с треугольными гранями (рис. 14.9).

Рис. 14.9

Степень изменяемости каждой из систем, представленных на 
рис. 14.9, согласно (14.2) равна нулю. Так, для системы на рис.
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14.9,а V = 3-6 -  12 -  6 = 0; для системы на рис. 14.9,б V = 3-8 -
18 -  6 = 0; для системы на рис. 14.9,в V = 3-10 -  24 -  6 = 0.

Для неподвижности этих систем по отношению к опорной по­
верхности необходимо шесть опорных связей.

Сетчатые системы являются статически определимыми система­
ми. Покажем это. Число стержней такой фермы равно:

С = 3 Г  / 2, (а)

где Г  -  число граней.

В то же время, для выпуклого многогранника выполняется соот­
ношение:

С = У +Г  -  2. (а)

Исключив из выражений (а) и (б) число граней Г, получим, что:

3 У -  С -  6 = 0,

то есть степень изменяемости сетчатой системы равна нулю. Таким 
образом, всякая сетчатая система, будучи закрепленной шестью 
опорными связями, является геометрически неизменяемой и стати­
чески определимой.

Неизменяемость сетчатых ферм (структур) может быть доказана 
и способом нулевой нагрузки. Если при отсутствии нагрузки, уси­
лия во всех стержнях фермы равны нулю, то система неизменяема. 
Если же в каком-либо из стержней усилие будет неопределенным, 
то система мгновенно изменяема. Например, при отсутствии на­
грузки в системе на рис. 14.9,а, последовательно вырезая узлы 1, 3,
2, b, а (способы определения усилий в пространственных фермах 
рассмотрены в разделе 14.4), получим, что усилия во всех стержнях 
равны нулю, и, значит, система неизменяема.

14.3. Определение усилий и перемещений 
в статически определимых пространственных рамах

В стержнях пространственных рам в общем случае возникает 
шесть составляющих внутренних сил (усилий): продольная сила 
(N), действующая вдоль оси стержня (рис. 14.10,а), две поперечные
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силы (Qy, Qz), действующие в плоскости поперечного сечения по 
направлениям главных осей сечения, изгибающие моменты (Му, Mz) 
относительно главных осей сечения и крутящий момент (Мкр = Мх). 
Изгибающие и крутящие моменты на пространственных (аксоно­
метрических) чертежах, в отличие от векторов-сил, будем изобра­
жать в виде векторов с двойными стрелками (рис. 14.10,б). Положи­
тельные направления внутренних сил в поперечном сечении про­
странственного стержня показаны на рис. 14.10.

Для определения внутренних сил используется, как правило, ме­
тод сечений. Условия равновесия отсеченной части стержня или 
фрагмента пространственной рамы записываются в виде шести 
уравнений равновесия: трех уравнений проекций на оси х, y, z и 
трех уравнений моментов относительно этих же осей.

+ z

Рис. 14.10

Рассмотрим пространственную раму, представленную на 
рис. 14.11. Определим усилия в характерных сечениях рамы и 
построим эпюры усилий.
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Рис. 14.11

Эпюры внутренних сил в пространственных рамах удобнее 
представлять не в общей системе координат x, y, z, а в локальных 
для каждого (i-го) из стержней системах координат xt , y i , z{, ко­
торые можно выбирать следующим образом:

-  ось xi направляется вдоль оси стержня от его начала к концу;

-  оси y i , z i составляют с осью xi правую тройку осей коорди­
нат и направляются так, чтобы они были либо параллельны осям y , 
z общей системы координат, либо образовывали с этими осями наи­
меньший угол.

Местные системы координат для каждого из стержней ра­
мы (рис. 14.11,а) можно принять в виде, представленном на 
рис. 14.11,б.

Вычислим усилия в сечениях 1 и 2, рассматривая равновесие от­
сеченной части рамы:

а) в сечении 1:

My2 = Х  M T  = qba; 

Qz 2 = Z  Fz" Г  = qb;

N  Fx
-'прав 
x 2

прав

прав
z2

F ;
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б) в сечении 2 :

N = £  F T  = -q b ; M кр = £  M T "  = -F b ;

My3 = Y .M T "  = q b a  -  Fh; M ,, = £  M ? ”  = -  ̂ ;

Q, 3 = £  F T "  = - F ; Qy 3 = £  F ‘r  = 0 .

Эпюры усилий для рассматриваемой рамы (рис. 14.11) показаны 
на рис. 14.12.

Перемещения в пространственных стержневых системах опреде­
ляются по формуле:

?M iy M Fy ds + £  ГM iz M Fz ds + £  ГM ikp M Fkp ds +
' E Jy E J  z ^  G JKp

+ £ f  N i N f ds + £ f  n Qy QFy ds + £\n-_ Qiz Qfz ds , (14.3) 
EA y GA GA
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где MFy, MFz, MFKp, Nf , QFy, QFz -  усилия в системе от нагрузки;
M iy , M iz , M ikp, N i , Qiy, Qiz -  усилия в системе от дей­

ствия единичной силы, приложенной в сечении, для 
которого определяется перемещение, в направлении 
искомого перемещения;

Пу , nz -  коэффициенты, учитывающие неравномерность
распределения касательных напряжений по высоте 
сечений (соответственно в направлениях осей y  и zi);

EJy , EJz , GJKp , EA , GA -  жесткости стержней при изгибе, 
кручении, сжатии-растяжении и сдвиге.

Для пространственных ферм формула перемещений сохраняет 
такой же вид, как и для плоских: в выражении (14.3) сохраняется 
только четвертое слагаемое.

14.4. Расчет пространственных ферм

Определение усилий в стержнях статически определимых про­
странственных ферм также выполняется методом сечений. Если, в 
частном случае, отсекается (вырезается) один узел пространствен­
ной фермы, то для определения усилий в стержнях, сходящихся в 
этом узле, можно составить три независимых уравнения равнове­
сия. В общем случае, при отсечении фрагмента фермы для него со­
ставляются шесть независимых уравнений равновесия.

Применим способ вырезания узлов для нахождения усилий в 
стержнях 1, 2, 3 пространственной фермы (рис. 14.13).

Вырежем узел 4. Для определения усилия N1 в стержне 1 соста­
вим сумму проекций всех сил в узле на ось z', перпендикулярную к 
плоскости, в которой лежат стержни 2 и 3 (рис. 14.14,a).

£  z ' = 0; N jS inY - F js in ^  = 0 ; N 1 = F1 s in ^  ,
sin y

c b + c
y/ = arctg — ; y  + ¥  = arctg— — . 

d d
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Рис. 14.13

После этого рассмотрим проекцию всех сил в узле 4 на плос­
кость, в которой лежат стержни 2 и 3 (рис. 4.14,б). Составим урав­
нения проекций сил в этой плоскости на две взаимно перпендику­
лярные оси х' и y', из которых найдем продольные силы N2 и N3:

£  x' = 0 ; -  N 2 sin в  + N 3 sin в  = 0 ; N 3 = N 2 ;
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£  У  = 0 ; -  Fj c o s y -  N j cos у -  N 2 c o s 0 -  N 3 costf = 0 ;

N 2 = N 3 = -
Fj cos у  + N j cos у  = -  F1 ( sin (y  + y )

2 cos^

При определении усилий способом вырезания узлов необходимо 
последовательно вырезать узлы в порядке, продиктованном струк­
турой фермы, так чтобы в каждом вырезанном узле было не более 
трех стержней с неизвестными усилиями.

Способ вырезания узлов помогает выделить два частных случая, 
позволяющих определять стержни, в которых усилия заведомо рав­
ны нулю («нулевые» стержни):

а) если в ненагруженном узле сходятся три стержня, не лежащие 
в одной плоскости, то усилия во всех трех стержнях равны нулю;
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б) если в ненагруженном узле все стержни, кроме одного, лежат 
в одной плоскости, то усилие в стержне, не лежащем в этой плоско­
сти (одиночном), равно нулю; одиночный стержень останется нуле­
вым, если в плоскости остальных стержней будет узловая нагрузка.

При применении метода сечений уравнения равновесия для от­
сеченного фрагмента фермы могут быть составлены в виде уравне­
ний проекций всех сил на координатные оси и в виде сумм момен­
тов всех сил относительно координатных осей. Общее число неза­
висимых уравнений равно шести, как для пространственного блока.

Покажем определение усилий в стержнях 4-9 пространственной 
фермы (рис. 14.13). Рассечем ферму горизонтальной плоскостью по 
названным стержням и рассмотрим равновесие верхней части. Уси­
лие в стержне 4 (рис. 4.13) определим из уравнения суммы момен­
тов относительно оси z1 (совпадает с направлением стержня 5 —2).

В этом случае моменты силы FI и усилий в стержнях 6, 8 и 9, 
параллельных оси z1, а в стержнях 5 и 7, которые пересекают эту 
ось, будут равны нулю. Следовательно, уравнение равновесия 
примет вид:

£ M z1 = -  N 4 sin a  cos в  a -  N 4 sin a  sin в  b -  F2 a = 0;

Усилие в стержне 5 можно определить из уравнения моментов 
сил относительно оси z2. Из уравнения суммы моментов сил отно­
сительно оси z следует, что усилие в стержне 7 равно нулю. Анало­
гичным образом из уравнений моментов сил или проекций сил оп­
ределяются усилия в остальных стержнях.

Вычисление усилий в стержнях пространственных ферм опреде­
ленной структуры может выполняться и по способу их разложения 
на плоские фермы. Это возможно, если боковые грани пространст­
венной фермы являются плоскими, и нет стержней, пересекающих 
объем фермы, заключенный между боковыми гранями.

При этом внешнюю узловую нагрузку разлагают на составляю­
щие, действующие в плоскостях смежных граней. После этого про-

N F 2 a
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изводится расчет отдельных граней как плоских ферм на нагрузки, 
лежащие в их плоскостях. Усилия в стержнях, являющихся общими 
для нескольких плоских ферм, суммируются.

Сетчатая ферма, изображенная на рис. 14.15,а, является стати­
чески определимой.

Разложим силу F  на составляющие F1 , действующие в плоско­
стях граней А46С и А45В (рис. 14.15,б).

На действие сил F 1 работают плоские фермы А46С (рис. 14.15,в) 
и А45В. Усилия в стержнях этих ферм находятся с применением 
обычных методов расчета плоских ферм. В стержнях А—1 и 1-4 про­
странственной фермы продольные силы будут определяться сумми­
рованием усилий, полученных в этих стержнях из расчета двух 
плоских ферм.
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14.5. Особенности расчета статически неопределимых 
пространственных систем

Расчет пространственных статически неопределимых стержне­
вых систем принципиально ничем не отличается от расчета плоских 
стержневых систем. К их расчету традиционно можно применять 
как метод сил, так и метод перемещений, а также другие методы.

Канонические уравнения принятого к расчету метода записыва­
ются в традиционной форме. Вычисление перемещений или реак­
ций в пространственных шарнирно-стержневых системах произво­
дится с учетом продольных деформаций стержней. В пространст­
венных рамах учитываются изгибные деформации в двух взаимно 
перпендикулярных плоскостях, крутильные и продольные дефор­
мации. При «ручных вычислениях» вклад продольных и крутиль­
ных деформаций может не учитываться. Деформации сдвига в 
стержневых системах, как правило, не учитываются. После опреде­
ления основных неизвестных окончательные усилия в пространст­
венных стержневых системах вычисляются по той же методике, что 
и в плоских системах.

На практике пространственные стержневые системы (и плоские 
тоже) рассчитываются с помощью проектно-вычислительных ком­
плексов. Вычисление усилий и перемещений в этих комплексах 
основано, как правило, на методе конечных элементов (глава 16) и 
общих уравнениях строительной механики (глава 15).

К числу пространственных систем относятся и плоские рамы, 
подверженные действию нагрузок произвольного направления 
(рис. 14.16,а).

РИС. 1 4 . 1 6
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Пространственную силу F  можно разложить на три составляю­
щие: F x, Fy , Fz . Как видно из рисунка, составляющие F x, Fy ле­
жат в плоскости рамы. Расчет рамы на действие этих двух сил ве­
дется как плоской системы. Основная система метода сил для этого 
загружения показана на рис. 14.16,б. Для расчета рамы на состав­
ляющую Fz основная система показана на рис. 14.16,в. Эпюры уси­
лий от группы неизвестных X x, X 2, X 3и группы X 4, X 5, X 6 и 

Fz взаимно ортогональны. Соответствующие побочные коэффи­
циенты при неизвестных и свободные члены канонических урав­
нений равны нулю. Следовательно, основные неизвестные 
X j , X 2 , X 3 равны нулю.

Построим эпюры изгибающих и крутящих моментов в раме, 
показанной на рис. 14.17,а. Жесткости стержней при изгибе и 
кручении примем одинаковыми (EJy = GJKp = EJ). Основная сис­
тема метода сил представлена на рис. 14.17,б. При симметричном 
нагружении неизвестные X1  и X2 , являющиеся кососимметрич­
ными, равны нулю. Каноническое уравнение метода сил для оп­
ределения X3 (рис. 14.17,в) примет вид:

Х33 X 3 +  А 3F = 0  .

Единичные и грузовые эпюры изгибающих и крутящих момен­
тов, совмещенные на одной схеме, показаны на рис. 14.17,г и 
14.17,д. Вычислим коэффициент S 33 и свободный член А 3F :

х  V  r M 3 y d x  , v 1 Г
* 33 = y J — E JT + y JEJy

M  3 кр dx =
GJ k

—(1a  )1 + 2 — (1 a )1 =
Kp E J E J

4 a 
E J

M  3 y  M Fy d x

E Jy
+

y j
M  3кр M F k k  dx =  1  f  1  qa

g j kKp E J
a 

3 2
1 +

+ 2 —  \ 1  q a 2a I 0 + 2 
E J  I 2 j E J v 2

1=
j

7 q a 2
6 EJ
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Решая уравнение

найдем

^  x 3 + 7^ = 0 , 
E J  6 E J

X 3 = -------q a .
3 24

Окончательные эпюры изгибающих и крутящих моментов, по­
строенные по формуле

M  = M 3 X 3 + M p ,

показаны на рис. 14.17,е.
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Г Л А В А  15

О БЩ И Е УРАВН ЕН И Я  С Т РО И Т Е Л Ь Н О Й  М ЕХ А Н И КИ  
С ТЕ РЖ Н Е В Ы Х  С И С ТЕМ

15.1. Понятие о дискретной физической модели

Расчетные схемы стержневых систем, используемые в классиче­
ских методах расчета их, обладают явно выраженным свойством 
непрерывности. Они представляются в виде взаимосвязанных од­
номерных элементов (стержней), при этом узел трактуется как точ­
ка, в которой стыкуются стержни или на которую накладываются 
связи. В результате расчета системы на заданное воздействие уста­
навливаются зависимости, описывающие характер изменения уси­
лий и перемещений вдоль оси каждого стержня. Для практических 
задач информация в таком виде о напряженно-деформированном 
состоянии системы является избыточной. В ходе вычислений дос­
таточно найти усилия или перемещения в ряде характерных расчет­
ных сечений, а затем, если это необходимо, можно найти усилия 
или перемещения и в любом промежуточном сечении стержня.

Расчетные сечения обычно назначаются в местах примыкания 
стержней к узлам; они отделяют стержни от узлов. Вследствие это­
го расчетная схема исследуемого объекта представляется состав­
ленной из стержней и узлов. Эту схему называют дискретной физи­
ческой моделью стержневой конструкции. Например, для расчетной 
схемы рамы, показанной на рис. 15.1,а, ее дискретная модель изо­
бражена на рис. 15.1,б.

Каждый жесткий узел дискретной модели плоской конструкции 
имеет три степени свободы (линейные перемещения вдоль координат­
ных осей и угол поворота), каждый шарнирный -  две (линейные пере­
мещения вдоль тех же осей). Положение узлов системы определяет и 
положение ее стержней. Поэтому судить о степени свободы некоторой 
системы можно по числу степеней свободы всех ее узлов.

В данной главе степень свободы системы будем обозначать 
через m . Именно такое число независимых уравнений равновесия 
можно составить для всех узлов системы.
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Рис. 15.1

Для плоских ферм m равно удвоенному числу узлов за вычетом 
числа опорных связей, а число неизвестных усилий n равно числу 
стержней. Используя введенные обозначения, степень статической 
неопределимости системы к  можно вычислить по выражению

к = n -  m . (15.1)

Ранее, в главе 8, степень статической неопределимости системы обо­
значалась через Л  (число лишних связей), в главе 9 степень кинемати­
ческой неопределимости (она же и степень свободы) системы -  через n .

В этой главе степень статической неопределимости обозначена 
через к  , а степень кинематической неопределимости -  через m . 
Через n обозначается число неизвестных усилий.

Степень свободы узла конструкции определяет и размерность 
вектора перемещений этого узла. Суммарное число компонент век­
тора перемещений z  всех узлов соответствует степени кинемати­
ческой неопределимости системы. Поэтому последнее соотношение
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можно рассматривать как зависимость между степенью статической 
неопределимости к и степенью кинематической неопределимости 
m  системы.

Так как любая точка, в которой стыкуются два и более стержней, 
может быть объявлена узлом, то, следовательно, для одной и той же 
системы, например рамы, можно принять несколько вариантов ее 
дискретной модели. Это значит, что степень свободы дискретной 
модели, в общем случае, является переменной характеристикой. 
Однако и в этом случае соотношение (15.1) позволяет правильно 
найти степень статической неопределимости системы, поскольку 
число неизвестных усилий в каждом дополнительном сечении сов­
падает с числом независимых уравнений равновесия, которые мож­
но составить для узла, располагаемого в этом сечении.

15.2. Нагрузки и перемещения

С целью упрощения вычислительных процедур рассматривается 
расчет системы на узловые силовые воздействия.

Приемы сведения расчета конструкций с распределенной на­
грузкой к расчету на узловое нагружение достаточно известны. 
Суть преобразования сводится к следующему.

Вначале каждый элемент, расположенный между двумя смеж­
ными узлами, рассматривается как стержень с концевыми (опорны­
ми) связями, соответствующими виду узла (жесткий или шарнир­
ный). Рассчитав его на местную нагрузку, определим реакции 
в опорных связях и построим эпюры усилий в нем. Для определе­
ния реакций в опорных связях однопролетных балок можно исполь­
зовать табл. 9.1.

В дальнейшем, загрузив узлы расчетной схемы силами, равными 
по значению и противоположными по направлению реакциям 
в опорных связях для отдельных стержней, проведем расчет систе­
мы на узловую нагрузку.

Окончательные эпюры усилий получаются суммированием соответ­
ствующих эпюр из расчета отдельных элементов и системы в целом.

На рис. 15.2 показан (символически) переход от схемы с распре­
деленной нагрузкой к схеме с сосредоточенной нагрузкой.
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Рис. 15.2

Внешние силы, действующие на жесткий узел i плоской систе­
мы, задаются вектором нагрузки в виде:

F  = Fix, Fiy , mi т

где Fix, Fiy -  составляющие внешней нагрузки вдоль осей x  и у  ; 

mt -  сосредоточенный момент в i -м узле.

Правило знаков для нагрузки: внешние силы считаются положи­
тельными, если их направления совпадают с направлениями соот­
ветствующих осей координат; положительные моменты направля­
ются против хода часовой стрелки.

Полный вектор нагрузки образуется последовательной стыков­
кой соответствующих векторов для каждого узла системы:

F = F iT, F2T, F3T,.. . ,F pT T

Через p  обозначается число узлов системы.
Под действием нагрузки система занимает новое (деформиро­

ванное) положение. Узлы рамы испытывают в общем случае ли­
нейные и угловые перемещения.

Перемещение жесткого узла i характеризуется вектором:
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\z i , z i , <Pi

шарнирного -  вектором:

z j  =
x  У 

Zj  , Zj

Полный вектор перемещений узлов представляется в виде:

z = T -  T -  T 
Z1 , z2 , z3 ,.

Вектор обобщенных перемещений должен соответствовать векто­
ру обобщенной нагрузки. Размерности векторов F  и Z совпадают. 
Скалярное произведение этих векторов определяет работу внешних 
сил. Такие векторы называют двойственными.

15.3. Усилия и деформации

В общем случае в сечении стержня возникают изгибающий мо­
мент М  , поперечная сила Q и продольная сила N . В совокупно­
сти они образуют вектор усилий в сечении:

S  = [M , Q, N ] T .

Компоненты этого вектора необходимо определить.
В частных случаях этот вектор может содержать две компонен­

ты, например:

S  = [М, Q ] T или S  = [М, N ] T .

В первом случае в число неизвестных не включается продольная 
сила, а во втором -  поперечная сила.

Не исключается ситуация, когда неизвестным фактором в сече­
нии может быть только изгибающий момент. Тогда:

S = [м  ].

T

T

T T
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При действии на систему узловой нагрузки напряженное состояние 
i -го стержня можно характеризовать вектором:

S  = [N i , M Hi, M  K i , Q i  ] T ,

где N i  -  продольная сила в стержне;

M H i  -  изгибающий момент в начале стержня;

M K i  -  изгибающий момент в конце стержня;

Qi -  поперечная сила в стержне.

Так как непосредственно на стержень нагрузка не действует, то по­
перечная сила по его длине не меняется и, как известно (8.17), вычис-

М  к  — н ^ляется по формуле Q = -------  ------- . Поэтому, сохранив в St три

первые компоненты, запишем его в виде:

S  = [N i , M Hi, М  K i  ] T .

Каждому виду усилий соответствует определенная деформация. 
Продольная сила вызывает удлинение или укорочение элемента, 
изгибающие моменты -  повороты сечений, поперечные силы -  вза­
имные сдвиги сечений.

Вектор деформаций Аг-, соответствующий вектору S i , будет
иметь вид:

А i = [Ali , A p H i , A p K i ] T , 

где Ali  -  линейная деформация элемента;

А р  H i , A p K i  -  углы поворота сечений в начале и в конце 
стержня относительно их положений, в котором узлы де­
формированной конструкции соединяются прямой линией.

Векторы усилий S  и деформаций A для всей системы, как и
векторы F  и Z , формируются последовательной стыковкой векто­
ров усилий и деформаций для отдельных стержней.
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Векторы S  и A являются двойственными, их скалярное произ­
ведение дает работу внутренних сил.

Для пространственной системы вектор усилий в сечении являет­
ся, как правило, шестимерным.

15.4. Уравнения равновесия

Рассмотрим произвольную, например, статически неопределимую 
раму (рис. 15.1,а), находящуюся в равновесии под действием задан­
ной нагрузки. Соответствующая ей дискретная модель в виде сово­
купности узлов и стержней показана на рис. 15.1,б.

Составим уравнения равновесия для 2-го узла рамы:

X  j  = а  — NK1 — QH 2 + F2 x = 0

Е  У = 0, QK1 — NH 2 + F 2 у = 0,

X M  2 = 0, — M K1 + M H 2 + F2p = °.

Записанные три уравнения содержат шесть неизвестных усилий.
Рассмотрим равновесие стержней рамы. Каждый из них находится 

под действием концевых усилий, показанных на том же рисунке.
Составляя три уравнения равновесия для первого стержня, получим:

Е  x = 0, N h  1 = N k1 = N 1;

Е  у  = 0  q h  1 = QK1 = Q1;

X M h  = 0, QK111 + M h  1 — M k1 = 0, Q1 = M k1 — M h 1 .
l1

Аналогичн^ге соотношения можно получить и для второго стерж­
ня, то есть:

N H 2 = N K 2 = N 2, QH 2 = QK 2 = ^  Q2 =  K2l -----.
l2
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Подставим выражения усилий из уравнений равновесия стерж­
ней в уравнения равновесия узлов. После несложных преобразова­
ний получим:

— N 1 + -1  M H2 — Y  M к 2 + F 2x = 0, 
l2 l2

1 1
— ~T M H1 + T~ M K1 — N 2 + F 2 у = 0,

l1 l1
—M K1 + M H 2 + F2p = 0.H2 2p

Матричная форма записи этой системы уравнений будет 
следующей:

|- 1 1 ■ - N 1 -
—1 0 0 0

l2 l2 M  H1
1 1 1 M K10 —1 0 0

—h h  1 N 2
0 0 —1 | 0 1 0 M H 2

- - _M  K 2 -

+
2 x

F-2 у
F22р

= 0

или сокращенно:

Л S + F  = 0. (15.2)

В уравнениях (15.2) знаки компонент вектора F соответствуют 
принятым положительным направлениям узловых нагрузок. Для чис­
ленного решения этих уравнений совместно с другими перепишем 
их в виде:

Л S = F . (15.3)

где Л = — Л -  матрица равновесия:
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1 1 -
1 0 0 0

l2 l2
1 1

0 1 0 0
h —h

0 0 1 0 -1 0

S  = [N1, M h  1, MK1 , N 2 , M h 2 , M к 2 ] T -  вектор усилий;

F  = [F2x, F2у , F2cpY -  вектор нагрузок.

Чтобы легко ориентироваться в структуре матрицы Л , напом­
ним, что в ее первой строке записаны коэффициенты при неизвест­
ных усилиях в концевых сечениях стержней из уравнения равнове­
сия Е  x  = 0 , во второй -  из уравнения X  у  = 0 , в третьей -  из 
уравнения X M 2 = 0. При этом в первых трех столбцах матрицы 
записаны коэффициенты при усилиях N , M H , M K в первом 
стержне, то есть в стержне 1-2, а в последующих трех -  при соот­
ветствующих усилиях во втором стержне (в стержне 2-3). Показан­
ный способ формирования матрицы равновесия называют спосо­
бом формирования матрицы “по узлам”. Для рам с большим ко­
личеством узлов он является трудоемким и поэтому используется 
на практике не часто. Другой, более эффективный, позволяющий 
организовать формирование матрицы Л “по стержням”, изложен 
в разделе 15.14.

15.5. Геометрические уравнения

Представим процесс “перехода” рамы (рис. 15.3) в деформиро­
ванное состояние как результат последовательного влияния сначала 
продольных сил в ее элементах, что равносильно загружению соот­
ветствующей шарнирной системы узловой нагрузкой, вызывающей 
те же значения продольных сил, а затем, при положении узлов в 
точках 1, 2' и 3, влияния изгибающих моментов, переводящих 
стержни в изогнутое состояние. Согласно допущению о малости 
перемещений, второй этап деформирования не изменяет положения
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узлов рамы. Поэтому деформацию каждого защемленного по кон­
цам стержня можно характеризовать тремя составляющими:

Alj -  абсолютное удлинение (укорочение) i -го стержня,

A^Ht, ApKi -  углы поворота концевых сечений.
Следовательно, векторы деформаций 1-го и 2-го стержней рамы 

(рис. 15.3) имеют вид:

A1 = [Al1, a Ph  1, A pK1]T ,

A2 = [Al2, A pH2, A pK2 ] .

Рис. 15.3

При этом, как следует из рисунка, на котором все компоненты 
вектора перемещений 2-го узла показаны положительными, имеют 
место соотношения:

a Vh  1 = Z 2, ApK1 = z3 —
l1 l1

A pH2 = — z3 —~T , А Фк2 = ~T
l 2 l 2
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Замечание -  В выражении для Афн2 угол принят отрицатель­
ным , т.к. направление угла поворота Афн 2 не совпадает с направ­
лением положительного момента в начале 2-го стержня.

Вследствие малости деформаций можно принять, что A /1 = Z1

и a /2 = z 2 .
Записанные соотношения позволяют установить взаимосвязь

между вектором деформаций A  и вектором перемещений Z в мат­
ричной форме:

Al1 ' 1 0 0"

ApH 1 0 1/11 0

ApK1 0 — 1/11 1

A l2 0 1 0

ApH 2 — V  l2 0 — 1

_ApK 2 _ _ V l2 0 0

Z1 

z 2 

z3

Сопоставляя с (15.3), получаем уравнения с транспонированной 
матрицей равновесия

A = AT z (15.4)

называемые геометрическими уравнениями. Они же являются урав­
нениями неразрывности деформаций стержневой системы.

Матрицу AT называют матрицей деформаций. С ее помощью вы­
числяются деформации элементов системы через перемещения узлов.

Чтобы у читателя не сложилось мнение о том, что матрица де­
формаций для рассмотренного примера оказалась случайно сов­
павшей с транспонированной матрицей равновесия, изучим вопрос
о взаимосвязи этих матриц подробнее.
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15.6. Принцип двойственности

Уравнения равновесия составлялись для недеформированного 
состояния системы, то есть в предположении малых деформаций ее 
элементов, вызывающих малые перемещения узлов.

Благодаря этому допущению, уравнения равновесия и геометри­
ческие уравнения получились линейными. Системы, к которым 
применимо это допущение, называют геометрически линейными.

Важным свойством уравнений является то, что матрицы урав­
нений равновесия и геометрических уравнений являются взаимно 
транспонированными. Эта связь может быть показана в общем

виде. Пусть, например, между векторами z и A существует за­
висимость в виде:

A 1 z = A .

В соответствии с принципом возможных перемещений для сис­
темы, находящейся в равновесии, сумма работ внешних и внутрен­
них сил на возможных перемещениях равна нулю. За возможные 
примем действительные перемещения. В таком случае:

f t z — ST A  = 0 .

Подставляя в это выражение FT = ST AT и A  = A 1 z , будем
иметь ST AT z — ST A1 z = 0, откуда следует равенство A 1 = AT .

Полученная зависимость является для линейных систем общей и 
выражает собой статико-геометрическую аналогию расчетных со­
отношений.

В случае больших перемещений задача определения напряжен­
но-деформированного состояния становится нелинейной. Системы, 
в которых имеют место большие перемещения и малые деформа­
ции, и соответствующие им задачи называют геометрически нели­
нейными. Примером геометрически нелинейных систем могут быть 
некоторые вантовые системы. Для этих систем уравнения равнове­
сия составляются для деформированного состояния их, то есть с
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учетом узловых перемещений. Матрица A уравнений равновесия 
будет зависеть от перемещений z , матрица Aj геометрических 

уравнений тоже будет зависимой от z , причем

Статико-геометрическая аналогия для геометрически нелиней­
ных задач проявляется в более сложной форме. Ее рассмотрение 
выходит за рамки данного учебного пособия.

В последующем изложении материала по расчету стержневых 
систем рассматриваются геометрически линейные системы.

Связь между вектором деформаций и вектором усилий для от­

дельного (i -го) стержня устанавливается линейной: А i = Dt St. 
Напомним, что:

Для определения компоненты А ф н  следует рассмотреть загруже- 

ние стержня концевыми усилиями M Hi и M Ki (грузовое состояние)
и загружение единичным моментом в начале стержня (рис. 15.4). 
“Перемножая” эпюры, получим:

15.7. Физические уравнения

2l l

Аналогичные рассуждения позволят записать выражение:

l 2l
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Ш
M k

M v
1

..
M н̂ =  Ш 1

г

— — l-------------i

M k

Рис. 15.4

Учитывая, что податливость стержня от продольной силы равна
l

, матрица податливости стержня при учете деформаций рас-
М ,
тяжения-сжатия и изгиба будет следующей:

l
( А )

21 l
6 (EJ \  6 (E J )

l 21
6 (EJ )  6 (EJ)

В состав рамы (рис. 15.3) входят два стержня, поэтому матрица 
внутренней податливости системы является квазидиагональной:

D  =
D

D'2.

а физические уравнения запишутся в виде:

А = d S  .

1
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15.8. Особенности расчета системы на изменение температуры, 
осадку опор и неточность изготовления стержней

Учет этих факторов производится соответствующей корректи­
ровкой физических уравнений. Вектор деформаций, вызываемых

усилиями от нагрузки F , следует суммировать с вектором дефор­

маций А' стержней от заданного воздействия.
При изменении температуры по отношению к некоторому на­

чальному состоянию стержни рамы деформируются (рис. 15.5). 
Обозначим через t1 изменение температуры по верхней грани стерж­
ня, через t2 - по нижней.

в  t  ,

H - I---------------- -\-К
l t2

t1 + t2
Пусть t2 > t1. Изменение температуры по оси стержня t = — 2—

вызывает его удлинение А l = a 1 1; разность температур t' = 12 — 1\ 
вызывает поворот торцевых сечений на углы, определяемые по 
формуле (7.12):

a t ' l
А Фн = А Фк = ~ Т  Т .h 2

Направления поворота сечений на рис. 15.5 показаны положи­
тельными.

В таком случае вектор деформаций для показанного стержня за­
пишется:
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Для всей системы вектор деформаций образуется стыковкой век­
торов для отдельных стержней.

При расчете фермы на неточность изготовления ее стержней

вектор А Н  известен по условию задачи. Компоненты вектора де­
формаций от неточного изготовления стержней определяются раз­
ностью реальных и проектных значений длин стержней.

Вектор деформаций стержней от осадки опор можно получить 
так. Выделим из матрицы A строки, связанные с условиями равно­
весия опорных узлов по направлениям опорных связей. Перемеще­
ния могут иметь все опорные узлы или только часть из них. Число 
таких строк, равное числу опорных связей, обозначим через r . Со­
ответствующие условия равновесия для опорных узлов системы 
запишутся в виде:

A (r) S - 0 .

(r)
Разобьем матрицу A w  на блоки с помощью вертикальной пере­

городки (табл. 15.1) и будем рассматривать ее как сложную матри­

цу A (r) -A ( r- r , A(r)

Таблица 15.1

Si S 2 1n
Со S

n _ r+ 1 Sn

X X X 1

X X X 1

Матрица A(rJr имеет тип r • (n - r), а матрица A(r) - r • r . 
Усилия Sn_r +i,..., Sn равны реакциям в опорных связях:

Sr - R .

1
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Уравнения равновесия для опорных узлов можно записать сле­
дующим образом:

4 1  К _r + 4 ) S r -  0 .

Так как A*r) - единичная матрица, то:

R -  S -  _  A(r) S r n_r n_r

При заданных перемещениях опорных связей вектор деформа­
ций стержней определим по выражению:

А' -_ A (r )J Z c n_r

Длина вектора z равна r .
С учетом изложенного о расчете на рассмотренные воздействия 

физические уравнения следует записать в виде:

А -  D S  + А '. (15.5)

15.9. Общие уравнения для расчета стержневой системы.
Смешанный метод

Уравнения равновесия (15.3), геометрические (15.4) и физиче­
ские уравнения (15.5) образуют в совокупности общую систему
уравнений для расчета линейно деформируемой стержневой системы. 
Представим их в следующем виде:

" A S - F ;

< A T z _ А - 0; (15.6)

А  _ D S  - А '.

Искомыми величинами в (15.6) являются n -мерный вектор уси­
лий S , m -мерный вектор перемещений Z и n -мерный вектор де­
формаций А . Всего неизвестных - (2n + m). Число уравнений в 
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системе также равно 2n + m : уравнений равновесия - m , геомет­
рических уравнений - n , физических уравнений - n . Следователь­
но, записанная система линейных независимых уравнений имеет 
единственное решение. Это значит, что при заданных на конструк­

цию воздействиях F и А' из решения системы уравнений нахо­
дится единственная картина распределения в ней усилий, переме­
щений и деформаций. Такую систему определяющих математиче­
ских соотношений называют математической моделью расчета 
стержневой системы.

Порядок системы уравнений (15.6) можно понизить. Например, ес­

ли из третьей группы уравнений найти вектор деформаций А  и под­
ставить его во вторую группу уравнений, то система уравнений (15.6) 
преобразуется к виду:

или в матричной форме записи:

" A 0 ' S F
_ D AT_ z А'

Неизвестными в этом варианте математической модели являют­
ся усилия и перемещения, поэтому систему уравнений вида (15.7) 
или (15.8) называют системой уравнений смешанного метода.

Решение уравнений смешанного метода позволяет найти усилия 
в стержнях системы и перемещения ее узлов.

Представим уравнения равновесия в перемещениях. При отсутствии 
в системе бесконечно жестких элементов диагональная матрица D  яв­
ляется неособенной матрицей, ее определитель не равен нулю. Поэто­

му из второй группы уравнений (15.7) можно найти вектор S :

(15.7)

15.10. Метод перемещений
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S = D_1 (aT z - A ')= K (aT z - A '),

где K - матрица внутренней жесткости системы.

Подставив S в первую группу уравнений (15.7), получим запись 
уравнений равновесия через перемещения z в виде:

AK (A T z -A') = F или AKATz = F + AK A'. (15.9)

Эта система уравнений является системой уравнений метода пе-T
ремещений. Введем обозначение R = AKA и перепишем ее в 

таком виде:

Rz = F + AK A'. (15.10)

Матрица R - это матрица внешней жесткости упругой системы, 
она имеет размер (m • m ) .

Как следует из схемы вычислений, матрица R является симмет­
рической относительно главной диагонали, при этом элементы мат­
рицы вычисляются с учетом влияния продольных и изгибных де­
формаций. Если расчет ведется только на действие нагрузки, то есть

если вектор принудительных деформаций A' = 0, то система урав­
нений метода перемещений записывается в виде:

Rz = F , (15.11)

или в развернутой форме:

1
1 1r 2 1r m

I

z1 " F 1 "

r21 r22 -  r2m z2 = Fz

rm1 rm2 • • • rmm _ zm _ _ Fm _
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По определению, r^ - усилие (реакция) в i -й связи, вызванная 
смещением zk = 1.

Пример. Рассчитаем методом перемещений раму, показанную 
на рис. 15.6. Соотношение жесткостей стержней на растяжение- 
сжатие и изгиб примем равным:

EAh 2 
EJ

= 1, (h = 1 м).

10кН/м

Рис. 15.6

Прежде всего, преобразуем заданную нагрузку к узловой. Кон­
цевые реакции в однопролетных статически неопределимых балках, 
загруженных распределенной нагрузкой, и очертание эпюр изги­
бающих моментов в них (рис. 15.7) найдем с помощью табл. 9.1. 
Тогда расчетную схему рамы с узловой нагрузкой можно предста­
вить такой, какой она показана на рис. 15.8.

Основная система для расчета рамы с учетом продольных де­
формаций стержней изображена на рис 15.9. Положительные на­
правления основных неизвестных соответствуют правилу знаков, 
указанному в разделе 15.2.

423



4 кН /  м

4,5 кН • м( | r £ Q

a) б)

7,5 кН 5 кН
i ....................................f  / 45 кН • м
|22 ,5  кН “ 37,5 кН

J-------------- 6м-------------- ^

10 кН / м

4,5 кН •
2,25 кН • м

'4 5 кН•м

22,5 кН ■ м

Рис. 15.7

Рис. 15.8 Рис. 15.9

Используя матрицу равновесия и матрицу внутренней жесткостиT
рамы, вычислим матрицу внешней жесткости R  = A K  A  .
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R  -

-1/3 -1
1 1/6

1 -1/3 1/3
-1/6 1

1 -1

1/3 1
1 -1 /3

1/3 -1 1
1 1/6 -1/6 1

1/3 1
4/3 -  2/3 -1/3 -1

-  2/3 4/3 1/3

=

0,4444 -  0,3333

• EJ .
0,3611 -  0,0278 0,1667

-  0,3333 0,7778 0,6667
-  0,0278 0,3611 -  0,1667
0,1667 0,6667 -  0,1667 2,3333

• EJ ■■

Вектор нагрузки F в уравнении вида Rz = F соответствует 

загружению, показанному на рис. 15.8:

F = [4,5; - 22,5; 0 ; - 37,5; 45,0]T .

Решив систему уравнений метода перемещений, получим:

~z = [-9,184; -81,619; -25,745; -98,381; 25,444]T • — .
EJ

Вектор усилий, вычисляемый по выражению S = K A z , запи­
шем в виде:

S = [- 27,21; 3,06; - 5,52; 28,24; - 32,79; -16,76; - 0,20]T .
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На рис. 15.10,а,б показаны соответствующие этому вектору эпю­
ры усилий в раме.

а)

ш ш
5,52

27,21 

N  (кН)

32,79

Ш 7,

б) 16,76

Рис. 15.10

Посредством наложения на эпюру M (рис. 15.10,б) эпюр изги­
бающих моментов в балках (рис. 15.7) получаем окончательную 
эпюру M в раме (рис. 15.11).

Естественно, что при другом исходном соотношении жесткостей 
EA / EJ ординаты эпюры M будут отличаться от найденных.

Чтобы оценить влияние продольных деформаций на распределе­
ние перемещений и усилий в раме, выполним ее расчет с учетом 
только изгибных деформаций (рис. 15.12,а). Пренебрегая продоль­
ными деформациями, выберем основную систему метода переме­
щений с двумя неизвестными (рис. 15.12,б).
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а) 10кН/м

f T T T T T T T

б)
Z 2

4кН/м

Zi

Ш 7,

Рис. 15.12

Выполнив необходимые этапы вычислений, найдем значения 
основных неизвестных:

1 1
Zi = 22,891-- м, z 2 = 25,826------- рад.

1 EJ EJ
Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 15.13.

Рис. 15.13

15.11. Метод сил

Для статически неопределимой системы число уравнений равно­
весия (m) меньше числа неизвестных усилий (n). Матрица равно­
весия A имеет размеры (m • n). Выполним нумерацию неизвестных 
усилий так, чтобы последние номера (из общего их числа n ) были 
присвоены тем усилиям, которые принимаются за основные неиз-
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вестные метода сил, и разобьем матрицу A вертикалью на две мат­
рицы A0 и Ax :

A = [A Ax],
где A 0 - это матрица равновесия основной системы, detA0 ф 0 .

Усилия в стержнях принятой основной системы обозначим S 0 .
Матрица Ax содержит те столбцы матрицы A , которые соот­

ветствуют основным неизвестным X метода сил.
Запишем уравнения равновесия в следующем виде:

A0 S0 + Ax X = F  .

Геометрические уравнения A  z = А  и физические А  = D S + А' 
после приведения их к виду A T z — D S = А' с учетом блочной за­
писи матрицы A можно символически представить так:

0D О

Dx
S0

X
А0

АХ

Матрично-векторная запись этих операций сводится к двум под­
системам уравнений:

A0 Z — D 0 S0 = А  0 ,

aT z — D x X  = А x .
Таким образом, система уравнений смешанного вида может быть 

записана в виде трех уравнений:

A0 S0 + Ax X = F ’

A  z  — D0 S0 = А 0 ,
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aT  z — D x X  = А x .

Исключим из этой системы векторы S0 и Z . Из первого уравне­
ния следует, что:

S0 = A—1 (— Ax X  + f )  = Lx X  + S°F , (15.12)

где Lx = — A0 1 A x , SF = A(—1 F  ;

Aq1 = Ls  -  матрица влияния усилий в стержнях основной
системы, построенная от действия единичных 
сил, ориентированных по направлениям узловых 
нагрузок;

SF =  A)—1 F  -  вектор усилий в стержнях основной системы

от нагрузки F  ;
Lx -  матрица влияния усилий в стержнях основной систе­

мы, построенная от действия единичных сил, 
ориентированных по направлениям основных 
неизвестных;

Lx X  -  усилия в стержнях основной системы от X .

Из второго уравнения найдем z  :

z  = (a ))1 ) D 0 S 0 + (A01) А0 . (15.13)

Подставляя в последнее выражение S0 и затем Z в третье урав­
нение, получим уравнения метода сил в следующем виде:

A  Aq Lx + Dx )X  + LT Dq SF0 + LT А о ' + А x ' = 0 , (15.14)

где D0 Lx X  -  деформации стержней основной системы от 

усилий X  ;
D 0 S F0 -  деформации стержней основной системы от F  .
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Определив X , по (15.12) можно найти усилия в стержнях, при­
надлежащих основной системе, и затем по (15.13) - вектор узловых 
перемещений z .

Пример. Покажем расчет методом сил фермы, изображенной 
на рис. 15.14. Площади сечений всех стержней будем считать оди­
наковыми и равными A = 0,25 м . Модуль упругости материала
Е = 2,1-105 МПа.

Рис. 15.14

Матрица равновесия этой фермы с учетом принятой нумерации 
узлов и стержней имеет следующий вид:

1 - 1 0 0 , 8 0 0 0

0 0 0 -  0 , 6 0 - 1 0

0 1 0 0 0 0 0 , 8

0 0 0 0 0 0 -  0 , 6

0 0 1 0 0 , 8 0 -  0 , 8

0 0 0 0 0 , 6 1 0 , 6

Степень статической неопределимости фермы равна к = n - m = 
= 7 - 6 = 1.

Одним из главных условий выбора основной системы метода сил 
является, как известно, условие ее геометрической неизменяемости.
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Определитель матрицы равновесия основной системы не должен 
быть равен нулю.

Примем в качестве основной неизвестной усилие в 4-м стержне. 
Тогда матрица равновесия основной системы (рис. 15.15) будет 
иметь следующий вид:

А0 -

Определитель этой матрицы det А 0 - - 0,36.

Матрица Ах представляется четвертым столбцом матрицы рав­
новесия заданной системы:

Ах = [0,8 ; - 0,6 ; 0 ; 0 ; 0 ; 0]Г.

Найдем матрицу, обратную матрице Aq , и Lx - матрицу влия­
ния усилий в стержнях основной системы от Xi — 1:

1 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0

0 1 0 0 0 0,8
0 0 0 0 0 - 0,6

0 0 1 0,8 0 - 0,8

0 0 0 0,6 1 0,6
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Aq-1 —

1 0 1 1,333 0 0

0 0 1 1,333 0 0

0 -1,333 0 - 2,667 1 -1,333

0 1,667 0 1,667 0 1,667

0 -1 0 0 0 0

0 0 0 -1,667 0 0

Lx — - A) 1 Ax —

-  0,8

-  0,8

-  0,6

Тогда усилия Nf в стержнях основной системы от нагрузки 

F — [0; - 10,0; 0; - 10,0; 0; о] будут иметь следующие значения:

N°  — A0-1 F — [-13,333 ;-13,333 ; 40 ;-33 ,333  ; 10 ; 16,667]Г .

Матрица внутренней податливости стержней основной системы 
является диагональной и представляется в такой записи:

diagDo  — h . 12 l5 l6 l7
EA1 EA2 EA3 EA5 EA6 EA7

— [0,7619; 0,7619; 0,7619; 0,9524; 0,5714; 0,9524]-10-4. 

Податливость стержня, усилие в котором принято за основную

I4
неизвестную X 1, равна Dx — — 4—  — 0,9524 -10 4 .

E A4

Матрица податливости основной системы по направлениям ос­
новных неизвестных в случае одной неизвестной представляется 
одним элементом:

D — Lrx D0 Lx + Dx — 30,857-10-5.

Перемещение по направлению основной неизвестной, вызывае­
мое заданной нагрузкой, то есть свободный член в уравнении мето­
да сил, равно:

0

1

0
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И з  у р а в н е н и я  ( 1 5 . 1 4 ) ,  к о т о р о е  м о ж н о  з а п и с а т ь  в  в и д е

Г  ^  0
D  X 1 +  L x  D o  N f  — 0 ,  н а х о д и м  X 1 — 1 6 , 6 6 7  к Н  и  д а л е е  п о  в ы р а ­

ж е н и ю  ( 1 5 . 1 2 )  о п р е д е л я е м  о к о н ч а т е л ь н ы е  у с и л и я  в о  в с е х  с т е р ж н я х ,  

к р о м е  ч е т в е р т о г о ,  з а д а н н о й  ф е р м ы :

N  0  — L x X  1 +  N F  —

— [ -  2 6 , 6 7 ;  - 1 3 , 3 3 ;  2 6 , 6 7 ;  - 1 6 , 6 7 ;  0 ;  1 6 , 6 7 ] Г ,  к Н ,

а  п о  в ы р а ж е н и ю  ( 1 5 . 1 3 )  -  п е р е м е щ е н и я  е е  у з л о в :

Z  — (a - 1 Г  D o N o —

— [ -  0 , 2 0 3 2 ;  -  0 , 5 3 5 5 ;  -  0 , 3 0 4 8 ;  - 1 , 4 7 7 ;  0 , 2 0 3 2 ;  -  0 , 5 3 5 5 ] Г  - 1 0 - 2 ,  м .

15.12. Статически определимые системы

В  с т а т и ч е с к и  о п р е д е л и м о й  с и с т е м е  ч и с л о  н е з а в и с и м ы х  у р а в н е ­

н и й  р а в н о в е с и я  р а в н о  ч и с л у  н е и з в е с т н ы х  у с и л и й ,  п о э т о м у  м а т р и ц а  

р а в н о в е с и я  А  я в л я е т с я  к в а д р а т н о й .  В  э т о м  с л у ч а е  с и с т е м а  у р а в ­

н е н и й  ( 1 5 . 7 )  р а с п а д а е т с я  н а  д в е  н е з а в и с и м ы е  г р у п п ы  у р а в н е н и й .  

И з  п е р в о й  и з  н и х  с л е д у е т ,  ч т о  е с л и  d e t  А  Ф  0 ,  т о :

S — A -1 F .

У с л о в и е  р а в е н с т в а  н у л ю  о п р е д е л и т е л я  м а т р и ц ы  А  я в л я е т с я ,  с л е ­

д о в а т е л ь н о ,  п р и з н а к о м  т о г о ,  ч т о  р а с с ч и т ы в а е м а я  с и с т е м а  ч а с т и ч н о  

г е о м е т р и ч е с к и  и з м е н я е м а  и л и  м г н о в е н н о  и з м е н я е м а .

И з  в т о р о й  г р у п п ы  у р а в н е н и й  н а х о д и т с я  в е к т о р  п е р е м е щ е н и й  Z  :

z  — ( a _ 1  f  ( d s  +  A ' ) .

A — Lrx D 0 NF  —-514,286 -10-5 .
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При отсутствии внешней нагрузки получим:

S  = 0 и i  = (л —1 f  А'.

Этими соотношениями подтверждается известное свойство стати­
чески определимых систем: изменение температуры, смещение опор 
или неточность изготовления элементов в статически определимых 
системах усилий не вызывают, а вызывают лишь перемещения.

15.13. Основные уравнения строительной механики 
для стержня

Рассмотрим раму, загруженную узловой нагрузкой (рис. 15.16,а), 
и фрагмент ее дискретной схемы (рис. 15.16,б). Показанные на ри­
сунке направления узловых сил и сил взаимодействия в сечениях 
соответствуют направлениям осей общей системы координат.

Установим взаимосвязь нагрузки в узлах i, j  и усилий в сечениях, 
примыкающих к узлам. Эту зависимость проще получить вначале в ме­
стной системе координат (для стержня i — j  -  системе % п ), а затем, 
используя правила линейных преобразований, -  в общей системе X Y .

Рис. 15.16

Направления усилий в концевых сечениях стержня и узловых 
сил, ориентированных по осям местной системы координат, пока­
заны на рис. 15.17,а,б,в.
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а) б)

F
п в)

h  , H Mk

Qk

) N k  - Л  j
Fj

Рис. 15.17

В общем случае, векторы усилий в начале стержня 

SH =[NH , Qh  , M H ]  и в конце его SK =[NK , Qk  , M K ]  со­
держат по три компоненты. По отношению к стержню эти силы яв­
ляются внешними и зависимыми, они связаны тремя уравнениями 
равновесия:

£ #  = 0, — N h  + N k  = 0, N h  = N k  = N;

£ п  = 0, Qh  — Qk  = 0, Qh  = Qk  = Q;

£  M h  = 0, M h  — M k  + Ql = 0, Q = j  (  — M h  ) .

Если напряженное состояние стержня характеризовать вектором 
S = N , Mн , Mк  ]  , то необходимо установить зависимость меж­

ду S H , S K и S . В матричной форме записи эта зависимость опре­
делится таким образом:

>к.

' Nh  ' "1 0 0 '

Qh 0 — 1/1 1/ 1

Mh 0 1 0

Nk 1 0 0

Qk 0 — 1/1 1/ 1

_ Mk  _ 0 0 1

N
M

M
н

к
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Связывая эти усилия с положительными направлениями узловой 
нагрузки (рис. 15.17,а,в), получим зависимость между вектором уз- 

^ ^ 
ловой нагрузки F  и вектором S  в виде:

F

*

1
F

1

' - 1 0 0 "
F <3 0 - 1/I 1/1

mi 0 -1 0

Ff 1 0 0

F 0 1/ i - 1/1

Mj I 0 0 1

N
М н

М к

= a S. (15.15)

Первые три компоненты вектора F  определяют нагрузку на 
узел в начале стержня, а последующие три -  в конце стержня.

*
Через а обозначена матрица равновесия стержня в местной 

системе координат:

~ - 1 0 0

0 - 1 / 1 1 1

* 0 - 1 0
a =

1 0 0

0 V  i - 1 1

0 0 1

При переходе к общей системе координат уравнения равновесия 
стержня (15.15) преобразуются.

Рассмотрим задачу о преобразовании координат вектора узловых 
сил при переходе от местной системы координат к общей.

Из уравнений проекций линейных сил в i -м узле на оси общей 
системы координат (рис. 15.18) следует, что:

Fix = F  .f  c o s ^ -  F n  s in ^  ,

F  .'f = F  f  s in ^  + Fn  co s^  .
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A  y F  n F y %
j v  A ; Ff

^  F}x

X

F xi co sp -  s in p 0"

1
iF

TY
t

Fi = F iy = s in p co sp 0 F! 1

m i 0 0 1

Рис. 15.18

Учитывая, что момент остается неизменным при повороте сис­
темы координат, представим выражение для преобразования сил i -го 
узла в виде:

Т  — *
= C T F  , (15.16)

где C T -  матрица оператора вращения (при повороте вектора на 
угол р  по ходу часовой стрелки). Через C принято обо­
значать матрицу оператора вращения вектора против 
хода часовой стрелки.

Аналогичные соотношения имеют место и для сил в j  -м узле:

^ Т ^ *
Fj  = C Fj  .

Тогда для вектора нагрузки в узлах, соединяемых стержнем, пре­
образование вращения будет выполняться с помощью выражения:

F =
C 1 0

0 C 1

— т *
F  = V T F  , (15.17)
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где

VJ =

cosp -  s in p 0 0 0 0

s in p cosp 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cosp -  s in p 0

0 0 0 s in p cosp 0

0 0 0 0 0 1

Итак, если умножить равенство (15.15) слева на матрицу V  ,
то получим взаимосвязь вектора узловых сил F  и вектора усилий S  
в общей системе координат в таком виде:

F  = a S . (15.18)

где a = V a -  матрица равновесия стержня в общей системе 
координат.

a =

- cos p

&.5 
^

 
si

i&.5 
^

 
si-

- sinp
cosp I 

- l 1
cosp

l
0 -1 0

cosp
sinp | 

- l 1

sinp

l

sinp
cosp | 

l '
cosp

l
0 0 1
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В таком виде записывается матрица равновесия для стержня с 
защемленными концами. Как следует из (15.18), матрицы равновесия 
для стержней с другими условиями закрепления концов могут быть 
получены из данной посредством вычеркивания строк и столбцов, со­
ответствующих нулевым усилиям в стержне. В частности, если ле­
вый конец стержня будет иметь шарнирное опирание (M н = 0), 
а другой конец будет защемлен, то матрица равновесия получается 
из исходной вычеркиванием второго столбца и третьей строки. Для 
стержней с различными вариантами опорных закреплений матрицы 
равновесия в общей системе координат записаны в табл. 15.2.

Таблица 15.2
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Окончание табл. 15.2

Определим зависимость между деформациями стержня и пере­
мещениями его концов. Запишем вектор перемещений в общей сис­
теме координат для защемленного по концам стержня в виде:

z = z  Н , z Н , ph , z К , zK > pk
t

где, как и ранее, индексы “ н ” и ” к ” обозначают начало и конец 
стержня. Перемещения концов стержня суть пе­
ремещения узлов, которые они соединяют.
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На рис. 15.19 показаны начальное и деформированное положе­
ния стержня в местной системе координат.

Рис. 15.19

Удлинение стержня и углы поворота его концевых сечений - это 
компоненты вектора деформаций:

S =[Al, Арн, Арк] T .

Как следует из рис. 15.19:

Al = ик -  ин ,

v -  v
АРн = -(Рн - Рр=- Рн +:  к ’ Н

v -  vк нАр к =р к -  р  = р к l

Направление угла поворота Арн не совпадает с положительным 
направлением момента M , поэтому выражение (рн - р) принято 
отрицательным. Используя матричную формулу записи, получим:
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о =
Al

АРн

АРк

-1 0 0 1 0 0
1 1

0 -1 0 0
- l l

1 1
0 0 0 1

l - 1

ун

Рн

и к

VK

Рк

* T
= a z , (15.19)

где z = [ин vH рн ик vK рк ]Т - вектор перемещений концов 
стержня в местной системе координат.

Как и в случае операции с векторами сил (15.17), преобразование
„  £•

координат вектора z при повороте осей д п на угол р по часовой
стрелке производится с помощью матрицы VT . Поэтому можно 
записать, что:

Следовательно, z = V z .
Тогда в общей системе координат геометрические уравнения, яв­

ляющиеся условиями совместности перемещений узлов (концевых 
сечений стержня) и деформаций стержня, можно записать в виде:

TО = a V z = a z . (15.20)

Обратимся далее к физическим уравнениям, то есть к уравнени­
ям, описывающим взаимосвязь деформаций стержня с усилиями в 
нем. Ранее (раздел 15.7) было показано, что для линейно деформи­

руемого стержня эта связь представляется в виде А  г- = Dt St (индекс 
“ i ” соответствует номеру стержня), или в развернутой форме запи­
си для стержня с защемленными концами, не вводя обозначение его 
номера, в виде:

иН
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5  =

l
Al ' EA

АФн = 0

АФк _ 0

2l

0

l

0

6EJ 6EJ 
l 2l

N 
M н
M к

= d  S ,

6EJ 6EJ _

где d - матрица внутренней податливости стержня.
Для стержней с иными условиями закрепления физические зависи­

мости устанавливаются с помощью известных методов определения 
концевых перемещений. Так, для стержня, шарнирно опертого в нача­

ле и защемленного в конце, взаимосвязь 5 и S получается в виде:

5 = ' А1 

А Фк

l
EA
0

0

l
3EJ

N 
M к = d S .

а для стержня с защемлением в начале и шарнирной опорой в конце:

5 =" Al ' EA
0 ' N "

1

<1

0
l M н _

3EJ

= d S .

Если необходимо физический закон написать в виде S  = S (5 ), 
то из представленных выражений следует, что:

S = d_1 5 = k 5 . (15.21)

где k - матрица внутренней жесткости (реакций) стержня. 
Например, для стержня с защемленными концами:
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k =

EA
~ T

0

0 -

~ T ~
2EJ

4EJ

l

~ T ~
4EJ
~ T

2EJ

0 0

Записанные уравнения строительной механики для стержня по­
зволяют автоматизировать процесс формирования матрицы равно­
весия и матрицы внутренней жесткости для плоской стержневой 
системы.

15.14. Формирование матрицы равновесия
и матрицы внутренней жесткости для стержневой системы

Формат матрицы равновесия стержневой системы определяется 
числом и типом ее узлов и элементов. Число строк матрицы равно 
числу уравнений равновесия, то есть числу степеней свободы узлов. 
Число столбцов равно количеству неизвестных. Таким образом, 
матрица A имеет размеры (m • n ).

В блочной форме структура матрицы A представляется в таком 
виде. Для каждого жесткого узла предусматриваются три строки, в 
которых последовательно записываются коэффициенты при неиз­
вестных усилиях из уравнений ^ X  = 0 , ^ Y = 0 и ^ M = 0 ; для 

каждого шарнирного узла - две строки (записываются коэффициен­
ты при неизвестных из уравнений ^  X = 0, ^  Y = 0). По другому 
направлению, вертикальному, матрица представляется расчленен­
ной на укрупненные полосы, число которых равно числу стержней. 
Ширина полосы (число столбцов в ней) определяется длиной век­

тора S для каждого стержня.
Пояснения к составлению матрицы равновесия проведем на 

примере рамы (рис. 15.20).
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Рис. 15.20

Матрица равновесия A записана в табл. 15.3. Чтобы легче ори­
ентироваться в структуре матрицы, в верхней части таблицы и сле­
ва от нее даны пояснительные записи. Каждому стержню рамы с 
соответствующим вектором усилий в таблице выделяется набор 
числовых значений по вертикальному направлению. В этой полосе 
располагается матрица а для отдельного стержня. Ранее было по­
казано, что верхняя часть этой матрицы связана с началом стержня, 
а нижняя - с его концом. Вследствие особенности приложения на­
грузки на 2-й стержень (в сечении, примыкающем к узлу, приложен 
момент M = 4 кН • м), матрица а для него имеет размеры 6 • 3. Пер­
вые три строки относятся к началу стержня, то есть к узлу 2 (см. в таб­
лице горизонтальное направление), а оставшиеся строки - к узлу 4.

Таблица 15.3

Стержни 1 2 3 4
ST N2 M H  2 M K  2 N3 M H 3 M K3 N4 M K 4

Узлы

2

4

A =

1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,9701 -1 0 0 0 -0,25 0,25
0,2425 0 -0,2 0,2 1 0 0

0 0 -1 0 0 -1 0
1 0 0 0 0,25
0 0,2 -0,2 1 0
0 0 1
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Если на один из концов стержня наложены опорные связи (стер­
жень примыкает к опорному узлу) и усилия в этих связях не требу­
ется вычислять (не надо определять опорные реакции), то часть 
матрицы а , связанная с соответствующими уравнениями равнове­
сия для опорного узла, в матрицу равновесия A не вписывается 
(опускается). Так, числовые значения матрицы а для 3-го стержня 
(5, 6 и 7 столбцы) относятся только ко 2-му узлу. Аналогичное рас­
пределение записей имеет место по 1-му и по 4-му стержням.

Исключение из матрицы A коэффициентов уравнений равнове­
сия опорных узлов позволяет уменьшить ее размеры, что целесооб­
разно с вычислительной точки зрения.

Для более глубокого уяснения физического смысла задачи, 
а также с целью контроля записей при неавтоматизированной под­
готовке исходных данных следует иногда проверить запись отдель­
ных уравнений равновесия для узлов системы. Так, для той же рамы 
уравнение Е  Y = 0 для 2-го узла (рис. 15.21) запишется в виде:

0,2425 • N 1 - 0,2 • MH2 + 0,2 • MK2 + N3 =-20 • 103,

где учтена замена

02 =
M  K 2 -  M H 2 

l2

y А

4  к Н - м  MH 2 

у /

Рис. 15.21

Та же структура матрицы A имеет место и для других систем 
(балки, арки, фермы и др.).

x
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Итак, число строк в матрице A равно числу уравнений равнове­
сия узлов системы, число столбцов - числу неизвестных усилий

(компоненты вектора S обозначены в верхней части таблицы, со­
держащей матрицу равновесия).

Возвращаясь к вопросу о степени свободы системы, отметим, 
что в нашем примере m = 6, n = 9. Степень статической неопреде­
лимости к = n - m = 3.

Для геометрически неизменяемой стержневой системы ранг мат­
рицы равновесия A равен числу независимых уравнений равнове­
сия для узлов этой системы, то есть r(A) = m . При этом, если 

m = n , то исследуемая система относится к статически определи­
мым, а определитель матрицы det A Ф 0; если m < n, то система 

является статически неопределимой.
При соотношении m > n ранг матрицы r(a) < n и, следователь­

но, система относится к геометрически изменяемой.

Как уже отмечалось, число компонент векторов S и А  одинаково. 
В табл. 15.3 векторы S записаны для каждого стержня. Число урав­
нений равновесия, коэффициенты которых записаны в матрице A, 

соответствует числу определяемых компонент вектора перемеще­
ний z как для отдельного узла, так и для системы в целом. Номер 
строки в матрице A указывает и на номер соответствующей ком­
поненты вектора z . Например, второму уравнению (Е Y = 0) мат­
рицы A в векторе перемещений соответствует вертикальное пере­
мещение узла 2. Общее число неизвестных перемещений для рас­
сматриваемой задачи в принятой постановке равно шести.

Матрица внутренней жесткости отдельного стержня квадратная.

Ее размер определяется числом компонент вектора S . Для всей 
системы K имеет квазидиагональную структуру, для рассматри­
ваемой рамы она представлена в табл. 15.4.

Указанная согласованность матриц в основных уравнениях строи­
тельной механики позволяет составить алгоритм решения математи­
ческой модели задачи поверочного расчета стержневой системы.
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Таблица 15.4

K =

1 2 3 4 5 6 7 8 9

14,82
12,22 0 0

0 0,8 -0,4
0 -0,4 0,8

15,28 0 0
0 1 -0,5
0 -0,5 1

15,28 0
0 0,75

• 30,24 • 106

Автоматизированный расчет стержневой системы предполагает 
формирование матриц основных уравнений и решение последних 
на основе исходных данных о системе, к которым относятся:

- количество узлов, в том числе опорных, и их признаки;
- координаты узлов;
- расположение стержней, соединяющих узлы;
- жесткости стержней;
- сведения о нагрузке, действующей на узлы.
Так как элементами матрицы A являются синусы и косинусы 

углов наклона стержней к координатным осям, то вычисление их 
сводится к определению отношений проекций на эти оси (разность 
координат конца и начала стержня) к длине стержня.

В зависимости от поставленных задач результатами расчета могут 
быть значения перемещений узлов, усилий в стержнях и их деформа­
ций, матрица внешней жесткости системы, матрицы влияния усилий и 
перемещений. Эта информация позволяет выявить особенности рабо­
ты системы под нагрузкой и может быть использована для построения 
эпюр усилий и перемещений, линий влияния усилий и перемещений.

Определим для рассмотренной рамы перемещения узлов, усилия 
в стержнях и построим эпюры усилий.

Если принять F = [0; - 20; 4; 5; -10; - 4] • 103, (размерность со­
средоточенных сил и моментов - Н, Н  • м), то из выражения
z = { a K  A ) F  найдем, что:
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x y x y
z = z  2 5 ^ 2 ^ 2 ,  z3. z 3 , V i \  =

= [0,1910; - 0,4348; 1,2104; 0,3251; - 0,2332; - 2,1982]7 • 10 -4.

Шестая компонента вектора z соответствует углу поворота се­
чения на конце 2-го стержня.

Вектор усилий определен по соотношению S  = K  A  z.

S = [3,58; 4,95;-0,12;-4,00;|

20,09; - 3,88; 2,05; I -10,78; 0,18f • 103.

Вертикальные линии разделяют компоненты усилий, относя­
щиеся к конкретным стержням.

Эпюры усилий в раме показаны на рис. 15.22.

0,12^ ^ т т т Т Г П Т к 4,0

2,05
и

0,18 j

)  (к  H • м)

0,78
\

1,48
0,05

)  (кН )

"  3,58 

, 20 ,09 '

...
4,95

10,78

N  (к Н)

Рис. 15.22

Для определения поперечных сил в стержнях использована за­
висимость:

MK -  MH 
l

В этом примере по формулам (8.17) получим:

- 4,0 + 0,12 ^  2,05 + 3,88 ,
0 2 = ---- 5----- = -0,776; 0 3 = ----------------- 4--= 1,4825 ;

0 4 = 0,18 = 0,045 .
4 4
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15.15. Матрицы влияния перемещений и усилий

Из равенства Rz = F следует, что вектор перемещений вычисля-

^  ^  — 1 ( т \ - 1ется по выражению z = Lz F , в котором Lz = R = I A K A  I -
матрица влияния перемещений. Ее размер (m • m). С помощью этой 
матрицы вектор узловых сил преобразуется в вектор узловых пере­
мещений. Элемент (3^ этой матрицы определяет перемещение узла
системы по i -му направлению от Fk = 1. Одновременно матрица 
влияния перемещений является и матрицей внешней податливости

L = ̂  = [5, ] .

Вектор усилий S в стержневой системе так же может быть вы­
ражен через вектор F . С этой целью запишем его вначале в форме 

S = K ATz , а затем, используя выражение для z , представим в виде:

S = k a t r _1 F = k a t (a k a t )-1F = LS F ,

где LS - матрица влияния усилий.

Ее размер (n • m). Каждый элемент aik этой матрицы определяет i -е
усилие (i -й номер в векторе S ) от k -й единичной силы (Fk = 1).

Элементы первого столбца ССц матрицы Ls суть усилия в 

стержнях от F1 = 1. С помощью этих чисел можно построить эпюру 
усилий в стержнях системы от загружения ее силой F1 = 1. Элементы 
же первой строки a1k показывают значения усилия S1 от последо­

вательного загружения узлов системы единичными силами. Ис­
пользуя эти числа, можно, следовательно, построить линию влия­
ния S1. При этом построении из первой строки необходимо выби­
рать те числа (элементы), которые соответствуют заданному на­
правлению движения единичной силы.
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Матрицы влияния LS и Lz являются очень важными характери­
стиками рассчитываемой (исследуемой) системы. Изменение в сис­
теме какого-либо параметра обязательно повлечет за собой измене­
ние этих матриц.

Физический смысл элементов матриц влияния указывает и на то, 
что для их составления можно использовать эпюры усилий или ли­
нии влияния усилий. Такие способы вычислений обычно использу­
ются для простых (с небольшим числом стержней) систем. В других 
случаях целесообразно применить указанную математическую 
формализацию этого процесса с использованием матрицы равнове­
сия A и матрицы жесткости K  .

Между матрицами Ls и Lz существует взаимосвязь. Действи-

чивости сооружений.

П р и м е р . Покажем использование основных уравнений для 
расчета неразрезной балки. Расчетная схема балки изображена на 
рис. 15.23,а. Балка имеет постоянное сечение.

A = 61,2 • 10-4 м2, I = 0,895 • Ю -4 м4, Е = 2,1 • Ю 5 МПа.

Размерность сил - кН, моментов - кН^м, длин - м.
Общее число узлов - 9.
В квадратиках указаны номера элементов балки.
Матрица A  формируется по стержням с использованием 5-го 

варианта табл. 15.2.
Матрица внутренней жесткости K  является квазидиагональной:

тельно, так как

Ls = K A T Lz .
T

Матрица внешней жесткости R = A K A и матрица внешней 

податливости A = R 1 широко используются в динамике и устой-

где K1 =

diagK = [K1 K 1K 1 K j  K 2 K 2 K 2 K 2 ]• 18,795 •Ю3,

= " 4 - 2] = Г 4/1,5 - 2/1,5“

= - 2 4 ], 2 =|_- 2/1,5 4/1,5 .
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т
Решение системы A K A  z = F  дает матрицу перемещений z  . 

Линейные перемещения измеряются в метрах, углы поворота -  в 
радианах.

Первому загружению балки соответствует эпюра перемещений, 
показанная на рис. 15.23,б.

Матрица усилий S вычислялась по выражению S  = K  A  т z  .
С ее помощью построены эпюры изгибающих моментов для ка­

ждого загружения (рис. 15.23,в,г,д).
Для построения линий влияния усилий использовалась матрица 

влияния усилий Ls , вычисляемая по выражению

Ls = K A T(A K A T)-1 .

Элементы 2, 4, 6, 9, 11, 13 столбцов суть усилия в балке от вер­
тикальной сосредоточенной единичной силы, приложенной соот­
ветственно в точках 2, 3, 4, 6, 7, 8; в столбцах 1, 3, 5, 7, 8, 10, 12, 14 
содержится информация об усилиях от сосредоточенного единич­
ного момента, приложенного в точках 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

В строках матрицы L s содержатся значения ординат линий влияния 
усилий в соответствующем сечении балки. Так, с помощью элементов 
5-й строки построена л.вл. M 3 . Усилие M 3 -  это M н  3 (момент

в начале третьего элемента), или за M 3 можно принять M  k  2 (момент 

в конце второго элемента). Значения ординат M к 2 имеются в 4-й 
строке в столбцах 2, 4, 6, 9, 11, 13. Л.вл. M 3 показана на рис. 15.23,е.

Для построения л. вл. Mg (рис. 15.23,ж) использованы значения 

ординат из 15-й строки Ls .
Для согласования графиков, показанных на рис. 15.23,г-ж, по 

знакам усилий в матрице Ls знаки изменены на обратные.
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3-е загружение 

2-е загружение

1-е загружение

э п - Z  Берт.' 1 0  ,  м
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е)

0-028 0-044 0-038 ^  0,04
ж ) -----и и с п ш т и г т - . ------ ©_

©
л .в л .M 8 , м

0,096

Рис. 15.23

эп.M 1, кН • м
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0,03

3
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15.16. Пространственные фермы

Координаты узлов пространственной фермы будем считать извест­
ными. Для стержня P1P2 (P  -  узел в начале, Р2 -  узел на конце

——
стержня) как для направленного отрезка Р1Р2 найдем направляю­
щие косинусы cosa x ,cosay ,cosa z по выражениям:

x? -  X1 У2 -  У1 zo -  z1
c o s a x = —----- , c o s a y = — ----  , c o sa . = —----- ,

x l y l z l

где

l = V(x2 -  x1 )2 + ((2  -  У1 )2 + (z2 -  z1 )2 .

—
Направляющие косинусы направленного отрезка Р2 Р1 суть

- co sa x, - co sa y , - c o sa z .

Как и ранее, растягивающую продольную силу в стержне будем 
считать положительной. В концевых сечениях стержня она имеет 
противоположные направления. Эти направления соответствуют

— —
направлениям отрезков Р1Р2 и Р2Р1 .

—
Проекции направленного отрезка Р1Р2 на оси O X , O Y  и OZ 

равны соответственно:

lx = x2 - x1 = l cosax , ly = У2 - У1 = l cosay ,

lz = У2 - У1 = l cosaz .

Следовательно, проекции продольной силы N , приложенной 
в точке Р 2, на те же оси равны:
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N cosax, N cosay, N cosaz,

а проекции силы N , приложенной в точке Р1 , должны быть запи­
саны с противоположным знаком:

- N cosax, - N cosay, - N cosaz .

Нумерация узлов фермы определяет и нумерацию узлов Р1 и Р2 , 
соединяемых стержнем. При этом за начало стержня, то есть за точ­
ку Р1, принимается узел с меньшим номером.

В матрице равновесия A с каждым свободным узлом простран­
ственной фермы связаны три строки, в которых записываются ко­
эффициенты при усилиях N в стержнях, примыкающих к этому 
узлу. Эти коэффициенты являются множителями (направляющими 
косинусами) при N в уравнениях ̂ X  = 0, ̂ Y = 0, ̂ Z = 0.

В практических задачах матрицу A удобнее формировать не по 
строкам, а по столбцам. Еще раз напомним, что направляющие ко­
синусы стержня Р1 Р2 в уравнениях, относящихся к узлам Р1 и Р2 , 
будут иметь противоположные знаки. При формировании матрицы A 
по столбцам следует использовать для каждого стержня вектор- 
шаблон а :

а = [-cosax, - cosay, - cosaz, cosax, cosay, cosaz].

Первые три элемента вектора относятся к началу стержня (узел Р1 ), 
оставшиеся три - к концу его (узел Р2).

Основные уравнения строительной механики для пространствен­
ной фермы имеют ту же форму записи, что и для плоской системы.

Замечание - В случае плоских ферм матрицу равновесия также мож­
но формировать через направляющие косинусы с помощью приведен­
ного выше вектора а, исключив в нем компоненты: - cos az, cos az.

Пример. Определить усилия в стержнях пространственной 
фермы, показанной на рис. 15.24. Жесткости EA всех стержней 
принять равными.
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Рис. 15.24

Матрица равновесия фермы приведена в табл. 15.5.
В этом примере задача определения опорных реакций не стави­

лась. Поэтому в матрице A отсутствуют строки, соответствующие 
уравнениям проекций усилий в стержнях, примыкающих к опор­
ным узлам, по направлениям опорных связей.

Матрица жесткости K фермы является диагональной:

K = diag{0,2; 0,2; 0,125;0,2;0,2;0,125;0,2; 0,2;0,125; 0,15617;
0,15617; 0,15617; 0,15617; 0,25;0,25; 0,25;0,25;0,25; 0,25}-EA.

Примем вектор нагрузки в виде:

F = [0; |0; 0;|0;|0; |0; 0;|0; |- 5,0; 5,0;- 50,0;|

- 5,0; 5,0;-100,0;| - 5,0; 5,0;- 50,0,f  кН*.

* В ертикальны е линии разделяю т ком поненты  нагрузки , относящ иеся 
к  конкретны м  узлам .
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Таблица 15.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 141516171819

-0,8 -1 -0,6247
-0,8 -1 -0,6247

-0,6247 1 -1
1

-1
0,8 1 0,6247

0,6247 1 -1
0,8 1 0,6247

0,8 -0,8 -0,6247
-0,6247 -1

0,6 0,6 0,4685
0,8 -0,8 0,6247 -0,6247

0,6247 -0,6247 1 -1
0,6 0,6 0,4685 0,4685

0,8 -0,8 0,6247
0,6247 1

0,6 0,6 0,4685

Решение системы уравнений R z = F дает:

zT = [- 382,96; |- 254,51;14,27;|14,27;|25,73;|173,99;25,73;|382,96;|
- 236,14;114,66;- 569,03; |- 79,32;120,39;- 828,69;|158,01;

126,12;- 621,12]• — , м*.
EA

* В ертикальны е линии  разделяю т ком поненты  перем ещ ений , отн ося­
щ иеся к  конкретны м  узлам .
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Усилия в стержнях фермы определяем по выражению N = K A z

N = [- 44,79;- 30,50;47,87;- 71,41;- 58,91;53,56;- 49,25;

- 38,54; 47,87 ;-19,27; 5,71;-10,30;-27,27; 3,57; 0; 0;

- 6,43; 1,43; 1,43]T , кН.

15.17. Пространственные рамы

Для каждого стержня рамы ориентацию осей местной системы ко­
ординат (в дальнейшем они обозначаются малыми буквами x, y, z )

будем считать известной. Ось ox направлена от узла Р  к узлу Р2 
(от узла с меньшим номером к узлу с большим номером). Оси oy и oz 
правой декартовой системы координат располагаются в плоскости, 
перпендикулярной ox и проходящей через точку . Так как положе­

ние сечения стержня рамы принимается заранее определенным, то тем 
самым устанавливается и положение осей oy и oz . Расположение 
осей по каждому стержню должно быть зафиксировано однозначно.

Пусть относительно осей глобальной системы координат OXYZ :
- ось ox имеет направляющие косинусы t ц  , 1 21 , 1 31 ;

- ось oy имеет направляющие косинусы 1 12 , 1 22 , 1 32 ;

- ось oz имеет направляющие косинусы 113 , 123 , 1 33 .

Тогда принимаемая для стержня локальная система координат
характеризуется матрицей направляющих косинусов:

t11 t21 t31
T = t12 t22 t32

_t13 123 t33

C помощью матрицы T совершаются преобразования декарто­
вых прямоугольных координат при повороте осей.

458



Определим векторы усилий и деформаций в стержне простран­
ственной рамы в следующем виде:

Усилия в концевых сечениях стержня, ориентированные по осям 
местной системы координат, выражаются через S  с помощью мат-

показаны на рис. 15.25. Положительные направления компонент 
вектора S  показаны на рис. 15.26.

На этих рисунках использовано векторное изображение момен­
тов. Момент, действующий относительно некоторой оси по ходу 
часовой стрелки (если смотреть с точки, соответствующей концу 
координатной оси), изображается вектором, направленным в поло­
жительном направлении оси. На рис. 15.25 приняты обозначения:

рицы равновесия а* : r * = a * S  . Компоненты вектора

-»•* |

m z , K&
I m „ K

Рис. 15.25 Рис. 15.26
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mx н, m x K -  крутящие моменты в начале и в конце стержня;

my н, my K -  изгибающие моменты в начале и в конце стержня
относительно оси у ;

mz н, mz K -  изгибающие моменты в начале и в конце стержня
относительно оси z  .

Условия равновесия для стержня позволяют получить следую­
щие соотношения:

rx, н = — N ; rx,к = —rx,н ;

= M z,к — M z,н . =
ry,н = i ’ ry,к = ry, н ;

M  — My,к y,нГ = --- ---------- ---- ' Г i = — r ■z^ i ’ z,» z, н ’

m = M  ' m = — m '" ‘x,н lv± к рэ " ‘x,K "‘x,н ’
m = —M  ' m = —m 'y , н y , н y , K y , н
m z „ = M z v ; mz K = —M zK.

Положительные направления концевых усилий (рис. 15.26) сов­
падают с направлениями осей местной системы координат. Поэто­
му для проектирования этих усилий на оси глобальной системы ко­
ординат используем матрицу T :

RX ,H = 1̂1 ■ rx ,н + 1̂2 ■ ry ,н + 1̂3 ■ rz ,н ;

RY ,H = 2̂1 ■ rx ,н + 2̂2 ■ ry ,н + f23 ■ rz ,н ;

RZ,H = 3̂1 ■ rx ,н + f32 ■ ry ,н + 3̂3 ■ rz ,н ;

M X ,H = 1̂1 ■ mx ,н + 1̂2 ■ my ,н + %  ■ mz ,н ;

M Y,H = 2̂1 ■ mx ,н + 2̂2 ■ my ,н + 2̂3 ■ mz ,н ;

M Z ,H = 3̂1 ■ mx ,н + 3̂2 ■ my ,н + 3̂3 ■ mz ,н .
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В матричной форме записи эти выражения представляются так:

D ГГ.Т -»* тГ, ГГ.Т ^  *Ян = Т гн , M н = Т mн,

где

r  = [r  • R • R ]Т ;н \у-х,н’ У,н’ z ^  J ’

M  = [m  ; M  ; M  ]Т ;1У±н Y х,н 1У±у,н> 1V±z,н\ ’

* Г Т  -  * г= r  ' r ; r ' m = m ' m ' mн Yx,^ у,н> 1z,н] ’ "Ы Y л,н у ,н  z ]Т,H J  •

Аналогичные соотношения имеют место и для усилий в конце 
стержня.

3  ГГ̂Т ^ *  Гу-тТ ^  *
R K  = Т rK , M K = Т mK ,

где

R = [r  • R • R ]Т;Лк L x,K у ,к  JXz,K\ ’

M к = [M xk ; M y,K; M z,K J
Т .

[r •x,K ,]Т ; /и к* = •r ; r ' m = m ' m ' my,K z,K K x,K y,K z,K

С учетом записанных выражений вектор концевых реакций R  
в глобальной системе координат определяется так:

R  = a S ,

где

R = к , н ; R ^ ;  ^ , н ; m x,н ; м У,н; M z,н ;

r x,k; Ry,K; r z,k; m x,k; м у ,к ; М ,к ;]Т ; 

a  -  матрица равновесия стержня в общей системе координат:
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a  =

-  *11
_  *13_ 

l

* 1 3

l

*12

l

*12

l

(N-

_  1 23 

l

*23

l

_  *22 
l

*22
l

m-

*33

l

*33

l

*32

l

*32

l

11 _  *12 13

21 -  22 23

*31 _  *32 *33

11
*13

l
_  *13 

l

*12
l

_  *12 
l

*21
*23

l

*23 

l

*22

l

*22
l

on *33

l

*33 

l

*32

l

*32

l

- *11 *12 _  *13

-  21 * 22 23

-  31 *32 33

(15.22)

Матрицы равновесия стержней плоских и пространственных 
ферм, плоских изгибаемых систем, систем перекрестных балок по­
лучаются как частные случаи из записанной матрицы a (15.22) вы­
черкиванием соответствующих строк и столбцов.

Матрица внутренней жесткости защемленного по концам стерж­
ня имеет следующую форму записи:

K  =

EA
l

G I kp

l
4 E J  y  

l

2 E J y

l
2 E J y

l

4 E J  y  

l
4 E J  z  

I

2 EJz 
l

2 E J Z

I

4 EJz 
l
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Основные уравнения строительной механики для расчета 
стержневой системы в форме метода перемещений представ­
ляются в виде:

R z  = F  + A K  А '.

Матрица уравнений равновесия A рассчитываемой системы со­
ставляется поэлементно с помощью матриц равновесия a  (15.22) 
стержней.

П р и м е р .  Построить эпюры продольных сил, крутящих и изги­
бающих моментов в раме, показанной на рис. 15.27, принимая для 
всех стержней следующее соотношение жесткостей:

E A h 2 = GIKP = E Jy = E J Z, ( h = 1 м).

Рис. 15.27

Положения локальных осей координат для каждого стержня ра­
мы, показанные на рис. 15.28, определяют матрицы направляющих 
косинусов:

“1 0 0" “ 0 1 0" “0 0 1"

0 1 0 , T2 = -1 0 0 , Тз = 0 1 0

0 0 1 0 0 1 1 0 0
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Уз
> Z 3

*Хз

Рис. 15.28

Матрица уравнений равновесия рамы приведена в табл. 15.6.

Таблица 15.6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

1 1/3 -1/3 -1/4 1/4
1/6 -1/6 -1 -1/4 1/4

1/6 -1/6 -1/3 1/3 1
-1 1 1

1 1 -1
-1 1 -1

Матрица внутренней жесткости рамы является квазидиагональной: 

diagK  = [K1, K 2 , К з ] .EJy  ,

где
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У6 ' 13
1/6 13

4/6 -2 /6  

-2 /6  4/6
, K2 =

43 
- 23

- 23 

43
4/6 -2 /6 43 - 23

_ -2 /6  4/6 _ 3- 43 _

ГУ4
14

1 -0,5
K  =

-0,5 1

1 -0,5

-0,5 1

Принимая вектор нагрузки F  = [0; 0; -1 1 ; 3; 7,5; o f
(размерность сил -  кН; моментов -  кН • м; длин -  м; положительные 
моменты направляются относительно осей общей системы коорди­
нат по ходу часовой стрелки, если смотреть с точки, соответствую­
щей концу оси), получим:

Z = [-1,87; -  2,75; -17,54; -  3,89; 2,64; 0 ,7 6 ]  ] ,
E Jy

S  = [-0,31; 0,65; -  3,80; 4,68; -  0,21; -  0,05; | 0,92; 0,88; 6,51; -  9,10;

-  0,24; 0,74; | -  4,38; -  0,19; -1,94; 0,62; -  2,86; 0,91;]T.

Эпюры усилий показаны на рис. 15.29. На рис. 15.30 показаны 
(в аксонометрии) изгибающие и крутящие моменты, действую­
щие на вырезанный узел 2. Моменты подразделены на группы в 
соответствии с их расположением по отношению к координат­
ным плоскостям.
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Пл. XZ

4,6S ^ _ 7 , 5 j r / ^

1,94

0,88

Рис. 15.29 

Пл. YZ

0,65 3,0

с — в

2,86

Я
6,51

Пл. XY

О

а
0,24

0,05

^ > 0 , 1 9

Е  M  2 =

4,68 + 0,88 +1,94 -  7,5 = 0.

Е  M  2 =

0,65 -  6,51 + 2,86 + 3 = 0.

Е  M  2 =

-  0,05 -  0198 + 0,19 + 0,24 = 0.

Рис. 15.30

Для этого узла выполняются также и уравнения проекций сил на 
координатные оси.

П р и м е р .  Построить эпюры усилий в раме, показанной на
рис. 15.31, приняв для всех стержней EA h2 = 10E J y , GT  = 0,27EJy  ,

E J . = 0,5 E J  y .^ У

F1 =[12,0; 0 ;-9 8 ,0 ; 4 0 ,0 ;-  52,0; 0 ; f ,
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F2 = [0; 0 ;-9 8 , 0; 40 ,0 ; 64,0; o f .

Рис. 15.31

Размерность сил - кН, моментов - кН • м, длин - м.
Матрицы направляющих косинусов осей местной системы коор­

динат для стержней рамы представляются в следующей форме:

"1 0 0" "0 0 -1"

T  = 0 1 0 Г2 = T  = 0 1 0

0 0 1 1 0 0

"- 2,35702 9,42809 2,35702“

T  = - 9,70143 - 2,42536 0

0,57166 - 2,28665 9,71825

" 2,35702 9,42809 2,35702"

T  = - 9,70143 2,42536 0

- 0,57166 - 2,28665 9,71825

•10-1

10 -1

Матрицы жесткости 4-го и 5-го стержней совпадают:
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K  4 = K  5 =

2,357

0,707

0,354

E J y

После формирования матрицы внешней жесткости R = AKA  
решаем систему уравнений Rz = F и определяем усилия в стерж­

нях рамы по выражению S = K A z .
Эпюры усилий показаны на рис. 15.32.

0,50
57,82

_  0,28 
1,0Г M p  (к H • м)

к
4,53

-7,37
(к H" м)

Рис. 15.32

Пример. Для системы перекрестных балок (СПБ), показанной 
на рис. 15.33, примем изгибные жесткости для всех стержней рав­
ными и GIkp = 0,27 EJ.
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Рис. 15.33

Матрица уравнений равновесия, составленная с помощью мат­
рицы равновесия а стержня в общей системе координат, записана 
в табл. 15.7.
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470 Таблица 15.7
С те р ж н и 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
У с и л и я Мк M KP М н Мк М н Мк М КР М н Мк М н Мк М КР М н Мк М н Мк М кР М н Мк М н

№  п/п 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Z z - 1/4 - 1/4 1/4 -1 /2 -1 /2 1/2

Уз
ел

 
1

!М х 1 -1 1

Z№y 1 -1 1

Z z 1/4 - 1/4 - 1/4 -1 /2 -1 /2 1/2

Уз
ел

 
2

ZM, -1 -1 1

Z№y 1 -1 1

Z z A  =
- 1/4 - 1/4 1/4 1/2 -1 /2 -1 /2

Уз
ел

 
3

1 -1 1

ХМ- 1 -1 -1

Z z 1/4 - 1/4 - 1/4 1/2 -1 /2 -1 /2

Уз
ел

 
4

ХМ, -1 -1 1

^ м , 1 -1 -1



Матрица K  является квазидиагональной:

"0,27 ' "0,27 "

diagK = [3], 4 -  2 , [3], [3], 4 -  2

-  2 4 -  2 4
[3],

"0,54 ' "0,54 '

[6], 8 -  4 , [6], [6], 8 -  4 ,[6]
-  4 8 -  4 8

E J  
4 '

Вектор нагрузки принят следующим:

F  = [-100, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -100 , 0, 0 ] . 

Размерность сил -  кН.
Решив систему уравнений (a  K  A T ) z = F , получим:

Z = [-315,68; 79,48; -  40,12; -276,91; 98,30; 48,77; -  276,91;

-98 ,30 ; -  48,77; -315 ,68 ; -7 9 ,4 8 ; 4 0 ,1 2 f— .
J E J

S  = [29,10; -1,27; 30,27; 14,17; 15,34; 15,34; -1,27; 14,17; 

30,27; 29,10; 117,54; 1,17; 118,82; 58,96; 60,23; 60,23;

1,17; 58,96; 118,82; 117,54]r .

Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 15.34.
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15 ,3 4 /' 
/

' Ч Щ w i t e r
29,10 30,27 14,17

■29,10 
30,27

117,54

117,54
118,82 60,23

118,82 
58,96

( к И - м )

Рис. 15.34

Если в этом примере вектор нагрузки принять в виде:

F  = [-100; -1 3 ; 53; 0; 0; 0; 0; 0; 0; -1 0 0 ; 13; - 5 3 ] ,

то получим:

z T = [-284,09; 63,23; -2 ,3 5 ; -238 ,2 8 ; 88,28; 36,61; -238 ,28 ;

-8 8 ,2 8 ; -33 ,61; -2 8 4 ,0 9 ; 63,23; 2,35]- —
J E J

S  = [51,50; -1 ,69; 2,72; 15,25; 19,47; 19,47; -1 ,69; 15,25; 

2,72; 51,50; 118,21; 4,22; 106,91; 44,61; 46,30;

46,30; 4,22; 44,61; 106,91; 118,21]Т.

Советуем читателю провести анализ распределения перемеще­
ний узловых точек и усилий в стержнях для первого и второго за­
гружений СПБ.
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Г Л А В А  16

ВА РИ А Ц И О Н Н Ы Е П РИ Н Ц ИПЫ 
И  ВА РИА ЦИО Н Н Ы Е М ЕТО Д Ы  
С Т РО И Т Е Л Ь Н О Й  М Е Х АНИКИ.

М ЕТО Д  К О Н ЕЧ Н Ы Х ЭЛЕМ ЕН ТО В

16.1. Потенциальное силовое поле. Потенциальная энергия

Силовым полем называют пространство, в каждой точке которо­
го на помещенную туда материальную точку действует определен­
ная сила.

Это понятие является весьма общим. Примерами силовых полей 
являются гравитационные поля планет, магнитное поле какого- 
нибудь объекта, электростатическое поле и т. п. Особое место среди 
них занимают потенциальные силовые поля, обладающие двумя 
важными физическими свойствами: 1) сила этого поля -  позицион­
ная, то есть F  = F  (x , y, z ); 2) работа силы поля не зависит от траек­
тории, вдоль которой перемещается приложенная к некоторой точ­
ке сила, а зависит только от положений начальной и конечной то­
чек; она может быть вычислена через интегральную сумму соответ­
ствующих элементарных работ:

(M  2) .

A(M jM 2) = AF X dx + Fy  dy  + Fz dz ) . (161)
(M  j )

Силы, действующие в потенциальном силовом поле, называются 
потенциальными.

Если выражение, стоящее под знаком интеграла (16.1), является 
полным дифференциалом некоторой функции U  (x, y, z ), то есть:

dU dU dU
dU  = -----dx +-------dy +-------dz = Fxdx + F ydy + Fzd z , (16.2)

dx dy dz

то функцию U  называют силовой функцией.
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С у ч е то м  п о сл ед н его  у сл о в и я  получаем :

(M  2)

A (M M 2) =  j  d U  ( x , y , z )  =  U 2 -  U 1 • 
(M !)

(16.3)

Работа потенциальной силы  равна разности значений  силовой функ­
ции  в конечной и  начальной точках  пути  движ ения силы. И з соотнош е­
ния (16.2) следует, что силовая ф ункция находится из равенства:

U  =  j  (F x d x  +  F y d y  +  F z d z )  +  C .

П о сто ян н ая  C  м о ж ет  и м еть  лю бое зн ачен и е . К ак  ви д н о  из р а ­
ве н ств а  (16 .3), р а б о та  си л ы  о т  C  не зависит.

С и лы  тяж ести , так ж е  к ак  и си лы  у п р у го сти  у п р у го го  тел а , как  
при  ад и аб ати ч еск о м  п р о ц ессе  (то  есть  п р о ц ессе , п р о и сх о д ящ ем  без 
теп л о о б м ен а  с о к р у ж а ю щ е й  сред ой ), так  и п ри  и зо те р м и ч ес к и х  п р о ­
ц ес са х  (то  есть  п р о ц ессах , п р о и сх о д ящ и х  в ф и зи ч еск о й  си стем е при 
п о сто ян н о й  тем п ер ату р е) п отен ц и альн ы . Д л я  эти х  си л  су щ еству ю т 
си ловы е ф ункции .

Т ак, д л я  си лы  тя ж ес ти  F  , н ап р авл ен н о й  вд оль  о си  z  (ось  z  н а ­

п р а в л е н а  по  в е р т и к а л и  в в ер х ), и м еем  Fz =  - F  и  d A  =  - F  d z . 

П р и н и м ая  U  =  0  п р и  z  =  0  получим :

U = - F z  .

С и ла  у п р у го с ти  в ц ен тр ал ьн о  р астян у то м  стерж н е (рис. 16.1) н а ­
п р ав л ен а  в сто р о н у , п р о ти в о п о л о ж н у ю  вн еш н ей  силе F  .

А Z

F x

Рис. 16.1

0
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П о это м у  F x =  -  F  =  -  r  x  ( r  -  к о эф ф и ц и ен т  ж е стк о с ти  у п р у ­

гого  стерж ня). Э л ем ен тар н ая  р аб о та  это й  си л ы  р ав н а  d A  =  - r  x  d x . 

С ч и тая  U  =  0  при  x  =  0  , н аходим :

U  =  - 1  r x 2 .
2

В  п о тен ц и ал ьн о м  си ловом  п оле п роек ц и и  си лы  р ав н ы  ч астн ы м  
п ро и зво д н ы м  о т  си л о в о й  ф ун кц и и  по со о тветству ю щ и м  к о о р д и н а­
там . Д ей стви тел ьн о , из р ав ен ства  (16 .2) следует, что :

F  =  —  F  =  —  F  =  —  
x d x  ’ y  d y  ’ z d z  

О п р ед ел яя  см еш ан н ы е п р о и зво д н ы е д л я  U  , находим :

d F x d  2U  d F y d 2U
— ^  = ---------- , — ^- = -------- и  т. д.

d y  d x d y  d x  d x d y

С ледовательн о ,

dF x d F y d F y dF z dF z dF x

d y  d x  ’ d z  d y  d x  d z

Э ти  со о тн о ш ен и я  яв л я ю т ся  н ео б х о д и м ы м и  и д о стато ч н ы м и  у с ­
л о ви ям и  п о тен ц и ал ьн о сти  си л о в о го  поля.

П отенц и альн ой  эн ерги ей  в д ан н о й  точ ке M  п оля  н азы ваю т вел и ­
ч и н у  т о й  р аб оты , которую  соверш и ла бы  сила п оля  при  перем ещ ен и и  
м атери альн ой  то ч к и  из дан н ого  полож ен и я в то , в котором  п отен ц и ­
альная эн ерги я  у словн о  п ри н и м ается  р ав н о й  н улю  (точка O ):

П  =  A (M O).

Т ак  к ак  д л я  ф у н к ц и й  П ( x , y ,  z ) и  U  ( x , y ,  z ) н у л ев ы е  зн ач ен и я  

совпадаю т (следует из определений), то  из (16.3) при  U  0 = 0  получаем:
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A (MO) =  U 0 - U  =  - U  ,

где U  — значение силовой функции в точке M  .

Таким образом, получаем:

П (x, y,  z) = - U (x, y,  z).

Работу потенциальной силы можно вычислять не по выражению 
(16.3), а по формуле:

A .M  М  2) =  П 1 -  П 2 ,

то есть она равна разности значений потенциальной энергии в на­
чальном и конечном положениях точки.

Работа и энергия, разумеется, измеряются в одних и тех же единицах. 
Напомним, в системе СИ основными единицами являются: метр (м) -  
единица длины, килограмм (кг) -  единица массы, секунда (с) -  единица 
времени. Единицей работы и энергии является джоуль (Дж). 1 Дж равен 
работе, которая совершается силой в 1Н на пути в 1 м.

В технике часто используется система МКГСС. Единицей рабо­
ты является 1 килограмм-сила-метр (1 кГс-м) -  работа, которая со­
вершается силой в 1 кГс на пути в 1 м.

Соотношения между единицами: 1 кГс • м = 9,81 Дж; 1 Дж = 
= 0,102 кГс-м.

16.2. Потенциальная энергия деформации упругой системы

Частным случаем общего определения потенциальной энергии, 
данного в разделе 16.1, является определение потенциальной энер­
гии упругого деформированного тела, то есть поля сил упругости.

Потенциальная энергия U  деформации упругой системы -  это ве­
личина той работы, которую совершили бы внутренние силы при пе­
реводе ее из деформированного состояния в недеформированное; это 
энергия сил упругости. Она равна по абсолютной величине, но проти­
воположна по знаку действительной работе внутренних сил, то есть:

U  =  - A enymp .
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В ч а стн о сти , д л я  л и н ей н о -у п р у го го  стер ж н я  при  растяж ен и и - 
сж атии :

U  (N) = 1  j N  2 dx
2 0  E A

а при  ч и с то м  изгибе:

U  (M ) =  1  j M  2 d x  
2 0  E J  '

В  о б щ ем  случ ае  д л я  п л о ск о й  стер ж н ев о й  си стем ы :

1 *M 2dx 1 ^  f N 2d x  1 ^  f u Q 2dx
u = - E j ----------- + - E j ---------- + - E j — — .

2  J E J  2  J E A  2  J G A

В эт и х  в ы р аж ен и ях  U  за п и сан а  ч е р ез  усилия.
М ож н о  п ред стави ть  U  ч е р е з  ф у н кц и и , вы р аж аю щ и е п ер е м е щ е­

н и я  то ч е к  (сечен и й ) стерж н ей . Н ап р и м ер , и сп о л ьзу я  д и ф ф ер е н ц и ­
альн ы е зави си м ости :

N  =  E A  и ' и  M  =  E J  y " ,

п олучим :

1 l
U (N ) = -  j  E A  и ' 2d x , 

2 0

1 l
U (M ) = -  j  E J  y "2 d x  .

2 0

В  н ек о то р ы х  сл у ч аях  эн ер ги ю  д еф о р м ац и и  стер ж н я  у д о б н о  в ы ­

р ази ть  не ч ер ез  ф у н к ц и и  u ( x ) и л и  y ( x ) ,  а ч ер ез  п ер ем ещ ен и я  о т ­

д е л ь н ы х  сечений .
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Д л я  р астян у то го  стер ж н я  (рис. 16.2) го р и зо н тальн о е  п ер е м е щ е­
ние к о н ц а  стер ж н я  о п р ед ел яется  п ар ам етр о м  A . Т огда , в ы ч и сл яя  
п о тен ц и ал ьн у ю  эн ер ги ю  ч е р ез  р аб о ту  вн е ш н и х  сил , п олучим :

и  (N) =  1  f  A l = 1  f  E A  A , I a ; = - ^ A l>-  ы .
2 2 1 l ) 2 l

EA = const 
,0

31
F

A /

Рис. 16.2

Д л я  и зо гн у то го  стер ж н я  (рис. 16.3) си л а  F , в ы зы ваю щ ая  пере-

A 3 E J  A
м ещ ен и е A , р ав н а  — —  A .

l 3
С ледовательн о ,

U (M) = -  F  A  =
1 1 3 E J Л

A
A 3 A2
A = ------— E J .

2  l 3

Рис. 16.3

И так , эн ер ги я  у п р у го й  д еф о р м ац и и  м о ж ет  бы ть  вы р аж ен а  ч е р ез  
уси л и я , ч е р ез  ф ун кц и и  п ер ем ещ ен и й  и ли  ч е р ез  д и ск р етн ы е  п ар а ­
м етр ы  перем ещ ен и й .

32 2 l
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Замечание  -  В  н ек о то р ы х  в о п р о сах  м ех ан и к и  и сп о л ь зу ется  п о ­

н яти е об  у д е л ь н о й  п о тен ц и ал ьн о й  эн ер ги и  U 0 (и н ач е, о п л о тн о сти  

эн ерги и ). О н а р ав н а  п л о щ ад и , о гр ан и ч ен н о й  к р и во й  а  — s  , о сью  s  
и  со о тв етств у ю щ ей  к о н еч н о м у  зн ач ен и ю  о тн о си тел ь н о й  д е ф о р м а­
ц и и  вер ти к ал ью  (рис. 16.11). П о тен ц и ал ьн ая  эн ер ги я  д еф о р м ац и и  
тел а  вы ч и сл яется  ч е р е з  у д е л ь н у ю  эн ер ги ю  по вы р аж ен и ю

U  =  JJ JU 0 d x  d y  d z . Ч ер ез  U 0доп на этом  рисунке обозначена допол-
V

нительная потенциальная энергия (дополнительная работа). Д ля линей-
т т т тdonно-упругого стерж ня U  =  U  .

16.3. Выражение потенциальной энергии деформации 
через квадратичные формы 

обобщенных перемещений и обобщенных сил. 
Производные от выражений потенциальной энергии

Э н ер ги я  д е ф о р м ац и и  U , р ав н ая  р аб о те  вн е ш н и х  сил , о п р ед ел я ­
ется  равен ством :

U  =  2  (F 1 A 1 +  F 2 A  2 +  — +  F n A  n ) =

A1

A2

An

= 1 F T A. 
2

(16.4)

Т ак  к ак  A  =  A  • F  , то:

1 ^ T
U  =  - F T A F .

2
(16.5)

П о л у ч ен а  м атр и ч н ая  зап и сь  к в ад р ати ч н о й  ф о р м ы  n  п ер ем ен н ы х  

F 1, F 2 , — , F n , где  A  -  м атр и ц а  к в ад р ати ч н о й  ф орм ы :
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A  =

11 12 

8 21 8 22

8 n1 8 n2

— 811n
82n

8n

Если в формуле (16.5) результат операции умножения предста­
вить в скалярной форме записи, то получим:

и = 2  (811F +  8 12 F 1 F 2 +  8 13 F 1 F 3 +  — +  8 1n F 1 F n +

8 21 F 2 F 1 +  8 22 F 2 +  — +  8 2n F 2 F n +  —

1 n n
+  8 n 1 F n F 1 +  —  +  8 nn F n2 ) = - Z Z  8 j F iF j .

2 i= 1 j=1

(16.6)

Потенциальная энергия системы всегда положительна. Следова­
тельно, записанная квадратичная форма ни при каких значениях 
F1 , F2 , — , Fn не может стать отрицательной. Такие квадратичные
формы называются положительно определенными.

Выражение (16.4) представим в виде:

(16.7)

Вектор F  можно выразить через матрицу внешней жесткости
F  = R  A , R = A-1 .

С учетом этого энергия деформации запишется так:

1 -»t ^ U = - AT R A .
2

(16.8)

Получена матричная запись квадратичной формы через обоб­
щенные перемещения.
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В формуле (16.8) матрица внешней жесткости системы

R =

r11 r12 — r1n

r21 r22 — r2n

rn1 rn2 — rnn

явл яется  м атр и ц е й  к в ад р ати ч н о й  ф орм ы . 
В  ск ал я р н о й  ф орм е зап и си  получим :

U  =  2  (r11 A"1 +  r12 A 1 A  2 +  — +  r1n A 1 A  n +

1 n n
+  r21 A 2 A 1 +  r22 A 2 +  — +  rnn A n =  ~  Ё  E rj ‘ A iA j .

2  i=1 j =1

(16 .9)

П родиф ф еренцируем  вы раж ение (16.6) по перем енной  F  . У чи ты ­

вая сво й ств о  в заи м н о сти  п ер ем ещ ен и й  8  = 8  k i (си м м етр и я

м атр и ц ы  A  ), получим :

d U

dF1
= 8ц  F  +812 F2 +813 F 3 + — + 81 „ F„ = A1.J1 n r n ~  ^1 •

В  о б щ ем  случае:

d U

~d F
= A (16 .10)

Э то  вы р аж ен и е п р ед став л яе т  зап и сь  тео р ем ы  К асти ли ан о  (1875): 
производная от потенциальной энергии деформации по силе 
равна перемещению точки приложения этой силы по ее на­
правлению.
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Продифференцировав выражение (16.9) по переменной A1 и учи­
тывая равенство rik = rki (симметрия матрицы R ), получим:

dU  _  Л л л _ 17— — =  гп  A 1 +  r12 A  2 +  — +  r1n A  n =  F 1 .
0A 1

В общем случае:

dU
dA “

= F i . (16.11)

Полученное выражение представляет запись теоремы Лагранжа: 
в положении равновесия производная от потенциальной энер­
гии деформации по перемещению равна соответствующей силе.

16.4. Полная энергия деформируемой системы

С энергетической точки зрения явление деформирования тела -  
это процесс обмена энергиями двух систем сил (полей сил): внут­
ренних и внешних.

Поэтому для полной энергетической характеристики тела в де­
формированном состоянии недостаточно рассматривать только 
энергию деформации U , т. к. она представляет часть энергии взаи­
модействующих полей сил.

Будем рассматривать только консервативные внешние силы. Работа 
их зависит только от начального и конечного состояния и не зави­
сит от пути перехода из одного положения в другое. К ним относят­
ся силы тяжести.

Если принять энергию системы в начальном (недеформирован- 
ном) состоянии равной нулю, то потенциал сил Э в деформирован­
ном состоянии будет измеряться величиной работы, которую могут 
совершить эти силы при переводе системы из данного состояния в 
начальное.

Полная энергия нагруженного тела принимается равной:
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Э  = U  + П , (16.12)

где U  -  потенциальная энергия деформации (упругий потенци­
ал или, иначе, энергия сил упругости, потенциал внут­
ренних сил);

П  — энергия внешних сил (потенциал внешних сил).

Внешние силы -  это силы тяжести. При относительно малом из­
менении расстояния между телами в околоземном пространстве 
гравитационные силы практически не изменяются. Поэтому силы 
тяжести образуют однородное силовое поле, то есть поле, в кото­
ром значение каждой силы постоянно, не зависит от перемещений 
точек их приложения. Их работа вычисляется как работа неизмен­
ных сил при переводе системы из данного положения в начальное.

Для центрально растянутого стержня (рис. 16.4)

П  = - F  А l ,

а для изогнутого стержня, нагруженного распределенной нагрузкой 
(рис. 16.5):

l
П  = - J q ( х) y (х) d x .

0

а) б)

Рис. 16.4 Рис. 16.5
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Таким образом, полная энергия системы может быть выражена 
или через функции перемещений или через дискретные параметры. 

Для последнего примера:

1 l l
Э  = U  + П  = — J E J y "2 d x  -  J q( x) y  d x .

2 0 0

Как видно, величина Э  зависит от функции y (x ) , то есть явля­
ется функционалом (функция от функции) Э  = Э( y ) .

Для дискретной линейно-упругой системы потенциал внутрен­
них сил равен (см. формулу (16.9)):

1 n П
U = 2  x x ^  j  •

2 i=1 j =1

Заменяя обозначение обобщенного перемещения А на Z  , получим:

1 n n
U  = 2  X X r Z Z j .

2 i .1 j  =1

Потенциал внешних сил равен:

П  = - Z,F i Z i = Z RiF Zi , так как R iF = - F i ,
i=1 i =1

где R iF -  реакции в дополнительных связях основной системы 
метода перемещений.

Тогда выражение для полной энергии системы представляет­
ся в виде:

1 n n n
Э  = -  z z  t j Z i Z j  + x  R i F Z i . (16.13)

2 i=1 j =1 i=1
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16.5. Принцип вариации перемещений

Этот принцип выражает условие равновесия деформируемой 
системы, записанное через ее перемещения, с помощью введенного 
понятия полной энергии Э  .

Для растянутого стержня (рис. 16.4) u (x) является функцией, 
определяющей продольные перемещения сечений; u(x) -  это ис­
тинные перемещения, при которых устанавливается равновесие 
между внешними и внутренними силами.

В деформированном состоянии полная энергия стержня равна 
работе внутренних и внешних сил на перемещениях (— u ):

Э (и) = U  + П  = —(А внутр + Wвнешн )-

Сообщим точкам системы дополнительные бесконечно малые 
перемещения Su = Su  (x ) ; Su  -  это произвольная функция с беско­
нечно малыми ординатами. Ее называют вариацией функции u( x ) .

В состоянии u + Su  энергия будет равна:

Э (  + Su) = ~(Авнутр + 8Авнутр + Wвнешн + внешн ) -

Вычитая из последнего равенства выражение Э (ы), получим 
бесконечно малое изменение энергии S 3  (первая вариация энер­
гии), вызванное вариацией функции S u :

S 3  = ^  + S u ) — ̂ u ) = ~{ЗАвнутр + SW внешн ) .

Для системы, находящейся в равновесии при перемещениях 
u (x) , правая часть в последнем равенстве равна нулю, так как 
в соответствии с принципом возможных перемещений (см. 
раздел 7.4) работа всех сил системы на возможных перемеще­
ниях S u должна быть равна нулю:
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зн ач и т ,
S A  — 8 А в н у т р  +  S W  в н е ш — 0 ,

(16.14)

Э то  есть  ф о р м ал ьн ая  зап и сь  принципа вариации перемещений 
(п р и н ц и п а Л агран ж а): из всех перемещений, допускаемых связя­
ми системы, истинные перемещения u ( x )  обладают тем свойст­
вом, что полная энергия системы при этих перемещениях имеет 
стационарное значение. Т акое сво й ств о  эн ер ги и  б у д ет  н аб л ю д а ть ­
ся  тогд а , к о гд а  о н а  и м еет  эк стр ем ал ьн о е  зн ач ен и е  д л я  и сти н н ы х  
п ер ем ещ ен и й  по  ср авн ен и ю  со  в с ем и  ближ айш им и .

Р ассм о тр и м  схем у , и зо б р аж ен н у ю  н а  рис. 16.6.

П у сть  н ам  и зв е стн а  то ч н ая  ф ун к ц и я  п р о ги б о в  y  — y  ( x )  о си  б ал ­

к и  и  со о тветству ю щ ая  ей  эп ю р а  и зги б а ю щ и х  м ом ен тов . Т о гд а  п о л ­
н ая  п о тен ц и ал ьн ая  эн ер ги я  и зги б а  б ал ки  за п и ш е тс я  в виде:

y ( x ) Ук — k y

Рис. 16.6

F  А  —1  F A  — F A
2

и ли

Э  — U (y )+ П  — 2 X I E J  y"2dx — F  А — 2 FA — FA .
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П ервы е сл агаем ы е в э т и х  в ы р а ж е н и ях  п р ео б р азо в ы в а ю тся  н а  о с ­
н о ван и и  ч и сл ен н о го  р ав ен с тв а  п о тен ц и ал ьн о й  эн ер ги и  у п р у го й  д е ­
ф о р м ац и и  и  д ей ств и тел ь н о й  р аб о ты  вн е ш н и х  сил.

И ссл ед у ем  и зм ен ен и е п о л н о й  эн ер ги и  си стем ы  в за в и си м о сти  о т  
и зм ен ен и я  (вари ац и и ) и зо гн у то й  о си  балки. У в ел и ч и м , н ап ри м ер , 
ор д и н аты  п р о ги б о в  о си  б ал ки  в к  раз. П олучим :

к  2 к  2
Э  =  —  E j  E J  у "2 d x  -  k F  А  =  —  F A  -  k F A  =  F A

Э н ер ги я  п р ед став л е н а  ф у н к ц и ей  вто р о й  степ е н и  о т  к . Г раф и че-
Э

ск ая  и л л ю стр ац и я  з а в и с и м о с т и -( к ) п о к азан а  н а  рис. 16.7.

Рис. 16.7

П р и  к  =  1 , то  есть  в д е й стви тель н о м  со сто ян и и  р ав н о веси я , и м е ­

е т  м есто  m in  Э ( у ).

В  это м  п ри м ере  м о ж н о  бы ло бы  в ар ьи р о вать  не у р ав н ен и е  и зо ­
гн у то й  о си  балки , а со о тветству ю щ у ю  ем у  ф у н кц и ю  и зги б аю щ и х  
м о м ен то в , то  есть  н ап р яж ен н о е состояние.

Р езу л ь тат  вы ч и сл ен и й , естеств ен н о , п о л у ч и л ся  бы  тем  же.
П риведем  второй  прим ер. В  дискретной  линейно деф орм ируем ой  

си стем е п р и  о д н о п ар ам етр и ч еск о м  н агр у ж ен и и  все об об щ ен н ы е
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перемещения взаимосвязаны линейно. Поэтому, используя пара­
метр обобщенного перемещения Z  , полную энергию запишем в виде:

1 n n _ _ n _
Э  = - Z 2 E E  ri j z i z j  + z  E  R i F Z i ,

2 i=1j =1 i=1

где Z i , Z j  -  компоненты базисного вектора перемещений сис­
темы, соответствующие единичному параметру 
обобщенной нагрузки F  .

Так как для системы имеет место равенство

n n     n  
E E r j Z i Z j  = -  E R i f Z , , 
i=1 j  =1 i=1

то выражение для энергии можно представить в такой форме записи:

Э Z 2
-  = Z--- Z ,
Л 2

где л = E  E  rij Z i Z j  .
i=1 j=1

Функция л  (Z ) имеет минимум в точке (1,0; -0,5).

Увеличим перемещения Z  в к  раз. Тогда, учитывая, что для ко­
нечного значения нагрузки параметры F  и Z  фиксированы, и вы­
ражая U  через действительную работу внешних сил, получим:

к 2 n n _____  n _
Э  = — Z 2 E E r j Z i Z j  + k z  E RiF Zi =

2 i=1 j =1 i=1

2 1 Г к  2 >= k -  F Z  -  k F  Z = F Z ------ к
2 2V J
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Э
З ави си м о сть  ------( к ) и м еет  т о т  ж е  вид , ч т о  и  д л я  балки. О тсю да

F Z y '
сл ед у ет  вы в о д  о то м , что  из в с ех  в о зм о ж н ы х  д е ф о р м и р о в ан н ы х  с о ­
сто ян и й  си стем ы  и сти н н ое и м еет  м есто  п р и  к  =  1 . П о л н ая  эн ер ги я  
си стем ы  в это м  со сто ян и и  м и н и м альн а.

И ссл ед о в ан и е п о вед ен и я  ф ун к ц и о н ал о в  Э  в  стац и о н ар н ы х  т о ч ­

к ах  с п о м о щ ью  в т о р о й  вар и ац и и  З 2Э  д а е т  о сн о в ан и я  к  суж ден и ю
о к ач естве  р ав н о веси я  си стем ы . П .Г .Л . Д и р и х л е  (н ем ец к и й  м а те ­
м ати к , 1 8 0 5 -1 8 5 9 ) д о казал , что:

-  ес л и  ЗЭ  =  0 и  8 2Э  >  0 , то  Э  =  Э т ^  (у сто й ч и во е  р ав н о веси е);

-  если  ЗЭ  =  0  и  S 2Э  <  0 , то  Э  =  Э та х  (неустойчивое равновесие);

-  если  ЗЭ  =  0  и  З 2Э  =  0 , то  Э  =  c o n s t  (безразличное равновесие).
О б сто ятел ьн о е  и зу ч ен и е со с то ян и й  р ав н о в еси я  м ех ан и ч ески х

си стем  б у д ет  п ро вед ен о  в р азд еле  “У сто й ч и во сть  со о р у ж ен и й ” .
В  за д а ч а х  стати к и  со о р у ж ен и й  и зу ч аю тся  м ето д ы  р ас ч е та  у с т о й ­

ч и в ы х  систем . П о это м у  у сл о в и е  стац и о н а р н о сти  ЗЭ  =  0  д л я  н и х  
о то ж д еств л яется  с у сл о в и ем  м и н и м у м а п о л н о й  энергии .

16.6. Способы решения вариационных задач

Ф у н к ц и и  y ( x ) ,  р еал и зу ю щ и е эк стр ем у м  ф у н к ц и о н ал а  Э ( у ) ,  м о ­

гу т  бы ть  н ай д ен ы  д в у м я  способам и :
1. П о ср ед ство м  р еш ен и я  д и ф ф ер е н ц и ал ьн ы х  у р ав н ен и й , п о л у ­

ч а ем ы х  из у сл о в и я  З Э  =  0  (16.14).

2. С п о м о щ ью  та к  н азы ваем ы х  п р я м ы х  м ето д о в  в ар и ац и о н н о го  
и сч и слен и я.

К  зад ач е  о п ои ск е  y ( x )  п о ср ед ство м  р еш е н и я  д и ф ф ер е н ц и ал ь ­

н ого  у р ав н ен и я  о б р ащ аю тся  в те х  сл у ч аях , к о гд а  д л я  и ссл ед у ем о го  
стер ж н я  (объ ек та) эн ер ги ю  м о ж н о  зап и сать  в ви д е ф у н кц и и , за в и ­
ся щ ей  о т  п ер ем ещ ен и й , и х  п ер в ы х , в то р ы х  и  более в ы со к о го  п о р я д ­
ка  п рои звод н ы х . Н ео б х о д и м о е  у сл о в и е  м и н и м у м а  о п р ед ел ен н о го  
ин теграла:
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Э  =  I Фj  ф ( у ,  у ' ,  у - , . . . ,  у (к ) )d x ,

то  есть  у сл о в и е  стац и о н а р н о сти  З Э  =  | З Ф d x  =  0  св о д и тс я  п р и
a

п р о и зво л ьн о м  вы б оре  ф у н к ц и и  Зу  к д и ф ф ер ен ц и ал ьн о м у  у р а в н е ­

н и ю  Э й л ер а -Л агр ан ж а :

дФ  d

д у  d x  ^ д у ' у
+  -

d 2 ( д Ф  

v W  У
+ ■■■+(- 1)к

d к Г дФ

d x к

Л

д у (к)
=  0 .

В  к ач естве  п р и м ер а  п о к аж ем  р еш ен и е за д а ч и  об  и зги б е  к о н со л ь ­
н о й  б ал ки  н а у п р у го м  в и н к л ер о вск о м  о сн о в ан и и  (рис. 16.8).

q (x)

///т ш //////ш т
E J  (x)

x

У
p(x) = к  (x) у  (x)

Рис. 16.8

О п ред ели м  п олн ую  эн ер ги ю  вза и м о д ей с тв у ю щ и х  сил:

Э f / 2
к  у  -

Л l
d x  =  j  Ф (у , у " )  d x .

В  это м  случае:

дФ  

д  у

д Ф
=  к у - q , ^ т  =  0 

д  у

д Ф

д у
-  =  E J  у " .ГГ
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Д иф ф еренциальное уравнение, соответствую щ ее условию  З Э  =  0 ,  

будет и м еть  вид:

( E J  у " )  +  к  у  =  q .

П р и  к  =  0  п о л у ч и м  { E J  у " )  =  q  -  об ы чн ое д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  

у р ав н ен и е  п о п ер еч н о го  изгиба.
О бщ ее р еш ен и е у р ав н ен и я  б у д ет  со д ер ж ать  ч еты р е  п р о и зв о л ь ­

ны е п остоян н ы е. Д л я  п о л у ч ен и я  ч астн о го  р еш е н и я  н ео б х о д и м о  з а ­
д ать  ч еты р е  д о п о л н и тел ьн ы е  услови я .

П рям ы е м ето д ы  вар и ац и о н н о го  и сч и сл ен и я  п о зв о л яю т свести  
зад ач у  н ах о ж д ен и я  м и н и м у м а  ф у н к ц и о н ал а  к  зад ач е  п о и ск а  м и н и ­
м у м а  ф у н к ц и и  м н о ги х  п ер е м е н н ы х  п о ср ед ство м  р еш е н и я  си стем ы  
ли н ей н ы х  ал геб р аи ч еск и х  ур ав н ен и й . К  и х  ч и слу  о тн о сятся  м етод ы  
Р эл е я -Р и т ц а , Б у б н о в а -Г ал ер к и н а , м ето д  к ал л о к ац и и  и  др. П окаж ем  
суть  п р ям ы х  м ето д о в  н а  п ри м ере  м ето д а  Р эл е я -Р и тц а .

И з б еск о н еч н о й  си стем ы  ф у н к ц и й  q \ ( x ) , ^ ( x ) , . . . ,  (pr ( x ) , ..., 

у д о в л етв о р яю щ и х  гр ан и ч н ы м  у сл о в и ям  зад ач и , вы б ер ем  п ервы е r  
ф у н к ц и й  (pt ( x )  и  об р азу ем  из н и х  п о ср ед ство м  л и н ей н о й  к о м б и н а­

ц и и  н овую  ф ун к ц и ю  f r сл ед у ю щ его  вида:

r
f r (x) = a1 ^ (x )+a2 q>2(x) +...+ar  <Pr (x) = E at (pt(x),

i =1

где a t -  п р о и зво л ьн ы е  коэф ф и ц и ен ты . Ф у н к ц и и  (pi ( x )  н азы в а­

ю т  к о о р д и н атн ы м и  и л и  базисны м и .

Ф ун к ц и о н ал  Э ( Ф ( х ) )  п осле зам ен ы  Ф (х )  н а  f r ( x )  п р ев р ащ а­

ется  в ф у н кц и ю  Э ^  , a 2 ,..., a r ) о т  r  н езав и с и м ы х  п ерем ен н ы х . 

Н ео б х о д и м ы м  у сл о в и ем  эк стр е м у м а  ф у н кц и и  н еск о л ь к и х  п ер е м е н ­
н ы х  явл яется  об р ащ ен и е  в н уль  ч а ст н ы х  п р о и зво д н ы х  п ер в о го  п о ­
р яд ка , то  есть:

дЭ
—  =  0  (i =  1 ,2 , . . . ,  r ) .  (16 .15)
^ i
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Реш ив систем у уравн ен и й  (16.15), найдем  значения п арам етров a i , 

и , сл ед о в ател ьн о , п о л у ч и м  п р и б л и ж ен н о е реш ен и е  у сл о в и я  стац и о ­
н ар н о с ти  З Э  =  0 .

16.7. Расчет упругих систем 
на основе принципа вариации перемещений

П ерем ещ ен и е лю бой  то ч к и  (сечения) стерж н я (рис. 16.9) с учетом  
о бщ еп ри н яты х  д о п у щ ен и й  одн озн ач н о  вы раж ается  через узловы е 
(обобщ енны е) перем ещ ения. Так, гори зон тальн ое перем ещ ен и е и 
сеч ен и я  C, к ак  сл е д у е т  из рис. 16.10, о п р ед ел яется  по  ф орм уле:

и  =  Z 1 f  1 -  x l  +  Z 4 x  = Z 1 f 1( x )  +  Z 4 f 4  (x ) , (16 .16)

где f  ( x ) , f 4 ( x )  -  бази сн ы е (ко о р д и н атн ы е) ф ункции .

zZ ' A ?  C
Z 6* Z  

Z 4
m v/л

Ш

x Zi / U Z  4
> Vя 'A

Рис. 16.9 Рис. 16.10

Д л я  о п р ед ел ен и я  п ер ем ещ ен и й , вы зы ваем ы х  то л ько  у зл о в ы м и  

см ещ ен и ям и  Z 2 , Z 3 , Z 5 и  Z 6 , и сп о л ьзу ем  д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  

уравн ен и е :

d  4v 

d x  4

О бщ ее реш ен и е  его  и м еет  вид:

= 0.

3 2  v  =  C 1x  +  C 2 x  +  C 3 x  +  C 4 .

У

x

1 1
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Н ай д ем , н ап р и м ер , у р ав н ен и е  и зо гн у то й  о си  д л я  загр у ж ен и я  

стер ж н я  в ви д е Z  2 =  1. Г р ан и ч н ы е у сл о в и я  д л я  это го  случая:

x  =  0 v  =  1; x  =  0 v ' =  0 ;

x  =  l  v  =  0 ; x  =  l  V  = 0 .

Р еш и в  си стем у  у р ав н ен и й  ч етв ер то го  п оряд ка , п о л у ч и м  зн а ч е ­

н и я  п р о и зв о л ь н ы х  п о сто ян н ы х  C 1, C 2 , C 3 , C 4 . У р авн ен и е и зо ­

гн у то й  о си  зап и ш е тс я  так:

3 x 2 2x 3
v  =  1------- ^  +

l 2 l 3 '

Д л я  д р у ги х  ед и н и ч н ы х  у зл о в ы х  см ещ ен и й  защ ем лен н о го  по 
к о н ц ам  стер ж н я  к р и вы е п р о ги б о в  за п и сан ы  в табл . 16.1.

Таблица 16.1

№
п/п

Схема стержня. 
Вид смещения

Уравнение 
изогнутой оси

1 2 3

1
1

f  f i (x )
3x 2 2 x 3 

f 2 ( x) = 1 -  ^

2

/ \ f 3 ( x )

. X

т 2 3. . . .  2 x  x
f 3 (x ) =  x  , +  j2 

l  l

3
|  f 5 ( x ) ^ ^ ------- ( К 3 x 2 2 x 3 

f 5 ( x ) = ~  ~
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Окончание табл. 16.1

1 2 3

4

f  x )
2 3

x x 
f 6 (  x)  =  - T  + 7

5

|  f7(x )

3x2 x 3 
f 7 (  x) = 1 -  ̂  ^  

2 l2 2l

6

Л f s(x)

X
-

3x 2 x 3
/o( x) — x ----------1------
J8 ; 2l  2l 2

7 I  f 9( x )  ^ ^ 2 Л 1

Х ^ Х

3 x  2 x  3
f 9(x) — ^ ----- 3

2 l2 2l

Пользуясь принципом независимости действия сил, перемеще­
ние сечения C (рис. 16.9) по вертикали представим в виде:

+  Z  5

1 - + + Z 3
о 2 3 ^2x x

x - +

l 2
+  Z  6

V l V
(  2 3 ^x x 

+

+

(16.17)

=  Z 2 f  2 (x )  +  Z 3 f  3 (x )  +  Z 5 f  5 (x )  +  Z 6 f  6 ( x ) .

2 3l l
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В ы р аж ен и е д л я  о п р ед ел ен и я  у г л а  п о во р о та  сеч ен и я  п олучи м  
д и ф ф ер ен ц и р о ван и ем  v  — v ( x )  по  x .

Д ля стерж ня, защ ем ленного  н а  одном  конце и  ш арнирно опертого 
н а  другом , кривы е прогибов п ри  единичны х у зл о вы х  см ещ ениях  и  со ­
ответствую щ ие им  ф ункции  п ерем ещ ений  показаны  в табл. 16.1.

В  о б щ ем  случ ае , д л я  д и с к р етн о й  си стем ы  вы р аж ен и е д л я  о п р е­
д е л ен и я  п ер ем ещ ен и я  н ек о то р о й  т о ч к и  м о ж н о  п ред стави ть  в виде:

Z  — Z1 f  1( j ) +  Z 2 f 2 ( s ) + . . .  +  Z „ f n (s ) ,  (16 .18)

зд есь  f t ( s ) -  бази сн ы е ф ун кц и и , со о тветству ю щ и е о б о б щ ен ­

н ы м  п ер ем ещ ен и ям  Z i .

Ч исло  таки х  уравн ен и й  соответствует числу  деф орм ируем ы х эл е­
м ентов систем ы  и  числу  видов (линейны х, угловы х) перем ещ ений.

Д л я  стер ж н ев ы х  си стем  э ти  у р ав н ен и я  б у д у т  то ч н ы м и , д л я  к о н ­
ти н у а л ьн ы х  -  п ри бли ж ен н ы м и .

В св язи  с и зл о ж ен н ы м , п о л н у ю  эн ер ги ю  си стем ы  м о ж н о  п р ед ­
стави ть  в ви д е ф у н к ц и и  n  о б о б щ ен н ы х  п ер е м е щ ен и й  (коорд и н ат) 
и  нагрузки :

Э  — 3 ( Z 1, Z 2 ,..., Z n, F ) .

Т о гд а  у сл о в и е  стац и он арн ости :

6 Э  — —  S Z 1 +  —  £ Z 2 + . . .  +  —  5 Z n — 0 
5 Z 1 1 d Z  2 2 d Z n

п р и  н езав и с и м ы х  ва р и ац и я х  8 Z i и  н еи зм е н н о й  н агр у зк е  F  п о зв о ­

л и т  п о л у ч и ть  n  у р ав н ен и й  д л я  о п р ед ел ен и я  Z i :
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дЭ dU дП п
----- —------+ ------— 0,
dZ1 dZ1 dZ 1

...................................  (16.19)

дЭ dU дП л
------- —--------+ -------- — 0.
d Z n d Z n d Z n

Для линейно-упругой системы полная энергия вычисляется по 
формуле (16.13), поэтому уравнения (16.19) в развернутой форме за­
писи принимают вид канонических уравнений метода перемещений:

r 11Z  1+r 12 Z 2+ ... + r 1nZ n+R 1F — 0 ,

rn1Z  1+ r n2Z  2+... +r nnZ n+RnF — 0.

Для нелинейно деформируемых систем уравнения (16.19) будут 
нелинейными относительно Z i .

Вследствие особенностей уравнений (16.18) для континуальных 
систем, из (16.19) можно найти только приближенные значения Z i .
В этом случае уравнения (16.19) называют уравнениями метода 
Ритца, который, как отмечалось ранее, относится к прямым методам 
вариационного исчисления.

16.8. Принцип вариации напряжений или внутренних сил

Для любой статически неопределимой системы существует множе­
ство функций распределения усилий в ее элементах, удовлетворяю­
щих условиям равновесия, то есть каждая из них является статически 
допустимой. Среди этого множества находятся и истинные функции.

Пусть в стержне, элементы которого испытывают только растяже­
ние-сжатие, истинные функции нормальных усилий N  (x) и соответ­
ствующих им нормальных напряжений <г(x) получили прираще­
ние 5 N (x) и 5<г(x) , а вариация нагрузки 5F(x) — 0 . Считаем, что на 
вариациях 5 о  перемещения непрерывны и выполняются условия со­
вместности деформаций, то есть деформация системы согласована с
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налож енны м и н а нее связями. П редполож им , что полученны е новые 
функции N  +  5 N  и  а  + 5 а  являю тся статически допустимыми.

В  со о тветстви и  с п ри н ц и п о м  во зм о ж н ы х  п ер ем ещ ен и й  д л я  си с ­
тем ы , н ах о д ящ ей ся  в рав н о веси и , р аб о та  в с ех  си л  на во зм о ж н ы х  
п ер е м е щ ен и ях  р ав н а  нулю . В о зм о ж н ая  р аб о та  са м о у р авн о веш ен н о й  
си стем ы  в н у тр ен н и х  си л  5N м о ж ет  бы ть  за п и сан а  в виде:

5A  — —JJJ s  5 а  d V  —0 ,
V

где s  5 а  — 5 U 0доп -  п ри р ащ ен и е  у д е л ь н о й  (н а ед и н и ц у  о б ъ ем а

м атер и ал а) д о п о л н и т ел ьн о й  р аб о ты  в н у тр ен н и х  си л  
(рис. 16.11).

Рис. 16.11

Н есл о ж н о  п ок азать , ч т о  п р и в ед ен н ы й  х о д  р ас су ж д е н и й  не и зм е ­
н и тся  и  д л я  и н ого  ви д а  д е ф о р м ац и и  элем ен та.

П р и  н ал и ч и и  п р и н у д и тел ь н ы х  см ещ ен и й  v i се ч е н и й  (не н ар у ­

ш аю щ и х  у слови й  непреры вности  п ерем ещ ений  и  совм естности  д е ­
ф орм аций), в которы х действую т по и х  направлениям  силовы е ф акто­

ры  S j , дополнительная возм ож ная раб ота  определится по вы раж ению :

П  — t S i  5 v j .

У ч и ты в ая  п о тен ц и ал  и  эти х  сил , о ко н ч ател ьн о  у сл о в и е  р ав ен с тв а  
н улю  р аб о ты  са м о у р а в н о в е ш ен н ы х  си л  (оно  ж е у сл о в и е  со в м е ст н о ­
ст и  деф о р м ац и й ) п о л у ч и м  в сл ед у ю щ ей  ф орм е:

497



5 (u  доп + П ) — 0 , (16.20)

где

U доп — Ц |и 0доп dV  .
V

Э то  р ав ен ство  п р ед став л яе т  со б о й  ф о р м ал ьн у ю  зап и сь  принци­
па вариации напряженного состояния. Ф о р м у л и р о вк а  прин ц и п а: 
из всех статически возможных напряжений и усилий в системе 
истинными являются те, которые удовлетворяют условию ста­

ционарности функционала U доп + П . В ы р а ж е н и е  д л я  э т о г о  
ф у н к ц и о н а л а  д о л ж н о  б ы т ь  з а п и с а н о  ч е р е з  в н у т р е н н и е  си л ы . 
Э т о т  п р и н ц и п  н а з ы в а ю т  в а р и а ц и о н н ы м  п р и н ц и п о м  К а с т и л и а -  
н о  ( 1 8 4 7 -1 8 8 4 ) .

Д л я  л и н ей н о  д е ф о р м и р у е м о й  си с те м ы  U  — U , п о это м у  

п р и  П  — 0  получим :

5 U  — 0 .  (16 .21)

Э то  р ав ен ство  н азы ваю т условием наименьшей работы. О но 
п р ед став л яе т  со б о й  формальную запись принципа минимума 
потенциальной энергии деформации упругой системы.

16.9. Применение принципа вариации внутренних сил 
к расчету упругих систем

З апиш ем  вы раж ен и е п отен ц и альн ой  эн ерги и  д еф орм ац и и  л и н ей ­
н о-уп ругой  стати ч ески  н еоп редели м ой  си стем ы  в виде к вад рати чн ой

ф орм ы  n + 1  о б об щ ен н ы х  си л  X ь  X 2 ,..., X n , F , где X j  -  н еи з­

вестны е у си л и я  в л и ш н и х  связях  осн овн ой  систем ы , а F  -  зад ан н ая  
нагрузка. П олагая  обоб щ ен н ы е силы  независим ы м и, получим :
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U  — U ( X 1, X 2 , ..., X n , F ) —

1 2
— 2 ( 511 X 1 + 512 X 1 X 2 + ... + 51n X 1 X n + 51F X 1 F  +

+ 5n1 X 1 X n + 5n2 X 2 X n + ... + 5 nn X « + 5nF X n F  +

+ 5F1 X 1 F  + 5 F2 X 2 F  + ... + 5 Fn X n F  + 5FF F 2 ) .

В ар ьи р у ем ы м и  п ер е м е н н ы м и  в это м  в ы р аж ен и и  я в л яю тся  н еи з­
вестн ы е си лы  X j , за д а н н ая  н агр у зк а  F  н еи зм е н н а .

У сл о ви е стац и о н а р н о сти  U  п ред стави м  в в и д е :

5 r — d U  5  5 U  5 3 U  5 —
5 U  —------ 5 X 1 +----5 X  2 + . . .  +----------- 5 X n — 0 .

d X  1 1 d X  2 2 5 X n n

Т о гд а  п р и  н езави си м ы х  вар и ац и ях  в ел и ч и н  X  j из п о сл ед н его  

в ы р аж ен и я  следует, что:

d U  — 0 , — 0 , . . . ,  j U  — 0 . (16 .22)
d X 1 d X 2 5 X n

В  р азв ер н у то й  ф орм е за п и с и  эт и  р ав ен ства  п р ед став л яю т  соб ой  
си стем у  n л и н ей н ы х  к ан о н и ч еск и х  у р ав н ен и й  м ето д а  сил:

511 X 1 + 512 X 2 +... + 51nX n + A1F — 0  

521 X 1 + 522 X 2 +... + 52n X n + A2F — 0,

5n1 X 1 + 5n2 X 2 + ... + 5nn X n + A nF — 0.
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Матрица коэффициентов 5 j  при неизвестных X j  -  это матрица

внешней податливости A основной системы. Элементы матрицы мо­
гут вычисляться через вторые производные от потенциальной энергии:

д 2U
5 и —-3 dXj dX j

Следовательно,

A  —
5 11 5 12... 5 1n

5 n1 5 n 2 ... 5 nn

d2U д 2U d2U

(16.23)

Для физически нелинейной системы равенства необходимо 
записывать в виде:

dU доп

dX  1
— 0,

dU 
dX 2

доп
—0

dU
dX n

доп
—0.

Получаемые уравнения будут нелинейными относительно X j .

16.10. Сущность метода конечных элементов

Метод конечных элементов (МКЭ) является эффективным числен­
ным методом решения прикладных задач и широко используется для 
расчета разнообразных сооружений. Этот метод хорошо адаптирован к 
реализации на ЭВМ. По единой методике рассчитываются стержневые, 
пластинчатые и комбинированные системы. Сущность его сводится к 
следующему. Исследуемая система мысленно расчленяется на множе­
ство конечных элементов (непересекающихся областей), то есть произ­
водится переход от заданной расчетной схемы к дискретной.
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Ф орм а конечного элем ента (К Э ) предопределяется особенностям и 
рассчиты ваем ого  объекта (систем ы , конструкции). В  стерж невы х сис­
тем ах  за  К Э  приним аю т стерж ень , как правило , постоянной  ж есткости  
на растяж ен и е- сж атие и  и зги б , и л и  группу  взаи м освязан н ы х  стерж ­
н ей . Д ля п лоск и х  и  то н к о стен н ы х  к о н ти н уальн ы х  систем  наиболее 
часто  исп ользую тся  треугольны е и л и  прям оугольн ы е (в общ ем  сл у ­
ч ае , ч еты рехугольн ы е) К Э , п ри  реш ен и и  трехм ерн ы х  зад ач  -  объ ем ­
ны е К Э  в виде тетраэдра или  п араллелепипеда . В ы бор ф орм ы  и  разм е­
ров К Э  оказы вает сущ ественное влияние на результаты  расчета, кото­
р ы е , естественно , долж ны  позволять правильно оценивать напряж ен­
но- деф орм ированное состояние исходной  си стем ы . П редставление 
исследуем ой  систем ы  как  достаточно больш ого набора К Э  значитель­
но увеличивает разм ерность задачи , ведет к повы ш ению  точности  рас­
чета , но связано со значительны м  объем ом  вы числений . Ч итатели , ин ­
тересую щ иеся вопросам и  оценки  погреш ности  дискретизации , м огут 
найти  соответствую щ ие реком ендации  в научной  литературе .

Точки , в которы х соединяю тся К Э , называю т узлам и . Различаю т узлы  
жесткие и  ш арнирны е. В ж естком узле предполагается наличие связей , 
обеспечиваю щ их неразрывность линейны х и  угловы х перемещ ений К Э , 
прим ы каю щ их к  этом у у зл у . С вязи ш арнирного узла  позволяю т сохра­
нить неразры вность линейны х перем ещ ений . У зловы е перем ещ ения и  
соответствую щ ие им  узловы е силы  приним аю тся за  обобщ енны е.

И дея м етода состоит в то м , чтобы  описать напряж енно-д еф ор­
м ированное состояние К Э  через обобщ енны е перем ещ ения Z  у злов  и  
установить и х  связь с действую щ ей  на систем у нагрузкой . Д ля реали ­
зации  этой  идеи  необходим о получить м атрицу ж есткости  К Э .

Т ак как  ф ун к ц и я  п ер ем ещ ен и й  и сх о д н о й  си стем ы  н еи зв ес тн а , то  
ее н ео б х о д и м о  за д а в а т ь . Е сл и  в м етод е Р и тц а  п р ед п о л агал о сь , что  
б ази сн ы е ф у н кц и и  оп р ед ел яю тся  одн и м  вы р аж ен и ем  на всей  об лас­
ти  с и с те м ы , то  в М К Э  р еа л и зу ет ся  ал ь тер н ати в н ы й  п о д х о д . О н з а ­
к лю ч ается  в т о м , что  на к аж д о м  К Э  н еи звестн ы е ф у н к ц и и  п ер е м е­
щ ен и й  за м е н яю тс я  ап п р о к си м и р у ю щ и м и  и х  так и м  о б р а зо м , ч то б ы  
п ер ем ещ ен и я  в с ех  то ч ек  эл ем ен т а  б ы л и  в ы р аж ен ы  ч ер ез у зл о в ы е . 
Д л я  о д н о м ер н ы х  эл ем ен т о в , с у ч ето м  за м е ч а н и я  о п о сто ян стве  ж е ­
стко с те й , ф ун к ц и я  п ер е м е щ ен и й  явл яется  то ч н о й  (с м . р азд е л  16.7), 
д л я  д в у м е р н ы х  и  тр е х м е р н ы х  К Э  э ти  ф у н к ц и и  за п и сы в аю тс я  п р и ­
б л и ж ен н о , н аи б олее  часто  -  в ви д е  п о л и н о м о в . П о д б о р  и х  п р ед ­
ст ав л яе т  соб ой  д о стато ч н о  сл о ж н у ю  за д а ч у . О т у д ач н о го  р еш ен и я
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ее су щ ествен н о  за в и с и т  то ч н о сть  о к о н ч ател ь н ы х  р езультатов . С 
п о м о щ ью  ап п р о к си м и р у ю щ и х  ф ун кц и й  на осн ове вар и ац и о н н ы х  
п р и н ц и п о в  стр о и тел ь н о й  м ех ан и к и  р еш а ет ся  одн а из о сн о в н ы х  за ­
д ач  М К Э  -  о п ред елен и е м атр и ц  ж естко стей  к о н еч н ы х  элем ен тов .

Так как каж ды й стерж ень в составе исследуем ой системы  им еет 
свою  ориентацию , то  вначале строят м атрицы  ж есткостей  в м естной 
системе координат, а затем , при  переходе от м естной системы  к общ ей, 
преобразую т их. М атрицу ж есткости  всей  системы  получаю т соответст­
вую щ им  объединением  м атриц ж есткостей отдельны х элементов.

Р азр еш аю щ и е у р ав н ен и я  М К Э  за п и сы в аю тс я  в виде:

R Z  +  R f  — 0 ,  (16 .24)

где R f  -  в е к т о р  “ г р у зо в ы х ” р е а к ц и й , р а в н ы й  векто р у  у зл о в ы х  

нагрузок , в зято м у  с о б р атн ы м  зн аком .

П о л н ая  н агр у зк а  на у зе л  о п р ед ел яется  как  су м м а н агрузок  от  
п р и м ы к а ю щ и х  к  у зл у  элем ен тов . Т ак  к а к  в н е у зл о в а я  н а г р у зк а  з а ­

м е н я е т с я  э к в и в а л е н т н о й  у зл о в о й  по  н а п р а в л е н и я м  Z  , т о  в е к т о р

р е к ц и й  R f  — [ , R 2F , . . . ,R n F ]  — - F , г д е  F  — [F b F 2 , . . . ,F n ] -

в е к т о р  у з л о в ы х  н агр у зо к .
П о с л е  р е ш е н и я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  (1 6 .2 4 )  с т а н о в я т с я  и з ­

в е с т н ы м и  п е р е м е щ е н и я  Z  у з л о в  в о б щ е й  с и с т е м е  к о о р д и н а т . 
Д л я  в ы ч и с л е н и я  у с и л и й  в к о н е ч н о м  э л е м е н т е  у д о б н о  в н а ч а л е

н а й т и  в е к т о р  п е р е м е щ е н и й  Z ' в  м е с т н о й  с и с т е м е  к о о р д и н а т , а 
з а т е м  с п о м о щ ь ю  м а т р и ц ы  ж е с т к о с т и  R ' о п р е д е л и т ь  к о н ц е в ы е  
р е а к ц и и . Ф о р м у л ы  д л я  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п р е о б р а з о в а н и й  п р и ­
в е д е н ы  в р а з д е л а х  16.11 и  16 .12 .

Т ак ая  ф орм а р асч ета  со о тв етств у ет  вар и ан ту  М К Э  ”в п ер ем ещ е­
н и ях ” . О н а я в л яе тс я  н аи б олее  расп ростран ен н ой .

В о зм о ж ен  и  д р у го й  п о д х о д  к  р еш ен и ю  за д а ч и  по  М К Э . Н ап р я­
ж е н н о -д еф о р м и р о ван н о е  со сто ян и е К Э  н еоб ход и м о  о п и сать  к о н еч ­
н ы м  н аб ором  о б о б щ ен н ы х  у зл о в ы х  си л , а за тем  у стан о ви ть  и х  связь  
с нагрузкой . Т акая  ф орм а р ас ч е та  со о т в етств у ет  М К Э  “в у си л и я х ” .
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16.11. Матрица жесткости стержня 
в местной системе координат

Существует несколько способов получения матриц жесткостей 
отдельных стержней. Одним из наиболее простых является способ, 
основанный на известных положениях метода перемещений.

Конец стержня, примыкающий к жесткому узлу, имеет три сте­
пени свободы: линейные перемещения по горизонтальному и вер­
тикальному направлениям и угол поворота. Соответствующими 
этим смещениям силовыми факторами будут концевые реактивные 
силы R1, R2 , R4 , R5 и моменты R3, R6 . (Перемещения, реакции,
матрица жесткости и ее элементы в местной системе координат обо­
значаются буквами со штрихами). Матрица жесткости (матрица еди­
ничных реакций) преобразует вектор перемещений

Z ' — [ ,  Z 2, Z 3, Z 4, Z 5, Z 6 ]  в вектор концевых реакций, то есть 
имеет место соотношение:

R1" '1,1 r12 ••• r16 "Z1"

R2 — >21 r22 ••• r26 Z 2 — R' Z '

R6 _ Г61 r62 ••• r66 _ _z  6_

Положительные направления реакций Rj соответствуют поло­

жительным направлениям Z j .
Элементы матрицы R ' суть реакции в связях, вызываемые еди­

ничными смещениями Z  j — 1 (рис. 16.12).

В первом столбце записаны значения реакций от Z1 — 1, во вто­
ром -  от Z 2 — 1 и т. д. Следовательно, для вычисления элементов
матрицы R ' можно использовать данные из таблицы, применяемой 
в методе перемещений для определения реакций в опорных закреп­
лениях стержня постоянного сечения.

503



t  7*21 =  0  ^ 5 1 = 0

Рис. 16.12

Матрица R ' имеет вид:
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R' —

EA
~ T

EA
~ T

12EJ 6EJ 12EJ 6EJ

/ 3
6EJ

/ 2
4E J

/ 3
6EJ

/ 2
2EJ

EA
/ 2 /

EA
/ 2 /

/
12EJ 6EJ

/
12EJ 6EJ

/ 3 
6EJ

/ 2 
2EJ

/ 3
6EJ

/ 2 
4E J

/ 2 / / 2 /

(16.25)

Для стержней с другими условиями закрепления элементы мат­
рицы R' вычисляются аналогично.

Рассмотрим способы, основанные на использовании аппрокси­
мирующих функций перемещений. Необходимый порядок расчета 
по одному из них, например, для защемленного по концам стержня, 
представляется следующим.

1. В линейно деформируемом стержне продольные и попереч­
ные перемещения сечений стержней не взаимосвязаны. Поэтому 
функции, описывающие характер изменения перемещений по длине 
стержня, для них будут различными. Перемещения сечений стерж­
ня вдоль его оси в соответствии с дифференциальным уравнением 
N  — E  A и' будем аппроксимировать линейной функцией:

и (х) — ai + «4 х . (16.26)

Изогнутая ось стержня при отсутствии по его длине распределен­
ной нагрузки описывается кривой третьего порядка, что является
следствием дифференциального уравнения v (lV) — 0 . Следователь­
но, аппроксимирующий полином третьей степени позволяет точно 
задать функцию перемещений стержня.
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П усть:

2 3v ( х )  =  +  a 3 х  +  a 5 х  +  a 6 х  . (16.27)

В вы раж ениях  (16.26) и  (16.27) a f -  неизвестны е парам етры ; число

и х  р ав н о  ч и сл у  степ ен ей  свободы .
Ф у н к ц и и  и (х )  и  v ( х )  н азы в а ю т ф у н к ц и ям и  ф орм ы .

У го л  п о в о р о та  сеч ен и я  стер ж н я  о п р ед ел и тся  зн ач ен и ем  п ервой  
п рои звод н ой :

d v  ,  о 2---- =a3+2a5х + 3a6х .
dх

(16 .28)

2. И сп о л ь зу я  за в и си м о сти  (16 .26 ), (16 .27) и  (16 .28), п р ед стави м

" d v nT
и, v, ----

d х
вектор  п ер ем ещ ен и й  5  = в сл ед у ю щ ем  виде:

5  =  L a ,

где L  -  м атр и ц а  к о эф ф и ц и ен тов :

L  =
1 х

1 х х2 х 3
1 2х 3х2

(16 .29)

(16 .30)

a  -  вектор  н еи зв ес тн ы х  п арам етров:

a  =  [ a  a  2 a  3 a 4 a 5 a6  ]  .

3. Д л я  к о н ц евы х  то ч ек  (х =  0, х  =  l) стер ж н я  с п о м о щ ью  в ы р а ж е­
н и й  (16 .29) и  (16 .30 ) получим :
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Z1

z 2

z 3

z ;

z 5

z 6

1

1

1

1 l

1 l l 2 l 3

1 2l 3l2

или

Z ' = H a ,

где H  -  матрица связи.

;. Из (16.31) следует, что:

при этом

H -  =

a 2

a1

a 3

a ;

a5

a 6

(16.31)

(16.32)

1
1

1
-1/1 1/1

-3/12 -2/ 1 3/12 -1/ 1
2/13 1/12 -2/13 1/12

5. Вектор перемещений 5  с помощью зависимостей (16.29) 
и (16.32) представляется в виде:

5 = L H - Z '. 

Выполнив перемножение матриц, получим:

(16.33)

507



, х  Л х  1
и  — 11 — l  JZ1 +  ~ jZ ; ,

v  = 1—-
3 х  2 2  х  3 Л

/3

(

+
(  3 х  2 2  х

У 

3 Л

о 2 3 Л2 х  х
х Z  3 +

3 z  5 +
(  2 х х

г + ?

3 Л

d v

dх
6 х 6 х

Z  2 + 1 —
;  х 3 х  2

— ^  +
l 3 *

— +
l 2 *lV *

2
V l

z  3 +

+
6  х 6 х

Z 1 +5
2х 3х 2------ —----- +

l 2V l 3 * V l l 2* У
Z  6 .

В ы р а ж е н и я  д л я  и  и  v  с о в п а д а ю т  с з а п и с а н н ы м и  р а н е е  в 
р а з д е л е  16.7 .

Т аки м  образом , с п о м о щ ью  (16 .26 ) и  ап п р о к си м и р у ю щ его  п о л и ­
н о м а  (16 .27) п о л у ч ен ы  то ч н ы е ф ун кц и и , п о зво л яю щ и е вы ч и сли ть  
го р и зо н тальн о е  п ер ем ещ ен и е , п р о ги б  и  у го л  п о в о р о та  л ю б о го  се ч е ­
н и я  стерж ня.

1 1 1  1 1 1
6. У зловым перемещ ениям Z \ ,  Z 2 , Z 3 и  Z ; ,  Z 5 , Z g стер ж н я  A B

1 1 1 1 1 1со о тв етств у ю т р еа к ц и и  R j ,  R2 , R 3 и  R; , R 5 , R , п о зво л яю щ и е

н ай ти  у си л и я  N , Q  и  M  в  к о н ц ев ы х  сечен и ях . Д л я  оп р ед ел ен и я  

и х  и сп о л ь зу ем  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  зави си м ости :

N  =  du  

E A  d х

Q  d  v  M  d  v

E J  d х 3 , E J  d х 2 .

Д и ф ф ер ен ц и р у я  в в ы р аж ен и и  (16 .29 ) п ервую  и  тр етью  ст р о к и  по 
од н о м у  р азу , а  вторую  -  тр и ж д ы , н ай д ем  к о м п о н ен ты  векто р а

l

2l
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к  = , с п о м о щ ью  к о то р о го  о п р ед ел яю тся  уси -
d х  d х 3 ’ d х 2

ли я  N  , Q  и  M  в  п р о м еж у то ч н ы х  се ч е н и я х  стерж ня:

к  = B H  _1 Z , (16 .34)

где

B  =

1
6

2 6х

Д ля определения уси ли й  в концевы х сечениях  стерж ня образуем  

м атрицу B  а в  , первы е три  строки  которой  соответствую т м атрице B  

п р и  х  =  0 , а остал ьн ы е  -  п р и  х  =  l  .

1
6

2
1

6
2 6/

Т о гд а  вектор  у с и л и й  S  =  [ N h  , Q h  , M h  , N _̂ , Q ^ , M K  ]  

м о ж н о  в ы ч и сл и ть  с п о м о щ ью  вы раж ения:

S a b  =  B а в  H  — Z (16 .35)

где D  -  д и а го н ал ьн а я  м атр и ц а  ж есткостей :

D  =  d ia g  [EA , E J , E J , E A , E J , E J ].

7. Н ап р авл ен и я  п о л о ж и тел ьн ы х  у с и л и й  N ,  Q  и  M  в  к о н ц евы х  

се ч е н и ях  стер ж н ей  (вектор  S а в  ) и  п о л о ж и тел ьн ы х  р еа к ц и й  R { , 

R 2 , R 3 , R 2 , R 5 , R 6 (и х  н ап р а в л ен и я  со в п ад аю т  с н ап р авл ен и я м и
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к о м п о н ен то в  век то р а  S  ) н е  совп ад аю т. В заи м о связь  м еж д у  н и м и  
м о ж н о  у стан о ви ть  с п о м о щ ью  м атр и ц ы  со о тветстви я  зн а к о в  у си л и й  
по  вы раж ен и ю :

R '  =  И  S A B  ■. (16 .36)

где И  =  d ia g  [—1,1, —1,1, —1,1].

П о д став л яя  в (16 .36) вы р аж ен и е (16 .35), получим : 

R  ' =  И  D B a b  H  _1 Z 1. (16 .37)

И з (1 6 .3 7 )  с л е д у е т , ч т о  м а т р и ц а  р е а к ц и й  о п р е д е л я е т с я  п о  в ы ­
р а ж е н и ю :

R '  =  И  D B АВ H —1 (16 .38)

В рассм атриваем ом  случае м атрица реакций  (она ж е является и  
м атрицей  ж есткости) им еет вид, показанны й  ран ее в ф орм уле (16.25).

В то р о й  сп о со б  п о л у ч ен и я  м атр и ц ы  ж е ст к о с ти  стер ж н я , о сн о в ан ­
н ы й  н а  и сп о л ь зо ван и и  п р и н ц и п а  Л агр ан ж а , со с то и т  в следую щ ем .

П р и  и звестн о м  у р ав н ен и и  и зо гн у то й  о си  (см . р азд е л  16.7) с т ер ж ­
н я  м атри ц у  ж е ст к о с ти  его  м о ж н о  п о л у ч и ть  из у сл о в и я  стац и о н а р ­
н о сти  п о л н о й  эн ерги и . П о каж ем  это  реш ен и е.

З ап и ш ем  вы раж ен и е п о л н о й  эн ер ги и  д л я  защ ем лен н о го  по  к о н ­
ц ам  стерж н я, загр у ж ен н о го  р ас п р ед ел е н н о й  н агрузкой :

Э  = 1
E J v ft 2

- + ■ — 2 ( х ) v dх  =

= I
E J

2
^ d  2 ( Z  2 /2  +  Z  3 /3  +  Z  5 /5  +  Z  6 / 6 )

dх2 (16 .39)

+
E A  f  d  ( 1  /1  +  Z ;  / ;  )

2 V dх J 

— ) ( Z 2 ./2  + Z 3 / 3 + Z 5 / 5 + Z 6 У б )] dх ,

2 2
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где / , /4  -  бази сн ы е ф у н кц и и  д л я  о п р ед ел ен и я  п р о д о л ь н ы х  

п ер е м е щ ен и й  се ч е н и й  ст ер ж н я ;
/ 2 , /3  / 5 , / 6  -  ф у н к ц и и , оп р ед ел яю щ и е п роги бы

стер ж н я  (т а б л . 16.1).

П осле н ео б х о д и м ы х  п р ео б р азо ван и й  п о л у ч и м :

э ( z ; , Z2, Z3, Z4, Z5, Z6) =
1 Г  Т7 т f

E J ' Z 22 1 2 + Z32 4 + Z52 1 2 + Z624  + 2 Z2z '  6
2 V 2 13 3 1 5 13 6 1 2 3 12

10 А А о
—2 z 2 Z 5 -  + 2 Z2 Z6 — 2 Z3 z5 -  + 2 Z3 z 6 -  -  (I6 .40)

—2 Z5 Z6 P  J + E A  (z ;2 — 2z ;z 4 + z 42 )—

—я ( х ) №  / 2  + z ; /  + z ;  / s + Z6 / )]dr.

В это м  в ы р аж ен и и  п о л н ая  эн ер ги я  п р ед ставл ен а  ф ун к ц и ей  ш ес­
т и  н езав и с и м ы х  п ерем ен н ы х.

И нтегралы  вида

I
I Ф  ) № х
0

д аю т значения оп орн ы х р еакц и й  защ ем лен н ой  по  концам  балки при  
нагруж ении  ее распределенной  нагрузкой  д ( х ) .  Ч тобы  доказать это  

утверж дение, рассм отрим  одну и  ту  ж е балку (рис. 16.13) в д в у х  со ­
стояниях: в состоянии  a  балка н агруж ена расп ред елен н ой  нагрузкой  

д ( х ) ,  в состоянии  б  левы й  конец  балки см ещ ен  н а Z 2 =  1. Н апом ­

ним , что полож ительны е н аправления р еак ц и й  соответствую т п олож и­
тельны м  направлениям  перем ещ ений.

511



а)

MA

б)

q (х )

U a U i

/2  ( х

Рис. 16.13

Возможная работа сил состояния a на перемещениях со­
стояния б равна:

W„6 = R a -1 — J q(*) 1 —-
1

- + -
13 d х .

Работа сил состояния б на перемещениях состояния a равна нулю:

^ба  = 0.

На основании теоремы о взаимности работ (7.4):

^ аб =  ^ ба .

Следовательно,

1,

R A =  J q ( х )
(  3х2 2х3 ^

1 —-
12

■ +  ■ d х .

При вычислении M  A за вспомогательное состояние примем пока­
занное в табл. 16.1 (см. раздел 2). Определив возможную работу сил 
одного состояния на перемещениях другого (в прямом и обратном на­
правлениях), на основании теоремы о взаимности работ получим:
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1i с
M  a  =  J  q (^ ) х  —

1 ' + 12
d х .

А н ал о ги ч н ы м и  вы ч и сл е н и ям и  находим :

1,
r b  =  J  q W

(  3 х 2 2 х
d х ,

(  2 х х

T + 75
d х .m b  =  —J q (х )

0
Заметим, что при  действии н а  стерж ень нагрузки  иного вида (сосре­

доточенны х сил , м о м ен то в  и л и  д р .)  о п о р н ы е р е а к ц и и  такж е м о гу т  
вы ч и сл яться  с п о м о щ ью  тео р ем ы  о в за и м н о с ти  раб от.

Н ео б х о д и м ы м и  у сл о в и я м и  м и н и м у м а  ф у н к ц и и  (16 .40 ) ш ес ти  п е ­
р е м е н н ы х  являю тся:

д  Э

ez:
= 0 . i =  1 ,6 .

П р и м ен яя  и х  к  вы р аж ен и ю  (16 .40 ), п о л у ч и м  си стем у  ур ав н ен и й , 
св язы в аю щ и х  кон ц евы е п ер ем ещ ен и я  и  реак ци и :

EA
Z1

E A Z,
' T Z;

0

0

0
12EJ

3 z  21
6EJ

2

0

12EJ z ,
-----~— Z '

13 ‘
6EJ z ,

T Z 2

0

6EJ
I

4EJ
1

0

6EJ

z 3

12 
2EJ

z 3

z 3

EA

E A Z, 
~ Z  4 

0 

0

0

12EJ

1
_ 6 E J  

12
0

12EJ 
3

3 z  5

z  5

1
6EJ 7 , 
~  z  5

0

6EJ

2EJ

Z  6

z  5 —

1
0

6EJ
21

4EJ
z 6

-Ra

Z6 = M .

z 6

b -

2 31 1

1

0
1 1

0 0

0 0

1 1
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R ' Z ' =  F ' ,

где R '  -  м атр и ц а  ж е ст к о с ти  стер ж н я  (16 .25);

Z ' =  [Z1 , Z  2 , Z  3 , Z  4 , Z  5, Z  6 ]Т -  вектор узловых перемещений; 

F ’ = [0, Z A , M a  , 0  , RB , -  M B ]T -  вектор  у зл о в ы х  сил.

Е щ е о д и н  сп о со б  р еш ен и я  это й  ж е за д а ч и  о сн о в ы вается  н а  о б ­
щ и х  у р ав н ен и я х  стр о и тел ь н о й  м ехан и ки . У ч и ты в ая  и сх о д н ы е п р е д ­
п о сы лки , за п и ш ем  м атри ц у  р ав н о веси я  стер ж н я  в виде:

В матричной форме записи система имеет вид:

a  =

-  c o s p
.5 

^
СЛ s i n p

l

-  s i n p
c o s p

l

c o s p

l
0 -1 0

c o s p

.S 
^

СЛ
1 s in  p  

l

s i n p
c o s p

l

c o s p

l
0 0 1

Т о гд а  п р и  p  =  0 получим :

Z  =  a k a T =

-1 0 0

1 1
0 ------- —

l l

0 -1 0

1 0 0

1 1
0 — —

l l
0 0 1

E A

~ T 0 0

0
4 E I

l

-  2 E I  

l

0
-  2 E I  

l

4 E I

l

X
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X

-1 0 0 1 0 0

1 1
0 -1 0 0

I I

1 1
0 0 0 1

I I

EA

~ Г

0

0

-  E A  
i

0

0

0 0
I

0 0

12E J 6 E J
0

12E J 6 E J

13 12 13 12
6 E J 4 E J

0
6 E J 2 E J

12 I
EA

12 I

0 0
~ T

0 0

12 E J 6 E J
0

12 E J 6 E J

13 12 13 12
6 E J 2 E J

0
6 E J 4 E J

12 I 12 I

Р азм ер ы  м атр и ц ы  R '  за в и ся т  о т  у сл о в и й  за к р еп л ен и я  кон ц ов  
стерж н я. Д л я  стер ж н я  с одн и м  защ ем лен н ы м  к о н ц о м , а вторы м  -  
ш ар н и р н о  о п ер ты м  м атр и ц а  ж е стк о с ти  б у д ет  и м еть  р азм е р ы  5 х 5 , 
д л я  стер ж н я  с ш ар н и р н ы м  оп и р ан и ем  н а  левом  и  п р ав о м  к о н ц ах  
м атр и ц а  R ' и м еет  р азм ер ы  4  х 4 .

М атр и ц у  ж е ст к о с ти  стерж н я, со ед и н я ю щ его  у зл ы  i и  j  , м ож н о  

п ред стави ть  в б л о ч н о й  ф орм е записи :

R ' =
R'ii R ij

R j  R jj
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Р азм ер ы  блоков  за в и ся т  о т  ч и с л а  связей , н ал о ж ен н ы х  н а  с т ер ­
ж ен ь  в каж д о м  узле. Д л я  стер ж н я , ш ар н и р н о  зак р еп лен н о го  в у зл е  i  
и  ж е стк о  за щ ем л е н н о го  в у зл е  j  , р азм ер ы  м атр и ц ы  и  ее б л о к о в  б у ­

д у т  следую щ и м и :

Rj(5х5)
R j (2х2)
R'nj (3х2)

RjiУ(2х3)
R'jj (3х3)

Е сл и  о б а  к о н ц а  стер ж н я  я в л яю тся  ш ар н и р н о  закр еп лен н ы м и , то:

Rj(4х 4)

R j

R j
(2х2) 

(2х2)j i

Rj,-У(2х2)
Rjjj (2х2)

16.12. Матрица жесткости стержня в общей системе координат

П рощ е всего  о н а  п о л у ч ается  с п о м о щ ью  о б щ и х  у р ав н ен и й  
стр о и тел ь н о й  м ех ан и к и  по вы раж ен и ю :

R  = a k  a T ,

где a  -  м атрица равновесия стерж ня в общ ей  систем е координат.

В  д р у ги х  сл у ч аях , к о гд а  н ео б х о д и м о  о р ган и зо в ать  п ер ех о д  о т  
м атр и ц ы  ж е стк о с ти  в м естн о й  си стем е к о о р д и н ат  к  м атри ц е ж е с т ­
к о сти  в о б щ ей  си стем е коорди н ат , н ео б х о д и м о  в о сп о л ьзо вать ся  
п р ав и л ам и  п р ео б р азо ван и й  м атр и ц ы  л и н ей н о го  о п ер ато р а  п р и  п е ­
реход е  о т  старого  б ази са  к  новом у .

Л и н ей н ы е п ер ем ещ ен и я  в м естн о й  и  о б щ ей  си с те м а х  к о о р д и н ат  
(рис. 16.14) св язан ы  соотн ош ен и ям и :

Z1 = Z 1 c o s  — +  Z 2 s i n —,

Z 2 = - Z 1 sin — + Z 2  cos —.
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У гл ы  п о в о р о т а  т о р ц е в ы х  с е ч е н и й  с т е р ж н я  п р и  за м е н е  с и с т е м ы  
к о о р д и н а т  н е м е н я ю тс я . П о э т о м у  м а т р и ц а  о п е р а т о р а  в р а щ е н и я  
и м е е т  вид:

C =

c o s  — s in  — 0

-  s in  — c o s  — 0

0 0 1

Т ак  к ак  направления п ерем ещ ений  н а обои х  концах  стерж ня совпа­
даю т, то  с пом ощ ью  этой  ж е м атрицы  соверш аю тся преобразования и

п ерем ещ ений  Z 4 , Z5 и  Z 6 в  Z 4 , Z 5 и  Z 6 . С ледовательно,

Z  ' =
C

C
Z  = V Z . (16.41)

Т ак  к ак  V  1 =  V T , то  Z  = V T Z ' .

П р ео б р азо в ан и е  м атр и ц ы  ж е ст к о с ти  (м атр и ц ы  л и н ей н о го  о п ер а ­

тора) п р и  п ер ех о д е  к  бази су  Z  в ы п о л н яется  по  вы раж ен и ю :

R  = V T R ' V .

Д л я  д а л ьн е й ш и х  р ас су ж д е н и й  м атр и ц у  R  такж е п р ед стави м  в 
б л о ч н о й  ф орм е:

R =
R ii R ij

R ji  R л

4
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К онечно-элем ентная м одель стерж невой  систем ы , к ак  уж е бы ло 
отм ечено ранее, представляется в виде совокупности  стерж ней, соеди­
н енны х в узлах. С м ещ ение у зл а  систем ы  вы зы вает такие ж е см ещ ения 
концов стерж ней  (конечны х элем ентов), п рим ы каю щ их к  этом у узлу. 
В о зн и к аю щ и е всл ед ств и е  это го  у си л и я  в ст ер ж н ях  о сн о в н о й  с и с те ­
м ы  м ето д а  п ер ем ещ ен и й  о п р ед ел яю тся  с п о м о щ ью  м атр и ц ы  ж е с т ­
к о сти  стерж н я. Р еак ц и и  в связях , н ал о ж ен н ы х  н а  у зе л  си стем ы , 
м о ж н о  н ай ти  как  су м м у  к о н ц ев ы х  р еа к ц и й  в св я зя х  стер ж н ей , п р и ­
м ы к аю щ и х  к  у злу . Н ап р и м ер , реак ти вн о е  у си л и е  в св язи  по  н ап р а в ­
лен и ю  о си  X  б у д ет  р ав н о  сум м е р еа к ти в н ы х  у с и л и й  в св язях  
стер ж н ей  по  то м у  ж е н ап равлен и ю . А н ал о ги ч н о  о п р ед ел яю тся  и  
р еа к ц и и  по  д р у ги м  н ап равлен и ям .

В о б щ ем  случ ае  вектор  су м м ар н ы х  р еа к ц и й  R i д л я  i -го  у зл а

” ^  (e)си стем ы  м ож н о  оп р ед ел и ть  ч ер ез вектор  к о н ц евы х  р еа к ц и й  ri 

в эл ем ен тах , п р и м ы к а ю щ и х  к  это м у  у зл у , по  вы раж ен и ю :

R  =  1 r f >  = Z ^  z ,  +  1 # >  z 2 +  • • •+

eEi eEi eEi (16  42)
+  1  4 *  I !  +  1  j  Z j  + . . .  +  £ Z , , ,

eEi eEi eEi

^  (e) ^  (e) ^  (e)
где r l  , Г 2 , • • •, r i, -  векторы  р еакц и й  н а конце эл ем ен та  e ,

п ри м ы каю щ его  к  у зл у  i , вы зы ваем ы е п ерем ещ е­

н и ям и  Z ,  =  1 ,  Z  2 =  l , - - - ,  Z n =  1. С и м во л  e e  i

о зн ач ает  су м м и р о ван и е по  всем  эл ем ен там , п р и ­
м ы каю щ и м  к  у зл у  i .

Д л я  ж естко го  у зл а  вектор  R i и м еет  тр и  ком п он ен ты : п ервая  

к о м п о н ен та  векто р а  у к а зы в а е т  н а зн ач ен и е  р еак ти вн о го  у си л и я  по 
н ап р авл ен и ю  о си  X , в то р ая  -  по  н ап р авл ен и ю  о си  Y , тр е ть я  д а ет  
зн ач ен и е р еак ти вн о го  м ом ента.

16.13. Формирование матрицы жесткости всей системы
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В случ ае , есл и  все стер ж н и  со е д и н я ю тся  в у зл а х  ж естко , векторы  

r ,  , г,2 , • • •, r,n так ж е  со д ер ж ат  т р и  ком п он ен ты . Е сл и  к акой -то  

стер ж ен ь  п р и м ы ка ет  к  у зл у  ш ар н и р н о , то  д л я  о су щ ествл ен и я  о п е ­
р ац и и  сл о ж ен и я  векто р о в  в i -м  у зл е  тр еть ю  к о м п о н ен ту  вектора  
к о н ц ев ы х  р еа к ц и й  сл е д у е т  п р и н ять  р ав н о й  нулю .

З ап и сав  вы р аж ен и е (16 .42 ) д л я  каж д ого  у зл а  к он струк ц и и , п р е д ­
стави м  си стем у  у р ав н ен и й , св язы в аю щ у ю  у зл о вы е  р еа к ц и и  и  п ер е ­
м ещ ен и я , в виде:

R ,

R i

R m

Z r , (ie) Z r , 2
eEl eEl

Z r 1 e) Z r ?  -  Z r
eE i eE i

ml ^  m2
eE m eE m

Z
eEl

(e)

Z  r (e) Z  r (e) — Z  rZ-t ml Z-i m2 Z-i t
(e)
mj

z
eEl

Z riL-t' i)
eEi

Z r

(e)
in

(e)
mn

z ,

Z i

Z m

e i

eE m eE m

и л и  сокращ енно:

R z = R Z  ,

где R  -  м атр и ц а  ж е ст к о с ти  в сей  систем ы .

И з п р ед ставл ен н о й  ф о р м ы  за п и си  м атр и ц ы  R  следует, что  ее 
эл ем ен ты  в ы ч и сл яю тся  через эл ем ен ты  м атр и ц  ж е стко с тей  о тд ел ь ­
н ы х  к о н еч н ы х  элем ен тов . Е сл и  у зл ы  i и  j  не со ед и н я ю тся  м еж ду

со б о й  элем ен там и , то  г,, = 0 ;  есл и  он и  со ед и н я ю тся  н еск о л ь к и м ии
эл ем ен там и , т о  со о тв етств у ю щ и й  эл ем ен т  м атр и ц ы  ж е ст к о с ти  вы -

X"'' (e)ч и с л яется  к ак  Z r j  .
eEh j

В б л о ч н о й  ф орм е за п и си  м атр и ц а R  п р ед ставл яется  в виде:
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" R 11 R1

i
n 1R 1

R  = R n Ri2  • ' R in

1 R 1 к Rn ' R nn _

где Rij -  б л о к  р еа к ц и й  в с в я зя х  i -го  у зл а , вы зы в а ем ы х  ед и н и ч ­

н ы м и  см ещ ен и ям и  св язе й  j  -го  узла.

В  сф орм ированной  по указанном у  принципу м атрице ж есткости  R  
в сей  си стем ы  не б у д у т  у ч т ен ы  оп орн ы е закреп лен и я . П о  н ап равле­
нию  н еп од атли вы х  закр еп лен и й  п ерем ещ ен и я р авн ы  нулю . П оэтом у, 

если  заран ее и звестно , что  Z j  = 0 ,  то  из получен н ой  м атри ц ы  R  

сл ед у ет  в ы ч ер к н у ть  j  -ю  строку  и  j  -й  столбец . Р азм ер  м атри ц ы  

п р и  это м  у м ен ьш ается . В  случ ае  ав то м ати зи р о в ан н ы х  вы ч и сл ен и й  
п о тр еб у ется  так ж е  вы п олн и ть  н овую  н у м ер ац и ю  н еи звестн ы х . Е сл и  
разм ер ы  м атр и ц ы  R  не м ен ять , то  н ео б х о д и м о  у к аза н н ы е  строку  и 

сто л б ец  п р и н ять  н улевы м и , а  эл ем ен т  м атр и ц ы  п р и н ять  р ав н ы м

ед и н и ц е и л и  д р у го м у  ч и сл у , к р о м е н уля  (чтоб ы  d e t  R  Ф 0 ) .

П о каж ем  гр аф и ч еску ю  схем у  ф о р м и р о ван и я  м атр и ц ы  ж естко сти  
си стем ы  из м атр и ц  ж е ст к о с тей  ее элем ен тов . В  р ам е (рис. 15.20) 
и м ею тся  4 стер ж н я  (элем ен та), ч и сл о  у зл о в  -  5, в то м  ч и сл е  о п о р ­
н ы х  -  3. В  у зл е  2 в то р о й  и  тр е ти й  стер ж н и  со ед и н я ю тся  ж естко , а 
п ер в ы й  стер ж ен ь  п р и м ы к ает  к  н ем у  ш арн и рн о .

О бщ ее ч и сл о  степ ен ей  своб од ы  2-го  и  4 -го  у зл о в  р ав н о  5, сл е д о ­
вательн о , м атр и ц а  ж е стк о с ти  р ам ы  и м еет  р азм ер ы  5 х 5 . И л л ю с тр а ­
ц и я  к  ф о р м и р о ван и ю  м атр и ц ы  ж е ст к о с ти  п о к азан а  н а  рис. 16.15.

Б лок r 22) м атрицы  ж есткости  первого элем ента им еет разм еры

2  х 2  (у зел  2 это го  стер ж н я  я в л яе тс я  ш арн и рн ы м ). Ч то б ы  о п ер ац и я  

сл о ж ен и я  м атр и ц  в блоке R 22 о к азалась  во зм о ж н о й , блок  R 2(12) н е­

о б х о д и м о  р асш и р и ть  д о  р азм ер о в  3  х 3  п о ср ед ство м  вв ед ен и я  
тр е ть ей  (н улевой ) стр о ки  и  тр еть его  (н улевого ) столбца.
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Номера у з л о в |^ | 2""

Ж.
г ^ т н

R22+
пип,

R  =

R 22 + r 2M R

R121

к и ш а ;«((«((

р(4);

2

4

Рис. 16.15

Для рамы, показанной на рис. 16.16, матрица жесткости в блоч­
ной форме записи имеет вид:

'  R 11 R 12 R 13

R  = R 21 R 22 R 23

_ R 31 R 32 R 33

Рис. 16.16

Вклад каждого из пяти элементов (номера записаны в квадрати­
ках) в соответствующие блоки матрицы жесткости всей рамы схе­
матично показан на рис. 16.17,а-д. Матрица жесткости всей рамы 
показана на рис. 16.17,е.

Номера степеней свободы для каждого узла рамы соответствуют 
номерам компонент вектора перемещений для этого узла (1 -  сме­
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щение вдоль оси X , 2 -  смещение вдоль оси Y , 3 -  поворот отно­
сительно оси Z ).

На рис. 16.17 символ  ̂ -  номер соответствующего стержнево­
го элемента.

а)
Н омера узловМИГ

1 ? 1 \
J

в 1
1)

б)
| Н омера у зл о в  | > |  1  | 2  | 3  |

в)
|Н о м е р а  у зл о в  — г Ш И I Н омера узлов И  1 I

j ?24-i ;

)

д) е)
| Номера узлов |>| 1 | 2 | 3 |

R =

№
R (3

) R (2)

<з\
фЛ>

фф R (5)
>3

R(5 )
ф.

R з:

Рис. 16.17

1 1

1

22

3 3

1
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16.14. Матрица жесткости прямоугольного конечного элемента 
для расчета тонких плит

Перемещения конечного элемента должны соответствовать де­
формированной схеме исследуемой системы в месте его располо­
жения. В общем случае точно описать состояние континуальной 
системы через конечный набор узловых перемещений с помощью 
уравнений типа (16.18), как правило, невозможно. Поэтому МКЭ 
относят к приближенным. Тем не менее, он позволяет получать ре­
зультаты расчетов очень высокой точности. В настоящее время МКЭ 
является основным методом решения самых разнообразных задач ста­
тики, динамики и устойчивости стержневых и континуальных систем.

Методика получения матриц жесткостей КЭ для расчета пла­
стин, оболочек и других континуальных систем во многом схожа с 
методикой получения матрицы жесткости стержня (см. раздел 
16.11). Поясним это замечание на примере построения матрицы же­
сткости КЭ для расчета пластин.

Краткие сведения из теории расчета пластин

Пластиной называют тело, толщина h которого мала по сравне­
нию с размерами сторон основания а и b (рис. 16.18,а).

Плоскость, делящая толщину пластины пополам, называется 
срединной. Линии пересечения срединной плоскости с боковой по­
верхностью образуют контур пластины. По форме в плане различа­
ют пластины прямоугольные, треугольные, круглые и др.

При расчете пластин начало координатных осей располагают в 
одной из точек срединной плоскости. От действия поперечной на­
грузки пластина прогибается, срединная плоскость превращается в 
срединную поверхность. Перемещения точек пластины в направле­
нии осей x , y , z  обозначают соответственно через и , v , w . 
В общем случае, эти перемещения являются функциями координат:

и = u (x, y, z ), v = v  (x, y, z ), w = w (x, y, z ).

523



Рис. 16.18

В зависимости от характера напряженного состояния пластин 
они подразделяются на плиты (отношение h к большему из разме­
ров а или b больше 0,20), жесткие пластины -  такие, при изгибе 
которых пренебрегают напряжениями сдвига и растяжения в средин­
ной поверхности (соответствующее отношение находится в интерва­
ле от 0,01 до 0,20), очень тонкие пластины (отношение меньше 0,01).

В рассматриваемом далее примере используется конечный эле­
мент жесткой пластины.

Теория расчета тонких пластин построена с использованием сле­
дующих гипотез.

1. Гипотеза прямых нормалей, согласно которой прямолиней­
ный элемент, нормальный к срединной плоскости до деформации 
пластины остается нормальным к срединной плоскости и после де-
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ф орм ац и и , а его  д л и н а  не и зм ен яется . В  соо тветстви и  

с этой  гипотезой углы  сдвига y xz и  у  yz , а  такж е линейная деф орм а­

ция s z приним аю тся равны м и нулю:

У xz = 0 ; Yyz = = 0; s z = 0.

2. Г и п о теза  о н ед еф о р м и р у ем о сти  ср ед и н н о го  слоя , в со о т в ет ст ­

в и и  с к о то р о й  л и н ей н ы е s x , Sy  и  у гл о в ы е  yxy  д е ф о р м ац и и  с р е ­

д и н н о го  слоя  р ав н ы  нулю :

S? =
Чд x Уz =0

у° = xy

= 0 ;

г д  и д  v  л

s 0 =

- + ■
д y  д x  У

y^ y  У z =0 

= 0.

= 0;

у z =0

3. Г и п о теза  об  о тсу тстви и  н о р м ал ьн ы х  н ап р я ж ен и й  н а  п л о щ ад ­

ках , п ар ал л ел ьн ы х  ср ед и н н о м у  слою , то  есть  н ап р яж ен и е <Jz = 0 .

В  соответствии  с двум я первы м и  гипотезам и перем ещ ения и  и  v  
п р о и зво л ь н о й  то ч к и  K  (рис. 16 .18 ,б) по  н ап р авл ен и ям  о се й  x  и  y  

о к азы в аю тся  равн ы м и :

и = -  z
д  w  

д x  ’
v  = -  z  ■

д w  

д  y

В сл ед ств и е  это го  ли н ей н ы е и  у гл о в ы е  д е ф о р м ац и и  вы ч и сл яю тся  
по  ф орм улам :

д и
= - z

д 2 w
2 ,

д v д  2 w

д x  д  x

' д и д  v  Л
У xy = д  + д  I д y  д  x

Sy  = = - z
д y  д  y 2

= - 2z
д 2 w  

д x  д  y

525

x



Так как a z = 0 , то обобщенный закон Гука, связывающий на­
пряжения и деформации, записывается в виде:

E
(s x + i s y  I = 1 — ji

2 (sy  + i s x ) ,

Txy = G y xv =-^xy - i x y  2(1 + i ) Yxy ,

где i  -  коэффициент Пуассона.

Нормальные и касательные напряжения, вызванные изгибом 
пластинки, линейно изменяются по толщине пластины и вычисля-

д2w д2w
ются через кривизны

д x 2 ’ д у 2
и кручение

д 2 w 
д x  д у

срединной

поверхности по формулам:

E z 2

1 — i

д 2 w

E z 2

д x 2

E z  д 2 w 
1 + i  д x  д у

Изгибающие M x и М у  и крутящие M xy моменты, приходя­
щиеся на единицу длины сечения пластины, вычисляются через со­
ответствующие напряжения. На рис. 16.18,в показано распределе­
ние усилий по граням элементарной призмы dx х dy  х h . Чтобы не 
загромождать рисунок, на гранях x = 0 и у  = 0 напряжения, изги­
бающие и крутящие моменты не показаны. На этих гранях прира­
щения напряжений равны нулю.

x
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Пример формирования матрицы 
жесткости прямоугольного элемента пластины

1. Каждый узел КЭ пластины имеет три степени свободы: w  -  вер- 
( б) д wтикальное перемещение (прогиб), ----- -  угол поворота относительно

д у
д w ^оси x , ----- -  угол поворота относительно оси у  . По направлениям
д x

этих перемещений накладываем дополнительные связи и получаем, 
таким образом, основную систему метода перемещений (рис. 16.19).

Необходимо сформировать в локальной системе координат мат­
рицу, которая бы позволяла преобразовывать вектор узловых пере­
мещений Z  в вектор узловых реакций R z  .

Зададим функцию прогибов w(x, у) элемента в виде полинома 
с 12 произвольными постоянными. Он должен тождественно удов­
летворять однородному (нагрузка действует в узлах) дифференци­
альному уравнению изогнутой поверхности пластины:

д 4 w  _ д 2 w  д 4 w
д ~ 7  + 2  д  2 д  2 +  ^ Т  =  0 -д  x д  x д  у  д у
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Пусть:

2 2 3w (x , у ) = a i + a2 x + аз у  + a4 x  + a5 x y  +a6 у  +a7 x

2 2 3 3 3+a 8 x  у  + a9 x y  + a 10 у  + an  x  у  + a ^  x y  ,
(16.43)

где af -  неизвестные независимые параметры, которые в даль­

нейшем необходимо выразить через Z  .

5 w д w
2. Угловые перемещения ----- и ----- определяются однозначно

д x ду
выражением w(x,у). Тогда для любой точки элемента вектор пе­
ремещений u может быть определен по зависимости:

u = L a , (16.44)

iT

где u =
dw dw

w,
ду dx

L -  матрица коэффициентов:

L =
1 x у x2 xy у 2 x3 x 2 у xy 2 у 3 x3 у xy3

1 x 2 у x2 2 xy 3 у 2 x3 3xy2

-1 -2 x - у -3x2 -2 xy - у 2 -3x2 у - y 3

(16.45)

3. Вектор перемещений u позволяет находить перемещения 
всех точек элемента, в том числе и узловых, имеющих координаты 
( x = 0 , у  = 0), ( x = a , у  = 0), ( x = a , у  = b ), ( x = 0 , у  = b ). По­
этому с помощью выражения (16.44) можно установить зависи­
мость между векторами Z  и a :

Z = H a , (16.46)

где H  -  матрица (12 X 12) связи:
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1
1

-1

1 a a  2 a 3

1 a a 2 a 3

-1 - 2 a - 3 a 2

H  = 1 a b a  2 ab b 2 a 3 a 2b a b 2 b 3 b3a a b 3

1 a 2b a 2 2ab 2b a 3 3 a b 2

-1 - 2 a - b - 3 a 2 - 2ab - b 2 - 3 a 2b - b 3

1 b b 2 b 3

1 2b 2b

-1 - b - b 2 - b 3

4. И з (16 .46) следует, что:

a = h - 1 Z . (16 .47)

5. В ектор  перем ещ ений  u  с пом ощ ью  вы раж ений  (16.44) и  (16.47) 
п р ед ставл яется  в виде:

u = L H -1 Z. (16 .48)

6. П осле о п р ед ел ен и я  в е к то р а  п ер е м е щ ен и й  м о ж н о  н ай ти  вектор

о б о б щ ен н ы х  о тн о си тел ь н ы х  д е ф о р м ац и й  k  , к о м п о н ен там и  к о то р о ­
го  б у д у т  к р и ви зн ы  и  к р у ч ен и е  ср е д и н н о й  п о в е р х н о сти  пластины :

к =
д 2 w

dx 2 ’
d  2 w  

d y  2

d 2 w 
dx dy

(16 .49)T
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Выполнив соответствующее дифференцирование, получим:

k  = B a  = b h  _1 z  , (16.50)

где

в  =

2 6  x 2  y 6  xy

2 2  x 6  y 6  x y

2 4  x 4  y 6  x  2 26

7. Погонные (на единицу длины сечения пластины) изгибающие и 
крутящие моменты для изотропных пластин вычисляются по формулам:

M x = -  ID ■ + A

M y  = -  D
(я 2d w d w

• + A • (16.51)

M x y  = - D  (1 - a )
d 2 w 
dxdy

где через D  обозначена величина погонной изгибной жесткости 
пластины, так называемая цилиндрическая жесткость:

D  =-
E  h 3

12  1 -

Изгибающие моменты, соответствующие положительным кри­
визнам, считаются положительными.
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В матричной форме записи связь вектора обобщенных внутренних 
сил M  с вектором относительных деформаций k  принимает вид:

M  = C k , 

где C -  матрица физических констант:

C = D

(16.52)

1 A 0

A 1 0

0 0
1 — a

2

Если в зависимость (16.52) подставим k  из (16.50), то получим 
выражение для вектора обобщенных внутренних сил M  через 
обобщенные перемещения Z :

M  = C B H -1 Z . (16.53)

8. Вариация плотности потенциальной энергии деформации 
элемента

5  A  = ( s k .  M  (16.54)

с учетом выражений (16.50) и (16.53) запишется так:

5  A  = (S Z  f  (h  _1 f  B TC B H  _1 Z .

Для всего объема конечного элемента вариация потенциальной 
энергии деформации будет иметь вид:

5  A = \ 5  A d v  = j ( 5 Z f  (h _1 f  B TCH ~1)  B TC B H ~ lZd v  (16.55)
V
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или , п о ск о л ьку  H  и  Z  не за в и ся т  о т  к о о р д и н ат  x  и  y  ,

5  A  = И .  (h —1. j B T C B dv H —1 Z  . (16 .56)

9. В о зм о ж н ая  р а б о та  у зл о в ы х  си л  F  на и зм ен е н и ях  (вари ац и ях) 

у зл о в ы х  п ер ем ещ ен и й  5 Z  равна:

5 W  = ( d Z  )T F . (16 .57)

В соответствии  с принципом  возм ож ны х п ерем ещ ений  5 A  = 5 W  , 
п о это м у  р ав ен с тв а  (1(5.55) и  (16 .56) п о зв о л яю т связать  вектор  у з л о ­

в ы х  си л  F  и  вектор  Z  :

F  = j  B T C в  dv H  _1 Z . (16 .58)

10. М атрица ж есткости  (матрица реакций) конечного элем ента R э  

п озволяет  вы р ази ть  вектор  си л  F  ч ер ез  век то р  Z  :

F  = R э Z  . (16 .59)

С равн и вая  в ы р аж ен и я  (16 .58) и  (16 .59), н ай д ем  м атри ц у  ж е ст к о ­
ст и  ко н еч н о го  элем ен та:

Rэ  = j  B T C в  dv H -1

М атр и ц а  R э  (н и ж н и й  тр еу го л ьн и к) д л я  п р ям о у го л ьн о го  э л е ­

м ен та  п л асти н ы  п ред ставл ен а  в табл . 16.2.
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Таблица 16.2

1

2

3

4

5

б

7

8

9

10

11

12

R =

1 2 3 4

w. в в w .X i У. j

12с(в2 + /) - 2 4 ц + 8 4 С И М Р И Ч Н О

[10в2 +(1 + 4ц)]бР 40а1 + 8 (1 - ц р 1

- [1 0 /2 +(1+ 4ц)]ба - 3 0 ц а Р 4062 + 8(1 - ц )а2

60(в2-2Y )+24,u -8 4 [5в2 -(1  + 4ц)] бР [ ю /  +(1-ц)]ба 12с(в 2+ / )-24ц+ 84

[5 в 2-(1  + 4ц)]бР 20а2 -  8(1 - ц ) Р 0 [10в2 +(1 + 4ц)]бР

- |Ю /2 + (1-ц)]ба 0 20Р2 - 2(1- ц )а 2 [ю ^2 +(1+ 4ц)]б а

- б 0 ( /  + в 2)-2 4 « + 8 ' [-  5 в 2 + (1 -ц )]б Р [ Y -(1 -ц )]б а б 0 (/2-2 в )+ 2 4 ц -8 4

[5 в 2 - (1 -ц )]б Р 10я2 + 2(1- ц ) Р 0 [10в  + (1-ц)]бР

[-5Г2 + (1 -ц )]ба 0 10Р2 +  2(1- ц ) а 2 [5/2 -(1  + 4ц)]ба

б ( ] ( /-2 в )+ 2 4 ц -8 4 -[1 0 в 2 + (1-ц)]бР | - 5 / 2 +(1 + 4ц)]ба - б 0 |в  + Y ) - 2 Ц + 8 4

J
L1+

1

2 0 а - 2 ( 1 - ц р 0 [5в2-(1 -ц )]б Р

[- 5 /2 +(1+ 4ц)]ба 0 2 0 Р - 8 ( 1 - ц ) а [5 / 2 - (1 - ц )]ба
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Продолжение табл. 16.2

5 б 7 8
в в w, вxj yj xk

1

2

3

4

5

б

7

8

9

10

11

12

С И М И ОН

40a2 + 8(1 -мУ

30м ab 40b2 + 8(1-м)а2

-[10в + (1-м)]бЬ [5/2 -(1 + 4м)]ба 12((в+/г)-24м+84

1113(N 0 -[10в2 + (1 + 4м)]бЬ 40а2 + 8(1-м)Ь2

0 1'о̂13(N [10у2 + (1 + 4м)]ба -  30маЬ

[-5в +(1-м)]бЬ

Д
.1(+5[ б((рг-2Y)+24m-84 [- 5в2 + (1 + 4м)]бЬ

1+а 0 [- 5в + (1 + 4м)]бЬ 20а2 -8(1-м)Ь2

0 10b2 + 2(1 -м)а2 [щ2 + (1-м)]ба 0
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Окончание табл. 16.2

9 10 11 12

вп w

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

С И М Р И Ч ОН

40b2 + 8(1 - ,и)а2

- К 2 +(1 -,w)]6a 120(в2 + Y)-24я + 84

0 [-10 в2-(1 + 4̂ )]6b 4 О $2 + 00 1

20b2 - 2(1 -м)а2 - К 2 +(1 + 4̂ )]ба 30̂  ab 40b1 + 8(1 -ju'y

Д л я  в с е х  эл ем ен то в  м атр и ц ы  о б щ и й  м н о ж и тел ь  ---------, где D  -
30 a b

в  a  b 
ц и л и н д р и ч еск ая  ж е стко сть ; р  =  — ; у  =  — .

b a
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16.15. Общие замечания о методе конечных элементов

В н асто ящ ей  главе  и зл о ж ен ы  лиш ь о сн о в ы  М К Э . Д о п о л н и тел ь ­
ны е св ед ен и я , д ета л и р о в ки  к у со ч н о -эл ем ен тн ы х  ап п р о к си м ац и й  
вы сш его  п о р яд ка  и  др у ги е , в то м  ч и сл е  п р и клад н ы е асп ек ты  м е то ­
да , м о ж н о  н ай ти  в м н о го ч и сл ен н о й  у ч е б н о -м ето д и ч е ск о й  и  н ау ч ­
н о й  ли тературе .

В  со в р ем ен н ы х  п р о ек тн о -в ы ч и сл и те л ьн ы х  к о м п л ек са х  (П В К ), 
п р ед н азн а ч е н н ы х  д л я  ч и сл ен н о го  и ссл ед о ван и я  н а  Э В М  н ап р я ж е н ­
н о -д еф о р м и р о в ан н о го  со сто ян и я  и  у ст о й ч и в о с ти  ст ер ж н ев ы х  и  кон ­
ти н уальн ы х систем , как  правило, реализован  М К Э. С пом ощ ью  П В К  
вы полняется и ссл ед о ван и е  ш и р о ко го  к р у га  систем : п л о ск и х  и  п р о ­
стр ан с тв е н н ы х  ст ер ж н ев ы х  си стем , п р о и зв о л ь н ы х  п л ас ти н ч а ты х  и  
о б о л о ч еч н ы х  си стем , р ам н о -св я зев ы х  к о н стр у к ц и й  в ы с о тн ы х  зд а ­
ний , п л и т  н а  гр у н то во м  осн о в ан и и , м н о го с л о й н ы х  к он струк ц и й , 
м ем б ран , м асс и в н ы х  тел. Р асч ет  в ед ется  н а стати ч ески е  и  д и н а м и ­
ч еск и е  нагрузки .

В состав П В К  вклю чено больш ое количество типов КЭ: стерж ни; 
четы рехугольны е и  треугольны е элем енты  плиты ; оболочечны е К Э  
(и зо тр о п н ы й  и  о р то т р о п н ы й  м ате р и ал ); эл е м е н т ы  д л я  р а с ч е т а  
м н о го с л о й н ы х  п о л о ги х  п л асти н  и  об олоч ек , у ч и ты в а ю щ и е м еж - 
сл о евы е сд в и ги  и  к ри ви зн у ; ч е ты р ех у го льн ы е  и  тр еу го л ьн ы е  эл е ­
м ен ты  п л и ты  н а  у п р у го м  осн о в ан и и ; эл ем ен ты  в ви д е тетр аэд р а , 
п ар ал л ел еп и п ед а , в о сьм и гр ан н и к а  о б щ его  ви д а; сп е ц и ал ьн ы е эл е ­
м ен ты , м о д ели р у ю щ и е с в язи  к о н еч н о й  ж е ст к о с ти  и  др. Р азви тая  
б и б л и о тек а  к о н еч н ы х  эл ем ен то в , эф ф ек ти вн ы е м ето д ы  и  алгори тм ы  
р еш ен и я  си стем  у р ав н ен и й  вы со к о го  п о р я д к а  и  со в р ем ен н ы е б ы ст ­
р о д ей ству ю щ и е Э В М  п о зв о л яю т р еш ать  за д а ч и  с б о л ьш и м  к о л и ч е­
ством  н еи звестн ы х.
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Г Л А В А  17

О С Н О В Ы  РА С Ч ЕТ А  С ТЕ РЖ Н Е В Ы Х  С И С ТЕМ  
П О  Н Е С У Щ Е Й  С П О С О БН О С Т И  

17.1. Общие понятия

Рассмотренные в предыдущих главах методы расчета статически 
определимых и статически неопределимых систем позволяют опре­
делять внутренние силы и перемещения только тогда, когда мате­
риал их элементов подчиняется закону Гука. Такой подход не по­
зволяет определить полную несущую способность сооружения, так 
как разрушение сооружений обычно происходит за пределами уп­
ругости, при появлении в элементах сооружений пластических де­
формаций. Определить предельную несущую способность соору­
жения с учетом пластических деформаций позволяет метод пре­
дельного равновесия. В его основе лежит рассмотрение равновесия 
сооружения в момент, предшествующий его разрушению, когда со­
оружение сохраняет еще свою целостность, и для него можно еще 
составить уравнения равновесия. Нагрузки, соответствующие тако­
му состоянию, называют предельными.

Расчеты за пределами упругости, связанные с определением 
предельных нагрузок, основываются на использовании упрощенных 
диаграмм деформирования, устанавливающих зависимость между 
напряжениями а  и продольными деформациями материала s. Так, 
для достаточно пластичных материалов, например, строительных 
сталей, действительная диаграмма а - s  (рис. 17.1,а) заменяется 
идеализированной диаграммой упругопластического материала 
(рис. 17.1,б), впервые предложенной Прандтлем. В соответствии с 
этой диаграммой закон Гука соблюдается до тех пор, пока напряже­
ния не достигнут предела текучести а у , после чего они остаются
постоянными, а площадка текучести принимается бесконечной. Так 
как в реальных строительных материалах упругие деформации зна­
чительно меньше пластических, то в практических расчетах диа­
грамма идеального упругопластического материала (рис. 17.1,б) за­
меняется диаграммой жесткопластического материала (рис. 17.1,в).
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Именно такая диаграмма используется в методе предельного 
равновесия.

При исследовании несущей способности конструкций и соору­
жений с использованием метода предельного равновесия следует 
различать предельное состояние сечения какого-либо элемента и 
предельное состояние сооружения в целом.

Под предельным состоянием сечения будем понимать такое его 
состояние, при котором напряжения во всех его точках достигают 
предельных значений (предела текучести).

Под предельным состоянием сооружения будем понимать такое 
его состояние, при котором сооружение не может воспринимать 
дальнейший рост нагрузки, так как его элементы, в сечениях кото­
рых достигнуто предельное состояние, не могут сопротивляться 
дальнейшему увеличению нагрузки, и сооружение становится как 
бы геометрически изменяемым, т. е. превращается в механизм.

17.2. Предельное состояние сжато-растянутого элемента 
по нормальному сечению

В элементах, работающих только на растяжение-сжатие (как, 
например, стержни ферм), нормальные напряжения а  в сечении 
распределяются равномерно (рис. 17.2,а,б,в). С ростом нагрузки они 
могут достигать предельных значений а у одновременно во всех
точках сечения (рис. 17.2,г). Поэтому предельное усилие, воспри­
нимаемое сечением, определяется по формуле:

S

Р и с. 17.1
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17.3. Предельное состояние изгибаемого элемента 
по нормальному сечению

Напряжения в сечении (рис. 17.3,а), работающем на изгиб в уп­
ругой стадии (рис. 17.3,б), определяются по формуле:

M  z
о  = ----- .

J

С ростом нагрузки напряжения в крайних волокнах в определен­
ный момент достигнут предела текучести (рис. 17.3,в). В общем 
случае пределы текучести материала при растяжении о у и сжатии

о* могут быть разными. Дальнейшее увеличение нагрузки будет
приводить к распространению пластических деформаций вглубь 
сечения (рис. 17.3,г,д). В предельном состоянии для некоторого 
идеализированного материала эпюра нормальных напряжений мо­
жет принять вид, показанный на рис. 17.3,е. Все резервы сечения 
исчерпаны, и дальнейшего роста нагрузки оно воспринимать уже 
не может.

Положение нейтральной оси в предельном состоянии не всегда 
совпадает с положением центральной оси у  сечения.
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Для определения положения нейтральной оси, считая о  у = о у, 
составим сумму проекций сил на горизонтальную ось:

R p  -  R  сж =  0  ; о  A  —о  A  = 0,У Р у  сж '

откуда следует, что

А Р =  А с (17.1)

Таким образом, положение нейтральной оси в предельном со­
*стоянии при о у = о у определяется из условия равенства площадей 

сжатой и растянутой зон сечения.

Предельный изгибающий момент, возникающий в сечении при
*о у  = о у , найдем как сумму моментов внутренних сил относительно 

нейтральной оси (рис. 17.3,е):

М пред = R p Zp  + R сжZсж =

= о  A  z + о  A  z = о  (A z + A  z  ).у  Р Р у  сж сж у  V p  p  сж сж )
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В скобках записана сумма статических моментов сжатой и рас­
тянутой зон сечения

A p  z p  + A  сж z сж = S p  + S сж  ,

которую называют пластическим моментом сопротивления сечения 
и вводят обозначение:

Wm = S p  + S сж . (17.2)

Значение предельного момента в сечении, с учетом (17.2), вы­
числяется по формуле:

М пред = о у ^ пл . (17.3)

Для симметричных относительно оси у сечений статические мо­
менты сжатой и растянутой зон сечения одинаковы
( S p  = S c x  = S0), и пластический момент сопротивления будет оп­
ределяться выражением:

Wm = 2 S0 .

Для прямоугольного сечения (рис. 17.4) пластический момент 
сопротивления равен:

W . = 2 S0 = 2 f  b h  1 h  = * * ! .
п  0 I 2 J 4 4
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Упругий момент сопротивления для прямоугольного сечения, 
как известно, равен b h 2/ 6 .  Следовательно, несущая способность 
элемента, имеющего прямоугольное сечение, при его работе в пла­
стической стадии в 1,5 раза выше, чем при его работе в пределах 
упругости. Обозначив отношение пластического момента сопро­
тивления Wm к упругому W через у, получим:

= у W. (17.4)

Коэффициент у для всех форм сечений больше единицы. При­
ведем его значение для ряда распространенных форм сечений: 
для прямоугольного сечения -  у = 1,5; для сплошного круглого 
сечения -  у = 1,7; для тонкостенного кольца -  у = 1,27; для про­
катных двутавров -  у = 1,5 ... 1,177.

Полученная для предельного момента формула (17.4) справедли­
ва для чистого изгиба (Q = N  = 0). В случае поперечного изгиба, при 
действии в сечении изгибающего момента и поперечной силы эта 
формула несколько изменится и ее можно записать в виде:

М  д = v о  W  ,пред у пл 5

где v -  коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения 
элемента.

Следует отметить, что при расчете балок и рам поперечные силы 
не оказывают большого влияния на несущую способность сечения и 
поэтому ими можно пренебречь, приняв v = 1.

При разных значениях пределов текучести о у и о* материала
элемента предельный момент в сечении элемента будет определять­
ся выражением:

М  д = о  A  z + о" A  z = опред у Р Р у сж сж у
Г о* Л

Sp + ^ с ж
V о у

^ W * , (17.5)
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*
*  о у

где WЛ = Sp + - ^ .
о у

Положение нейтральной оси в этом случае можно найти из 
уравнения:

о уА  = °У A сж .

Следует заметить, что для несимметричных сечений при неоди­
наковых пределах текучести материала на растяжение и сжатие 
предельные моменты, вычисляемые по формуле (17.5), будут раз­
ными в зависимости от направления изгибающего момента. Для 
симметричных сечений эти предельные моменты одинаковы.

Сечение в предельном состоянии, когда во всех его точках на­
пряжения равны пределу текучести (рис. 17.3,е), называют пласти­
ческим шарниром. Пластический шарнир, в отличие от обычного, 
является односторонним и исчезает (закрывается) при снятии на­
грузки или при перемене ее направления на обратное. Существен­
ным и важным отличием пластического шарнира от обычного явля­
ется то, что в пластическом шарнире действует изгибающий мо­
мент, равный предельному М пред (17.3). На расчетной схеме со­

оружения предельный изгибающий момент М пред изображается в
виде двух сосредоточенных моментов, приложенных к элементам, 
примыкающим к шарниру. Пластический шарнир, в отличие от дей­
ствительного шарнира, обозначается полностью затушеванным 
кружком с двумя черточками со стороны растянутых волокон, ко­
торые показывают направление раскрытия шарнира (рис. 17.5).
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Таким образом, предельный изгибающий момент, который мо­
жет быть воспринят сечением, работающим на изгиб, определяется 
выражениями (17.3), (17.5), и условие прочности элемента по нор­
мальному сечению принимает вид М  < М пред.

17.4. Предельное состояние систем и методы расчета

Статически определимые системы имеют минимально необхо­
димое число связей для сохранения их неизменяемости. При вы­
ключении из работы хотя бы одной связи, эти системы становятся 
геометрически изменяемыми. А это значит, что для перехода та­
ких систем в предельное состояние достаточно, чтобы хотя бы в 
одном сечении элемента возникло предельное состояние (теку­
честь при растяжении-сжатии элемента либо пластический шар­
нир при его изгибе).

Статически неопределимые системы имеют лишние связи. Для 
превращения их в механизм необходимо допустить, в общем слу­
чае, образование в них Л+1 пластических шарниров.

В некоторых частных случаях системы могут переходить в пре­
дельное состояние при появлении в них меньшего, чем Л+1, числа 
пластических шарниров. В этом случае имеет место частичное раз­
рушении системы (рис. 17.6).

а) * 77 = 1

* X

Рис. 17.6

При выключении из работы большего числа связей (рис. 17.7) 
говорят об избыточном разрушении системы.
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Для выявления предельного состояния системы надо определить, 
где (в каких сечениях, элементах) образуются пластические шарни­
ры (текучесть при растяжении-сжатии), которые превратят систему 
в механизм. Эта задача для статически неопределимых систем не 
является простой. Приходится учитывать наличие большого числа 
лишних связей и большого числа сечений, в которых возможно по­
явление пластических шарниров.

Действующие на сооружение нагрузки могут быть взаимозави­
симыми и характеризоваться изменением одного параметра. Такую 
нагрузку называют однопараметрической или простой. В случае 
независимых (многопараметрических) нагрузок решение задачи 
существенно усложняется.

Определение предельной нагрузки может производиться стати­
ческим или кинематическим методами, которые основываются со­
ответственно на статической и кинематической теоремах. При этом 
предполагается, что материал сооружения является идеальным же­
сткопластическим.

Для исследуемой статически неопределимой системы при задан­
ной нагрузке существует множество вариантов расположения пла­
стических шарниров, что влечет как множество вариантов распре­
деления усилий в элементах системы, так и множество возможных 
механизмов ее разрушения.

В соответствии со статической теоремой истинным распределе­
нием усилий является то, которому соответствует наибольшая пре­
дельная нагрузка. Следуя статической теореме, для системы нужно 
рассмотреть все возможные схемы распределения усилий, и из ус­
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ловий равновесия и прочности элементов по нормальному сечению 
найти предельную нагрузку для каждой схемы. Наибольшая из на­
грузок принимается за предельную для данной системы. При этом 
должна быть уверенность, что рассмотрены все возможные вариан­
ты распределения усилий. Так как на практике не всегда все воз­
можные варианты распределения усилий могут быть установлены, 
то на основе статической теоремы можно получить только нижнюю 
оценку для предельной нагрузки.

В соответствии с кинематической теоремой истинным механиз­
мом разрушения является тот, которому соответствует наименьшая 
предельная нагрузка. В общем случае, когда нельзя быть уверен­
ным, что рассмотрены все возможные механизмы разрушения, ки­
нематическая теорема дает верхнюю оценку предельной нагрузки.

Кинематический метод расчета сооружений базируется на прин­
ципе возможных перемещений. Составляя уравнение возможных 
работ внешних и внутренних сил для механизма разрушения как 
для системы с одной степенью свободы, определяют предельную 
нагрузку при однопараметрическом нагружении. К внутренним си­
лам в жесткопластической системе относятся предельные моменты 
М пред в пластических шарнирах изгибаемых систем и предельные

силы N nped в элементах, работающих на растяжение-сжатие.
Уравнение возможных работ внешних и внутренних сил для ме­

ханизмов разрушения записывается в виде:

£ F,пред Д, - £ >М,пред 0, - £ N пред Дш = 0. (17.6)

Из выражения (17.6) находится предельная нагрузка F npe£) для
рассматриваемого механизма разрушения.

Действительной форме разрушения, которая должна реализо­
вываться в системе, будет соответствовать тот механизм, для кото­
рого Епред минимальна. За расчетную предельную нагрузку прини­

мается наименьшая из всех F пред , полученных для всех возможных 
механизмов разрушения.
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17.5. Расчет стержневых систем по несущей способности

Статически определимые системы, как уже указывалось, имеют 
минимально необходимое число связей для сохранения неизменяе­
мости. Для перехода их в предельное состояние достаточно, чтобы 
хотя бы в одном сечении возникло предельное состояние (появился 
пластический шарнир). Таким сечением будет то, в котором напря­
жения наибольшие, и в процессе возрастания нагрузки в нем воз­
никнет предельное состояние.

Для перехода статически неопределимой системы в предельное 
состояние в ней необходимо появление, в общем случае, Л + 1 пла­
стических шарниров.

Так как рассматривается однопараметрическая нагрузка, то в 
процессе ее возрастания можно отследить последовательность по­
явления в исследуемой системе пластических шарниров. Анализи­
руя каждый раз после появления очередного пластического шарни­
ра систему на геометрическую изменяемость, можно установить, в 
конечном итоге, механизм разрушения и соответствующую ему 
предельную нагрузку.

Рассмотренные ранее методы расчета по несущей способности 
могут быть применены к любым стержневым системам. Наиболее 
часто они используются при расчете балочных систем, в частности, 
неразрезных балок.

При простом (однопараметрическом) нагружении неразрезной 
балки ее предельное состояние определяется предельным состояни­
ем пролета, работающего в самых невыгодных условиях. Предель­
ное состояние промежуточного пролета характеризуется появлени­
ем, как правило, трех пластических шарниров (рис. 17.8,г), а в 
крайних пролетах, в случае шарнирного опирания, -  двух.

Рассмотрим неразрезную балку, представленную на рис. 17.8,а. 
Принимаем, что балка имеет постоянную жесткость, значения пре­
дельных моментов известны и равны М пред .

Эпюра изгибающих моментов в балке от действия заданных 
нагрузок при работе материала в упругой стадии показана на 
рис. 17.8,б. В случае однопараметрической нагрузки предельное 
состояние, в первую очередь, возникнет в том пролете, который
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наиболее нагружен. Наименьшее значение параметра нагрузки F  
будет соответствовать этому пролету.

Определим для рассматриваемой балки предельное значение па­
раметра нагрузки из условия образования механизма разрушения в 
каждом из пролетов. Для этого приравняем наибольшее значение 
балочного изгибающего момента (рис. 17.8,б) в каждом из пролетов 
(под силами либо в средних сечениях, если действует равномерно 
распределенная нагрузка) соответствующим значениям предельных 
моментов М пред (рис. 17.8,в). В результате получим:

а) для первого пролета:

2,73 FI
8

= 2 М пред откуда = 5,861 М п— ;

б) для второго пролета: 

3FI
8

= 2М пред откуда F (2\  = 5,333 Мпред;пред

в) для третьего пролета: 

FI
4

= 1,5Мпред
(3) М пред°ткуда ^

Наименьшее значение имеет параметр нагрузки для второго про­
лета. Это значение будет предельным для всей рассматриваемой 
неразрезной балки при однопараметрическом нагружении:

Fnved = F%d = 5,333
М пред

I

Предельное состояние рассматриваемой балки будет характери­
зоваться образованием механизма разрушения во втором пролете 
(рис. 17.8,г).
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При независимом нагружении, когда нагрузки в пролетах не 
взаимосвязаны, число возможных простых независимых механиз­
мов разрушения равно числу загруженных пролетов неразрезной 
балки. Для рассматриваемого примера предельная нагрузка для 
первого пролета равна:

Упред
3 F (1)пред

I
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для второго:

F  = F (2) ,пред пред

для третьего:

F  = F (3) .пред пред

Для определения предельной нагрузки в пролете, который дос­
тиг предельного состояния, используется, чаще всего, кинематиче­
ский метод. Предельная нагрузка определяется из уравнения воз­
можных работ внешних и внутренних сил.

Вместо составления уравнения возможных работ можно приме­
нять способ выравнивания изгибающих моментов, суть которого 
состоит в совмещении балочной эпюры изгибающих моментов с 
эпюрой несущих способностей сечений каждого пролета балки 
(рис. 17. 8,в).

Особенно просто этим способом определяется предельная на­
грузка для неразрезной балки постоянного сечения с одинаковой 
несущей способностью всех пролетов.

Для балок, у которых сечение меняется на опорах, эпюра несу­
щих способностей слева и справа от опор будет иметь разные зна­
чения предельных моментов. В этом случае при вписывании балоч­
ных эпюр в эпюру несущих способностей сечений в расчет нужно 
принимать меньшие предельные моменты на опорах, подвешивая 
балочную эпюру к линии предельных опорных моментов.

Рассмотрим балку, представленную на рис. 17.9,а, жесткость ко­
торой различна в разных пролетах. Предельные моменты для сече­
ний в пролетах примем следующими:

М (1) = 12 М  • М (2) = М  • М (3) = 0 6 Мпред пред пред пред пред пред

Эпюра несущих способностей сечений представлена штриховы­
ми горизонтальными линиями на рис. 17.9,в.

На рис. 17.9,б показаны балочные эпюры изгибающих момен­
тов в пролетах балки от действующих в этих пролетах внешних
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нагрузок. Примем, что нагрузки пропорциональны одному обще­
му параметру F .

При образовании балочных механизмов в пролетах следует учи­
тывать, что на опорах, на которых меняются несущие способности 
сечений, а изгибающие моменты, исходя из условия равновесия уз­
лов, слева и справа одинаковы, пластические шарниры будут воз­
никать в сечениях, принадлежащих пролету с меньшей несущей 
способностью. Для опоры В, например, пластический шарнир воз­
никнет в сечении справа от опоры, и будет воспринимать предель­
ный момент М ^̂ )д. На опоре С пластический шарнир возникнет 
также в сечении справа от опоры и будет воспринимать предельный 
момент М {'̂ ед. Балочные эпюры будем подвешивать к линиям пре­
дельных опорных моментов: ab -  в первом пролете, Ьс -  во втором 
и cd -  в третьем пролете (рис. 17.9,в). В результате балочные эпюры 
изгибающих моментов впишутся в эпюру несущих способностей 
рассматриваемой балки так, как показано на рис. 17.9,в.

Рассмотрим образование балочных механизмов в каждом из 
пролетов отдельно. В первом пролете такой механизм образуется 
при появлении двух пластических шарниров в сечениях К  (под ле­
вой силой F) и В (справа от опоры В). Соотношение между ордина­
тами балочной эпюры изгибающих моментов и ординатами эпюры 
несущих способностей определяется равенством:

—  = 12 М  + М  предпред т  ,

из которого найдем

F (1) = 4 6  МпРед1 пред 1

Второй пролет превратится в механизм (рис. 17.9,г) при образо­
вании пластических шарниров в сечениях В (справа от опоры), Т 
(под силой 2F) и С (справа от опоры). Из соотношения ординат ба­
лочной эпюры и ординат эпюры несущих способностей пролета 
следует:
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F I  _ М  М пред + 0,6М пред
2 пред 2

откуда находим

F (2) _ 3 6 Мпред 1 пред ? i ■

В третьем пролете балочный механизм возникнет при появлении 
пластических шарниров в сечениях С (справа от опоры), D (в сечении, 
примыкающем к защемлению) и в середине пролета. Из равенства

9 2 ' _  0.6М „„0 + о,6М

следует:

F (3) _ 4 267 Мпред1 пред > i ■

Предельное значение параметра нагрузки F  находится из условия:

F  _  min (f (1) F (2) F (3) )_  3 6 Мпред1 пред 11Ш1 V пред ’ 1 пред’ 1 пред)  ̂ ■

Предельному состоянию соответствует образование механизма 
разрушения во втором пролете балки (рис. 17.9,г).

Рассмотрим пример расчета однопролетной балки с кусочно­
постоянной жесткостью на участках АС  и CD (рис. 17.10). Для пе­
рехода балки в предельное состояние необходимо образование двух 
пластических шарниров. Один из них возникнет в сечении, примы­
кающем к защемлению, а второй может появиться либо в сечении 
под силой F, либо в сечении С, то есть там, где изменяется жест­
кость балки. Примем, что предельные моменты сечений балки на 
участке АС равны М пред, а на участке CD -  0,6М пред. Эпюра несу­
щих способностей сечений балки показана на рис. 17.10,в. Балочная 
эпюра изгибающих моментов показана на рис. 17.10,б.
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Рис. 17.10

Для определения положения второго пластического шарнира 
наложим на эпюру несущих способностей сечений (горизонталь­
ные пунктирные линии на рис. 17.10,в) балочную эпюру изги­
бающих моментов от заданной нагрузки так, чтобы она, будучи 
подвешенной к линии опорных моментов A'D, касалась внизу 
линий предельных моментов (эпюры несущих способностей) в 
одном из сечений -  В либо С. Из рис. 17.10,в следует, что каса­
ние произойдет под силой F  и, значит, второй пластический шар­
нир возникнет в сечении В. Приравняв значение балочного мо-
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мента под силой F  равным сумме соответствующих ординат на 
эпюре несущей способности, получим уравнение:

2F a  2
= М пред + ~  М пред ,

из которого найдем предельную нагрузку для рассматриваемой 
балки:

F = 2 5 M пРед
пред ? 'a

В рассмотренных примерах решались задачи по определению 
предельных нагрузок на неразрезные балки, несущая способность 
которых полагалась известной (были заданы предельные моменты, 
которые могли воспринять сечения).

На практике иногда требуется решить обратную задачу: по за­
данной (предельной) нагрузке в каждом пролете необходимо найти 
предельные изгибающие моменты, а по ним подобрать размеры се­
чений балки. Порядок действий при этом следующий:

а) в каждом пролете строится балочная эпюра изгибающих 
моментов;

б) в каждом пролете на балочных эпюрах проводятся осевые ли­
нии таким образом, чтобы максимальные ординаты балочных эпюр 
делились пополам (в случае равенства предельных моментов при 
растяжении верхних волокон и нижних волокон балки) или в дру­
гом соотношении, если предельные моменты при растяжении верх­
них волокон и нижних волокон балки разные; при этом на каждой 
промежуточной опоре оказываются два разных предельных момен­
та, соответствующие двум смежным пролетам;

в) устанавливается окончательное положение осевой линии 
балки: положение осевой линии в пролете с наименьшими мо­
ментами принимается за окончательное, в дальнейшем произво­
дится выравнивание осевой линии последовательным перехо­
дом от пролета к пролету в порядке возрастания значений пред­
варительно выровненных моментов; на каждой промежуточной
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опоре за окончательное значение предельного опорного момен­
та принимается меньшее из двух;

г) по найденным значениям предельных изгибающих моментов 
вычисляются пластические моменты сопротивления Wm и подби­
раются размеры поперечных сечений.

ГЛАВА 18

О С Н О В Н Ы Е П О Н Я ТИ Я  
ДИ Н А М И К И  С О О РУ Ж ЕН И Й

18.1. Динамические нагрузки и их классификация

Динамическими называют такие нагрузки или другие внешние 
воздействия на сооружение, которые изменяются во времени доста­
точно быстро, сообщая массам сооружения заметные ускорения, так 
что возникающие при этом силы инерции существенно влияют на 
напряженно-деформированное состояние сооружения. Если инер­
ционные силы, вызываемые нагрузками, изменяющимися во време­
ни, малы по сравнению с самими нагрузками, то такие нагрузки 
можно приближенно отнести к статическим нагрузкам.

Динамические нагрузки могут изменяться во времени и в про­
странстве самым произвольным образом. В основном можно выде­
лить следующие характерные виды динамических нагрузок.

Импульсивная нагрузка характерна быстрым развитием и бы­
стрым исчезновением, почти мгновенным действием. Импульсив­
ные нагрузки вызывают резкое изменение скорости масс сооруже­
ния. Такие нагрузки вызываются ударной волной, порожденной 
различными взрывами, внезапными порывами ветра и т. п.

Ударная нагрузка вызывается падением различных тел на со­
оружение, работой копров, кузнечных молотов и т. д. Характеризу­
ется резким изменением скорости соударяющихся масс. Если упав­
шее тело остается на сооружении, то изменяется общая масса со­
оружения, а вес упавшего тела рассматривается как дополнитель­
ная, внезапно приложенная нагрузка.

Внезапно приложенная нагрузка является частным случаем 
ударной (падение тела с нулевой высоты). Появляется на сооруже­
нии внезапно и остается постоянной с течением времени.
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Неподвижная периодическая нагрузка характерна тем, что 
многократно повторяется через определенные промежутки времени 
(периоды), оставаясь приложенной к сооружению в одном опреде­
ленном месте. Аналитически произвольную периодическую нагруз­
ку можно описать зависимостью:

F  (t) = F  (t + T ) ,

где F  -  произвольная периодическая функция; 
t -  время как независимая переменная;
T  -  период изменения нагрузки во времени, то есть время 

одного полного цикла изменения периодической нагрузки. 
Малая по значению периодическая нагрузка может ино­
гда создать большой динамический эффект.

Периодическую нагрузку можно разложить в ряд Фурье по сину­
сам (или косинусам), а результирующую реакцию линейно дефор­
мируемого сооружения на периодическое воздействие представить 
как сумму реакций от постоянной составляющей и от каждой гар­
монической составляющей в отдельности. Таким образом, для оп­
ределения реакции сооружения на любую периодическую нагрузку 
достаточно уметь определять его реакцию на действие внезапно 
приложенной постоянной во времени нагрузки и на действие на­
грузки, изменяющейся по закону синуса (или косинуса).

Вибрационная нагрузка. Нагрузку, изменяющуюся по закону си­
нуса (или косинуса), называют вибрационной, или гармонической. 
Гармоническая, вибрационная нагрузка является частным случаем 
периодической нагрузки. Не нарушая общности, вибрационную на­
грузку можно представить в виде:

F  (t) = F  sin(#t + р ) ,  (18.1)

где F  -  амплитуда вибрационной нагрузки;
в  -  круговая, или циклическая частота изменения нагрузки во 

времени, выражающая количество циклов (периодов) ее 
изменения за время 2п секунд; 

сумма в скобках под знаком синуса называется фазой измене­
ния вибрационной нагрузки; 

р  -  начальная фаза изменения нагрузки (при t = 0).

557



Группу вибрационных сил, действующую на сооружение, приня­
то характеризовать вектором:

F (t) = F  sin e t . (18.2)

Амплитуды F группы вибрационных сил могут быть заданы про­
извольно. Но предполагается, что во времени все вибрационные силы 
изменяются с одной и той же частотой в , то есть синфазно, причем 
начальная фаза группы вибрационных сил полагается нулевой.

Целью динамики сооружений является определение экстремаль­
ных усилий и перемещений, а не установление точного характера 
движения отдельных масс сооружения. Поэтому представление 
вибрационной нагрузки в виде (18.2) является наиболее неблаго­
приятным для сооружения.

Природа возникновения вибрационных нагрузок может быть са­
мой разнообразной. Чаще всего вибрационные нагрузки порожда­
ются неуравновешенными вращающимися частями машин и меха­
низмов, установленных на сооружении. Вибрационные нагрузки 
вызывают гармонические колебания сооружений. Колебания высо­
кой частоты принято называть вибрациями.

Подвижная нагрузка характеризуется изменением своего по­
ложения на сооружении. Может быть постоянной, периодической, 
ударной, импульсивной. Как правило, подвижная нагрузка создает­
ся разнообразными транспортными средствами: поездами, автомо­
билями, мостовыми кранами, организованными колоннами людей 
или неорганизованной толпой и т. п.

Сейсмическая нагрузка представляет собой беспорядочные 
движения почвы, толчки, удары при землетрясениях, подземных 
взрывах, просадках почвы на подрабатываемых территориях.

Динамический расчет сооружений на сейсмические воздействия от 
землетрясений или взрывов, а также на динамическое воздействие вет­
ра, на действие подвижной нагрузки, которая меняет с течением вре­
мени свое положение, не меняя направления действия и абсолютного 
значения, в конечном итоге сводится к расчету на действие некоторой 
системы эквивалентных вибрационных, гармонических сил. Именно 
поэтому в динамике сооружений изучению влияния на сооружение 
вибрационных нагрузок уделяется первостепенное значение.

558



18.2. Силы инерции и степень свободы 
деформируемой системы

При динамическом нагружении деформации сооружения зависят 
не только от уровня внешних воздействий, но и от уровня возни­
кающих сил инерции, с которыми ускоряющиеся массы воздейст­
вуют на каркас сооружения. По определению, сила инерции прямо 
пропорциональна произведению массы на ускорение и направлена 
против направления ускорения.

В выбираемой динамической расчетной схеме сооружения пробле­
ма расположения масс является первостепенной. От этого зависит за­
кон распределения инерционных сил. В современной динамике со­
оружений принято рассматривать два основных вида расчетных схем:

-  расчетные схемы с дискретным расположением сосредото­
ченных, точечных масс, движение которых характеризуется конеч­
ным числом параметров (степеней свободы) и описывается обыкно­
венными дифференциальными уравнениями;

-  расчетные схемы с распределенными массами, движение ко­
торых характеризуется функциями времени и пространственных 
координат (бесконечное число степеней свободы) и описывается 
дифференциальными уравнениями в частных производных.

Для анализа колебаний деформируемых систем численными ме­
тодами на основе современных компьютерных технологий наиболее 
приспособлены расчетные схемы с сосредоточенными массами, то 
есть системы с конечным числом степеней свободы. В таких рас­
четных схемах все элементы (стержни) сооружения считаются не­
весомыми, а их массу и массу полезной нагрузки заменяют сосре­
доточенными массами, расположенными дискретно, в узловых точ­
ках. В этом случае выражение для сил инерции получается наибо­
лее простым. Для одной сосредоточенной ускоряющейся массы 
m выражение для вычисления силы инерции J  имеет вид:

d  2 Z
J  = -m w  = - m — ^ ,  (18.3)

dt

где w = Z  -  ускорение массы;
Z  -  перемещение массы.
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Для нескольких ускоряющихся масс сооружения применяют 
векторно-матричные обозначения:

-  d 2 Z  -
J  = - M — — = -  M Z, (18.4)

d t2

где J  -  вектор обобщенных сил инерции (сосредоточенных сил по 
направлению линейных перемещений масс и сосредоточен­
ных моментов по направлению угловых перемещений масс);

M  -  квадратная, как правило, диагональная матрица сосредо­
точенных масс и моментов инерции сосредоточенных масс;

Z -  вектор ускорений масс (вектор вторых производных по 
времени от перемещений масс, линейных и угловых).

Размерность (порядок) вектора сил инерции, матрицы масс и векто­
ра ускорений в выражении (18.4) зависит от степени свободы дефор­
мируемой системы. В классической динамике сооружений степень 
свободы колеблющейся деформируемой системы принято рассматри­
вать как количество независимых геометрических параметров, опреде­
ляющих возможные перемещения только движущихся масс. Поэтому 
следует различать динамическую степень свободы и общую степень 
свободы дискретной деформируемой системы. Общая степень свобо­
ды дискретной деформируемой системы рассматривается как количе­
ство независимых геометрических параметров, определяющих воз­
можные перемещения всех ее узлов. Такое понятие степени свободы 
эквивалентно понятию кинематической неопределимости при расчете 
деформируемых систем методом перемещений. Динамическая же сте­
пень свободы колеблющейся деформируемой системы относится 
только к движущимся массам. Различие состоит в том, что в направле­
нии динамических степеней свободы развиваются силы инерции, все 
остальные направления остаются "безынерционными".

Исторически понятие динамической степени свободы было вве­
дено с целью снижения порядка получаемых систем итоговых урав­
нений, подлежащих решению при анализе колебаний. Если речь 
идет о динамической степени свободы, то решению подлежит сис­
тема дифференциальных уравнений движения (система дифферен­
циальных уравнений второго порядка в обыкновенных производных)
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относительно перемещений только движущихся масс. Количество 
уравнений в системе равно динамической степени свободы колеба­
тельной системы. Если же речь идет об общей степени свободы 
дискретной колебательной системы, то решению будет подлежать 
система совместных алгебраических и дифференциальных уравне­
ний относительно перемещений всех узловых точек. Порядок такой 
системы будет гораздо выше.

Тем не менее, с целью простоты алгоритмизации решаемых за­
дач, можно, при необходимости, предположить, что динамическая 
степень свободы дискретной деформируемой системы совпадает с 
её общей степенью свободы. Отсутствие же в некоторых узлах со­
средоточенных масс или сознательное пренебрежение теми или 
иными инерционными силами можно учесть заданием нулевых зна­
чений соответствующих компонент матрицы масс. В этой связи, 
уместно напомнить, что при использовании современных компью­
теров и современного программного обеспечения не имеет принци­
пиального значения, какие уравнения обрабатываются: чисто диф­
ференциальные или смешанные, алгебраические и дифференциаль­
ные; пятого или пятисотого порядка; с нулевыми или ненулевыми 
компонентами матриц. Естественно, размеры матриц должны соот­
ветствовать возможностям программного обеспечения.

Проиллюстрируем сказанное на примере. Двухшарнирная порталь­
ная рама несет сосредоточенную массу в середине пролета (рис. 18.1,а). 
Собственной массой стержней рамы по сравнению с сосредоточен­
ной массой пренебрегаем. Инерцией вращения сосредоточенной 
массы как точечной также пренебрегаем. За счет изгибных дефор­
маций стержней рамы сосредоточенная масса может перемещаться 
по вертикали и горизонтали. Следовательно, система имеет две ди­
намические степени свободы. Вектор сил инерции, вектор ускоре­
ний и матрица масс будут второго порядка:

J  = ■ J1 ■ m " N '

1 2J 1 m 1 N
:

2 1

= -M Z . (18.5)
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При компьютерном расчете данной системы, допустим, на основе 
общих уравнений строительной механики должна быть рассмотрена ее 
дискретная расчетная схема (рис. 18.1,б), состоящая из четырех 
стержней и трех подвижных жестких узлов. Общая степень свободы 
данной дискретной системы при пренебрежении продольными де­
формациями стержней равна пяти: три угла поворота трех жестких 
узлов и два линейных смещения. Вводимые в динамический расчет 
(см. ниже) вектор инерционных сил, матрица масс и вектор ускоре­
ний системы будут уже пятого порядка:

J  =

1
1J

I

J  2
J 3 = -

4

1 '-Л 1

0

m
m

Z 1

Z 2

Z 3

Z 4
Z5

Силы инерции вращения по первым трем угловым направлениям 
входят в общий вектор сил инерции чисто формально. При даль­
нейшем динамическом расчете они автоматически будут получать­
ся равными нулю. Соответствующие угловые ускорения будут ум­
ножаться на нулевые значения соответствующих обобщенных масс 
(моментов инерции соответствующих масс, из которых две отсутст­
вуют, а инерцией вращения третьей, присутствующей массы мы 
пренебрегаем). Именно поэтому первые три компоненты матрицы 
масс пятого порядка приняты равными нулю.

Если в состав расчетной схемы сооружения входят элементы 
(стержни) с распределенными массами, то точные дифференциальные

0
0
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уравнения движения такой системы могут быть записаны только в ча­
стных производных. Однако, чтобы применить для динамического 
расчета компьютерные технологии, расчетная динамическая модель 
такого сооружения должна по-прежнему рассматриваться дискретной. 
Распределенные силы инерции должны быть заменены эквивалентны­
ми узловыми силами инерции. При этом в зависимости от принятой 
модели учета распределенных масс квадратная матрица масс в выра­
жении (18.4) может оказаться не диагональной, а заполненной.

Действительно, если стержень с равномерно распределенной 
массой интенсивностью m (рис. 18.2,а) совершает преимуществен­
но поступательное движение с ускорением wn = Wk = w , то на него 
действует равномерно распределенная сила инерции:

J  (х) = - m w . (18.6)

Эквивалентной дискретной расчетной моделью будет тот же 
стержень, но уже невесомый, с двумя равными точечными узловы­
ми массами (рис. 18.2,б):

М п = Mk = ml /2 (18.7)

и сосредоточенными силами инерции:

J n = J k = -
mlw

2
(18.8)

Матричная формула (18.4) для этого стержня примет вид:

ml
" Jn  ' 2 wn

_ Jk  _ ml _wk _
2 _

(18.9)

то есть матрица масс будет диагональной.
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Рис. 18.2

Теперь предположим, что рассматриваемый стержень с равно­
мерно распределенной массой, оставаясь прямолинейным (изгибная 
жесткость E J  ^  да), будет двигаться так, что, допустим, верти­
кальная составляющая ускорений его точек будет изменяться по 
линейному закону w( x) (рис. 18.3,а). В данном случае на стержень 
будет действовать вертикальная составляющая сил инерции, также 
распределенных по линейному закону:

J (x) = -m w (x ). (18.10)

Эквивалентной дискретной моделью будет тот же стержень с 
двумя вертикальными узловыми силами инерции (рис. 18.3,б):

ml
J n = — — (2wn + wk ); 6

ml
J k = ---— (wn + 2wk X6

(18.11)

заменяющими распределенные силы инерции.

kn
I
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Рис. 18.3

Матричная зависимость (18.4) в этом случае примет вид:

" Jn " ml "2 1" Wn

_ Jk  _ ~ 6 1 2 W k _
(18.12)

кn
l

то есть матрица масс стала заполненной. Расчетная модель такого 
стержня будет дискретной, но уже нельзя сказать, что это модель с со­
средоточенными узловыми массами. Это будет дискретная модель с 
некоторыми эквивалентными сосредоточенными массами M 1 и M  2 , 
расположенными между узлами (рис. 18.3).

В общем случае определение сосредоточенных узловых сил 
инерции, эквивалентных распределенным силам инерции (или со­
средоточенным внеузловым силам инерции) должно производиться 
точно так же, как и определение эквивалентных узловых нагрузок 
от произвольных местных нагрузок, приложенных к стержням меж­
ду узлами. Однако действительный закон распределения инерцион­
ных сил по длине стержня заранее не известен, так как не известны 
динамические перемещения деформируемого стержня, которые 
следует определять с учетом его изгибных деформаций, и, следова­
тельно, не известны ускорения масс, расположенных на стержне. 
Характер динамических деформаций стержня становится более
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сложным, и речь должна идти о приближенном определении обоб­
щенных сил инерции и обобщенных масс на основе общих методов 
механики и тех или иных дополнительных предположений о харак­
тере движения и форме деформирования элементов, несущих рас­
пределенные массы.

18.3. Силы сопротивления движению

Помимо динамических нагрузок и сил инерции на характер колеба­
ний деформируемых систем существенное влияние оказывают силы 
сопротивления движению. Природа сил сопротивления сложна и до сих 
пор еще не выявлена полностью. В динамике сооружений наиболее ши­
роко применяется гипотеза о пропорциональности сил сопротивления 
движению скоростям движущихся масс. В динамике дискретных систем 
полагается, что силы сопротивления движению Ф ^ ) являются внеш­
ними узловыми, что они пропорциональны и противоположны скоро­
стям перемещений узлов, то есть могут быть аналитически представле­
ны следующей векторно-матричной формулой:

1 гу

Ф(t) = - H ----= - H Z  , (18.13)
dt

где H  -  квадратная матрица коэффициентов сопротивления, 
определяемых опытным путем.

Чаще всего с целью упрощения, как аналитических преобразова­
ний, так и вычислений, матрицу сопротивления H  полагают диаго­
нальной или равной линейной комбинации матрицы масс M  и матри­
цы внешней жесткости R  деформируемой колебательной системы:

H  = k1M  + к2 R , (18.14)

где коэффициенты пропорциональности к1 и к2 определяются 
на основании опытных данных.

При этом предполагается, что первое слагаемое в (18.14) учитывает 
внешнее сопротивление колебаниям, а второе слагаемое -  внутреннее 
неупругое сопротивление материала сооружения деформациям.
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Таким образом, можно сказать, что в некоторый произвольный 
момент времени в процессе динамического деформирования на уз­
лы движущейся (колеблющейся) дискретной системы действуют
суммарные внешние динамические силы FD в составе заданных 

динамических нагрузок F (t) ,  вызванных ими сил инерции J ( t ) и 

неизбежных сил сопротивления движению Ф ^ ) :

Fd = F ( t) + J ( t ) + Ф(t) = F (t) -  M Z  -  H Z  . (18.15)

18.4. Виды колебаний

Все динамические нагрузки вызывают колебания сооружений. Если 
динамическую систему каким-либо образом, например, отклонением 
или толчком, вывести из состояния равновесия, а затем предоставить 
самой себе, то система будет совершать свободные колебания. Свобод­
ные колебания упругой системы происходят при отсутствии непрерыв­
но действующих динамических нагрузок. Они поддерживаются энерги­
ей, сообщенной системе в момент начала колебаний. Энергия колеблю­
щейся системы состоит из потенциальной энергии деформаций системы 
и кинетической энергии движущихся масс. В процессе свободных коле­
баний происходит непрерывный обмен: потенциальная энергия перехо­
дит в кинетическую, а затем кинетическая энергия переходит в потенци­
альную. Если предположить, что потерь энергии не происходит, то есть 
не учитывается внешнее и внутреннее сопротивление движению систе­
мы, то ее свободные колебания будут длиться бесконечно долго. Такие 
идеализированные колебания называют свободными незатухающими.

Неизбежные внешние и внутренние сопротивления движению не­
прерывно поглощают часть энергии колеблющейся системы. Чем боль­
ше силы сопротивления, тем быстрее гасятся колебания. Таким образом, 
в реальных условиях свободные колебания упругой системы являются 
затухающими, то есть их длительность ограничена во времени.

Если на систему непрерывно действует динамическая нагрузка, 
то она непрерывно будет сообщать системе энергию, преодолевать 
силы сопротивления и поддерживать колебательное движение. Ко­
лебания сооружений при непрерывно действующих динамических 
нагрузках называют вынужденными.
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Колебания могут быть периодическими и хаотическими. Следует 
понимать, что сумма двух периодических движений с несоизмери­
мыми частотами уже не является периодическим движением.

Колебания можно классифицировать и по виду вызываемых ими 
деформаций. Колебания называют изгибными или поперечными, 
если они вызывают преимущественно деформации изгиба стержней 
и перемещения, перпендикулярные оси стержня. Колебания могут 
быть продольными, крутильными или крутильно-изгибными, если 
они вызывают соответственно продольные, крутильные или кру- 
тильно-изгибные деформации.

Колебания могут быть линейными и нелинейными. Линейные ко­
лебания имеют место в линейно деформируемых системах и описыва­
ются линейными дифференциальными уравнениями. Методы решения 
линейных дифференциальных уравнений движения разработаны дос­
таточно полно. Перемещения линейной колебательной системы долж­
ны быть малы по сравнению с габаритами сооружения.

При больших перемещениях в колебательной системе нарушает­
ся линейная зависимость между нагрузками и деформациями, сис­
тема становится геометрически нелинейной. Колебания геометри­
чески нелинейной системы описываются нелинейными дифферен­
циальными уравнениями. Такие колебания называют нелинейными. 
Нелинейными будут колебания и в системах, материал которых не 
следует закону прямой пропорциональности, закону Гука (физиче­
ская нелинейность). Методы решения нелинейных дифференциаль­
ных уравнений движения более трудоемки. Для исследования нели­
нейных колебаний применяют специальные аналитические (асим­
птотические) и численные методы.

Колебания называют параметрическими, если они вызываются 
периодическим изменением параметров сооружения, например, 
длины стержней или их жесткости. Параметрические колебания 
описываются дифференциальными уравнениями с переменными 
коэффициентами, чаще всего нелинейными. Их решения обладают 
специфическими свойствами и требуют также применения специ­
альных методов.

В данном курсе будут рассмотрены только линейные колебания, 
то есть малые колебания линейно деформируемых систем.
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18.5. Задачи и методы динамики сооружений

Задачи динамики сооружений, как правило, являются повероч­
ными, не связанными с прямой задачей инженерного расчета -  под­
бором сечений элементов сооружений.

Первую, основную задачу динамики сооружений можно сформу­
лировать следующим образом.

По заданным геометрическим и жесткостным параметрам со­
оружения требуется определить частоты (периоды) и формы сво­
бодных (собственных) колебаний этого сооружения. Порой первая 
задача динамики сводится к определению только наименьшей соб­
ственной частоты, или к определению собственных частот в задан­
ном частотном диапазоне, или к проверке системы на резонанс.

Вторая задача динамики сооружений, называемая динамиче­
ским расчетом сооружений, формулируется так.

По заданным геометрическим и жесткостным параметрам сооруже­
ния и динамическим нагрузкам требуется определить динамические 
усилия и динамические перемещения колеблющейся (движущейся) сис­
темы. При этом, как правило, инженера интересует не точный закон из­
менения во времени, допустим, перемещений узлов или изгибающих 
моментов в элементах сооружения, а их экстремальные значения.

С точки зрения жесткости и прочности сооружения, это будут ампли­
туды перемещений, амплитуды усилий, амплитуды напряжений и т. д., 
вызванные, допустим, вибрационной нагрузкой. Таким образом, под ди­
намическим перемещением некоторого узла следует понимать амплиту­
ду этого перемещения. Ее берут либо со знаком плюс, либо со знаком 
минус. Если колебания системы хаотические, то в результате динамиче­
ского расчета ищут экстремальные значения перемещений и усилий.

С точки зрения воздействия колебаний на людей, искомыми мо­
гут быть амплитуды перемещений, амплитуды скоростей и ампли­
туды ускорений, так называемые виброперемещения, виброскоро­
сти и виброускорения.

Решение задач динамики сооружений базируется на известных мето­
дах общей механики и вычислительной математики. Для составления 
дифференциальных уравнений движения применяют два основных ме­
тода механики: кинетостатический метод и энергетический метод.

Кинетостатический метод заключается в том, что движущееся 
сооружение в любой момент времени рассматривается как безмас-
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совое, находящееся в равновесии (в покое) под действием мгновен­
ных динамических сил, а именно: заданных динамических нагрузок, 
сил сопротивления движению и сил инерции, заменяющих действие 
отброшенных ускоряющихся масс. Мгновенные динамические пе­
ремещения и динамические усилия рассматриваются как статиче­
ские, вызванные мгновенными значениями динамических сил. Да­
лее применяются методы статики сооружений: составляются урав­
нения равновесия, деформаций, или используются общие методы 
механики, например, принцип возможных перемещений. Для мно­
гоэлементных систем применяют дискретную расчетную схему и 
составляют общие уравнения строительной механики: статические 
(с учетом сил инерции и сил сопротивления), геометрические, фи­
зические. Или применяют метод конечных элементов.

Энергетический метод основан на применении принципа стационар­
ности полной энергии системы и вытекающих из этого принципа урав­
нениях Лагранжа второго рода. В такой постановке энергетический ме­
тод применяется для точного описания движения динамических систем.

Энергетический метод может быть применен и для приближен­
ного описания свободных незатухающих колебаний сложных сис­
тем. В этом случае используется закон сохранения энергии, соглас­
но которому сумма потенциальной и кинетической энергии в про­
цессе свободных незатухающих колебаний остается постоянной:

T + U = const,

где T  -  кинетическая энергия;
U  -  потенциальная энергия.

Для решения дифференциальных уравнений движения в дина­
мике сооружений применяют аналитические и численные методы.

Решение линейных дифференциальных уравнений движения с по­
стоянными коэффициентами сводят к решению систем линейных ал­
гебраических уравнений, однородных (свободные колебания, полная 
или частичная проблема собственных значений) или неоднородных 
(действие вибрационной нагрузки). Решение линейных дифференци­
альных уравнений движения с переменными коэффициентами, нели­
нейных дифференциальных уравнений движения и дифференциаль­
ных уравнений движения при непериодических нагрузках ведут на 
компьютерах, как правило, численными методами. Либо численными
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методами общего характера, предназначенными для решения задач 
Коши (задач с начальными условиями) для систем произвольных 
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка. Либо 
специальными численными методами, предназначенными для реше­
ния уравнений движения, то есть систем обыкновенных дифференци­
альных уравнений второго порядка, без преобразования последних в 
системы дифференциальных уравнений первого порядка.

Решение дифференциальных уравнений в частных производных, 
описывающих движение систем с неравномерно распределенными 
массами, ведут, как правило, численными и численно-аналитическими 
методами на основе вариационных методов (метод Релея-Ритца, метод 
Власова-Канторовича, метод Бубнова-Галеркина) и конечно­
разностных методов (метод сеток, вариационно-разностный и т. п.).

Мощным методом решения динамических задач для систем с 
распределенными массами является метод замены распределенных 
масс сосредоточенными массами, основанный на идеях метода ко­
нечных элементов.

ГЛАВА 19

К О Л Е Б А Н И Я  С И С ТЕМ  
С О ДН О Й  С Т Е П Е Н Ь Ю  С В О БО Д Ы

19.1. Дифференциальное уравнение движения

Рассмотрим движение простейшей системы с одной степенью 
свободы: поперечные колебания невесомой балки, несущей в сере­
дине пролета сосредоточенную массу m  и нагруженную в этой же 
точке динамической нагрузкой в виде вертикальной силы F (t) , из­
меняющейся с течением времени (рис. 19.1). Силы сопротивления 
движению пока рассматривать не будем.
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Пусть в процессе движения под действием динамической нагрузки 
балка с массой в некоторый момент времени t сместится по вертикали 
на величину y (t) . В соответствии с кинетостатическим методом мож­
но положить, что это перемещение вызвано в безмассовой балке дей­
ствием динамической нагрузки F (t) и силы инерции J  = -m y  , соот­
ветствующих рассматриваемому моменту времени t (рис. 19.2). Что­
бы найти в балке неизвестное перемещение y (t) , можно применить 
формулу Мора:

y (t) = a 1f  = E J  М М  d x , (191)El

где M  1 -  изгибающие моменты в балке от вертикальной единичной 
силы, в направлении которой определяется перемещение;

M f  -  изгибающие моменты в балке от совместного действия 
динамической силы F (t) и силы инерции J  .

Сила инерции неизвестна, выражается через неизвестное ускорение. 
Воспользуемся для определения неизвестных изгибающих момен­
тов M f  принципом независимости действия сил и известными еди­
ничными изгибающими моментами М 1:

M f  = М 1 (F  (t) + J  (t)). (19.2)

Подставив выражение для M f  (19.2) в формулу (19.1), получим:
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y (t) = S1 1 ( f  (t) + J  (t)), (19.3)

где

s n  = Z J М М  dx = (m  1 •М 1)EJ

есть податливость системы в направлении искомого перемещения 
движущейся массы, то есть перемещение, в данном случае балки в 
середине пролета в вертикальном направлении, вызванное единич­
ной безразмерной силой, приложенной в том же направлении.

Выразив в (19.3) силу инерции через произведение массы на ус­
корение и опустив индексы при единичном перемещении, получим 
дифференциальное уравнение движения системы с одной степенью 
свободы под действием динамической нагрузки:

y  = S (F (t) -  m y) ,
или

Smy + y  = SF (t). (19.4)

Разделив (19.4) на S , можно получить дифференциальное урав­
нение движения в несколько ином виде:

my + ry = F  (t),  (19.5)

где использовано обозначение

r = —. (19.6)
S

Величину r , обратную податливости S  , называют жесткостью сис­
темы в направлении перемещения движущейся массы. Иногда уравне­
ние вида (19.4) называют уравнением движения в обратной форме, а 
уравнение вида (19.5) -  уравнением движения в прямой форме.
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19.2. Свободные колебания

Чтобы заставить систему совершать свободные колебания, ее можно 
отклонить от положения равновесия на некоторое начальное перемеще­
ние yo и толкнуть, придав некоторую начальную скорость vo. Пере­

мещение y o и скорость vo называются начальными возмущениями.
При отсутствии постоянно действующих динамических нагрузок диф­
ференциальное уравнение движения системы с одной степенью свободы 
(19.5) становится однородным:

my + ry = 0.

Разделив (19.7) на m , получим:

y  + а 2 y  = 0,

где

\V  1
а  = — = .-----

\  m ~jSm

Общее решение однородного линейного дифференциального урав­
нения второго порядка с постоянными коэффициентами (19.8) может 
быть представлено в виде суммы двух периодических функций:

y (t) = A  sin a t  + B  c o s a t . (19.10)

Произвольные постоянные интегрирования A  и B  зависят от на­
чальных возмущений (начальных условий) и равны:

(19.7)

(19.8)

(19.9)

A = v o ; B = yo. (19.11)
a

Решению (19.10) дифференциального уравнения свободных ко­
лебаний (19.8) можно придать более простой вид:

y (t) = Y  sin(a t + n ) , (19.12)
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где в качестве новых произвольных постоянных интегрирования 
выступают амплитуда свободных колебаний Y  и начальная фаза n , 
которые также можно выразить через начальные возмущения:

Y  = . 2 Г vo ^
y o +

l a  J
П = arctg Г yoa  

vo
(19.13)

Таким образом, при произвольных ненулевых начальных возму­
щениях движение массы будет происходить по синусоидальному 
закону с постоянной амплитудой Y  и сдвигом по фазе n .

Рассмотрим частные варианты начальных возмущений.
Вариант 1. Задано начальное отклонение массы, начальная ско­

рость равна нулю:

y (o) = yo; v(o) = y (o) = ° . (19.14)

Подставив начальные возмущения (19.14) в формулу (19.11), 
а затем в (19.Ю), получим:

y (t) = yo c o s a t . (19.15)

График движения массы во времени в соответствии с уравнени­
ем (19.15) показан на рис. 19.3.

- " О -

*£ - ..л  , Л
yo

*• t

Рис. 19.3

Таким образом, если отклонить массу на расстояние yo от по­
ложения равновесия, а затем отпустить без начальной скорости, то

2
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она будет двигаться во времени по закону косинуса с постоянной 
амплитудой, равной начальному отклонению.

Вариант 2. Задана начальная скорость массы, а начальное от­
клонение равно нулю:

Следовательно, в соответствии с (19.12) уравнение движения 
примет вид:

Таким образом, если сообщить массе только начальную скорость Vo, 
то она будет двигаться по синусоиде с постоянной амплитудой 
Y  = Vo/ а  (рис. 19.4).

Входящая в формулы (19.Ю)—(19.13) величина а  выражает со­
бой круговую, или циклическую частоту, то есть число полных цик­
лов (периодов) колебаний за время 2п секунд. Круговую частоту 
свободных колебаний системы с одной степенью свободы легко 
вычислить по формулам (19.9), зная массу и жесткость (или подат­

v(o) = y (o) = Vo; y (o) = o . (19.16)

Подставив (19.16) в (19.13), получим:

а

/ ч vo .y ( t) = — sin a t .
а

(19.17)

Рис. 19.4
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ливость) динамической системы. Период (время одного цикла) сво­
бодных колебаний выражают через круговую частоту по формуле:

2п
T = ---- . (19.18)

а

Величина, обратная периоду

f  = T-, (19.19)

выражает число полных циклов колебаний в секунду, измеряется в 
Герцах и называется физической частотой. Физическая частота свя­
зана с круговой частотой зависимостью:

f =
а

2п
(19.2o)

Рассмотрим пример определения частот и периодов свободных 
колебаний систем с одной степенью свободы.

П р и м е р  19.1. Для системы, изображенной на рис. 19.5,а, требует­
ся определить круговую частоту а  , период T  и частоту в Герцах f  .

а) m  = 1,5 т

12 м

X 1 = 1

E J  = 5,5 • Ю4 кНм2

577



Система может совершать поперечные, изгибные колебания. Сосре­
доточенная масса будет перемещаться по вертикали. Методом сил или 
методом перемещений построим эпюру изгибающих моментов от вспо­
могательной вертикальной единичной силы X , =  1, приложенной в
направлении возможного перемещения массы (рис. 19.5,б). Затем вы­
числим податливость системы в этом направлении, то есть перемеще­
ние по направлению вертикальной вспомогательной силы, вызван­
ное самой вспомогательной единичной силой:

5п  = (М 1 • М 1) -  —  х 
E J

1  • 2 • 2 - •  2 + —  (1 -1 + 4 • 0,5 • 0,5 + 2 • 2)
2 3 6

44
3 E J '

По формуле (19.9) найдем круговую частоту:

3E J
а  =

44m \  

Период колебаний равен:

3 • 5,5 4 0 "  -1
= 50 сек

44 4,5

T 2 ^  2 • 3,1416 01257
T = —  = ------------ = 0,1257 сек .

а  50

Физическая частота:

1
T  0,1257

= 7,96 Г ц .

П р и м е р  19.2. Определить частоту свободных колебаний одно­
пролетной одноэтажной рамы (рис. 19.6,а), предполагая, что ригель 
рамы абсолютно жесткий, стойки невесомые, а масса ригеля и по­
лезной нагрузки равномерно распределена по длине пролета.

х
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а) б)

5„

Рис. 19.6

При невесомых стойках и абсолютно жестком ригеле раму мож­
но рассматривать как систему с одной степенью свободы, способ­
ную совершать горизонтальные колебания за счет изгибных дефор­
маций стоек. Вычислим полную массу ригеля:

M  = m l .

Определим податливость 5  рамы по горизонтали в уровне по­
крытия (рис. 19.6,б):

5  = 5 = 2 1 1 h h 2 h = h3 5 = 5ii = 2  ----   — • — • h • — • — = --------.
11 E J  2 2 3 2 6EJ

и найдем круговую частоту:

6EJ

m lh

На рис. 19.7 показано определение жесткости рассматриваемой 
рамы в направлении колебаний. В данном случае жесткость рамы 
по горизонтали равна реакции r  , которая возникает в дополнитель­
ном горизонтальном опорном стержне при его линейном смещении 
на единицу.

m
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а)

Рис. 19.7

Итак, имеем:

„ E J  „ E J 6EJ  
r = 3—г  + 3—г  = — . 

h3 h3 h3

Как видим, жесткость r обратна податливости 5  .

19.3. Общий случай действия возмущающей нагрузки

При действии на систему с одной степенью свободы произволь­
ной динамической нагрузки F (t) общее решение неоднородного 
дифференциального уравнение движения вида (19.5) может быть 
представлено в виде суммы двух решений:

y (t) = y i (t) + y2 (t Ь (19.21)

где y1 (t) -  общее решение (19.10) или (19.12) соответствующего 
однородного уравнения (19.7) свободных колебаний; 

y 2 (t ) -  частное решение собственно неоднородного урав­
нения (19.5) вынужденных колебаний. Это частное 
решение примет вид:

y2 (t) = ® 5§F(u) s i na ( t  - u)du .
0

(19.22)

где u -  вспомогательная переменная интегрирования.

1
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Определенный интеграл (квадратуру) в выражении (19.22) при про­
извольном законе изменения динамической нагрузки F  (u) = F  (t) для 
каждого конкретного значения переменной t можно вычислить ча­
ще всего численно, применяя квадратурные формулы (прямоуголь­
ников, трапеций, Симпсона, Гаусса и т. п.). Процесс этот является 
достаточно громоздким. Поэтому вместо решения в квадратурах
(19.22) для динамической нагрузки общего вида можно применить 
и численные методы решения непосредственно дифференциального 
уравнения движения (19.5), известные из вычислительной матема­
тики. Для некоторых частных видов динамической нагрузки (вне­
запно приложенной, вибрационной и др.) существуют аналитиче­
ские решения.

Пусть к массе системы с одной степенью свободы внезапно прило­
жена сила F (t) = F  и остается на ней достаточно долго. Найдем ча­
стное решение (19.22) дифференциального уравнения движения (19.5) 
для этого случая:

где y st = F 5  есть перемещение по направлению движения мас-

Как следует из (19.23), система совершает простые гармонические 
колебания с частотой свободных колебаний о  и амплитудой y s t.

Можно сказать, что колебания совершаются относительно де­
формированного состояния, вызванного статически приложенной 
силой F . Размах колебаний равен 2y s t . Максимальные отклоне­
ния системы относительно недеформированного состояния при ну­
левых начальных условиях ( y1 (t) = 0 ) имеют место в моменты

19.4. Действие внезапно приложенной нагрузки

(19.23)0
F 5 (1 -  cos o t ) = y st (1 -  cos о  t),

сы от статически приложенной силы F  .
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времени, когда cos o t  = —1, и равны размаху колебаний, то есть 

y max = 2yst .
Таким образом, действие внезапно приложенной нагрузки в два 

раза более опасно, чем действие равной по значению статически 
приложенной нагрузки.

Рассмотрим действие на систему с одной степенью свободы гар­
монической нагрузки, изменяющейся по закону синуса:

где F  -  амплитудное значение нагрузки; 
в  -  круговая частота ее изменения.

Частное решение (19.22) дифференциального уравнения вынуж­
денных колебаний (19.5) с правой частью (19.24) примет вид:

Общее решение (19.22) дифференциального уравнения вынуж­
денных колебаний с учетом (19.10) и (19.25) можно записать так:

19.5. Действие гармонической нагрузки

F  (t) = F  s i n e t , (19.24)

y2(t) = y stA s i n e t , (19.25)

где введены обозначения:

y st = 5 F > M =
1

(19.26)

y ( t) = A  sin o t  + B  c o s o t  + y stp. s i n e t . (19.27)

найдем постоянные интегрирования:
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v0 в
A  = ------ yst A ~ , B  = y0.о  о

и вместо (19.27) получим:

y ( t) = | — -  y stA — | sin o  t + y0 cos o t  + y stA sin в  t .
\ o  o  J

Если предположить, что гармоническая нагрузка (19.24) начина­
ет действовать на покоящуюся систему при нулевых начальных 
возмущениях

v0 = °> y0 = 0 ,

то вынужденные колебания будут состоять из суммы двух гармони­
ческих движений:

y (t) = y2(t) = y stA ^s i n e t -  — s in o t | . (19.28)

Суммируются чисто вынужденные колебания, происходящие с 
частотой вынуждающей нагрузки в  , и сопровождающие свобод­
ные, совершающиеся с частотой o  , но с амплитудой, зависящей от 
частоты и амплитуды вынуждающей нагрузки. Результирующее 
движение носит характер биений и в общем случае при произвольной 
частоте вынуждающей гармонической нагрузки, не соизмеримой с 
частотой свободных колебаний, является даже непериодическим.

Чтобы все-таки заставить колебательную систему совершать 
чисто периодические движения с частотой вынуждающей силы в , 
можно соответствующим образом подобрать начальные возмуще­
ния. Так, при начальных условиях

v0 = yst Ae > y0 = 0 ,

как следует из (19.27), свободные синусоидальные колебания и со­
провождающие свободные колебания взаимно погашаются, и оста­
ются чисто вынужденные гармонические колебания:
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y (t) = y stA sin в t , или y (t) = y dm s i n e t , (19.29)

где
y dm = A yst.

В зависимости (19.26)-(19.29) входят следующие физические ве­
личины и понятия: y din -  амплитуда динамических перемещений;

y st -  перемещение (прогиб) колебательной системы в направлении
движения массы от статически приложенной силы, равной по зна­
чению амплитуде динамической нагрузки; A -  динамический ко­
эффициент, показывающий во сколько раз максимальные динами­
ческие перемещения (а также усилия и другие параметры), вызван­
ные вибрационной нагрузкой, отличаются от статических переме­
щений (усилий или других параметров соответственно), вызванных 
в той же упругой системе статической силой, равной по значению 
амплитуде вибрационной нагрузки.

В приведенном выше решении не учитывались силы сопротив­
ления движению. В реальных системах с течением времени свобод­
ные колебания неизбежно затухают и сохраняются чисто вынуж­
денные гармонические колебания, так называемые установившиеся 
или стационарные колебания. Поэтому в практических расчетах 
обычно используют формулу (19.29) вместо более громоздкой 
(19.28). Как правило, это идет в запас прочности и жесткости при 
колебаниях в дорезонансной зоне, когда частота вынуждающей на­
грузки удовлетворяет соотношению:

в <(0,70 0 ,80)o .

Так как целью динамического расчета является определение ам­
плитуд динамических перемещений и амплитуд динамических уси­
лий, то для этого достаточно выполнить статический расчет упругой 
системы на действие статической силы, равной по значению амплиту­
де вибрационной силы, и вычислить динамический коэффициент A 
по формуле (19.26). Затем амплитуда любой динамической величи­
ны (при условии, что точка приложения вибрационной силы и точка
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сосредоточения массы совпадают) вычисляется через соответст­
вующую статическую величину по формуле:

Tdtn = A Tst , (19.30)

где под символом T  понимается любой параметр, характери­
зующий напряженно-деформированное состояние упру­
гой системы: перемещение, усилие, деформация, напря­
жение и т. д.

При совпадении частоты вынуждающей нагрузки с частотой 
свободных колебаний ( в  = o ) в колебательной системе имеет ме­
сто явление, называемое резонансом. В этом случае, как следует из 
формулы (19.26), динамический коэффициент принимает бесконеч­
но большое значение (А = да). Однако амплитуды динамических 
перемещений не мгновенно становятся бесконечно большими. При 
резонансе точное выражение (19.28) для вычисления динамического 
перемещения становится неопределенным:

Раскрыв в (19.28) неопределенность по правилу Лопиталя, 
получим:

График разности гармонических функций, стоящей в скобках в 
зависимости (19.31), показан на рис. 19.8. Следовательно, при резо­
нансе в идеализированной системе без учета сил сопротивления ам­
плитуда колебаний нарастает во времени по линейному закону. При­
чем за два -  три размаха она превышает соответствующее статиче­
ское перемещение приблизительно в 10 раз. Как будет показано 
ниже, силы сопротивления движению ограничивают нарастание 
амплитуд динамических перемещений. Даже при резонансе в ли­

19.6. Резонанс и его развитие во времени

y (t) = ystю 0 = yst 0 .

(19.31)
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нейной системе с сопротивлением амплитуды колебаний остаются 
конечными. Кроме того, при повышенном уровне деформаций в ко­
лебательной системе начинают проявляться нелинейные эффекты, 
что тоже ведет к снижению резонансных перемещений. Тем не ме­
нее, в реальных сооружениях резонансные колебания не допустимы.

50

501__________ 1__________ |__________ I__________ I__________ 1__________ I__________ I__________ I__________ 1__________
0 5 10 15 20 25 30 35 «  45 50

e t— ►

Рис. 19.8

19.7. Свободные колебания с учетом сил сопротивления

В реальных сооружениях всегда имеют место процессы, приво­
дящие к рассеиванию, поглощению энергии колебаний. С течением 
времени свободные колебания механической системы обязательно 
затухают. Вынужденные колебания при наличии сил сопротивления 
совершаются с меньшими амплитудами, чем при отсутствии сил 
сопротивления.

Рассмотрим движение системы с одной степенью свободы с уче­
том силы сопротивления движению, пропорциональной скорости 
движущейся массы, но противоположной ей по направлению:
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V(t) = -h y  (t) , (19.32)

где h -  коэффициент пропорциональности.

Соответствующее дифференциальное уравнение затухающих 
свободных колебаний можно записать так:

my + hy + ry = 0. (19.33)

Приведем это уравнение к виду, принятому в теории дифферен­
циальных уравнений:

y  + 2пу  + а 2 у  = 0 , (19.34)

где введены обозначения:

0 h 2 r 12n = — , а  = — = — .
m m Sm

Последнее равенство выражает собой квадрат частоты свободных 
незатухающих колебаний, то есть свободных колебаний без учета сил 
сопротивления. Параметр n в задачах динамики сооружений всегда 
является положительным, так как по физическому смыслу характери­
зует силы сопротивления, способствующие затуханию колебаний.

Общее решение дифференциального уравнения (19.34) при дос­
таточно малых значениях параметра n имеет вид:

y (t) = ye~nt s in ( a t  + n ), (19.35)

где постоянные интегрирования y  и rj с учетом ненулевых на­
чальных возмущений y(0) = yo и у  (0) = Vq равны:

y =
а 1 Уо 

vo + пУо

В полученных выражениях через а  обозначена круговая часто­
та затухающих свободных колебаний:
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а 1 = л /а 2 - п2 . (19.36)

Для реальных сооружений п << а  , и поэтому практически час­
тоты незатухающих а  и затухающих а 1 свободных колебаний 
можно считать совпадающими. График затухающих свободных ко­
лебаний в соответствии с уравнением (19.35) показан на рис. 19.9.

а^

Рис. 19.9

Рассмотрим отношение амплитуд затухающих свободных коле­
баний для двух моментов времени, отличающихся на период 
71 = 2 л/а1  :

y ( t) = ye~nt = епТ,
y ( t  + 71) ye - n(t+71) .

Натуральный логарифм от последнего выражения
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ln en7‘ = nT1 = 2nn = S  (19.37)
а 1

носит название логарифмического декремента колебаний и харак­
теризует быстроту затухания свободных колебаний.

Как следует из (19.37), логарифмический декремент колебаний за­
висит от демпфирующих и упругих свойств колебательной системы, 
от периода и, следовательно, от частоты свободных колебаний. Таким 
образом, принятая гипотеза учета сил сопротивления (силы сопротив­
ления пропорциональны скоростям движущихся масс, гипотеза вязко­
го трения) приводит к эффекту частотно-зависимого затухания.

Хотя картина затухания, даваемая гипотезой вязкого трения, яв­
ляется вполне приемлемой, а математические выкладки -  достаточ­
но простыми, многочисленные эксперименты показывают, что в 
строительных сооружениях затухание, в первую очередь, обуслов­
лено внутренним трением (иначе неупругим сопротивлением), при­
чем логарифмический декремент не зависит от частоты колебаний, 
то есть является частотно-независимым.

Рассмотрим систему с одной степенью свободы (рис. 19.10). 
Предположим, что масса системы удалена, а по направлению ее 
движения поставлена связь. Если связь заставить принудительно 
перемещаться по гармоническому закону с частотой 0 и амплиту­
дой A , то со стороны связи на балку будет действовать сила F , 
также изменяющаяся по тому же гармоническому закону. Зависи­
мость между силой F  и перемещением А при циклическом изме­
нении последнего в пределах ± A  в реальной системе будет неодно­
значной. Полному циклу изменения перемещения соответствует 
замкнутая гистерезисная петля. Для гармонических колебаний она 
может быть принята в виде вытянутого эллипса. Суммарная сила 
F  может быть представлена как сумма восстанавливающей, упру­
гой силы R  и силы неупругого сопротивления Ф :

F  = R + Ф .

Во времени эти силы изменяются циклически с периодом 7  , но 
со сдвигом по фазе в четверть периода. Их амплитудные значения
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± Ra и  ± Ф0 (рис. 19.10) достигаются в разные моменты времени, 
отстоящие друг от друга на T  / 4 .

Работа силы R  за полный цикл колебаний равна нулю. Работа 
силы Ф равна площади эллипса, образующего петли гистерезиса:

AW = пА Ф 0.

Такое количество работы необратимо затрачивается за полный 
цикл колебаний на преодоление сил сопротивления. Эта работа 
равна энергии A U , поглощаемой реальной конструкцией за счет 
неупругих свойств материала (микропластические деформации, 
микротрещины, тепловые эффекты и  т. п.).

Мерой, характеризующей способность материала сооружения 
сопротивляться колебаниям, принято считать отношение погло­
щенной энергии AU = AW к амплитудному значению потенциаль­
ной энергии деформации UА, численно равной площади заштрихо­
ванного треугольника (рис. 19.10). Это отношение называют коэф­
фициентом поглощения энергии колебаний (коэффициентом дисси­
пации) ц . Следовательно,
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ц  = A U / UA = пАФ 0 /(RaA /2 ) = 2пФ0/ Ra = 2 п у ,

где у  = Ф0 / Ra является отношением амплитуд неупругой и  уп­
ругой сил (рис. 19.10) и  называется, в свою очередь, ко­
эффициентом неупругого сопротивления, или коэффи­
циентом внутреннего трения.

Многочисленные эксперименты, выполненные разными иссле­
дователями, показали, что коэффициент поглощения энергии коле­
баний ц  и  коэффициент неупругого сопротивления колебаниям у  
практически не зависят от частоты колебаний, но зависят от уровня 
напряжений и , следовательно, от уровня амплитуд А  , а также зави­
сят от вида конструкции. Причем для каждого конкретного вида 
конструкции (стальной мост, стальная дымовая труба, железобе­
тонная балка, железобетонная рама, железобетонный свод и  т. д.) 
опытные данные имеют сильный разброс.

Для основных строительных материалов в диапазоне малых на­
пряжений (по сравнению с расчетным сопротивлением) коэффици­
ент неупругого сопротивления у  осредняют и  полагают, что с рос­
том напряжений он растет по линейному закону до определенного 
уровня y0 . В диапазоне средних напряжений он не зависит от уров­
ня напряжений и  может быть принят постоянным (рис. 19.11,а). При 
этом следует отметить, что в машиностроительных сталях этот ко­
эффициент нелинейно зависит от уровня напряжений во всем диа­
пазоне изменения напряжений (рис. 19.11,б), но не зависит от час­
тот колебаний.

В строительных сооружениях коэффициент внутреннего трения 
(неупругого сопротивления) у  обычно мал по сравнению с едини­
цей. В табл. 19.1 приведены значения коэффициента неупругого со­
противления Y0 , допустимые для динамических расчетов строитель­
ных конструкций в области малых и  средних значений напряжений.
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Рис. 19.11

Таблица 19.1

Материал Yo
Бетон и железобетон 0,100

Кирпичная кладка 0,080

Дерево 0,050

Прокатная сталь 0,025

Примечание -  Приведенные в таблице 19.1 значения коэффици-
ента внутреннего трения Yo установлены для уровня амплитудных
значений напряжений а  > а 0 ~ 0,02R , где R -  расчетное сопро-
тивление материала.

Для значений напряжений а  < Сто коэффициент у  вычисляет­
ся по формуле:

аК.=Y

а 0

При практическом учете сил неупругого сопротивления прибе­
гают к дополнительным предположениям и гипотезам, корректи­
рующим гипотезу вязкого трения. Рассмотрим одну из таких гипо­
тез, получившую название гипотезы частотно-независимого упруго­
вязкого сопротивления.
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Согласно гипотезе частотно-независимого упруго-вязкого со­
противления, во-первых, предполагают, что силы внутреннего со­
противления пропорциональны жесткости системы:

h = x r ,

где х  называют коэффициентом вязкости материала.

Тогда все предыдущие выкладки, выполненные по теории вяз­
кого трения, остаются справедливыми при условии, что введена 
замена:

Во-вторых, на основании опытных данных полагают, что коэф­
фициент вязкости материала х  зависит от частоты гармонических 
колебаний, и подбирают эту зависимость такой, чтобы выполнялись 
условия частотно-независимого затухания. Так, для свободных за­
тухающих колебаний условно принимают:

На основании (19.39) логарифмический декремент колебаний 
(19.37) становится частотно-независимой, постоянной величиной:

Приближенное равенство в последней формуле обусловлено тем, 
что в строительных сооружениях частоты свободных затухающих и 
незатухающих колебаний различаются незначительно ( а  « а  ). 

Зависимость (19.40) широко используется на практике.

(19.38)
m m

(19.39)

1 1  / Ь  f  IAS

о = ------= --------« nY  .
а, а.

2nn _ ^ZYа
(19.40)
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19.8. Вынужденные колебания с учетом сил сопротивления

Рассмотрим влияние сил внешнего, вязкого сопротивления и сил 
внутреннего, упруго-вязкого сопротивления на вынужденные коле­
бания, вызванные действием вибрационной синусоидальной на­
грузки F  (t) = F  sin 9 t .

В соответствии с теорией вязкого трения дифференциальное 
уравнение вынужденных колебаний будет иметь вид:

(19.41)

Его общий интеграл, как обычно, представим в виде суммы двух 
функций:

y (t) = y i (t) + y 2 (t),

где y i(t) представляет собой уравнение (19.358) свободных за­
тухающих колебаний, а y2(t) есть искомое частное 
решение уравнения (19.41). Это частное решение 
можно представить в виде:

y2 (t) = W a t  s in (e t + rh) , (19.42)

где обозначено:

М1 =■
Г ( в )21

2
(  2пв^|

1 - |  — 1 + 2 JJ

(19.43)

yst = S F  =
F

2пв

а>А - в 2
гц = - arctg (19.44)

1

2

Г
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8  -  податливость системы в направлении колебаний
(не путать с логарифмическим декрементом колебаний); 

r -  жесткость системы в направлении колебаний.

По истечении некоторого времени с момента начала действия 
вибрационной нагрузки свободные колебания практически затуха­
ют. Переходной процесс (суммарные свободные и вынужденные, 
неустановившиеся колебания) сменяется чисто вынужденными, ус­
тановившимися колебаниями, происходящими с частотой вынуж­
дающей нагрузки и описываемыми уравнением (19.42).

Чтобы учесть частотно-независимое внутреннее трение при устано­
вившихся вынужденных гармонических колебаниях в соответствии с 
теорией упруго-вязкого сопротивления необходимо в полученные фор­
мулы (19.43) и (19.44) ввести замену (19.39). В результате получим:

М1 =■
1

1 - | в
а + Y21 ва

(19.45)

в
а771 = -arctg-  2
в 2

1 —
а

При резонансе (в  = а  ) соответственно имеем:

П
7  рез =  — "2"

(19.46)

Вследствие того, что Y << 1, при резонансе значение динамиче­
ского коэффициента и, следовательно, амплитуды динамических 
перемещений и динамических усилий резко возрастают, хотя и ос­
таются конечными. При этом динамические перемещения сдвинуты 
по фазе на п / 2 (запаздывают) относительно вибрационной нагруз­
ки. Динамические перемещения достигают максимума в те момен­
ты времени, когда возмущающая сила равна нулю, и наоборот.

22 2

7
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Графики изменения динамического коэффициента fJ-1 в зависи­
мости от отношения 0 / а  для нескольких значений коэффициента 
неупругого сопротивления у  показаны на рис. 19.12. Чем меньше 
коэффициент неупругого сопротивления, тем круче график динами­
ческого коэффициента.

в / т ---------- ►

Рис. 19.12

Как следует из графиков (рис. 19.12), учет сил сопротивления 
существенно влияет на процесс колебаний лишь в окрестности ре­
зонанса. Вне резонансной зоны влияние сил сопротивления незна­
чительно. Ширину резонансной зоны обычно принимают в преде­
лах 0,15-0,20 в обе стороны от резонансной частоты.

Модель частотно-независимого упруго-вязкого сопротивления 
дает удовлетворительные результаты и при произвольной динами­
ческой нагрузке. Дифференциальное уравнение вынужденных ко­
лебаний с учетом сил сопротивления в соответствии с этой гипоте­
зой примет вид:

2 1у  + у а у  + а  y  = — F ( t ) ,  (19.47)
m

где у  -  коэффициент внутреннего сопротивления;
а  -  частота свободных незатухающих колебаний.
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19.9. Кинематическое возбуждение колебаний

К кинематическим воздействиям относятся принудительные 
смещения опорных закреплений сооружений. Смещения опор со­
оружений могут быть вызваны, в первую очередь, сейсмическими 
воздействиями (землетрясениями), а также взрывами в грунте, ра­
ботой машин и механизмов в соседних зданиях и другими воздей­
ствиями, передающимися через основание на фундаменты соору­
жения. Ограничимся для простоты рассмотрением систем с одной 
степенью свободы без учета сил сопротивления.

Пусть для стойки с одной массой (рис. 19.13,а) основание соверша­
ет движение по заданному закону A(t) . Полное перемещение массы 
Y(t) в некоторый момент времени t будет суммой переносного пере­
мещения A(t) и относительного перемещения y ( t ) (рис. 19.13,б):

Y  (t) = A(t) + y  (t). (19.48)

Alt) y(t)

Рис. 19.13

Переносное перемещение точки сосредоточения массы определя­
ется в безмассовой расчетной схеме как перемещение в направлении 
движения массы, вызванное заданным смещением опор. В статиче­
ски определимой консольной стойке оно совпадает с заданным гори­
зонтальным перемещением опоры и происходит без деформации сис­
темы. В статически определимой системе более сложной структуры 
переносное перемещение связано с перекосом безмассовой расчетной 
схемы за счет смещения опоры. На рис. 19.14 показано переносное 
перемещение массы по вертикали A(t) в статически определимой
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раме, вызванное горизонтальным смещением правой опоры Ag(t) .
В статически неопределимых системах переносные перемещения 
масс зависят в общем случае от деформаций системы. На рис. 19.15 
показано вертикальное переносное перемещение A(t) массы, распо­
ложенной в пролете статически неопределимой балки, связанное с ее 
изгибом за счет вертикальной осадки ее левой опоры Ag(t) . Допол­
нительные относительные перемещения масс y (t) во всех случаях 
связаны с дополнительными деформациями конструкций, вызванны­
ми действием суммарных сил инерции.

Рис. 19.15

В соответствии с принципом Даламбера суммарная сила инер­
ции равна:

J  = - m Y  = -m (A  + y ) .
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Дополнительное относительное перемещение выразим через по­
датливость системы и силу инерции:

y  = SJ = -5m (A + y ) .

В результате получим дифференциальное уравнение кинемати­
чески возбуждаемого движения:

Дифференциальному уравнению (19.49) можно придать стан­
дартный вид (в прямой форме):

Возмущающая, динамическая сила J ( t ) (19.51) имеет простой 
смысл. Это сила инерции массы m , соответствующая ускорению пе­
реносного, возмущающего перемещения. Сравнивая (19.50) с (19.5), 
можно сделать вывод, что для определения дополнительных, относи­
тельных перемещений в результате кинематически возбуждаемых ко­
лебаний систему необходимо рассчитать на действие внешних возму­
щающих сил, равных частичным силам инерции (19.51), вызванным 
только переносными ускорениями. Этот вывод справедлив для сис­
темы с любой степенью свободы.

2 Аy  + а  y  = - A , (19.49)

где использовано обозначение:

my + ry = J  (t), (19.50)

где введено обозначение:

J ( t ) = -m A . (19.51)
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Г Л А В А  20

К О Л Е Б А Н И Я  С И С Т Е М Ы  
С Н Е С К О Л Ь К И М И  С ТЕ П Е Н Я М И  С В О БО Д Ы

20.1. Дифференциальные уравнения движения в общем виде

Для вывода дифференциальных уравнений движения дискретной 
деформируемой системы с несколькими степенями свободы (рис. 20.1), 
как и ранее, применим принцип Даламбера. В процессе колебаний под 
действием динамических сил деформируемая система (как и любой ее 
фрагмент) в произвольный момент времени может быть представлена 
как бы находящейся в состоянии мгновенного равновесия. Напомним, 
что в состав внешних динамических сил входят динамические нагрузки, 
силы инерции и силы сопротивления движению.

Рис. 20.1

В векторной форме динамические силы могут быть выражены 
формулой (18.15). Неизвестными в таком мгновенном состоянии 
равновесия будут внутренние силы, перемещения и реакции опор. Си­
лы инерции движущихся масс также будут неизвестными, так как за­
висят от неизвестных ускорений масс. Как известно из статики соору­
жений, взаимосвязь между внешними активными силами и вызванны­
ми ими перемещениями можно установить либо с помощью матрицы 
внешней жесткости, либо с помощью матрицы внешней податливости.
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Так, вектор динамических сил FD можно представить как про­
изведение матрицы внешней жесткости R  на вектор вызванных 
ими динамических перемещений Z  :

Fd  = r Z  . (20.1)

Подставив в формулу (20.1) выражение вектора динамических 
сил Fd  (18.15) в составе динамических нагрузок F ( t ) ,  сил инер­

ции J ( t ) = - M Z  и сил сопротивления Ф ^ ) = - H Z  , получим в век­
торно-матричной форме дифференциальные уравнения движения 
системы с несколькими степенями свободы. Точнее говоря, с про­
извольным конечным числом степеней свободы:

M Z  + H Z  + R Z  = F  (t). (20.2)

Напомним, что в уравнении (20.2) элементы матрицы внешней 
жесткости R  выражают собой единичные реакции в воображаемых 
дополнительных связях, поставленных в направлении каждой ди­
намической степени свободы. Так, элемент есть реакция в связи
номер i от смещения связи номер к  на единицу. С другой стороны, 
матрица жесткости R  может рассматриваться и как матрица внеш­
ней жесткости по направлению всех возможных перемещений узлов 
дискретной деформируемой системы. В таком случае матрица масс М  
и матрица коэффициентов демпфирования Н  могут содержать ну­
левые элементы. Матрица внешней жесткости, входящая во все ви­
ды уравнений движения, во всех случаях должна быть невырож­
денной, иначе это будет свидетельствовать о геометрической изме­
няемости рассматриваемой деформируемой системы.

В случае отсутствия динамических нагрузок, когда

F  (t) = 0,

система дифференциальных уравнений движения (20.2) прини­
мает вид:
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и описывает свободные затухающие колебания дискретной дефор­
мируемой системы.

Если в (20.3) пренебречь силами сопротивления, то получим 
дифференциальные уравнения движения, описывающие идеализи­
рованные, незатухающие свободные колебания дискретной дефор­
мируемой системы:

M Z  + R Z  = 0 . (20.4)

При добавлении в систему уравнений (20.4) динамических на­
грузок получим также идеализированные дифференциальные урав­
нения вынужденных колебаний при отсутствии сил сопротивления:

M Z  + R Z  = F ( t ) . (20.5)

Если деформируемая система является относительно простой, 
так что составление матрицы внешней податливости приводит к 
меньшим вычислительным затратам, чем составление матрицы 
внешней жесткости, то уравнения движения можно преобразовать к 
виду, непосредственно содержащему матрицу внешней податливо­
сти. Так, умножая систему уравнений свободных колебаний (20.4)
слева на матрицу R  1 = D , преобразуем ее к виду:

DM Z + Z  = 0 , (20.6)

где D  -  матрица внешней податливости, которая может быть вы­
числена независимо от матрицы внешней жесткости R  .

Элементы матрицы внешней податливости D  = \5к ] представ­
ляют собой единичные перемещения в деформируемой системе. Эле­
мент 8к  есть перемещение по направлению единичной силы номер i 
(то есть по направлению степени свободы номер i ), вызванное еди­
ничной силой номер к  , приложенной соответственно по направлению 
степени свободы номер к  .

M Z + H Z + r Z  = 0 (20.3)
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Аналогичным образом для описания вынужденных колебаний 
без учета сил сопротивления вместо системы (20.5) можно получить 
эквивалентную ей систему:

DMZ + Z  = D F (t) . (20.7)

Общие уравнения движения с учетом сил сопротивления (20.2), 
выраженные через матрицу внешней податливости, примут вид:

D M Z + DHZ + Z  = D F  (t). (20.8)

Уравнения движения (20.2)-(20.5), выраженные через матрицу 
внешней жесткости, носят название уравнений движения в прямой 
форме. Уравнения движения вида (20.6)-(20.8), выраженные через 
матрицу внешней податливости, носят название уравнений движе­
ния в обратной форме.

К полученным системам дифференциальных уравнений движе­
ния с целью установления особенностей конкретного движения не­
обходимо добавить начальные условия:

при t = t0 , Z  = a, Z  = b , (20.9)

где a -  вектор констант, соответствующих начальным отклонениям;
b -  вектор констант, соответствующих начальным скоро­

стям узлов деформируемой системы.

Таким образом, для дифференциальных уравнений движения бу­
дет сформулирована задача Коши, задача с начальными условиями. 
Решение задач Коши для некоторых видов уравнений движения 
можно найти в аналитической форме в справочниках по дифферен­
циальным уравнениям. Для более сложных случаев решение урав­
нений движения можно получить только численными методами. 
Самые общие численные методы решения задачи Коши для обык­
новенных дифференциальных уравнений рассматриваются в курсах 
по методам вычислений. Некоторые специальные численные мето­
ды, приспособленные для решения задач динамики сооружений, 
приводятся ниже в главе 22.
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20.2. Свободные незатухающие колебания

Решения дифференциальных уравнений незатухающих свобод­
ных колебаний (20.4) или (20.6) играют в линейной динамике со­
оружений особую роль, так как на их основе строятся решения и 
других задач динамики сооружений. Общее решение дифференци­
альных уравнений свободных незатухающих колебаний обычно 
ищут как сумму частных решений. Частные решения описывают 
одночастотные колебания деформируемой системы, когда все узлы 
колеблются по одному и тому же гармоническому закону с некото­
рой общей частотой и общей фазой, но с разными амплитудами:

Z  (t) = X  s in (a t + n ), (20.10)

где X  -  вектор амплитудных значений динамических переме­
щений (вектор амплитуд); 

ю -  круговая частота одночастотного колебания;
П -  начальная фаза.

Такие одночастотные свободные колебания называют собствен­
ными, нормальными, или главными.

Найдем вторые производные по времени от перемещений (20.10):

Z(t) = -а>2 X s in (a t  + п). (20.11)

Подставив (20.10) и (20.11) в матричное уравнение движения в
прямой форме (20.4) и разделив на sin(a t + rj) , получим систему
однородных алгебраических уравнений относительно вектора ам­
плитуд X  :

(R  - ю 2 M  ) X  = 0. (20.12)

Характеристическое уравнение системы однородных алгебраи­
ческих уравнений (20.12) и одновременно характеристическое (ве­
ковое, или частотное) уравнение системы дифференциальных урав­
нений движения (20.4) примет вид:
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D et (R  - ю 2 M ) = 0. (20.13)

уравнений (20.12) может иметь ненулевые решения X  Ф 0.
Аналогично, подставив (20.10) и (20.11) в матричное уравнение 

свободных колебаний в обратной форме (20.6) и разделив на
2

ю sin(® t + п) , получим также систему однородных алгебраиче­

ских уравнений относительно тех же амплитуд X  :

(D M  - A E )X  = 0 , (20.14)

с характеристическим (частотным) уравнением вида:

D et(D M  - A E ) = 0 , (20.15)
где

A = 1/ю 2 .

Следовательно, и система однородных алгебраических урав­
нений (20.14) будет иметь ненулевое решение X  Ф 0 при удов­
летворении частотного уравнения (20.15), эквивалентного урав­
нению (20.13).

Таким образом, задача о свободных незатухающих колебаниях 
дискретной деформируемой системы с конечным числом степеней 
свободы, описываемых дифференциальными уравнениями движе­
ния в прямой форме (20.4), свелась к полной обобщенной проблеме 
собственных значений (20.12) для двух симметричных матриц. Од­
на из двух матриц, матрица внешней жесткости R  , заведомо поло­
жительно определена. Вторая матрица, матрица масс М  в самом 
общем случае может быть и неотрицательно определенной, если ряд 
узловых масс отсутствует, и соответствующие узловые перемещения 
рассматриваются как безынерционные. Если в расчете учтены только 
динамические степени свободы, или массы присутствуют по направ­
лениям всех возможных перемещений, то и матрица масс также бу­
дет симметричной и положительно определенной.

Только при выполнении условия (20.13) система однородных
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В роли собственного значения такой обобщенной проблемы соб-
2ственных значений выступает квадрат круговой частоты ю . В ли­

нейной алгебре доказывается, что для симметричных и положитель­
но определенных матриц все собственные значения обобщенной 
проблемы действительны и положительны. Следовательно, действи­
тельны и положительны все собственные частоты. Однако, если в 
системе есть безынерционные степени свободы, то часть собствен­
ных частот, количество которых равно количеству безынерционных 
степеней свободы, будет иметь значения, стремящиеся к бесконечно­
сти. Если же в расчете учтены только динамические степени свобо­
ды, то все собственные частоты положительны и конечны.

Факт наличия бесконечно больших частот не означает вычисли­
тельной катастрофы. Численный метод можно построить так, что он 
будет вычислять бесконечно большие собственные значения через 
обратные величины, стремящиеся в процессе последовательных 
приближений к нулю. Как будет показано ниже, для практических 
целей в динамике сооружений потребуется вычислять относительно 
небольшое количество меньших собственных значений (собствен­
ных частот) и соответствующих собственных векторов (собствен­
ных форм). Поэтому наличие или отсутствие бесконечно больших 
собственных частот никак не отражается на результатах динамиче­
ского расчета.

Если исходить из дифференциальных уравнений движения в об­
ратной форме (20.6), то задача о свободных незатухающих колеба­
ниях дискретной системы сводится к полной проблеме собственных 
значений (20.14) для некоторой квадратной матрицы общего вида:

A  = D M .

Матрица A , равная произведению двух симметричных матриц, в 
общем случае не является симметричной. Так как матрица внешней по­
датливости D  заведомо невырожденная, а матрица масс M  может 
быть неотрицательной, то количество возможных нулевых собст­
венных значений A матрицы А  и соответственно количество воз­
можных бесконечно больших собственных частот ю равно дефекту 
матрицы масс, то есть числу нулевых строк (столбцов) в матрице 
масс, или числу безынерционных степеней свободы.
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Переходя от алгебраической проблемы собственных значений к 
механической проблеме свободных колебаний дискретной дефор­
мируемой системы, можно сделать следующие выводы.

Деформируемая система с n степенями свободы может совершать 
свободные одночастотные колебания по n разным собственным фор­
мам, характеризуемым каждая своей собственной частотой ю и своим
соответствующим собственным вектором X . Собственный вектор
амплитудных значений перемещений X  как раз и характеризует 
форму деформаций колеблющегося сооружения при его макси­
мальном отклонении от положения равновесия.

Собственные векторы X  определяются с точностью до произ­
вольного ненулевого множителя и могут быть нормированы любым 
подходящим образом. Колебания по каждой собственной форме яв­
ляются гармоническими, отвечающими закону (20.10), то есть син­
фазными. Все узлы колеблющегося сооружения одновременно про­
ходят положение равновесия и одновременно достигают экстре­
мальных амплитудных отклонений.

Чтобы заставить сооружение совершать колебания строго по од­
ной из собственных форм, достаточно придать ему начальные от­
клонения, пропорциональные этой форме, при нулевых начальных 
скоростях или при начальных скоростях, пропорциональных той же 
собственной форме колебаний.

Собственные формы колебаний, соответствующие разным по 
номеру собственным частотам, взаимно ортогональны как относи­
тельно матрицы масс, так и относительно матрицы внешней жест­
кости. То есть имеют место следующие равенства:

X(j)M X (k) = 0 (i Ф к ) ,  (20.16)

X T )R X (к) = 0 (i Ф к ), (20.17)

где i, к -  номера собственных форм колебаний.

Это свойство непосредственно вытекает из системы однородных 
алгебраических уравнений (20.12). Если в эту систему подставить соб­
ственную частоту Юк и соответствующую собственную форму X k ,
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а затем умножить систему слева на транспонированный вектор дру-
^ Tгой собственной формы X i  при Ю k Ф  ю ^ , то получим равенство 

двух скаляров:

X TR X k = ю 2к X TM X k .

Если подстановку и умножение провести в обратной последова­
тельности, то получим аналогичное скалярное равенство:

X T R X i = ю 2 X T M X  i .

Вычитая полученные равенства одно из другого и учитывая, что 
в силу симметричности матриц M  и R  :

X I  R X i = x f  R X  k ;  X I  M X i = x T m X k ,

а собственные частоты различны, и разность их квадратов не 
равна нулю:

2  - m k  Ф  0 ,

и можно получить равенства (20.16) и (20.17)
Следует отметить, что даже если две собственные частоты сов­

падают по значению, то соответствующие им собственные формы 
все равно можно подчинить условиям взаимной ортогональности. 
Примером может служить пространственный стержень кольцевого 
поперечного сечения, собственные формы колебаний которого в 
двух взаимно перпендикулярных плоскостях ортогональны, хотя 
соответствующие собственные частоты совпадают.

Если в формулы (20.16) и (20.17) подставить один и тот же соб­
ственный вектор (i = k ), то вместо нулевого результата получим
формулы для вычисления обобщенных масс и соответствующих
обобщенных жесткостей, отвечающих собственной форме X k :

X lk)M X (k) = mkk , (2° .18)

X lk)R X (k) = 4k . (2° .19)
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В общем случае, представив векторы собственных форм в виде 
одной матрицы -  матрицы собственных форм

X  = [X (1) X (2) X (3) -  X (n) |. 

а квадраты собственных частот в виде диагональной матрицы

Ю1

можно систему однородных уравнений (20.12) представить в обоб­
щенном виде:

R X  = M X Q 2 . (20.20)

Кроме того, с учетом зависимостей (20.16)—(20.19) можно полу­
чить формулы для вычисления диагональных матриц обобщенных 
масс и обобщенных жесткостей:

M  =

R  =

Мц

= X T M X ;

= X  R X .

(20.21)

(20.22)

Умножив систему однородных уравнений (20.20) слева на
транспонированную матрицу собственных векторов X  T , получим 
соотношения между собственными частотами, обобщенными жест­
костями и обобщенными массами:

X  T R X  = X  T M X Q  2 , или R  = M &  2 , (20.23)
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rii = mii®i (i = 1>2,...,n) . (20.24)

При произвольных начальных условиях свободные колебания дис­
кретной деформируемой системы являются конечной суммой ее соб­
ственных колебаний. Неизвестный вектор Z  (t) из системы диффе­
ренциальных уравнений свободных колебаний (20.4) или (20.6) при 
начальных условиях (20.9) может быть представлен как сумма частных 
решений (20.10), взятых с некоторыми коэффициентами и :

Z (t) = £ [ X t sin(^ jt + rfi)] ui . (20.25)
i =1

Подставив в (20.25) начальное время tg = 0 и начальные откло­
нения из (20.9), получим:

a = £ [ %i sin(n )] ui = £  X  tyi = , (2026)
i=1 i=1

где Y  -  вектор новых переменных, компоненты которого равны:

yi = ui sin(n ) . (20 27)

Чтобы найти вектор Y , не обязательно решать систему совместных
уравнений (20.26). Достаточно умножить ее слева на X  R  и получить 
систему уравнений с диагональной матрицей коэффициентов (матрицей
обобщенных жесткостей) R , то есть полностью разделенную:

x  T r x Y  = x  T r  a , или R  Y  = x  T r  a . (20.28)

С учетом зависимости (20.21) матричное уравнение (20.26) или 
(20.28) можно выразить и через матрицы масс:

что эквивалентно n скалярным зависимостям:

610



что существенно уменьшает объем вычислений, когда матрица масс M  
диагональная.

Продифференцировав по времени выражение (20.25) и подставив 
в него начальное время to = 0 и начальные скорости из начальных 
условий (20.9), получим еще одну систему уравнений:

b = Z [X i^ i  cos(n )]ui = Z X iyi = X V , (2°.30)
i=1 i=1

где V  -  вектор новых переменных, компоненты которого равны:

vi = uimi c o s (n ). (20.31)

Вектор неизвестных V  найдем из системы совместных уравне­
ний (20.30) так же, как и (20.26), преобразованных к виду с диаго­
нальной матрицей коэффициентов:

R V = X TRb  или M V  = X TM b  . (20.32)

После вычисления векторов Y  и V  параметры ut и rji, входя­
щие в формулу (20.25), определяются покомпонентно из соотноше­
ний (20.27) и (20.31):

ui = VУ2 + (yi , a i )2 ; tg (Г ) = — L. (20.33)
yi

Таким образом, задача анализа свободных колебаний системы с 
конечной степенью свободы, или первая задача динамики сооруже­
ний, сведена к алгебраической задаче -  полной обобщенной про­
блеме собственных значений для двух матриц. В настоящее время 
разработаны эффективные, надежные алгоритмы и компьютерные 
программы для решения полной (и обобщенной) проблемы собст­
венных значений. Однако следует помнить следующее. Для реше-

M Y  = X TM  a , (20.29)
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ния полной обобщенной проблемы собственных значений необхо­
димо разместить в памяти компьютера матрицу жесткости (подат­
ливости), матрицу масс и предусмотреть место для полной матрицы 
собственных векторов, а также и для ряда рабочих массивов. Поэтому 
даже современные компьютеры успешно решают полную проблему собст­
венных значений для систем с относительно небольшим числом степеней 
свободы, порядка нескольких сотен или максимум нескольких тысяч.

Примеры динамического расчета реальных сооружений показы­
вают, что в суммах вида (20.25) слагаемые, отвечающие высшим 
собственным частотам, получают значения, пренебрежимо малые 
по сравнению с вычисляемой суммой. Практически для получения 
искомого результата можно ограничиться вычислением суммы не­
скольких первых слагаемых, соответствующих низшим собствен­
ным частотам. Поэтому отпадает необходимость в решении полной 
проблемы собственных значений. Для реального сооружения доста­
точно решить частичную проблему собственных значений, т. е. найти 
несколько низших собственных частот и соответствующих собствен­
ных форм (собственных векторов). Или же найти собственные час­
тоты и собственные формы, отвечающие заданному диапазону час­
тот. Для этого применяют специальные численные методы. Некото­
рые из них будут рассмотрены ниже.

П р и м е р  20.1. Определить собственные частоты и собственные 
формы свободных колебаний неразрезной двухпролетной консоль­
ной балки постоянного сечения, несущей сосредоточенные массы 
(рис. 20.2). Собственной распределенной массой балки по сравне­
нию с сосредоточенными массами пренебречь.

При совершении поперечных, изгибных колебаний балка, несущая 
четыре сосредоточенные массы, имеет четыре степени свободы, направ­
ления которых обозначены стрелками F\-F4 (рис. 20.2). Чтобы сокра­
тить вычисления, используем симметрию системы. Для этого введем 
четыре групповые степени свободы (рис. 20.3): две прямосимметрич­
ные (ПС) по направлениям F\ и F2 и две кососимметричные (КС) по 
направлениям F3 и F4.

При прямосимметричных деформациях сечение балки над цен­
тральной опорой не поворачивается, а при кососимметричных де­
формациях в этом сечении изгибающий момент равен нулю. Следо­
вательно, для изучения прямосимметричных колебаний балки дос­
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таточно рассмотреть ее половину, введя в центральном сечении за­
щемляющую опору (рис. 20.4). Кососимметричные колебания бу­
дем изучать с помощью полубалки, полученной из исходной балки 
введением шарнира в центральном сечении (рис. 20.5).

Частотные (вековые) уравнения для полубалок составим в об­
ратной форме (20.15).

Построим эпюры изгибающих моментов от единичных сил, при­
ложенных в направлении степеней свободы полубалок (рис. 20.4, 
20.5), и вычислим по формуле Мора путем «перемножения» эпюр 
компоненты матриц податливости полубалок.

Для прямосимметричных колебаний имеем:

D nc =
4 a 3

i

6 I 6
i

A S 22 _ = 1 2 E J -  6 7

Fi

4m

F 4

m

2a

E J  =  c o n s t 

2a
2Г 2a

Рис. 20.2

F

b______________ u
‘ F 3 F 3

f 2 f 2

F i Fi

m V  4 4m T  4m

A ; Д  mV /// / / ,

Рис. 20.3
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Рис. 20.4

M3

F 4 =  1

M4

Рис. 20.5

Соответственно для кососимметричных колебаний получим:

D kc = 33
1 1

43 = я 3

1
4 - 3

1

_^43 14 3E J -  3 5JKC

Матрицы масс полубалок примут вид:

M  ПС = m

Частотное уравнение (20.15) для первой полубалки, соответствую­
щей прямосимметричным колебаниям, можно представить в виде:

"1 0" "4 0"
m ; m kc = m0 4 0 1
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16 -  р  -  24 

-  6 28 - р
= 0

где

р=
12EI

3 Л =
ma

12EI
~  3.со ma

Раскрыв полученный определитель и решив квадратное уравне­
ние относительно параметра р ,  найдем, что:

Р,2 = 22 ± V180 ; или р  = 35,4; Р2 = 8,58.

Откуда находим выражения для круговых частот прямосиммет­
ричных собственных колебаний:

о>1 =
12EJ

= 0,582
q\ma~

E J
0 2  =

ma
12EJ = 1,182. E J3qpma~ ma 3

Соотношения между амплитудами перемещений масс при пря­
мосимметричных колебаниях (формы прямосимметричных колеба­
ний) найдем из системы однородных уравнений (20.14), которая в 
данном случае примет вид:

16 - р  -  24 

-  6 28 - р
*1
X 2

= 0.

Полученная система однородных уравнений для найденных зна­
чений р  является вырожденной и эквивалентна одному уравнению:

(16 - р ) Х 1 -  24 X 2 = 0,

откуда получим:

X 2  =
= (16-р )Х 1

24
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Итак, первая собственная форма прямосимметричных свободных 
колебаний при р= р1 определяется соотношением:

X 2 = -0 ,8 0 9 Xi.

Вторая собственная форма прямосимметричных свободных ко­
лебаний при р  = р 2 определяется соотношением:

X 2 = 0,309X 1.

Соответствующие собственные векторы прямосимметричных 
колебаний для полубалки примут вид:

" 1 " " 1 "
X  (1) = -  0,809 ; X (2) = 0,309

Для балки в целом будем иметь:

" 1 " " 1 "

-  0,809 0,309
X  (1) = -  0,809 ; X (2) = 0,309

1 1

Частотное (вековое) уравнение (20.15) для второй полубалки, со­
ответствующей кососимметричным колебаниям, примет вид:

16 - р  - 3  

-1 2  5 - р
= 0,

откуда найдем:

р  4 = 10,5 ±-у]66,3 , или р  = 18,64, р4 = 2,61.

При кососимметричных колебаниях принято, что:
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<р = -
3EJ

А -
ma ~  3 'о  ma

3EJ

Следовательно, круговые частоты кососимметричных свободных 
(собственных) колебаний равны:

о  = V
3EJ

Р  ma
3 = 0,401V

E J
Л  =

ma V
3EJ  = 1,127 , EJ3P4mar ma 3

Соответствующие собственные формы кососимметричных сво­
бодных колебаний найдем из соотношения:

(16- p ) X 3 - 3 X 4 = 0,

откуда при р  — р  имеем

а при р  — Р4

X 4 = -0,880X 3 , 

X 4 = 4,55 X 3.

Для балки в целом собственные формы кососимметричных коле­
баний описываются следующими собственными векторами:

" 0,880 " -  4,55'
-  1 -1

х (3) = 1 ; X  (4) = 1
-  0,880 4,55

В динамике сооружений принято найденные собственные часто­
ты располагать в порядке возрастания (строго говоря, в порядке не­
убывания, так как среди найденных частот могут быть одинаковые)' 
Рассмотренная симметричная двухпролетная балка с консолями, 
имеющая четыре степени свободы, характеризуется спектром из 
четырех круговых собственных частот и четырех соответствующих
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форм собственных колебаний (табл' 20'1), две из которых являются 
прямосимметричными, а две -  кососимметричными (рис. 20.6).

Таблица 20.1

Форма Характер колебаний Круговая частота
1 Кососимметричные колебания (КСК) 0,401л/EJ /(ma3)

2 Прямосимметричные колебания (ПСК) 0,582/EJ  /(ma3)

3 Кососимметричные колебания (КСК) 1,127л/EJ  /(ma3)

4 Прямосимметричные колебания (ПСК) 1,182/EJ  /(ma3).

Рис. 20.6
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20.3. Действие вибрационной нагрузки 
при отсутствии сил сопротивления

Предположим, что на дискретную деформируемую систему с 
конечной степенью свободы действует группа синфазных вибраци­
онных сил, изменяющихся во времени по гармоническому закону 
(18.2). Силами сопротивления движению в запас прочности и жест­
кости будем пренебрегать. Идеализированное движение системы, 
подверженной действию внешних только вибрационных сил, будем 
описывать неоднородными дифференциальными уравнениями дви­
жения (20.5), составленными в прямой форме. После подстановки в 
их правую часть вектора внешних вибрационных сил (18.2) уравне­
ния движения примут вид:

M Z  + R Z  — F  sin(# t) .  (20.34)

Как известно из теории дифференциальных уравнений, общее 
решение неоднородных линейных дифференциальных уравнений 
можно представить как сумму общего решения соответствующих 
однородных уравнений вида (20.4) и частного решения неоднород­
ных уравнений, в данном случае (20.34). Общее решение однород­
ных уравнений движения, содержащее постоянные интегрирования, 
определяемые из начальных условий, описывает свободные колеба­
ния деформируемой системы. В реальных условиях из-за неизбеж­
ного присутствия сил сопротивления движению свободные колеба­
ния с течением времени затухают, и деформируемая система про­
должает совершать чисто вынужденные колебания с частотой вы­
нуждающей нагрузки в так называемом установившемся режиме.

При колебаниях в установившемся режиме перемещения всех 
узлов деформируемой системы, усилия во всех ее элементах с тече­
нием времени изменяются по гармоническому закону с той же час­
тотой, что и вибрационная нагрузка. Только амплитуды, то есть экс­
тремальные отклонения от нулевых значений, каждого перемеще­
ния и каждого усилия будут различными. Целью динамики соору­
жений и является определение экстремальных усилий и экстре­
мальных перемещений в элементах сооружения при колебаниях.

Определение экстремальных усилий и экстремальных переме­
щений при действии динамических нагрузок составляет предмет
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второй основной задачи динамики сооружений, известной под на­
званием динамический расчет сооружений.

Итак, будем искать частное решение системы дифференциальных 
уравнений движения при вибрационном возбуждении в виде одночас­
тотных вынужденных колебаний, когда неизвестные динамические
перемещения Z  (t ) изменяются по гармоническому закону с частотой 

вибрационной нагрузки 0 , но с неизвестными амплитудами Z  :

Z  (t) = Z  sin (0 t). (20.35)

Дифференцируя (20.35) дважды по времени, получим выражение 
для вычисления ускорений:

Z (t) = - 0 2 Z  sin(01). (20.36)

Подставив динамические перемещения (20.35) и ускорения (20.36) 
в дифференциальные уравнения движения (20.34), получим после
сокращения на sin(0 t) систему линейных алгебраических уравне­
ний относительно амплитуд динамических перемещений:

(R  - 0 2М )Z = F  . (20.37)

Матрицу коэффициентов системы алгебраических уравнений (20.37) 
обозначают как

R d  = R  - 0 2 М  (20.38)

и называют матрицей динамической жесткости (точнее, внешней ди­
намической жесткости) деформируемой системы. Система алгебраи­
ческих уравнений относительно амплитуд динамических перемеще­
ний, выраженная через матрицу динамической жесткости, примет вид:

R d Z = F . (20.39)
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Таким образом, вторая задача динамики сооружений при дейст­
вии вибрационной динамической нагрузки сведена к решению сис­
темы алгебраических уравнений метода перемещений (20.39), вы­
раженных через матрицу динамической жесткости деформируемой 
системы (20.38). Правую часть этой системы составляет вектор ам­
плитуд внешних вибрационных сил F , неизвестным является век­
тор амплитуд динамических перемещений Z  . Амплитуды динами­
ческих усилий определяются через амплитуды динамических пере­
мещений по общим правилам теории сооружений.

Таким образом, и динамический, и статический расчет произвольной 
деформируемой системы методом перемещений практически осуществ­
ляются по одному и тому же алгоритму. Только на этапе составления 
матрицы динамической жесткости по матричной формуле (20.38) осу­
ществляется учет инерции масс сооружения и частоты динамической 
нагрузки (второе слагаемое в правой части выражения (20.38)).

При выводе матричных зависимостей (20.34)-(20.39) на порядок
и на значения компонент матрицы масс М  и вектора нагрузок F  
не накладывалось никаких ограничений. Степень свободы колеб­
лющейся системы может быть принята равной общему количеству 
возможных перемещений узлов деформируемой системы. В этом 
случае часть масс может быть принята нулевой, и деформируемая 
система будет иметь "безынерционные" степени свободы. Вибраци­
онные нагрузки могут действовать только на часть узлов и могут 
быть приложены даже по направлению "безынерционных" степеней 
свободы. В результате решения динамической задачи будут полу­
чены динамические перемещения всех узлов деформируемой сис­
темы, в том числе и по "безынерционным" направлениям.

Составляя матрицу динамической жесткости по формуле (20.38), 
необходимо иметь в виду, что если частота вибрационной нагрузки 
будет приближаться к любой из частот собственных колебаний, то 
динамическая матрица жесткости будет стремиться к вырожденной. 
Амплитуды вибрационных перемещений будут стремиться к беско­
нечности, а компьютерное решение системы уравнений (20.39) пре­
рвется аварийно из-за переполнения. Поэтому частота внешних 
вибрационных сил должна находиться вне резонансных зон, число 
которых равно степени динамической свободы деформируемой сис­
темы. Кроме того, даже если частота вибрационной нагрузки отда­
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лена от собственных частот, но выше нескольких из них, то матрица 
динамической жесткости, оставаясь симметричной, становится зна­
конеопределенной, и для решения динамических уравнений метода 
перемещений (20.39) необходимо применять численные методы, 
специально предназначенные для уравнений со знаконеопределен­
ными матрицами коэффициентов.

Если при выводе дифференциальных уравнений движения пред­
полагается рассматривать только динамические степени свободы, 
то матрица внешней жесткости R  должна быть составлена только 
по направлениям динамических степеней свободы. Внешние вибра­
ционные силы также должны быть приложены (или частично не при­
ложены) только в направлении динамических степеней свободы, то 
есть в узлах, несущих сосредоточенные массы. При этом все выкладки, 
проведенные в данном разделе выше, остаются справедливыми. Поря­
док матриц и векторов понизится до динамической степени свободы. 
Матрица масс в этом случае также будет невырожденной, ее можно 
будет обратить, что дает дополнительные преимущества, если она к 
тому же будет диагональной.

При составлении уравнений движения только с учетом динами­
ческих степеней свободы можно в качестве основных динамических 
неизвестных принять не перемещения, а амплитуды инерционных 
сил, которые при вибрационной нагрузке также будут изменяться 
по гармоническому закону. Подставив в общее выражение вектора 
инерционных сил (18.5) вибрационное ускорение (20.36), получим 
формулу для вычисления вектора вибрационных сил инерции:

J  (t) = -  M Z  = 0 2 M Z  sin(01) = J  sin(01), (20.40)

откуда вектор амплитуд вибрационных сил инерции J  можно вы­
разить через вектор амплитуд вибрационных перемещений Z  :

J  = 0 2M Z . (20.41)

Учитывая, что матрица масс (в случае учета только динамиче­
ских степеней свободы) заведомо невырожденная, выразим ампли­
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туды вибрационных перемещений через амплитуды вибрационных 
сил инерции:

Z  = \  м - 1 J  .
в 2

(20.42)

Подставив (20.42) в уравнения (20.37), получим систему линейных 
алгебраических уравнений относительно амплитуд инерционных сил, 
но с несимметричной в общем случае матрицей коэффициентов:

( V
в 2 J  = F . (20.43)

где E  -  единичная матрица.

Систему (20.43) можно привести к симметричной форме, если 
при ее выводе воспользоваться не матрицей внешней жесткости R  , 
а матрицей внешней податливости D  , или обратить матрицу внеш­
ней жесткости. Умножив систему уравнений (20.43) слева на мат­
рицу внешней податливости и учтя, что она обратна к матрице 
внешней жесткости, можно получить систему алгебраических урав­
нений в канонической форме относительно амплитуд инерционных 
сил с симметричной матрицей коэффициентов:

(D  — l— M  _1) J  + d F  = 0 (20.44)в 2

или более кратко:

D d J  + A f  = 0, (20.45)

где

D d  = D - \ M  -1, A f  = DF.в 2
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Симметричную квадратную матрицу D d  называют матрицей 
динамической податливости (внешней динамической податливо­
сти). Вектор A f представляет собой вектор статических пере­
мещений по направлениям динамических степеней свободы, вы­
званных статическими силами, равными по значениям амплиту­
дам динамических нагрузок.

Решение уравнений (20.43)-(20.45) относительно вектора ампли­
туд инерционных сил J  или же непосредственное вычисление это­
го вектора по формуле (20.41) после решения системы (20.39) по­
зволяет дальнейший расчет сооружения по определению динамиче­
ских внутренних сил и динамических перемещений вести методами 
статики сооружений. При этом сооружение считается подвержен­
ным действию условных статических внешних сил в составе ампли­
туд вибрационных нагрузок F  и амплитуд вибрационных сил
инерции J . Напомним, что силы внешнего и внутреннего сопро­
тивления движению в данном разделе не рассматривались.

П р и м е р  20.2. Найти амплитуды сил инерции, вызываемые 
вертикальной вибрационной силой, приложенной к узлу в середине 
пролета П-образной рамы (рис. 20.7). Амплитуда вибрационной си­
лы равна F  = 12 кН, частота ее изменения во времени f  = 5 Гц.

Рис. 20.7
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Рассмотрим данную раму как динамическую систему с двумя 
степенями свободы. Первая степень свободы соответствует 
вертикальным перемещениям массы, расположенной в середине 
пролета (эффективная масса т1 = 20 т). Вторая степень свободы 
отвечает совместным горизонтальным перемещениям трех масс, 
расположенных на ригеле (эффективная масса т2 = 40 т). Составим 
матрицу податливости данной рамы по этим двум направлениям.

Загрузим раму поочередно двумя силами F 1 = 1 и F 2 = 1. Соста­
вим ее конечно-элементную расчетную схему (рис. 20.8), задав же­
сткости стержней рамы на изгиб и на растяжение-сжатие соответст­
венно равными:

E J 1 = 2,34-106 кНм2; EA1 = 7,8-107 кН для стоек;

E J 2 = 5,55-106 кНм2; EA2 = 10,4-107 кН для ригеля.

Воспользовавшись любым проектно-вычислительным комплек­
сом, найдем вызванные этими единичными силами векторы переме­
щений всех узлов, из которых выберем только компоненты, относя­
щиеся к вертикальному и горизонтальному перемещениям узла № 3.

В результате получим матрицу внешней податливости второго 
порядка по заданным двум направлениям:

D = 2,76 -10-5 9,80 -10-22

8,22 -10-22 4,22 -10-5
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Как видим, побочные элементы матрицы внешней податливости 
практически равны нулю, что и следовало ожидать, так как рама 
симметрична относительно вертикальной оси, проходящей через 
середину пролета. В дальнейших вычислениях мы и будем их счи­
тать нулевыми.

Формируем векторы амплитуд вибрационных нагрузок и свобод­
ные члены, входящие в специальные канонические уравнения (20.45):

F  =
12

0
Д f  = D F  =

3,31 -10 

0

- 4

Формируем матрицу масс

M
20

40

и вычисляем круговую частоту вынужденных колебаний:

0 = 2п  f  = 2 - 3,14 - 5 = 31,4 рад/с.
Затем формируем матрицу динамической податливости D D (20.45):

м
в -

-  2,31 -10 

0

0

1,690 -10

Так как система специальных канонических уравнений с двумя 
неизвестными распалась на два уравнения, каждое с одним неиз­
вестным, непосредственно вычисляем вектор амплитуд инерцион­
ных сил:

J  = -
3,31 -10 - 4 / ( -  2,31 -10 - 5 ) "14,32 к Н "

0 /  1,690 -10 -  4 0

Итак, суммарное амплитудное динамическое воздействие вибраци­
онной нагрузки на раму превысило ее амплитуду более чем в два раза:

F  + J  =
26,3 кН

0

51
D  D = D  - 5

626



20.4. Действие вибрационной нагрузки 
при учете сил сопротивления

Как следует из материалов предыдущего раздела, пренебрежение 
силами сопротивления при исследовании вынужденных колебаний 
представляет собой сильную идеализацию. Динамические переме­
щения и усилия оказываются завышенными, особенно вблизи резо­
нанса. Естественно, резонансные режимы колебаний и близкие к 
ним в зданиях и сооружениях недопустимы. Однако в реальных ус­
ловиях эксплуатации здания и сооружения иногда подвергаются дей­
ствию вибрационных нагрузок от механизмов, которые, набирая обо­
роты, прежде чем выйти в установившийся режим работы, проходят 
несколько резонансных зон, вызывая в сооружении кратковременные 
колебания с повышенными амплитудами. Похожие явления наблю­
даются и после выключения механизмов, при сбросе ими оборотов. 
Практика подтверждает, что даже при резонансе реальные переме­
щения сооружений остаются конечными. И первостепенное значение 
здесь имеют силы внутреннего неупругого сопротивления, а также си­
лы внешнего трения и специальные демпфирующие устройства. Изуче­
ние природы сил сопротивления, как и изучение переходных процессов 
при нагрузках переменной частоты не входит в учебную программу. 
Однако задача учета влияния сил сопротивления на характер устано­
вившихся динамических процессов является, несомненно, важной.

Рассмотрим установившийся режим вынужденных колебаний, 
вызванных вибрационной нагрузкой, при наличии сил сопротивле­
ния, пропорциональных скоростям движущегося сооружения. В то 
время как внешние демпфирующие устройства могут быть присое­
динены только в определенных местах (узлах) сооружения, силы 
внутреннего трения сопротивляются любым деформациям соору­
жения. Поэтому можно полагать, что в дискретной расчетной схеме 
расчетные силы сопротивления должны быть приложены в направ­
лении каждого возможного перемещения, независимо от наличия 
масс и учета сил инерции. Такой постановке задачи отвечают общие 
дифференциальные уравнения движения в прямой форме (20.2), ко­
торые при вибрационных нагрузках примут вид:

M Z  + H Z  + R Z  = F  sin (01), (20.46)
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где матрица демпфирования (матрица коэффициентов сил со­
противления) Н  и матрица внешней жесткости R , исходя из фи­
зического смысла, должны быть не только невырожденными, но и 
положительно определенными.

Матрица масс может быть и неотрицательно определенной, то есть 
частью масс и соответствующими силами инерции можно пренебречь.

Частное решение неоднородной системы дифференциальных урав­
нений второго порядка (20.46), отвечающее чисто вынужденным коле­
баниям, будем искать в виде суммы двух гармонических движений:

Z  (t) = X  sin(0t) + Y  cos(0t) , (20.47)

где X  и Y  -  неизвестные амплитудные векторы, независящие 
от времени.

Дифференцируя (20.47) дважды по времени t , получим выраже­
ния для определения скоростей и ускорений:

Z ( t) = 0 (X  cos(0t) -  Y  sin(0t)),
(20.48)

Z ( t ) = - 0 2(X  sin(0t) + Y  cos(0t)).

Подставив выражения (20.47) и (20.48) в матричное дифференци­
альное уравнение (20.46) и сгруппировав в левой части слагаемые при 
тригонометрических функциях sin(0t) и cos(0t) , приравняем между 
собой коэффициенты при этих функциях в левой и правой частях 
уравнения. В результате получим систему совместных матричных
уравнений порядка 2п относительно неизвестных векторов X  и Y :

0 H X  + (R  - 0 2 M  )Y = 0,
(20.49)

(R  - 0 2 M ) X  - 0 H Y  = F .

При выполнении отмеченных выше условий, которым должны 
удовлетворять матрица жесткости, матрица демпфирования и мат­
рица масс, полученная система алгебраических уравнений (20.49) 
является невырожденной, симметричной, но знаконеопределенной. 
Методы решения подобной системы линейных алгебраических
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уравнений рассматриваются в курсах по методам вычислений. Даже 
при совпадении частоты вибрационной нагрузки с любой из собст­
венных частот, то есть даже при резонансе, решение системы урав­
нений (20.49) остается конечным.

Применив к системе (20.49) метод блочного исключения, можно 
заменить ее двумя системами уравнений, порядок которых вдвое ни­
же. Исключим неизвестный вектор X  из второго уравнения системы
(20.49), выразив его с помощью первого уравнения через второй не­
известный вектор Y  . В результате неизвестный вектор Y  найдем из 
решения системы уравнений порядка п  :

0 Н  + 0 ( R  -  0 2M )Н -  (R  -  0 2M )

Вектор X  также можно найти из решения системы уравнений 
порядка п , но после определения вектора Y  :

0 H X  = - ( R  - 0 2M ) Y . (20.51)

Формирование матрицы коэффициентов системы уравнений (20.50) 
и решение системы уравнений (20.51) рационально осуществлять на 
основе разложения матрицы 0 Н  на треугольные множители.

Динамические перемещения деформируемой системы, вызван­
ные действием вибрационной нагрузки с учетом сил сопротивления 
по теории вязкого трения и полученные из решения дифференци­
альных уравнений движения (20.46) в виде суммы двух гармониче­
ских функций (20.47), уже не являются синфазными. Динамические 
перемещения по каждому возможному направлению остаются гар­
моническими, но в общем случае совершаются со своей амплитудой 
и своей фазой. Исходя из матричной формулы (20.47), можно по 
известным зависимостям тригонометрии покомпонентно предста­
вить каждое динамическое перемещение zi (t) в виде одной сину­
соидальной функции:

z t (t) = at sin(0t + At) , (20.52)

Y  = -F .  (20.50)
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где амплитуда at и сдвиг по фазе A  выражаются через компо­

ненты векторов X  и Y  по формулам:

a i = V xf  + У2, tg  (A i ) = y t / xi , (i = 1,2A ...,n ).

Динамические перемещения по разным направлениям достигают 
своих экстремальных значений в разные моменты времени. Оценить 
уровень так называемых виброперемещений, виброскоростей и виб­
роускорений, то есть найти амплитудные значения перемещений a i ,

2
скоростей 0ai и ускорений 0 ai при действии вибрационной на­
грузки с учетом вязкого трения на основе формулы (20.52), как ви­
дим, труда не представляет.

Более трудоемкой является задача определения экстремальных 
усилий в элементах деформируемой системы при совместном дей­
ствии вибрационной нагрузки и сил сопротивления. В соответствии, 
допустим, с методом перемещений и с учетом (20.47) формально 
можно установить закон изменения внутренних сил во времени:

S (t) = G[X  s in (0 t) + Y cos(0 t)], (20.53)

где G -  матрица перехода от узловых перемещений дискретной 
деформируемой системы к усилиям в ее элементах.

Из (20.53) следует, что каждое динамическое усилие является 
суммой 2n гармонических функций, достигающих своих экстре­
мальных значений в разные моменты времени. Перепишем вектор­
но-матричную зависимость (20.53) в векторном виде:

S (t) = A sin (0 t) + B cos(0 t) ,  (20.54)

где введены вспомогательные векторы:

A = g X  , B = g Y  .

Теперь рассмотрим зависимость (20.54) покомпонентно:

630



Sj (t) = aj sin (01) + b  cos(01), 

(i = 1,2,..., n).
(20.55)

В выражении (20.55) s- (t) ,  at и bi представляют собой компо­

ненты соответственно векторов S ( t), A  и B  .
Снова представим сумму двух гармонических функций (20.55) 

в виде одной синусоидальной функции:

Таким образом, формула (20.56) дает возможность найти ампли­
туду Vi любого динамического усилия через компоненты векторов

20.5. Решение уравнений движения в общем случае 
методом разложения по собственным формам

Метод разложения движения деформируемой системы, подвер­
женной действию произвольных динамических сил, по собствен­
ным формам свободных незатухающих колебаний является мощ­
ным методом динамики сооружений. Этот метод позволяет заме­
нить решение системы n совместных линейных дифференциаль­
ных уравнений второго порядка, описывающих движение деформи­
руемой системы с n степенями свободы, решением n независимых 
линейных дифференциальных уравнений второго порядка, описы­
вающих движение как бы п независимых колеблющихся систем с 
одной степенью свободы каждая. Применение метода разложения 
по собственным формам свободных колебаний к решению задачи о 
вынужденных колебаниях деформируемой системы, предполагает 
наличие готового решения первой задачи динамики сооружений. То 
есть собственные частоты и соответствующие собственные формы

si(t) = V-sin (0 t + П Ь (20.56)

где

A  и B .
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свободных незатухающих колебаний исследуемой деформируемой 
системы должны быть определены, полностью или частично.

Итак, рассмотрим общие дифференциальные уравнения движе­
ния (20.2) некоторой линейно деформируемой системы с учетом 
вязких сил сопротивления при произвольном силовом динамиче­
ском воздействии F (t) :

M Z  + H Z  + R Z  = F ( t ) . (20.57)

Предположим, что решена соответствующая проблема собствен­
ных колебаний (20.12):

(R  - а 2 М ) X  = 0. (20.58)

Получена матрица собственных частот Q , а также матрица собст­
венных форм X , и могут быть построены (вычислены) матрица обоб­
щенных масс M  (20.21) и матрица обобщенных жесткостей R  (20.22).

Введем в матричное уравнение (20.57) подстановку:

Z  (t) = X V  (t), (20.59)

то есть, выразим вектор неизвестных динамических перемещений 
через вектор новых неизвестных функций от времени V (t) . Други­
ми словами, разложим динамические перемещения по собственным 
формам свободных незатухающих колебаний, представленных мат­
рицей X . Умножим также матричное уравнение (20.59) слева на

Tтранспонированную матрицу собственных форм X  , и преобразу­
ем его к виду:

X  T M X V  + X  T H X V  + X  T R X V  = X  TF(t) . (20.60)
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Правая часть полученного матричного уравнения (20.60) пред­
ставляет собой легко вычисляемый вектор так называемых обоб­
щенных сил:

X  TF  (t) = W (t).  (20.61)

Коэффициенты при V и V в соответствии с обозначениями
(20.21) и (20.22) являются соответственно диагональными матрица­
ми обобщенных масс M  и обобщенных жесткостей R  . Коэффици­

ент при V  , который обозначим через

H  = X TH X  , (20.62)

является матрицей обобщенных коэффициентов вязкого сопротив­
ления. Эта матрица может также оказаться диагональной. Это воз­
можно при условии, что исходная матрица коэффициентов сопро­
тивления H  будет подчинена условию (18.14), то есть будет яв­
ляться линейной комбинацией исходной матрицы масс и матрицы 
внешней жесткости. В результате получим:

H  = X T (к1 M  + к2 R) X  = k 1 M  + к2 R , (20.63)

где к1 и к2 -  некоторые специально (как правило, эксперимен­
тально) подобранные коэффициенты.

При соблюдении условий (18.14) и (20.63) матричное уравнение 
движения (20.60) принимает вид:

M V  + H V  + R  V = W (t) (20.64)

и полностью разделяется, то есть становится эквивалентным п не­
зависимым дифференциальным уравнениям второго порядка:

mivi + hivi + rivi = V i(t) (i = 1,2A ...,n ) . (2065)
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Каждое из уравнений (20.65) описывает движение некоторой ко­
лебательной системы с одной степенью свободы, подверженной 
действию некоторой обобщенной динамической нагрузки (20.61), 
с учетом обобщенных сил сопротивления движению по теории вяз­
кого трения (20.63). Начальные условия vi (t0) и v  (t0) могут быть
найдены из решения систем алгебраических уравнений общего ви­
да, полученных из (20.9) путем замены (20.59):

X V (t0) = a, X V (t0) = b , (20.66)

или из уравнений с диагональными матрицами коэффициентов:

M V (t0) = X TMa, M V (t0) = X TM b  . (20.67)

В случае, если условия (18.14) и (20.63) не выполняются, и матри­
ца H , вычисляемая по формуле (20.62), получается не диагональной, а 
заполненной, то производят ее “волевую” диагонализацию, отбра­
сывая недиагональные элементы. Выполняют это с одной единст­
венной целью: получить разделенную систему дифференциальных 
уравнений движения вида (20.65). Тем более что на практике для ди­
намического расчета систем с одной степенью свободы искусственно 
вводятся дополнительные допущения в соответствии с так называемой 
теорией частотно независимого трения (см. раздел 19.6), которая бли­
же отвечает опытным данным.

Для значительного количества динамических воздействий на 
систему с одной степенью свободы в справочной литературе можно 
найти аналитические решения. Однако некоторые из них оказыва­
ются достаточно громоздкими. Поэтому в практических расчетах 
при отсутствии аналитических решений, а также в качестве альтер­
нативы громоздким готовым аналитическим решениям применяют 
численные методы непосредственного решения дифференциальных 
уравнений движения. Основное достоинство численных методов 
состоит в возможности исследования движения деформируемых 
систем при любых заданных динамических нагрузках с учетом лю­
бых заданных сил сопротивления движению и любых начальных
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условий. При этом деформируемая система может описываться как 
линейными, так и нелинейными уравнениями.

Общие численные методы решения задачи Коши для обыкно­
венных дифференциальных уравнений первого порядка рассматри­
ваются в курсах по методам вычислений. Дифференциальные урав­
нения движения как уравнения второго порядка и системы таких 
уравнений требуют их преобразования к так называемому нормаль­
ному виду. Ниже будет рассмотрен численный метод степенных 
рядов, специально предназначенный для прямого интегрирования 
линейных дифференциальных уравнений движения без их преобра­
зования к нормальному виду.

ГЛАВА 21

К О Л Е Б А Н И Я  С И С ТЕМ  
С Б Е С К О Н Е Ч Н О  Б О Л Ь Ш И М  Ч И С Л О М  

С Т Е П Е Н Е Й  С В О БО Д Ы

21.1. Дифференциальное уравнение 
поперечных колебаний стержня с распределенной массой

Рассмотрим поперечные колебания однородного идеально упру­
гого прямолинейного стержня переменного поперечного сечения, 
имеющего изгибную жесткость E I (х) и несущего некоторую рас­
пределенную по его длине массу т(х ) . Пусть стержень закреплен 
по концам на балочных опорах и нагружен некоторой распределен­
ной безмассовой поперечной нагрузкой q(х, t) (рис. 21.1).

q (x , t)

£
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В процессе колебаний с учетом сил инерции на балку будет дей­
ствовать погонная поперечная нагрузка интенсивностью:

р ( х, t) = q(х, t) -  m(х)у(х, t) , (21.1)

где

у( х  У) =
д y ( х, t) 

dt2

Дважды дифференцируя по х  известное дифференциальное урав­
нение поперечного изгиба балки

E I  (х)
д y (х, t)

дх2
= - M  (х, t) ,

найдем

^2 f
E I  (х)

д 2 y  (х, t) ̂  

дх 2

д 2 M  (х, t)

дх 2
= Р ( х, t )■.

а с учетом выражения (21.1) получим искомое дифференциальное урав­
нение вынужденных поперечных колебаний рассматриваемой балки:

д2 (
E I  (х) д 2 у( х, t) ̂  

дх 2
+ т( х) д у( х, t) 

дt2
= q( х, t) . (21.2)

Полученное дифференциальное уравнение в частных производ­
ных четвертого порядка имеет переменные коэффициенты и в об­
щем виде не имеет аналитических решений. Решать его можно 
только численными или приближенными методами. Для получения 
конкретного решения потребуется задать шесть дополнительных 
условий: четыре граничных, определяющих условия закрепления 
балки на опорах, и два начальных, определяющих начальные от­
клонения и начальные скорости изогнутой оси балки.
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Для балки постоянного сечения E J (х) = E J  с равномерно рас­
пределенной массой т (х) = т дифференциальное уравнение уп­
рощается, принимает вид:

д 4 у( х, t ) д 2 у( х, t)
E I  -^V  ’ + т ’ = q( х, t) , (21.3)

дх дt

и может быть решено в аналитической форме.

21.2. Свободные колебания. Балочные функции

Рассмотрим свободные поперечные колебания однородного двух­
опорного стержня постоянного сечения с равномерно распределен­
ной по длине массой. Дифференциальное уравнение движения (21.3) 
при q( х, t) = 0 принимает вид:

E J  + т  = 0. (21.4)
дх4 дt

Как и в случае линейно деформируемых систем с конечной степенью 
свободы, будем искать гармонические одночастотные колебания рас­
сматриваемого стержня с некоторой собственной частотой о  , когда его 
изогнутая ось (собственная форма колебаний) описывается некоторой 
пока еще неизвестной функцией X (х) . Следовательно, можем предпо­
ложить, что искомое решение уравнения (21.4) имеет вид:

у( х, t) = X  (х)sin(оt  + п ), (215)

где X (х) -  собственная форма;
о  -  собственная круговая частота;
П -  начальная фаза собственных колебаний однородного 

стержня с равномерно распределенной массой.

Подставив (21.5) в (21.4) и сократив на sin(ot + rf), получим одно­
родное обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка 
относительно неизвестной формы собственных колебаний X (х) с не­
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известным параметром, в роли которого выступает квадрат собст-
2венной частоты о  :

E J X IV -  т о 2X  = 0 . (21.6)

Разделив на EI и введя обозначение

о2 
E J

приведем дифференциальное уравнение (21.6) к виду:

4 т оn = ------- . (21.7)

X IV -  n4 X  = 0. (21.8)

К дифференциальному уравнению (21.6) или (21.8) необходимо 
присовокупить граничные условия. Так, в случае свободно опертой 
балки пролетом l будем иметь:

X  (0) = 0, E JX  "(0) = - M  (0) = 0,

X  ( l ) = 0, E JX  " ( l ) = - M  ( l ) = 0. (219)

Общее решение однородного уравнения (21.8) имеет вид:

X (х) = С1ск(пх) + C2‘ЧН(пх) + C3 c o s ^ )  + C4 sin(nх). (21.10)

Из граничных условий (21.9) на левой опоре балки найдем, что 
С1 = С3 = 0. Граничные условия на правой опоре балки дают:

C2sh(X) + С4 sin(^) = 0,
4 (21.11)

C2sh(X) -  С4 sin(^) = 0 .

где Я = n l , l -  длина пролета балки.

Чтобы система однородных уравнений (21.11) имела ненулевое 
решение, необходимо, чтобы ее определитель равнялся нулю. Это 
условие дает так называемое характеристическое уравнение:
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sh(X)sin(X) = 0.

Так как при Х ф 0, sh(X) Ф 0 , то необходимо, чтобы sin(X) = 0 , 
откуда следует с учетом (21.7) бесконечный ряд собственных чисел 
X и собственных частот о  :

к  2 п2 I EJ
Хк = кп, Ок = — ---- , (к = 1,2,3,...). (21.12)

l V m

При sin(X) = 0 из (21.11) следует, что С2 = 0 , а С4 = С = const . 
Следовательно, выражение для искомой собственной формы коле­
баний (21.10) получает вид:

X (х) = С sin(nх) = С sin(y  х) = С sin(-П  х), (2113 )

(к = 1,2,3,...).

Как следует из (21.13), собственными формами свободных колеба­
ний шарнирно опертой балки являются синусоиды с числом полуволн, 
равным номеру собственной частоты. В формуле (21.13) константа С 
остается неопределенной, произвольной, но ненулевой.

Выдающийся кораблестроитель академик А.Н. Крылов для удоб­
ства описания форм свободных колебаний балок при других усло­
виях опирания ввел специальные функции, являющиеся линейной 
комбинацией слагаемых правой части (21.10). Эти функции полу­
чили название функций Крылова. Они имеют вид:

K 1 (пх) = 2  (ch пх + cos пх); K 2 (пх) = 1  (sh пх + sin пх);

(21.14)

K 3 (пх) = 2  (ch пх -  cos пх); K 4 (пх) = 2  (sh пх -  sin пх).

При дифференцировании по х функции Крылова (21.14) выра­
жаются друг через друга (табл. 21.1).
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Таблица 21.1

Функция Первая
производная

Вторая
производная

Третья
производная

Четвертая
производная

K1 (пх) nK4 (пх) п2 ̂ (п х ) п3 K2(пх) п4 ̂ (п х )

K  2 (пх) nK1 (пх) п K 4(пх) п ^ (п х ) п4 K  2 (пх)
K3 (пх) nK2 (пх) п2 ̂ (п х ) п K4 (пх) п 4 K3(nх)

K  4(пх) nK 3 (пх) п K 2 (пх) п ^ (п х ) п 4 K  4 (пх)

Функции Крылова оказались очень удобными для выражения 
форм колебаний балок с различными опорами. Общее решение 
уравнения (21.8), выраженное через функции Крылова, формально 
принимает вид:

X (х) = C1K 1 (пх) + С2K 2 (пх) + C3K 3 (пх) + С4K 4 (п х ). (21.15)

Значения четырех постоянных интегрирования Q -C 4 должны 
быть подобраны так, чтобы выполнялись граничные условия, то 
есть условия опирания балки по концам -  по два на каждом конце. 
Для типовых случаев (балка на конце свободна, шарнирно оперта 
или жестко защемлена) граничные условия выражаются равенства­
ми нулю двух из следующих четырех величин:

X (х), X '(х), X "(х), X "'(х).

Одним из преимуществ функций Крылова является то, что с их по­
мощью можно сразу написать общее решение (21.15), удовлетворяю­
щее однородным граничным условиям на конце балки (при х = 0 ) 
и содержащее только два слагаемых и, следовательно, только две 
постоянные интегрирования, которые определяются из условий на 
другом конце балки (при х = l ). Это вытекает из анализа значений 
функций Крылова и их производных до третьего порядка включи­
тельно при х = 0 (табл. 21.2).
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Таблица 21.2

Обозначение
функций

Значение функций и их производных при x = 0

Функция Первая
производная

Вторая
производная

Третья
производная

K^nx) 1 0 0 0
K  2 (nx) 0 n 0 0
K3 (nx) 0 0 n2 0
K  4(nx) 0 0 0 n3

Для конкретных граничных условий выражение (21.15) дает беско­
нечный спектр собственных форм свободных колебаний балки посто­
янного сечения. Эти конкретные формы колебаний X k  (x) = X k  по­
лучили название фундаментальных, или балочных функций.

Первое свойство балочных функций вытекает из зависимости (21.8) 
и заключается в том, что их четвертая производная отличается от 
самой функции постоянным множителем.

Второе свойство вытекает из уравнения (21.6), если в него под­
ставить одну из балочных функций X k  и переписать его так:

EJXkV = m o l X k . (21.16)

Откуда следует вывод, что балочная функция X k  представляет
собой линию прогибов балки на конкретных опорах, вызванную 
погонной нагрузкой вида:

g k (х) = m a l X k . (2117)

На основании теоремы о взаимности возможных работ можно 
записать:
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l l
j  gk ( x ) X i ( x)dx =  j  g i ( x ) X k ( x)dx ,
0 0

l
m (a l  -  o f ) j  X k ( x ) X i ( x)dx =  0 .

0

Так как в общем случае а  Ф  <ai и m Ф  0 , из последнего равенства
следует еще одно важное свойство балочных функций. Для стержня 
постоянного сечения с равномерно распределенной массой балочные 
функции являются взаимно ортогональными. Это означает, что: 

l
j  X k  ( x ) X i ( x ) dx = 0  ( i Ф  k ) .  (21.18)
0

Часто балочные функции нормируют, добиваясь выполнения 
условия:

l
j  X 2  dx =  1 .
0

Отмеченные свойства балочных функций существенно упроща­
ют решение многих задач динамики сооружений, например, при 
исследовании вынужденных колебаний от нагрузки общего вида. В 
методе конечных элементов балочные функции используются как 
базисные функции (функции формы). В справочной литературе 
имеются числовые таблицы балочных функций и их производных.

21.3. Вынужденные колебания при вибрационной нагрузке

Рассмотрим действие на балку с равномерно распределенной 
массой некоторой произвольным образом распределенной нагрузки, 
изменяющейся во времени по гармоническому закону с некоторой 
частотой 0 :

или с учетом (21.17):
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Соответствующее дифференциальное уравнение вынужденных 
колебаний примет вид:

EI  + m д 2 * * ' ' ) = q(*)sm (0,). (21.20)

Предположим, что решена соответствующая проблема свободных 
колебаний и найден спектр собственных частот a>k и соответствую­
щих собственных форм, т. е. балочных функций X k  (k = 1, 2, 3,.. .) .
Представим искомую функцию динамических перемещений как 
линейную комбинацию балочных функций:

да
y( x, t) = £ T  (t)Xi (x) , (21.21)

i=1

где множители T , называемые главными координатами, есть функ­
ции только времени.

Подставив (21.21) в (21.20), получим:
да

Z  (T1E IX I1 V  + mT1X 1) = q( x) sin(0t). (21.22)
i =1

С учетом зависимости (21.16) уравнение (21.22) можно перепи­
сать так:

да
Z ( T + ®?Ti )m X i = q( x) sin(et) .
i =1

Умножим обе части последнего равенства на некоторую балоч­
ную функцию X k , соответствующую собственной частоте C0k ,
и проинтегрируем по длине балки. Тогда в силу условия ортого­
нальности балочных функций (21.18) все слагаемые в левой части, 
кроме k-го, обратятся в нуль. В результате получим:

q( x, t ) = q( x)sin(0t). (21.19)
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(Tk  + (° 2k Tk )m j X ldx = sm(0 t) j  X k 4(x )d x ,
0 0

откуда следует

(21.23)

где

Fk = j Xkq(x)dx; M k  = m j  X ^ d x . (21.24)
0 0

Полученное уравнение (21.23) справедливо для каждой собст­
венной частоты C0k и соответствующей собственной формы X k  (x)

Таким образом, задача решения исходного дифференциального 
уравнения в частных производных (21.20) для системы с бесконеч­
ной степенью свободы сведена к задаче решения бесконечного мно­
жества обыкновенных дифференциальных уравнений (21.23) как бы 
для некоторых систем с одной степенью свободы. После получения 
из решения уравнений (21.23) главных координат, то есть функций 
Tk (t) , по формуле (21.21) вычисляют искомые динамические пере­
мещения. Обычно на практике ограничиваются конечным числом сла­
гаемых, соответствующих некоторому количеству низших собствен­
ных частот и соответствующих собственных форм. Бесконечный ряд
(21.21) обрывают, допустим, на члене номер (k  + 1), вклад которого в 
предыдущую сумму становится незначительным, то есть когда на­
чинает выполняться условие:

П р и м е р  21.1. Найти динамические прогибы в однопролетной 
шарнирно опертой балке пролетом l (рис. 21.2). Балка несет равно­
мерно распределенную по пролету массу интенсивностью m и за-

( k  = 1, 2, 3,...).

k
yk  +1(x t) = Tk+1(t)X k+1(x) << Z  Ti (t)X i (x ) . (21.25)

i=1

644



гружена на левом полупролете равномерно распределенной вибра­
ционной нагрузкой интенсивностью:

q( x, t) = q sin Ot.

Частота вибрационной нагрузки принимает значение O = 0,8^ 1, 
где а>1 -  первая собственная частота свободных колебаний балки.

Собственные частоты a>k свободных колебаний балки опреде­
лим по формуле (21.12), а соответствующие собственные формы 
X k  -  по формуле (21.13), приняв С = 1. Это будет означать, что
собственные формы нормализованы до единичной максимальной 
ординаты.

Амплитудные значения динамических перемещений будем ис­
кать в соответствии с разложением (21.21), ограничившись конеч­
ным числом слагаемых n , по формуле:

n n knx
y ( x) = Z  TkX k (x) = Z  Tk sin— , (2126)

k=1 k=1 l

где Tk -  амплитудное значение главной координаты, то есть
амплитудное значение гармонического решения обоб­
щенного дифференциального уравнения (21.23).

Определим по формулам (21.24) обобщенные силы и обобщен­
ные массы:
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l /2 l /2
Fk = q j X kdx  = q j s in^ ^ - d x  = —— (1 -  cosk n ); 

a I l k n  2

\ лг2 1 \ ■ 2 knx . mlM k  = mj X k d x  = m j sin -----dx = — .
0 0 l 2

Определим жесткость обобщенной системы с одной степенью 
свободы, движение которой описывается уравнением (21.23), ана­
логичным уравнению (19.5):

2 k  4п 4 EI  
rk = M k®k = '

2l 3

Найдем выражение для обобщенного динамического коэффициента:

Ak =-
1 1 1

1 - O_
~ 2
®k

1 -
0,64 '

k 4

Определим амплитудное значение нормальной координаты:

Tk = Tdin = TstM = ~  Ak = ^ s tTk ,

где

k

A°st =
5ql4 

7 6 8 E I:

 ̂ ^  k n ,1536(1 -  cos— ) 
2

Tk = 5k 5n5 * .

2
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По своему смыслу величина Л0̂  есть прогиб балки в середине 
пролета от статической нагрузки интенсивностью q , равномерно 
распределенной на половине пролета.

Введем новую безразмерную переменную

/ ( х) = У( x ) /  Л°г,

представляющую собой искомое относительное амплитудное дина­
мическое перемещение.

Из формулы (21.26) следует, что:

У*(х) =ZTk*sin  ̂ . (21.27)
k=1 l

В табл. 21.3 приведены значения обобщенных сил Fk , обобщен­

ных динамических коэффициентов jiik и главных относительных

координат Tk для первых шести собственных форм колебаний.
Таблица 21.3

k Fk Vk
*

Tk
1 ql / п 2,7778 2,7885
2 ql / п 1,0417 0,0654
3 ql /(3п) 1,0080 0,0042
4 0 1,0025 0,0000
5 ql /(5п) 1,0010 0,0003
6 ql /(3п) 1,0005 0,0002

Заданная динамическая нагрузка не вызывает обобщенных сил для 
форм колебаний с числом полуволн синусоиды, кратным четырем.

В табл. 21.4 приведены ординаты линии амплитудных динами­
ческих прогибов рассматриваемой балки, вычисленные в четвертях 
и середине пролета. Номер строки таблицы соответствует количе­
ству удержанных членов в формуле (21.27). Практически для полу­
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чения динамических относительных перемещений достаточно пер­
вых трех собственных форм. Полученная линия динамических про­
гибов показана штриховой линией на рис. 21.2 .

Форма линии прогибов близка к симметричной. Это обусловлено 
значительными инерционными силами, вызванными колебаниями, 
происходящими с частотой, близкой к первой собственной частоте, 
соответствующей собственной форме колебаний в виде полуволны 
синусоиды.

Таблица 21.4

Количество
слагаемых

Динамическое относительное перемещение y  (х)

х = l /4 х = l /2 х = 3l/4
1 1,9717 2,7885 1,9717
2 2,0371 2,7885 1,9064
3 2,0400 2,7843 1,9093
4 2,0400 2,7843 1,9093
5 2,0398 2,7846 1,9091
6 2,0396 2,7846 1,9094

ГЛАВА 22

П РИ Б Л И Ж Е Н Н Ы Е  И  Ч И С Л Е Н Н Ы Е М ЕТО Д Ы  
В ДИ Н А М И КЕ С О О РУ Ж ЕН И Й

22.1. Приближенные методы определения частот 
собственных колебаний

Для многих задач динамического расчета сооружений бывает дос­
таточным определение только основной, наименьшей частоты собст­
венных колебаний, или, по крайней мере, нескольких первых собст­
венных частот. Точное же определение всех собственных частот для 
систем с большим числом степеней свободы представляет собой 
сложную вычислительную проблему, порой плохо обусловленную. 
Поэтому важным является умение приближенно оценить основную 
частоту собственных колебаний сооружения, применяя достаточно 
простые вычислительные приемы. Рассмотрим некоторые из них,
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наиболее часто применяемые в вычислительной практике, как с це­
лью проверки результатов сложных расчетов, так и с целью получе­
ния предварительных сведений о динамической системе.

Предположим, что для некоторой системы с конечным числом сте­
пеней свободы построена матрица внешней жесткости R  . Это можно 
сделать с помощью любого программного комплекса, предназначен­
ного для статических расчетов сооружений. Систему однородных ал­
гебраических уравнений свободных колебаний (20.12) можно перепи­
сать так:

R X  = о 2M X  . (22.1)

Умножим равенство (22.1) слева на транспонированный неиз-
^ T 2вестный вектор X  и разрешим относительно о . В результате

получим формулу, выражающую квадрат одной из собственных
частот через соответствующую форму собственных колебаний:

2 X T  R X
о  = ^ т— ^  . (22.2)

X TM X

Если в формулу (22.2) подставить точный вектор одной из собст­
венных форм колебаний, то получим точное значение соответствую­
щей собственной частоты. Если собственная форма будет задана при­
ближенно, то получим приближенное значение собственной частоты. 
При этом приближенное значение частоты всегда будет выше ее ис­
тинного значения. Действительно, если задаваемая форма деформаций 
(в данном случае, форма колебаний), отличается от истинной формы 
деформаций, то это означает, что на систему как бы наложены допол­
нительные связи, стесняющие ее деформации. Введение дополнитель­
ных связей повышает общую жесткость системы и, следовательно, 
повышает значения ее собственных частот. Можно задаться несколь­
кими близкими векторами, приближенно представляющими с разной 
степенью точности искомую форму собственных колебаний, и по 
формуле (22.2) найти несколько приближенных значений искомой 
частоты. Наименьшее из полученных приближенных значений будет 
наиболее близким к точному значению искомой собственной частоты.
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Выражение в числителе правой части формулы (22.2) представляет 
собой удвоенное выражение потенциальной энергии деформации упру­
гой системы. Потенциальную энергию деформации можно выразить 
через работу внешних сил (сил инерции при свободных колебаниях) или 
воспользоваться известной зависимостью из метода перемещений:

R X  = F  , (22.3)

где F  -  вектор, в данном случае, приближенно задаваемых, 
предполагаемых сил инерции;

X  -  вектор вызванных ими перемещений, соответствую­
щих предполагаемой форме собственных колебаний.

В результате получим формулу для приближенного вычисления 
частот свободных колебаний, не требующую построения матрицы 
внешней жесткости деформируемой системы:

о 2 = XT F  , . (22.4)
X T M X

В формуле (22.4) нельзя одновременно произвольно задавать и 
вектор инерционных нагрузок F  , и форму колебаний, вектор пере­
мещений X  . Между ними должна существовать взаимосвязь (22.3). 
На практике, как правило, сначала приближенно задают вектор
предполагаемых инерционных сил F , который должен быть про­
порционален массам и предполагаемым ускорениям. Затем с помо­
щью статического расчета находят соответствующий вектор пере­
мещений X  (можно применить любой программный комплекс) и, 
наконец, применяют формулу (22.4).

Формулы (22.2) и (22.4), полученные на основании матричных 
амплитудно-частотных уравнений, описывающих свободные незату­
хающие колебания систем с конечной степенью свободы, могли быть 
получены и с помощью закона сохранения энергии. Применим соот­
ветствующий энергетический метод, основанный на законе сохране­
ния энергии, для приближенного вычисления основных частот де­
формируемых систем, несущих распределенные массы. При свобод­
ных незатухающих колебаниях в любой момент времени сумма по­
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тенциальной энергии деформации упругой системы и кинетической 
энергии движущихся масс системы остается постоянной величиной:

U + T = C = co n st.

В тот момент, когда скорость колеблющейся системы имеет ну­
левое значение, ее перемещения достигают амплитудных значений. 
И наоборот, когда колеблющаяся система проходит положение рав­
новесия и перемещения равны нулю, скорость движущихся масс 
максимальна. Так как потенциальная энергия деформации пропор­
циональна квадрату перемещений, а кинетическая энергия -  квад­
рату скоростей, то при прохождении положения равновесия:

U = 0 T = T = Cmax

а при амплитудном отклонении от положения равновесия:

U = Umax = C, T = 0.

Следовательно,

T = U  (22 5)max max

Рассмотрим балку с погонной массой т (  х ) , совершающую сво­
бодные гармонические поперечные колебания с собственной часто­
той о  по собственной форме у (х ) :

у(х, t) = у ( х ^ п ^  + n ) .

Скорость движущихся масс будет определяться выражением 

ду( х, t)
dt

= о  у(х) cos(o  t + n ) .

Амплитудное значение кинетической энергии при cos(® t + n) = 1 
будет равно:

о 2 l
Tmax = —  j  m( х) У 2( х)^х .

2 0
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Потенциальная энергия деформации получит максимальное, ам­
плитудное значение при sin(® t + rj) = 1. Исходя из определения 
потенциальной энергии деформации и используя дифференциаль­
ное уравнение изгиба балки

0

Потенциальную энергию деформации можно выразить через 
действительную работу внешних сил:

где q( х) -  предполагаемая, приближенно задаваемая инерци­
онная нагрузка; 

у( х) -  вызванная этой нагрузкой линия прогибов стержня.

Тогда формула (22.6) примет вид:

l

E J  ( х) у"( х) = M  ( х),

будем иметь:

j  E J (х)[у"(х)]2 й х .

Следовательно, на основании (22.5) имеем:

о 2 0 (22.6)

U  max = 2  j  ET( \  2  j
2 0 ET (х) 2 0

1 \ M  2( х)йх  = 1 \
j  q( х) у( х )й х ,

j  q( х) у( х)йх
о 2 0 (22.7)

0
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Формулы (22.6) и (22.7) позволяют вычислять частоты свобод­
ных колебаний в стержнях переменного поперечного сечения с не­
равномерно распределенной массой. Формулы являются точными, 
если форма колебаний (линия прогибов) стержня, закон распреде­
ления масс, инерционная нагрузка и условия опирания стержня 
(граничные условия) соответствуют друг другу. В противном слу­
чае эти формулы являются приближенными.

Очень часто для оценки основной собственной частоты инерци­
онную нагрузку считают равной весу масс q(х) = gm (х) , прикла­
дывают ее в направлении движения масс, а форму колебаний при­
нимают в виде статической линии прогибов, вызванной такой на­
грузкой. Вычисление определенных интегралов в полученных фор­
мулах также можно выполнить приближенно любым численным 
методом (прямоугольников, трапеций, Симпсона и др.).

22.2. Замена распределенных масс сосредоточенными

Система с бесконечно большим числом степеней свободы заменяет­
ся системой с одной или несколькими степенями свободы. Для этого 
распределенные по длине стержней массы заменяются эквивалентными 
сосредоточенными массами. Чем больше сосредоточенных масс 
заменяет распределенную массу, тем ближе будут вычисленные 
приближенные значения динамических параметров к их точным, 
действительным значениям.

Замена распределенных масс сосредоточенными может быть выпол­
нена двумя способами. Предварительно элементы системы, несущие 
распределенные массы, разбиваются на требуемое число участков.

Первый способ замены масс заключается в том, что масса каж­
дого участка сосредотачивается в его центре масс. В результате 
вместо распределенной массы получаем несколько сосредоточен­
ных масс, количество которых равно количеству участков.

Второй способ состоит в том, что суммарная масса участка рас­
пределяется по узловым точкам на его границе. Так, для участка 
стержневого элемента масса распределяется по закону рычага в две 
сосредоточенные массы, располагаемые на его концах.

Рассмотрим однопролетную балку пролетом L  , несущую равномер­
но распределенную массу интенсивностью т (рис. 22.1,а). Разбив про­
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лет балки на четыре участка равной длины, и сосредоточив массы уча­
стков в центрах участков, получим систему с четырьмя степенями сво­
боды (рис. 22.1,б). Применив второй способ и сосредоточив массы на 
границах участков, получим систему с пятью сосредоточенными масса­
ми, но только с тремя степенями свободы (рис. 22.1,в).

а) Цэ-сИ
1

mL/4

и - * -

mL/4 mL/4 mL/4

* " 2 ,

в) mL/8

и -
тт.

mL/4 mL/4

L/4 L/4 L/4

Рис. 22.1

mL/4
mL/8

L/4

Аналогичным образом можно систему с большим количеством 
сосредоточенных масс заменить системой с гораздо меньшим коли­
чеством сосредоточенных масс. То же можно сделать и с системой, 
несущей одновременно распределенные и сосредоточенные массы.

22.3. Специальные численные методы решения 
частичной проблемы собственных колебаний

Рассматриваемый в курсах по методам вычислений степенной 
метод вычисления наибольшего по модулю собственного значения 
и соответствующего собственного вектора квадратной матрицы 
общего вида позволяет для задачи вида (20.14) найти наибольшее 
собственное значение Xmax и тем самым вычислить наименьшую

собственную частоту ®m;n 
венную форму колебаний. 
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Обратный степенной метод со сдвигом, также рассматриваемый 
в курсах по методам вычислений, позволяет для заданной матрицы 
найти собственное значение, ближайшее к заданному числу, и соот­
ветствующий собственный вектор. Этот метод позволяет выделить 
требуемое количество низших собственных значений и найти их 
вместе с соответствующими собственными векторами. Небольшая 
модификация этого метода допускает его применение для решения 
обобщенной проблемы собственных значений вида (20.12) для двух 
симметричных матриц. Рассмотрим эту модификацию.

Перепишем систему (20.12) в виде:

R X  = о 2M X  . (22.8)

Зададим число со о , и будем искать собственную частоту о  , бли­
жайшую к этому заданному числу, и соответствующую собственную
форму (соответствующий собственный вектор X  ) свободных колеба-

2 ^ний. Вычтем из обеих частей равенства (22.8) произведение ®о M X  :

(R  -о02M )X  = ( о 2 -о02)M X .
Обозначив

(R - ® 2M ) = K ; ( о 2 -®0Ь = ¥■> (22.9)

получим новую обобщенную проблему на собственные значения 
для двух симметричных матриц:

K X  = у/M X . (22.10)

Далее, в соответствии с технологией обратного степенного мето­
да, можно организовать следующий итерационный процесс (с учетом 
симметричности матрицы внешней жесткости).

1. Разложить симметричную матрицу K  на три множителя:

K  = L T D L  .
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Провести анализ элементов диагональной матрицы D . Количе­
ство ее отрицательных элементов равно количеству собственных 
частот, меньших заданного числа о 0.

Не проводя последующих итераций, а только изменяя задавае­
мое число о 0, формируя новую матрицу K  , разлагая ее на множи­
тели и анализируя количество отрицательных элементов на главной 
диагонали сомножителя D  , можно отделить требуемое количество 
собственных частот на требуемом участке спектра. В этом и состо­
ит метод дихотомии спектра собственных частот.

2. Задать начальное приближение для искомого собственного 
значения / (k ) и начальное приближение для соответствующего

собственного вектора X (k) .
3. Вычислить вспомогательный вектор:

Y(k) = M X (k).

4. Найти в новом приближении собственный вектор X (k+1) из
решения системы линейных алгебраических уравнений с 
факторизованной матрицей коэффициентов:

L T D L X  (k+1) =  Y(k) .

5. Вычислить в новом приближении искомое собственное зна­
чение, используя скалярные произведения:

/ (k +1)
X  (k )X  (k) 

X  (k)X  (k+1)

6. Нормировать найденный вектор X (k+1).
Если нормирование векторов производится к единичной длине, 

то в предыдущей формуле числитель заведомо равен единице.
7. При выполнении условий завершения процесса итераций вы­

вести результаты:
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/ (k+1) и X  (k+1^

иначе принять:

/ (k) -  / (k+1) и X (k) = X (k+1) ,

и повторить вычисления с пункта 3.
По завершении итераций искомая собственная частота вычисля­

ется по формуле:

Найденный собственный вектор X определяет соответствую­
щую собственную форму свободных колебаний.

Матрица масс может быть как положительно определенной, так 
и неотрицательно определенной. Матрица жесткости после сдвига 
(матрица K) может быть знаконеопределенной, но не должна полу­
читься вырожденной. Если матрица K оказалась вырожденной, то 
заданное число а>0 равно одной из собственных частот.

Приведенный алгоритм вычисления собственного значения, 
ближайшего к заданному числу (параметру сдвига), и соответст­
вующего собственного вектора легко реализуется на компьютере 
на основе любого языка программирования и известного про­
граммного обеспечения. Он позволяет вычислять собственные 
частоты и собственные формы свободных колебаний, описывае­
мых уравнениями вида (20.12) или (22.8). Отметим, что разложе­
ние матрицы K  на множители может быть также выполнено лю­
бым численным методом, даже без учета ее симметричности.

В современных проектно-вычислительных комплексах методика 
обратного степенного метода применяется для одновременных ите­
раций нескольких (в принципе, произвольного количества k ) соб­
ственных частот и соответствующих собственных форм. Учитывае­
мое в практических расчетах количество собственных форм обычно 
меньше динамической степени свободы деформируемой системы и 
значительно меньше ее общей степени свободы (k << n ) . По срав-

(22.11)

657



нению с другими методами частичного решения первой задачи ди­
намики сооружений метод одновременных итераций обладает луч­
шей обусловленностью. Он позволяет получать искомые частоты и 
формы колебаний с заданной точностью. Рассмотрим метод одно­
временных итераций более подробно.

Предположим, что для системы (22.8) порядка n  требуется найти k  
младших собственных частот, образующих диагональную матрицу

Q  -
о

о

порядка k  , и k  соответствующих собственных форм, образующих 
прямоугольную матрицу размерности ( n ■ k ):

х  - [ X  ... ].

Подставим их все в систему (22.8) и выразим ее в таком виде:

R X  -  M X Q 2. (22.12)

Если бы значения k  искомых частот и соответствующих собст­
венных векторов были бы известны, то система (22.12) была бы 
удовлетворена тождественно. Если же задать их значения прибли­
женно и подставить только в правую часть (22.12), то получим сис­
тему уравнений, которая позволит уточнить искомые собственные 
формы (собственные векторы). Итак, обозначив матрицу уточняемых 
собственных векторов через Y , имеем для ее определения систему:

RY(i) -  P(i-1), P i-1) -  MX(i-j)Q2-D, (22.13)

где i -  номер итерационного приближения.

Система (22.13) эквивалентна системе (22.12) и представляет со­
бой k  систем линейных алгебраических уравнений с одной и той 
же симметричной матрицей коэффициентов порядка n (матрицей
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внешней жесткости) и k  правыми частями, зависящими от при-

и собственных форм X (г-- 1) . Ее решением будет матрица Y(i)
уточненных собственных форм, или собственных векторов.

Затем можно было бы найти уточненные значения искомых соб­
ственных частот, применив для этого отношение Релея, которое 
можно получить из системы (22.8), подставив в него уточняемые
собственные векторы Y j , составляющие матрицу Y(i):

где j -  номер вычисляемой собственной частоты и соответст­
вующей формы колебаний;

i -  номер итерационного приближения.

Однако чтобы в процессе итераций каждый вектор сходился к оп­
ределенной форме (а не все векторы сходились к одной форме с низ­
шей частотой), весь набор искомых собственных векторов необходимо 
привести к взаимно ортогональному виду. Это можно выполнить раз­
личными методами. Но чаще всего поступают следующим образом.

С помощью итерируемых собственных векторов, образующих 
прямоугольную матрицу Y>-), производят замену переменных в 
системе (22.8):

ближенных значений квадратов искомых собственных частот Q 2- 1)

( j  -  1,2,...,k ), (22.14)

X  -  Y Z , (22.15)

где Z  -  вектор новых переменных порядка k .

Затем, умножив (22.8) слева на Y T , переходят к редуцированной 
обобщенной проблеме собственных значений:

Y T R Y Z -  o>2Y  T YM YZ , или r Z - о 2 m Z , (22.16)

где матрицы R  и M  уже имеют порядок k .
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Если бы векторы, составляющие прямоугольную матрицу Y  , 
были бы точными собственными векторами, то они удовлетворяли
бы редуцированной системе (22.16). Причем матрицы R  и M  были 
бы диагональными, а так они получаются заполненными, симмет­
ричными, и только в процессе итераций будут приближаться к диа­
гональным.

Так как порядок редуцированной обобщенной проблемы собст­
венных значений (22.16) намного меньше исходного числа степеней 
свободы (k  << n) , для ее решения применяют стандартные методы
решения полной проблемы собственных значений, например, метод 
вращений, или метод Якоби. Решив полную проблему собственных 
значений (22.16), получают матрицу уточненных частот ) и мат­

рицу ортогональных и нормированных векторов Z (  ) порядка k ,
от которых необходимо вернуться к первоначальным переменным 
порядка n . Сделать это можно по формулам вида (22.15):

X (i) -  Y(i)Z (i) . (22.17)

Итак, окончательно алгоритм метода одновременных итераций 
(его еще называют методом итераций в подпространстве, так как 
в процессе итераций совершается попеременный переход от задач 
большой размерности n к задачам существенно меньшей размер­
ности k ) состоит из следующих этапов.

1. Задать набор пробных векторов X ( ^  и пробных чисел Q(i-1) .

2. Составить систему уравнений (22.13) порядка n и найти ее k  
решений, то есть вычислить прямоугольную матрицу Y (i) .

3. Перейти к редуцированной проблеме собственных значений (22.16)
порядка k  , то есть составить матрицы R  и M  , решить для них 
полную проблему собственных значений и вычислить в новом при­
ближении искомые собственные частоты Q(i) и набор вспомога­

тельных ортогональных векторов Z  (г) .
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4. По формуле (22.17) вычислить в новом приближении иско­
мые собственные формы Х ф , нормировать их.

В ходе итераций матрицы R () и M  (г) стремятся к диагональным, 
а матрица Z(i) стремится к единичной. В качестве начального прибли­
жения можно принять Q^0) = Е  (единичной матрице), а X (0) соста­
вить из векторов перемещений, полученных загружением исходной 
деформируемой системы к  подходящими независимыми нагрузка­
ми. Опыт вычислений показывает, что если требуется получить с 
достаточной точностью к  собственных векторов, то итерировать 
необходимо несколько большее количество векторов к1 . Наилуч­
ший выбор определяется меньшей из двух величин:

к1 = m in(2k, к + 8).

П р и м е р  22.1. Найти собственные частоты и собственные фор­
мы свободных колебаний однопролетной одноэтажной рамы, несу­
щей три сосредоточенные массы (рис. 22.2).

10 т 2 0  т 10 т

12 м

12 м 12 м

Рис. 22.2

Жесткости стержней рамы на изгиб и на растяжение-сжатие со­
ответственно равны:

E J 1 = 2,34 • 105 кНм2, EA1 = 7,8 • 106 кН для стоек,

E J 2  = 5,55 • 10 кНм2, EA2  = 10,4 • 10 кН для ригеля.
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Решение ведем в матричной форме методом перемещений с уче­
том продольных деформаций. Дискретная расчетная модель рамы 
(рис. 22.3) в этом случае имеет девять возможных упругих переме­
щений и двенадцать неизвестных независимых усилий. Точечные 
массы могут перемещаться линейно по вертикали и горизонтали, 
инерцией их вращения пренебрегаем. Следовательно, суммарная 
динамическая степень свободы системы равна шести. Собственные 
частоты и собственные формы свободных колебаний найдем из ре­
шения системы однородных алгебраических уравнений (22.8) девя­
того порядка, где матрица масс будет иметь нулевые элементы по 
направлению угловых степеней свободы.

0 0

И И

И
Рис. 22.3

Вырезав последовательно узлы 2, 3 и 4, составим девять уравне­
ний равновесия:

-0 1  + N 2 = 0 ; - N 1 -  Q2 = 0 ; Мк1 - M n2 = 0 ;

-  N 2 + N 3 = 0 ; Q2 -  Q3 = 0; М  к 2 -  М п 4 = 0 ;

- N 3 - Q4 = 0; Q3 - N 4 = 0 ; М к3 - М п4 = 0 . 

Исключив из уравнений равновесия поперечные силы

Мк ■ - М пi 
Qi = 1 п ( i=1,...4),

li

42 3

1 5
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получим матрицу размером 9x12 коэффициентов системы уравне­
ний равновесия:

A = —  
12

0 1 -1 12 0 0 0 0 0 0 0 0

12 0 0 0 1 - 1 0 0 0 0 0 0

0 0 12 0 -1 2 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 -1 2 0 0 12 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 1 0 1 -1 0 0 0

0 0 0 0 0 12 0 -1 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 2 0 0 0 1 -

0 0 0 0 0 0 0 -1 1 -1 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 12 0 -1 2 0

Вычислим матрицы внутренней жесткости:
-  для вертикальных стержней № 1 и № 4:

Gi = G 4 =

0650000 0

0 78000 -  39000

0 -  39000 78000

- для горизонтальных стержней № 2 и № 3:

"867000 0 0

G2 = G3 = 0 185000 -  92500

0 -  92500 185000

Построим суммарную матрицу внутренней жесткости:

G =

G

G
G3

G
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и, применив формулу

получим матрицу внешней жесткости девятого порядка:

R  = A T G A ,

R  = 1000•

“ 868 0 -  9,75 -  867 0 0 0 0 0

0 654 -  23,1 0 -  3,85 -  23,1 0 0 0

-  9,75 -  23,1 263 0 23,1 92,4 0 0 0

-  867 0 0 1733 0 0 -  867 0 0

0 -  3,85 23,1 0 7,70 0 0 -  3,85 -  23,1

0 -  23,1 92,4 0 0 370 0 23,1 92,4

0 0 0 -  867 0 0 868 0 -  9,75

0 0 0 0 -  3,85 23.1 0 654 23,1

0 0 0 0 -  23,1 92,4 -  9,75 23,1 263

Соответствующая матрица масс девятого порядка примет вид: 

“10

M  =

10
0

20
20

10
10

0

Применим к решению обобщенной проблемы собственных значе­
ний для полученных матриц обратный степенной метод со сдвигом:

(R - a ^ M )X  = (со2 - & 2 ) M X .

Предварительно необходимо составить соответствующую ком­
пьютерную программу, реализующую следующие матричные опе­
рации: сложение-вычитание матриц, умножение матрицы на вектор

0
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и скаляр, разложение матрицы на треугольные множители и реше­
ние системы линейных алгебраических уравнений.

Найдем сначала наименьшую собственную частоту. Для этого зада- 
2

дим параметр сдвига Dq = 0 . Выполнив соответствующие вычисления, 

найдем, что наименьшая собственная частота d  = 7,697 рад/с.
Далее зададим параметр сдвига достаточно большим, например, 

а>0 = 2 • 106 . Выполнив разложение сдвинутой матрицы на тре­
угольные множители, обнаружим, что на главной диагонали со­
множителя находится шесть отрицательных элементов. Следова­
тельно, при данном сдвиге метод обратной итерации найдет шестую 
собственную частоту как ближайшую к параметру сдвига. Напом­
ним, что старшие три собственные значения данной обобщенной 
проблемы девятого порядка формально являются бесконечно боль­
шими, так как в матрице масс имеются три нулевых элемента. Вы­
полнив итерации, получим, что d>6 = 416,4 рад/с.

Постепенным выбором параметра сдвига из интервала [7,692; 
416,42] найдем остальные четыре собственные частоты и соответст­
вующие собственные формы. Результаты выполненных вычислений 
представлены в табл. 22.1.

Таблица 22.1
Собственная частота (рад/с)

№ 1 2 3 4 5 6
Значение 7,697 13,47 255,0 255,3 294,6 416,4

№
перемещ.

Соответствующие собственные формы 
(нормированы к единичной длине)

1 0,5767 0,0010 0,0001 0,00280 -0,7066 -0,5770
2 0,0005 -0,0028 -0,7044 0,7044 0,0028 0,0004
3 0,0260 0,0870 -0,0376 0,0622 -0,0259 -0,0260
4 0,5772 0 0,0005 0 0 0,5766
5 0 -0,9924 0 -0,0020 -0,0007 0
6 -0,0129 0 -0,0693 0 0 0,0130
7 0,5767 -0,0010 0,0001 -0,0028 0,7066 -0,5770
8 -0,0005 -0,0028 0,7044 0,7043 0,0028 0,0004
9 0,0260 -0,0870 -0,0376 -0,0622 0,0259 -0,0260
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Все вычисления программно выполнялись с двойной точностью 
(не менее 15 значащих цифр). Приведенные выше значения элемен­
тов матрицы R  и внесенные в табл. 22.1 результаты вычислений 
представлены с точностью в три -  четыре значащие цифры. Это 
обусловлено только шириной страницы данного издания. В практи­
ческих расчетах все промежуточные данные следует сохранять ми­
нимум с шестью значащими цифрами. Это связано с плохой обу­
словленностью задач динамики сооружений. При небрежном обра­
щении с промежуточными данными окончательные результаты мо­
гут различаться в несколько раз. Именно поэтому конечные резуль­
таты, полученные с помощью разных программных продуктов по 
разным численным алгоритмам, как правило, совпадают лишь с 
точностью до трех -  четырех значащих цифр.

Плохая обусловленность численных решений свойственна всем 
задачам теории сооружений при совместном учете продольных и 
изгибных деформаций и при расчете систем, элементы которых 
сильно отличаются размерами своих поперечных сечений. Испра­
вить такую ситуацию может только компьютерный расчет с двой­
ной точностью и разумное, осторожное округление промежуточных 
результатов. Во всех случаях необходим контроль конечных ре­
зультатов. По крайней мере, повторный расчет с незначительно из­
мененными (возмущенными) исходными данными.

Снова рассмотрим общие дифференциальные уравнения движе­
ния некоторой деформируемой системы при вязких силах сопро­
тивления и произвольных динамических нагрузках:

22.4. Применение метода степенных рядов 
для прямого интегрирования 

дифференциальных уравнений движения

M Z  + H Z  + R Z  = F (t) , (22.18)

с начальными условиями:

Z  (t0) = Z  0, Z  (t0) = Z1. (22.19)
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Будем искать решение системы (22.18) в некоторой точке t = t1,
удаленной от начальной точки t = t q на величину шага h = t1 — t q ,
в виде ряда Тейлора по степеням шага h до четвертого порядка 
включительно:

Z f r ) =  Z (to ) +  Z  (to )h +  2 Z (to )h 2 + 1  Z (to )h 3 +  4  Z /F (to )h4,

или в упрощенных обозначениях:

Z  =  Z 0 +  Z i h + 1 Z 2 h 2 + 1 Z 3 h 3 +  —  Z 4 h 4 , (22.20)
0 1 2 2 6 3 24 4

где символ Z  без индекса обозначает искомый вектор переме­
щений в точке t1 ;

символы Zk (k  = 0,1,2,3,4) с нижними индексами к обо­
значают вектор перемещений и векторы их соответст­
вующих производных, вычисленные в точке t0 .

Дифференцируя ряд (22.20) по времени (по переменной h ), по­
лучим выражения для вычисления векторов скоростей и ускорений 
в точке t1 :

-г ^ 1 2 1 ^ 3
Z  = Z 1 + Z 2h + ^  Z 3h + ^  Z 4h ; (22.21)

Z = Z 2 + Z3h + 2  Z4h . (22.22)

Значения компонент вектора начальных перемещений Z  q и век­

тора начальных скоростей Z 1 заданы как исходные данные (22.19).

Значения компонент вектора начальных ускорений Z  2 найдем из 
исходных уравнений (22.18), представив их как систему алгебраи­
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ческих уравнений относительно вектора Z  2 с матрицей коэффици­
ентов M :

M Z 2 = F (t0) — H Z 1 — R Z 0 . (22.23)

Для вычисления значений компонент векторов третьих и четвер­
тых производных перемещений по времени продифференцируем 
дважды исходные уравнения (22.18). В результате сможем получить 
еще две рекуррентные системы линейных алгебраических уравнений:

M Z 3 = F (t0) — H Z 2 — R Z X; (22.24)

M Z 4 = F(to ) — H Z 3 — R Z 2 . (22.25)

Итак, имеем следующий одношаговый численный метод четвер­
того порядка точности для прямого интегрирования дифференци­
альных уравнений движения (уравнений второго порядка) без их 
преобразования к нормальному виду, то есть к системе дифферен­
циальных уравнений первого порядка, разрешенных относительно 
первых производных.

В начале шага интегрирования дополнительно к векторам началь­
ных перемещений Z  q и начальных скоростей Z 1 необходимо вы­

числить еще три вектора: Z 2 , Z 3 и Z 4 , решив последовательно три
системы рекуррентных алгебраических уравнений (22.23)-(22.25). 
Затем по формулам (22.20) и (22.21) вычислить искомые значения 
перемещений и скоростей в конце шага интегрирования. Затем про­
цесс повторяется: точка t1 рассматривается как начальная и ищется 
решение в точке t2 = t1+h .

Перед началом очередного шага сопоставляются значения уско­
рений, вычисленные путем решения системы уравнений (22.23) 
и вычисленные по формуле (22.22). По результатам сопоставления 
производится корректировка длины шага интегрирования.

Рассмотренный метод имеет четвертый порядок точности, так 
как в разложении (22.20) отброшены члены пятого порядка и выше
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относительно длины шага h  . По этой причине метод приобрел 
демпфирующие свойства. Численные эксперименты показывают, что 
с увеличением шага или длины отрезка интегрирования (количества 
шагов) решение затухает. В расчетном отношении динамическая сис­
тема как бы стремится к состоянию равновесия или к режиму уста­
новившихся колебаний даже при отсутствии сил сопротивления.

Если в разложении (22.20) сохранить члены не выше второго поряд­
ка относительно шага h  , то получим известный метод постоянного ус­
корения (третья производная перемещений по времени равна нулю), а 
если сохранить члены не выше третьего порядка относительно шага h  , 
то будем иметь другой известный метод -  метод линейного ускоре­
ния. В некоторых современных проектно-вычислительных ком­
плексах численные методы динамического расчета данного типа 
составляют альтернативу даже общепринятым методам решения 
задач статики сооружений: задачи расчета сооружений на статиче­
ские воздействия решаются как динамические, методом установле­
ния. Статическая нагрузка рассматривается как динамическая, вне­
запно приложенная при нулевых начальных условиях. По мере за­
тухания колебаний при учете сил сопротивления деформируемая 
система приближается к состоянию равновесия, отвечающему при­
ложенной нагрузке.

ГЛАВА 23

М Е Т О Д Ы  И С С Л ЕД О В А Н И Я  У С ТО Й Ч И В О С Т И  
У П РУ ГИ Х  С И С ТЕМ

23.1. Понятие о равновесии в деформированном состоянии.
Устойчивые и неустойчивые состояния равновесия

В линейной строительной механике при расчетах на статические и 
динамические нагрузки широко применяется принцип независимости 
действия сил, или принцип суперпозиции. Каждое очередное воздей­
ствие (нагрузка, изменение температуры, осадка опоры и т. п.) при­
кладывается к недеформированной расчетной схеме сооружения 
при молчаливом предположении, что в элементах этого сооружения 
нет никаких внутренних сил, вызванных предыдущими воздейст­
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виями, а деформации и перемещения от прикладываемого воздей­
ствия не изменяют геометрии расчетной схемы. При таком подходе 
уравнения равновесия составляются для исходной, недеформиро- 
ванной расчетной схемы. Результат действия нескольких нагрузок, 
приложенных одновременно или последовательно, без разницы, 
равен сумме результатов, вызванных действием каждой нагрузки, 
приложенной в отдельности, независимо от других. Это дает воз­
можность суммировать усилия и перемещения от отдельных воз­
действий в самых разных сочетаниях, чтобы получить результат, 
наиболее неблагоприятный с точки зрения прочности или жесткости 
сооружения. Более того, перемещения, вызванные каждым воздей­
ствием в отдельности, или всеми воздействиями вместе, полагаются 
пренебрежимо малыми по сравнению с общими габаритами соору­
жения, и влияние искажения геометрии сооружения за счет дефор­
маций на распределение внутренних сил в элементах сооружения не 
учитывается. Все эти предпосылки позволяют обойтись при расчете 
сооружений линейными зависимостями и линейными уравнениями, 
алгебраическими или дифференциальными. На линейных зависи­
мостях и линейных уравнениях и построена классическая, линейная 
строительная механика. Расчет сооружений методами классиче­
ской, линейной строительной механики называют расчетом по не- 
деформированной расчетной схеме, или расчетом по недеформиро- 
ванному состоянию. Если сказать точнее, то классическая линейная 
строительная механика дает методы определения внутренних сил и 
перемещений, возникающих в элементах сооружения от нагрузок и 
воздействий, приложенных к начально-ненагруженному и неде- 
формированному сооружению. При этом предполагается выполне­
ние двух главных условий: материал сооружения подчиняется зако­
ну Гука, а перемещения элементов сооружения пренебрежимо малы 
по сравнению с габаритами сооружения и не влияют на распределе­
ние внутренних сил.

В реальных сооружениях искажением расчетных схем за счет их 
деформаций действительно можно пренебречь. Однако неучет не­
избежно существующих внутренних сил в элементах вновь нагру­
жаемого сооружения не всегда является обоснованным. Обратимся 
к фактам.

Факт первый. Монтажник руками может свободно отклонить в 
сторону крюк подъемного крана. Но если к крюку будет подвешен
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груз массой несколько тонн, то сделать это будет намного труднее. 
Слабо натянутая струна музыкального инструмента не звучит, но 
стоит ее натянуть, как тон ее звучания (частота свободных колеба­
ний) будет тем выше, чем больше сила натяжения.

И тросы подъемного крана и струны музыкального инструмента 
находятся в равновесии в деформированном состоянии. Причем их 
равновесие в деформированном состоянии является устойчивым. По­
сле устранения дополнительных поперечных воздействий растянутые 
гибкие элементы вернутся в прямолинейное исходное состояние.

Следовательно, тросы или кинематические шарнирно-стержневые 
цепи (системы заведомо геометрически изменяемые) после предва­
рительного натяжения могут прекрасно выполнять функции основ­
ных несущих элементов, скажем, в висячих и вантовых конструкци­
ях. Их жесткость как растянутых элементов на дополнительные по­
перечные воздействия повышается с увеличением растягивающей 
продольной внутренней силы. Тканевая оболочка, натянутая внут­
ренним давлением, приобретает достаточную жесткость и способ­
ность нести, допустим, снеговые нагрузки.

Факт второй. Шест для прыжков легкоатлет может поставить 
вертикально, удерживая его одной рукой. Может отклонить шест в 
сторону, вернуть его снова в вертикальное положение. Шест при 
этих манипуляциях будет оставаться прямолинейным, хотя в нем 
имеют место сжимающие усилия от собственного веса, а в наклонном 
положении -  и изгибающие моменты и поперечные силы. По завер­
шению каждой манипуляции шест находится в равновесии в деформи­
рованном состоянии. Но стоит к верхнему концу шеста приложить 
дополнительный груз, увеличивающий продольную сжимающую си­
лу, то удержать шест руками в равновесии в вертикальном положе­
нии будет не просто. При малейшем отклонении от вертикали шест 
с грузом будет вырываться из рук. Более того, шест может изо­
гнуться, и придать ему первоначальное вертикальное и прямоли­
нейное положение без снятия груза будет невозможно. Деформаци­
онные свойства шеста, находящегося в прямолинейном деформиро­
ванном состоянии равновесия, при более-менее значительных сжи­
мающих внутренних силах существенно меняются. При малых сжи­
мающих силах равновесие будет устойчивым, при больших сжимаю­
щих силах равновесие может оказаться неустойчивым. Аналогичным 
образом ведут себя и сжатые элементы любых сооружений.
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Центрально сжатый прямолинейный стержень остается прямо­
линейным, только пока сжимающая нагрузка не достигла опреде­
ленного уровня, называемого критическим. Если же сжимающая 
нагрузка превысит критический уровень, то сжатый стержень толь­
ко теоретически сможет находиться в прямолинейном состоянии. 
Практически он обязательно изогнется, выпучится, перейдет в новое, 
криволинейное состояние равновесия. Теоретическая, прямолинейная 
форма равновесия в деформированном состоянии окажется неус­
тойчивой. Под влиянием неизбежных случайных (даже малых) воз­
мущений произойдет потеря устойчивости прямолинейной формы 
равновесия в исходном деформированном состоянии, и стержень 
примет новую, устойчивую, криволинейную форму равновесия в 
новом деформированном состоянии.

Следовательно, при некоторых определенных значениях внешних 
сил упругая деформируемая система может иметь несколько состоя­
ний равновесия. Причем одни из них будут устойчивы, а другие неус­
тойчивы. Поведение упругой деформируемой системы в зависимости 
от уровня нагрузки принято характеризовать диаграммой, называемой 
диаграммой (кривой) равновесных состояний. Так, на рис. 23.1 схема­
тически изображен график зависимости поперечного прогиба А пря­
молинейного центрально сжатого стержня от сжимающей силы F  .
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Пока F  = Fi < Fcr график лежит на оси ординат: А = 0 . При 

F  = Fcr наряду с прямолинейным состоянием равновесия (А = 0 ) 
возможны смежные отклоненные, изогнутые состояния равновесия 
(А Ф 0). Произошло разветвление (бифуркация) форм равновесия сжа­
того стержня в деформированном состоянии. При F  = F2 > Fcr прямо­
линейная форма равновесия становится неустойчивой, сжатый стержень 
в результате произвольного случайного бесконечно малого дополни­
тельного возмущения обязательно выпучится и примет сжато­
изогнутую форму равновесия ( А Ф 0).

Достаточно высокая симметричная портальная рама, подъеми­
стая арка или свод, загруженные симметричной нагрузкой, при не­
котором уровне нагрузки могут внезапно принять кососимметрич­
ную форму деформаций. Произойдет потеря устойчивости симмет­
ричной формы равновесия в деформированном состоянии. Кривая 
равновесных состояний при потере устойчивости симметричной 
формы равновесия будет подобна кривой, рассмотренной ранее 
(рис. 23.1,б). Только теперь символ А будет обозначать характер­
ное кососимметричное (чаще всего горизонтальное) перемещение, 
которое в исследуемом сооружении при симметричных деформаци­
ях равно нулю.

С другой стороны, пологая сжато-изогнутая арка при определен­
ном уровне нагрузки внезапно «прощелкивает» и в результате значи­
тельных перемещений становится растянуто-изогнутой (рис. 23.2,а). 
При F  = Fcr сжато-изогнутая форма равновесия пологой арки ста­
новится неустойчивой. Арка теряет способность сопротивляться 
дальнейшему росту нагрузки. Происходит «хлопок», и арка при 
достаточной прочности материала переходит в новое, несмежное, 
растянуто-изогнутое устойчивое состояние равновесия. Кривая рав­
новесных состояний в данном случае будет иметь совершенно иной 
вид (рис. 23.2,б). Точка A  на кривой равновесных состояний являет­
ся предельной. В этой точке наступает исчерпание несущей способ­
ности сжато-изогнутой арки. Арка приходит в движение. Только по­
сле «перескока» в точку B  уже в растянуто-изогнутом состоянии 
равновесия арка способна вновь воспринимать нагрузку.

При значениях нагрузки, по модулю меньших критического, в арке 
возможны три равновесных состояния, одно из которых является не­
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устойчивым. Неустойчивым состояниям равновесия на диаграмме 
равновесных состояний соответствует участок A C  . Участок кривой 
равновесных состояний BC  может быть реализован при нагружении 
прощелкнувшей арки нагрузкой обратного направления. При этом 
точка С будет предельной для нагрузки обратного направления.

Кривую равновесных состояний (см. рис. 23.2,б) можно тракто­
вать как график изменения реакции в дополнительном опорном 
стержне, поставленном по направлению рассматриваемого харак­
терного перемещения, в зависимости от смещения этого опорного 
стержня. Построить такой график можно только на основании не­
линейных, точных расчетных зависимостей.

Потерю устойчивости, связанную с разветвлением (бифуркацией) 
форм равновесия в критическом состоянии (рис. 23.1), иногда назы­
вают потерей устойчивости первого рода. Потеря устойчивости 
первого рода характеризуется сменой формы равновесия в дефор­
мированном состоянии, при этом новая, смежная форма равновесия 
допускает в определенных пределах дальнейшее увеличение на­
грузки и устойчивое равновесие в закритическом состоянии.

Потерю устойчивости, связанную с исчерпанием несущей спо­
собности в критическом состоянии (рис. 23.2), соответственно на­
зывают потерей устойчивости второго рода. При потере устойчиво­
сти второго рода смежных состояний равновесия нет.

Терять устойчивость равновесия могут не только сжимаемые сис­
темы. Гибкая высокая балка, изгибаемая в вертикальной плоскости,
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при определенном уровне нагрузки может внезапно принять простран­
ственную изгибно-крутильную форму деформаций. Произойдет потеря 
устойчивости плоской формы изгиба в деформированном состоянии. 
По изгибно-крутильной форме происходит потеря устойчивости высот­
ных пространственных стержневых и пластинчато-стержневых систем.

Таким образом, от значений и знака внутренних, в первую оче­
редь, осевых, продольных сил существенно зависит поведение уже 
нагруженного сооружения при дальнейшем его нагружении, пусть 
даже случайном и незначительном.

Потеря устойчивости равновесия сооружения в деформирован­
ном состоянии является следствием нарушения равновесия между 
внешними и внутренними силами. Однако с ростом нагрузок может 
нарушиться равновесие и между внешними силами: активными и 
реактивными, опрокидывающими (сдвигающими) и удерживающи­
ми. Как правило, это имеет место в сооружениях, содержащих од­
носторонние, выключающиеся связи. Под действием неуравнове­
шенных активных внешних сил сооружение просто приходит в 
движение. Примером могут служить опрокидывание под действием 
горизонтальных сил высокого блока, свободно стоящего на горизон­
тальной опорной поверхности; опрокидывание высокой башни при 
неравномерной осадке основания; сдвиг или опрокидывание подпор­
ных стен; сползание по горному склону сооружения вместе с грунто­
вым массивом (оползень) и т. п. Явления, связанные с нарушением 
равновесия между внешними силами, называют потерей устойчивости 
положения в отличие от потери устойчивости равновесия в деформи­
рованном состоянии, связанной с нарушением равновесия между 
внешними и внутренними силами.

Равновесие сооружения в деформированном состоянии считает­
ся устойчивым, если любые малые дополнительные воздействия 
или дефекты (возмущения) вызывают в сооружении также малые 
дополнительные деформации, а после удаления дополнительных 
возмущений дополнительные деформации исчезают и сооружение 
принимает первоначальную форму равновесия.

Если после удаления дополнительных возмущений сооружение оста­
ется в отклоненном состоянии, или продолжает деформироваться и пе­
реходит в новое положение равновесия, или разрушается во время пере­
хода из-за недостаточной прочности его элементов, то первоначальное 
равновесие в деформированном состоянии является неустойчивым.
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Если сооружение сохраняет устойчивость равновесия в деформи­
рованном состоянии при бесконечно малых возмущениях этого со­
стояния равновесия (возмущениях дополнительных, произвольных, 
случайных), то оно устойчиво «в малом». Если дополнительные воз­
мущения являются конечными, достаточно большими, и сооружение 
устойчиво при больших возмущениях, то оно устойчиво «в большом».

Сооружение, устойчивое «в малом», может оказаться неустойчи­
вым «в большом». Так, арка (см. рис. 23.2,а) при F  = 0,85Fcr ус­
тойчива «в малом». Но при случайном возрастании этого значения 
нагрузки еще на 15 % произойдет «хлопок», потеря устойчивости 
второго рода. Следовательно, арка неустойчива «в большом».

И наоборот, не всякое сооружение, устойчивое «в большом», ус­
тойчиво «в малом». Ненатянутая струна (шарнирно-стержневая цепь) 
устойчива «в большом» по отношению к достаточно большим попе­
речным смещениям. Любая поперечная нагрузка конечной величины 
вызовет в струне (цепи) растягивающие усилия. После снятия попе­
речной нагрузки струна (цепь) вернется в первоначальное положение.

Однако по отношению к бесконечно малым поперечным пере­
мещениям ненатянутая струна формально оказывается неустойчи­
вой, так как не обладает поперечной жесткостью при бесконечно 
малых возмущениях и допускает бесконечно малые перемещения 
при отсутствии нагрузки и деформаций удлинения. Разумеется, это 
утверждение справедливо только в рамках теории исчисления беско­
нечно малых величин. Перемещения струны можно рассматривать как 
бесконечно малые величины первого порядка малости. Деформации 
удлинения струны при этом будут иметь второй порядок малости. 
Строго говоря, ненатянутая и ненагруженная струна находится как 
бы в критическом состоянии (Fcr = 0).

Предварительно натянутая струна по отношению к поперечным 
деформациям устойчива как «в малом», так и «в большом».

Исследование устойчивости сооружений «в большом» можно 
вести только в нелинейной постановке. Рассматриваемые ниже кри­
терии устойчивости форм равновесия сооружений в деформирован­
ном состоянии и методы расчета сооружений на устойчивость отно­
сятся к устойчивости сооружений «в малом». Для изучения устой­
чивости сооружений «в малом», как правило, используются при­
ближенные, линеаризованные уравнения статического и динамиче­
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ского деформирования, то есть линеаризованные уравнения расчета 
по деформированному состоянию.

Еще раз обратим внимание читателя на смысл понятий: «Расчет 
сооружений по деформированному состоянию» и «Расчет сооруже­
ний по недеформированному состоянию».

Строго говоря, расчет сооружения по деформированному со­
стоянию означает точный, геометрически нелинейный расчет со­
оружения на переход из заданного исходного состояния (деформи­
рованного или недеформированного) в новое деформированное со­
стояние. При геометрически нелинейном расчете учитывается влия­
ние полных (конечных) перемещений на распределение полных, 
окончательных усилий в элементах сооружения. Именно при гео­
метрически нелинейном расчете необходимо учитывать точное вы­
ражение кривизны для установления связи изгибающих моментов с 
поперечными перемещениями изгибаемых стержней.

Однако расчет по деформированному состоянию может быть 
и линейным, то есть приближенным, линеаризованным, с отбрасы­
ванием нелинейных членов второго и более высоких порядков ма­
лости. При этом внутренние силы исходного деформированного 
состояния рассматриваются как конечные величины. Расчет ведется 
на приращения нагрузок (воздействий), вызывающих приращения 
внутренних сил, деформаций и перемещений. При этом прираще­
ния всех параметров, характеризующих переход сооружения в но­
вое деформированное состояние равновесия, полагаются достаточ­
но малыми, строго говоря, бесконечно малыми по сравнению с со­
ответствующими (большими, конечными) параметрами исходного 
состояния. В уравнениях равновесия отбрасываются все члены вто­
рого и выше порядков малости. Сохраняются только члены первого 
порядка малости, точнее, произведения конечных величин исходно­
го состояния на бесконечно малые приращения искомых величин.

Расчет сооружения по недеформированному состоянию тем более 
является приближенным, так как полные деформации и полные пе­
ремещения теоретически полагаются бесконечно малыми величина­
ми, а нагрузки и приращения усилий -  конечными величинами. В 
уравнениях отбрасываются все члены первого, второго и выше по­
рядков малости по сравнению с конечными величинами или члены 
второго и выше порядков малости по сравнению с членами первого 
порядка малости. Это приводит к относительно простым линейным
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расчетным зависимостям. Чтобы обеспечить достоверность линей­
ных расчетов, деформации и перемещения рассчитываемых реаль­
ных сооружений практически должны быть достаточно малыми, 
что и имеет место в рядовых, невысотных и небольшепролётных 
сооружениях. Исходное состояние считается ненагруженным, не- 
деформированным. Наличие предшествующих нагрузок и вызван­
ных ими внутренних сил, деформаций и перемещений никак не 
влияет на результаты расчета по недеформированному состоянию.

Указанные различия существенным образом используются в тео­
рии устойчивости сооружений и в расчетах сооружений по дефор­
мированному состоянию.

23.2. Статический метод исследования устойчивости

Предположим, что деформируемая система, представленная, до­
пустим, дискретной расчетной схемой, загружена заданной нагруз­
кой, находится в равновесии в некотором деформированном со­
стоянии. Причем перемещения, вызванные заданной нагрузкой, и, 
следовательно, расположение узлов системы в деформированном 
состоянии уже найдены или заданы заранее. Такое состояние назо­
вем исходным, или начальным. В этом исходном состоянии равнове­
сия положение всех узлов системы определено их обобщенными ко­
ординатами, линейными и угловыми, т. е. известным вектором X  . Все
внешние силы (нагрузки F ) и вызванные ими усилия S  также из­
вестны и удовлетворяют уравнениям равновесия, составленным отно­
сительно этого исходного (начального) деформированного состояния:

A S  + F  = 0. (23.1)

В матричном уравнении равновесия (23.1), подчеркнем это, 
A  = A( X ) есть в общем случае прямоугольная матрица равнове­
сия, элементы которой зависят только от заданных обобщенных
координат узлов, определяемых вектором X  .

Такое начальное деформированное состояние с установившимися 
деформациями практически существует в любом реальном сооруже­
нии, собранном из тяжелых элементов. Элементы изначально дефор­
мированы от собственного веса. Монтажникам только остается при­
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дать деформированным элементам и их узловым соединениям про­
ектное положение. Иногда к начальным усилиям от собственного 
веса добавляются усилия предварительного напряжения. Любая вре­
менная нагрузка всегда прикладывается к уже деформированному 
сооружению. Перемещения, вызванные временной нагрузкой, отсчи­
тываются от некоторого конкретного деформированного состояния.

В данном разделе все уравнения записываются чисто формально. 
Читателю, в первую очередь, следует обратить внимание на смысл 
вводимых понятий и категорий.

Итак, приложим к системе, уже находящейся в деформирован­
ном состоянии и удовлетворяющей уравнениям равновесия (23.1),
некоторую дополнительную нагрузку AF  . Тогда первоначальное 
состояние равновесия нарушится, и система перейдет из исходного 
деформированного состояния в новое деформированное состояние. 
Переход в новое состояние равновесия будет характеризоваться
приращениями внутренних сил AS и приращениями обобщенных
координат, то есть перемещениями узлов A X , отсчитанными от 
начального состояния равновесия.

Строго говоря, вектор приращений координат AX  следует рас­
сматривать как блочный вектор, состоящий из двух подвекторов:

AX =

где Z  -  вектор неизвестных перемещений подвижных узлов;
AX  0 -  вектор перемещений опорных узлов, задаваемый за­

ранее (воздействие в виде смещения, осадки опор) 
или принимаемый равным нулю (в дальнейших вы­
кладках примем AX о = 0).

Добиться такого разделения можно простой нумерацией узлов: 
опорные узлы (опорные связи) нумеруются в последнюю очередь.
Порядок вектора неизвестных перемещений Z  равен числу воз­
можных упругих перемещений узлов деформируемой системы, 
то есть равен степени свободы деформируемой системы и равен

Z 

AX0 ,
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порядку системы составляемых уравнений равновесия. По на­
правлению опорных связей уравнения равновесия обычно не со­
ставляются.

В новом деформированном состоянии с измененной геометрией и 
измененными усилиями точные уравнения равновесия примут вид:

A( X  + AX )(S + AS) + F  + AF  = 0

или:

A( X , Z  )(S + AS) + F  + AF = 0. (23.2)

Таким образом, уравнения равновесия (23.2) составлены относи­
тельно нового, неизвестного деформированного состояния.

Вычитая равенство (23.1) из (23.2), получим так называемые 
уравнения в приращениях:

A( X , Z )(S + AS) -  A( X  )S + AF = 0. (23.3)

Уравнения в приращениях для краткости запишем в условном 
обобщенном виде:

Ф( X , S , Z , AS) = A F , (23.4)

где Ф( . ) есть в общем случае нелинейная вектор-функция 
своих вектор-аргументов.

Вектор перемещений Z  и вектор приращений усилий AS  явля­
ются неизвестными, искомыми параметрами. Остальные параметры 
характеризуют исходное состояние равновесия и являются извест­
ными, заданными, определенными заранее.

Уравнения равновесия в приращениях (23.3) или (23.4) можно 
назвать уравнениями статического деформирования, так как они 
описывают деформирование, переход, движение деформируемой 
системы (медленное, без проявления сил инерции) из одного со­
стояния равновесия в новое состояние равновесия, вызванное при­
ращением нагрузки AF  . Уравнения статического деформирования
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(23.3) или (23.4) являются нелинейными. Нелинейность уравнений 
статического деформирования связана с заметным изменением 
геометрии сооружения за счет учета ненулевых перемещений узлов
Z  и выражается произведением ZAS  . Такую нелинейность приня­
то называть геометрической нелинейностью. Деформируемую сис­
тему, работа которой описывается нелинейными уравнениями де­
формирования, также называют геометрически нелинейной.

Разумеется, для определения неизвестных перемещений и неиз­
вестных приращений усилий только одних уравнений статического 
деформирования (23.4) недостаточно. Геометрически нелинейная 
задача расчета сооружений является заведомо статически неопреде­
лимой. Необходимо уравнения статического деформирования (23.4) 
рассматривать совместно с геометрическими и физическими урав­
нениями. При точной постановке задачи они также будут нелиней­
ными. Причем дополнительную нелинейность, которая может поя­
виться из-за нелинейных физических уравнений, называют физиче­
ской нелинейностью.

Вектор приращений внутренних сил AS  в матричных уравнени­
ях (23.3) или (23.4) обычно удается с той или иной степенью точно­
сти выразить с помощью геометрических и физических уравнений
через вектор перемещений Z  . В результате получается система не­
линейных уравнений равновесия (статического деформирования) 
только в приращениях координат, то есть в перемещениях:

Ф( X , S , Z  ) = A F , (23.5)

где неизвестным будет уже только вектор перемещений Z  .

Коэффициенты при неизвестных перемещениях в нелинейных 
уравнениях (23.5) будут зависеть не только от физических (жестко- 
стных) характеристик элементов сооружения и его геометрии (век­
тор X ), но и от усилий исходного состояния (вектор S ).

Точные нелинейные уравнения статического деформирования 
(23.5) справедливы при произвольных воздействиях и дают воз­
можность исследовать деформирование сооружения как «в малом», 
так и «в большом». К сожалению, точные нелинейные уравнения
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статического деформирования вида (23.5) возможно построить 
только для шарнирно-стержневых расчетных схем с идеальными 
без трения шарнирами. Вывод нелинейных уравнений статического 
деформирования для изгибаемых стержневых и, тем более, для тон­
костенных пространственных систем требует введения некоторых 
дополнительных упрощающих гипотез и предпосылок.

При классическом же расчете сооружений по недеформирован- 
ному состоянию обычно предполагают, что перемещения, вызван­
ные переходом деформируемой системы из исходного состояния 
равновесия в новое деформированное состояние равновесия, очень 
малы по сравнению с габаритами сооружения, и при составлении 
уравнений равновесия принимают их равными нулю. При этом гео­
метрия нового деформированного состояния не отличается от гео­
метрии исходного состояния равновесия, и уравнения равновесия в 
приращениях (23.3) при Z  = 0 оказываются полностью идентичными 
исходным уравнениям равновесия (23.1):

A( X  )AS + AF = 0. (23.6)

Уравнения равновесия (23.6) описывают не столько переход в 
новое состояние равновесия, сколько возможность равновесия сис­
темы при новых нагрузках с новыми усилиями в исходном неде- 
формированном состоянии с неизмененной расчетной схемой. Та­
ким образом, эти уравнения отвечают классическому линейному 
расчету по недеформированному состоянию, когда не делается раз­
личий между геометрией системы в нагруженном и ненагруженном 
состояниях. Деформируемую систему, расчет которой ведется в 
классической линейной постановке по недеформированной расчет­
ной схеме, и сам расчет называют геометрически линейными.

Однако можно допустить, что перемещения деформируемой 
системы при малом изменении нагрузки также являются достаточно 
малы ми, но ненулевыми. Тогда, разложив вектор-функцию
Ф( X , S , Z ) в нелинейных уравнениях (23.5) в степенной ряд отно­

сительно малых перемещений Z  и отбросив все нелинейные члены 
как величины высших порядков малости, можно получить уже ли­
неаризованные уравнения статического деформирования относи­
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тельно неизвестных перемещений, малых (строго говоря, бесконеч­
но малых), но ненулевых:

[ R ( X , S)]Z  = A F , (23.7)

где квадратная матрица R( X , S ) , в математическом смысле, яв­
ляется матрицей первых частных производных (матрицей 
Якоби) нелинейной вектор-функции Ф(X , S , Z ) .

Полученные уравнения (23.7) представляют собой канонические 
уравнения метода перемещений и учитывают деформированную
схему сооружения. Их матрица коэффициентов R ( X , S ) , по физи­
ческому смыслу, является матрицей внешней жесткости системы в 
деформированном состоянии. Ее основное отличие от классической 
матрицы внешней жесткости состоит в том, что ее элементы (еди­
ничные реакции) зависят не только от материала и размеров со­
ставляющих сооружение элементов, но и от усилий в них, то есть от 
усилий исходного деформированного состояния равновесия.

Так как за исходное, начальное состояние равновесия может 
быть принято любое мгновенное состояние равновесия деформи­
руемой системы при ее медленном, статическом деформировании, 
вызванном медленным, статическим изменением внешних воздейст­
вий, то матрицу внешней жесткости деформируемой системы в та­
ком состоянии равновесия следует рассматривать как матрицу 
мгновенной жесткости сооружения в этом мгновенном состояния 
равновесия. Матрица мгновенной жесткости сооружения характери­
зует способность сооружения в нагруженном состоянии сопротив­
ляться действию дополнительных малых (теоретически бесконечно 
малых) нагрузок и воздействий.

Если в исходном состоянии деформируемая система будет нена­
пряжена (S  = 0), то линеаризованные уравнения статического де­
формирования (23.7) превращаются в обыкновенные линейные ка­
нонические уравнения метода перемещений, применяемые при рас­
чете сооружений по недеформированному состоянию:

RZ = A F , (23.8)
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где

Rf -  вектор реакций от внешних воздействий в дополни­
тельных связях основной системы метода перемещений.

Таким образом, расчет сооружений на переход в новое деформи­
рованное состояние может быть осуществлен как в нелинейной по­
становке (23.2)-(23.5), так и в линейной (23.6)-(23.8). С другой сто­
роны, геометрически линейный расчет сооружений может быть вы­
полнен как по недеформированному состоянию (23.6) и (23.8), так и по 
деформированному состоянию (23.7).

Линейные уравнения (23.7), в отличие от линейных уравнений
(23.8), следует называть линеаризованными уравнениями расчета по 
деформированному состоянию, чтобы подчеркнуть, что они полу­
чены линеаризацией точных, нелинейных уравнений (23.5) расчета 
по деформированному состоянию.

Линеаризованные уравнения статического деформирования (23.7) 
характеризуют деформируемую систему, уже находящуюся в деформи­
рованном, напряженном состоянии равновесия, и составлены, подчерк­
нем это, в форме канонических уравнений метода перемещений.

Необходимо отметить, что нелинейные уравнения равновесия в 
приращениях (23.3) совместно с соответствующими нелинейными 
уравнениями совместности деформаций (геометрическими и физиче­
скими) формально можно было бы разрешить относительно вектора 
приращений усилий AS  , то есть представить решение в форме метода 
сил. Однако трудности математического характера не позволяют сде­
лать это в достаточно общей и, тем более, простой форме.

В противовес, уравнения статического деформирования в переме­
щениях: нелинейные (23.5) и линеаризованные (23.7), -  оказались 
чрезвычайно удобными для их применения к расчету сооружений по 
деформированному состоянию. Более того, именно линеаризованные 
уравнения статического деформирования в форме метода перемещений 
и положены в основу статического метода исследования устойчивости 
равновесия в «малом».

Сущность статического метода расчета сооружений на устойчивость 
заключается в исследовании условий существования ненулевых реше-

R  = R (X ,0) = R (X ); AF = - R F ;
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ний однородных линеаризованных уравнений статического деформи­
рования, то есть условий существования смежных состояний равнове­
сия или условий исчерпания сооружением несущей способности.

23.3. Критическое равновесие

Линеаризованные уравнения статического деформирования 
(23.7) будут тем точнее, чем меньше дополнительная нагрузка и чем 
меньше вызванные ею приращения усилий и перемещений. Так, 
если предположить, что дополнительная нагрузка на сооружение
стремится к нулю и в пределе исчезает ( AF  = 0), то линеаризован­
ные уравнения (23.7) становятся однородными:

[ R( X , S)]Z  = 0 , (23.9)

и абсолютно точно характеризуют исходное деформированное со­
стояние равновесия.

Как известно из линейной алгебры, однородные алгебраические 
уравнения кроме очевидного нулевого, тривиального решения

Z  = 0,

могут иметь и ненулевое решение

Z  ф 0 ,

если определитель системы окажется равным нулю:

D et [ R ( X , S )] = 0. (23.10)

Выполнение условия (23.10) означает, что матрица мгновенной 
жесткости деформируемой системы в исходном состоянии равнове­
сия является вырожденной. В этом случае деформируемая система 
может иметь ненулевые перемещения при нулевой дополнительной 
нагрузке, то есть при ее отсутствии.
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Уровень и характер усилий (как правило, сжимающих) исход­
ного состояния S  и уровень вызвавшей их нагрузки F  в исход­
ном состоянии, при которых возможно существование ненулевых 
решений однородных линеаризованных уравнений статического 
деформирования, называют критическим. Равновесное состояние 
деформируемой системы при критической нагрузке также назы­
вают критическим.

В критическом состоянии деформированное сооружение может 
иметь несколько состояний равновесия: заданное, исходное деформи­
рованное состояние равновесия с нулевыми приращениями усилий и 
перемещений и одно или несколько смежных, отклоненных состояний 
равновесия с ненулевыми перемещениями и соответственно с ненуле­
выми приращениями усилий. То есть в деформированном сооружении 
может иметь место так называемое явление ветвления (бифуркации) 
форм равновесия в деформированном состоянии.

Однако в критическом состоянии может быть и явление совер­
шенно иного характера. Деформируемая система при критической 
нагрузке теряет способность сопротивляться дальнейшему росту 
нагрузки. В этом случае система просто не в состоянии уравнове­
сить дополнительную нагрузку, пусть и бесконечно малую, и будет 
стремиться перейти в новое состояние равновесия. Такое критиче­
ское состояние равновесия называют предельным. Примером может 
служить прощёлкивание симметричной арки при симметричной 
нагрузке.

К сожалению, линеаризованные уравнения статического дефор­
мирования (23.7), (23.9) и условие критического равновесия (23.10) 
не позволяют классифицировать критическое равновесие с качест­
венной стороны. Но только они дают возможность установить на­
личие критического равновесия.

Если в исходном состоянии исследуемая система не имеет на­
чальных усилий ( S  = 0), то условие

D et [ R ( X  ,0)] = D et [ R ( X )] = 0 (23.11)

является критерием геометрической изменяемости исследуемой 
системы. В этом случае однородная система уравнений (23.8) при 
отсутствии нагрузки ( AF  = 0) допускает ненулевые решения, так
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как исследуемая геометрически изменяемая система имеет беско­
нечное множество конфигураций. Условие (23.11) может быть так­
же и критерием мгновенной изменяемости или критерием мгновен­
ной жесткости исследуемой системы. С точки зрения устойчивости 
сооружений, ненапряженные геометрически изменяемые, мгновен­
но изменяемые и мгновенно жесткие конфигурации следует считать 
критическими.

Статический метод обнаружения критического равновесия в де­
формированном состоянии, основанный на исследовании ненуле­
вых решений линеаризованных уравнений статического деформи­
рования, применяется к исследованию устойчивости сооружений 
еще со времен Эйлера и часто связывается с его именем. Однако 
классическая формулировка статического метода (метода Эйлера) 
была несколько иная и состояла в следующем.

Сооружению, содержащему сжатые элементы, придавалось 
смежное, отклоненное, деформированное положение. Для откло­
ненного положения составлялись уравнения равновесия, из которых 
определялись значения полных сжимающих нагрузок, способных 
уравновесить систему в отклоненном состоянии. Найденные значе­
ния нагрузок и принимались в качестве критических.

Для полного понимания особенностей расчета сооружений на 
устойчивость путем определения критического состояния и крити­
ческих нагрузок следует принимать во внимание следующее.

При малейшем отклонении сжимающей нагрузки от своего кри­
тического значения в любую сторону (даже в сторону увеличения 
сжимающих сил) условие критического равновесия (23.10) будет 
нарушено. Однородные уравнения статического деформирования
(23.9) становятся невырожденными. Они будут формально иметь 
только тривиальное, нулевое решение, и соответствующее состоя­
ние мгновенного равновесия с нулевыми перемещениями для де­
формированной системы будет формально единственным. И это 
будет справедливо, при каких угодно уровнях нагрузки, пусть даже 
больших, но только не критических.

Напомним, что критических нагрузок при дискретной расчетной 
схеме будет конечное множество, а при континуальной расчетной 
схеме -  бесконечное множество. Подчеркнем еще раз, что смежные 
формы равновесия в исходном состоянии возможны при уровнях 
нагрузки, строго равных критическим. Ни больше, ни меньше.
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Такие теоретические выводы противоречат эксперименталь­
ным данным. Реальные сооружения при сжимающих нагрузках 
не критических, но больших наименьшей критической, теряют 
устойчивость.

Значит, условие невырожденности матрицы мгновенной 
жесткости

D et [R (X , S)] ф 0

говорит только об отсутствии критического равновесия, но не несет 
никакой информации об устойчивости или неустойчивости этого 
некритического состояния равновесия.

Следовательно, возможности статического метода исследова­
ния устойчивости сооружений, основанного на поиске ненулевых 
решений уравнений статического деформирования, сильно огра­
ничены. Установить устойчивость или неустойчивость сооруже­
ний при нагрузках, не равных критическим, статическим мето­
дом не удается. Объяснить это возможно только с позиций дина­
мики сооружений. Даже медленный переход деформируемой 
системы в смежное состояние равновесия при потере устойчиво­
сти есть все-таки движение. Проанализировать действительное 
поведение деформируемой системы в докритических, критиче­
ских и закритических состояниях равновесия удается только ме­
тодами динамики сооружений.

23.4. Динамический метод исследования устойчивости

Динамический метод исследования устойчивости сооружений 
заключается в изучении характера движения деформируемой сис­
темы относительно исследуемого деформированного состояния 
равновесия.

Введя в уравнения статического деформирования силы инерции, по­
лучим дифференциальные уравнения движения деформируемой систе­
мы вблизи исходного деформированного состояния равновесия. Огра­
ничимся на данном этапе однородными линеаризованными уравне­
ниями статического деформирования (23.7), которым будут соот­
ветствовать однородные линеаризованные дифференциальные 
уравнения движения в прямой форме:
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Уравнения (23.12) описывают свободные колебания упругой 
системы относительно деформированного состояния равновесия. 
Однако истинный характер движения деформируемой системы от­
носительно исходного деформированного состояния равновесия 
зависит от корней характеристического (частотного) уравнения сис­
темы дифференциальных уравнений движения (23.12). В общем 
случае, движение может быть поступательным, или колебательным, 
или апериодическим. В соответствии с разделом 20.2, частотное 
(вековое) уравнение примет вид:

Det[ R ( X , S ) — о 2 M  ] = 0 . (23.13)

Так как матрица мгновенной жесткости деформируемой системы 
R ( X , S ) и матрица масс M  , как правило, симметричны, то корни 
характеристического уравнения (23.13), в роли которых выступают
квадраты собственных частот о 2 , будут действительными числа­
ми. В зависимости от значений корней характеристического урав­
нения (23.13) решения однородных дифференциальных уравнений 
движения (23.12), как следует из теории линейных дифференциаль­
ных уравнений, могут иметь вид (в главных координатах):

Z (t) = A j sin( о j t  + у/j ) при o j  > 0; (23.14)

Z (t) = A jt + / j  при j j  = 0; (23.15)

Z (t) = A}ent + B f nt при о 2 < 0, (23.16)

где п = 4 — о 2 ; j  -  номер собственной частоты;

A, B  -  собственные векторы;
/  -  начальная фаза.

Полученные формулы определяют характер движения деформи­
руемой системы вблизи деформированного состояния равновесия,

M Z  + [ R ( X , S )] Z  = 0 . (23.12)
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характеризуемого внутренними силами S , которые вызваны фик­
сированной и неизменной статической нагрузкой F  , и позволяют 
сделать заключение об устойчивости или неустойчивости этого со­
стояния равновесия. Возможны три следующих варианта.

1. Все корни характеристического уравнения (23.13) положитель­
ны. Относительно деформированного состояния равновесия возможны 
малые свободные гармонические колебания (23.14) с круговыми соб­
ственными частотами о  и постоянными амплитудами A  . При уче­
те сил сопротивления такие свободные колебания будут затухаю­
щими. Таким образом, любые малые дополнительные воздействия, 
выведшие деформированную систему из исходного состояния рав­
новесия, после их устранения вызовут только малые свободные ко­
лебания системы около исходного состояния равновесия. С течени­
ем времени свободные колебания затухнут, и система вернется в 
исходное состояние равновесия.

Следовательно, исходное деформированное состояние равно­
весия является устойчивым, если относительно такого состоя­
ния равновесия деформируемая система допускает малые сво­
бодные колебания.

2. Среди положительных корней характеристического уравне­
ния (23.13) есть один или несколько нулевых. Матрица мгновенной 
жесткости сооружения в исследуемом состоянии равновесия явля­
ется вырожденной, ее определитель равен нулю. Деформируемая 
система находится в критическом равновесии. При выводе дефор­
мируемой системы из критического равновесия ее перемещения 
могут остаться постоянными, равными начальному отклонению. 
Произойдет бифуркация состояний равновесия. При возмущении с 
начальной скоростью перемещения системы будут расти по линей­
ному закону (23.15). Система будет удаляться от положения равно­
весия с постоянной скоростью. Следовательно, критическое равно­
весие в деформированном состоянии следует считать неустойчи­
вым: система не вернется в исходное состояние равновесия после 
устранения малых возмущений, нарушивших это равновесие.

3. Среди корней характеристического уравнения (23.13) есть хо­
тя бы один отрицательный. Перемещения деформируемой системы, 
выведенной из исходного состояния равновесия, будут расти по 
экспоненциальному закону (23.16). Деформируемая система будет
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стремиться перейти в некоторое новое состояние равновесия. Ис­
ходное деформированное состояние системы является неустойчи­
вым. Равновесие в нем возможно только теоретически. При малей­
шем отклонении от этого состояния равновесия система приходит в 
движение и будет только удаляться. Возврат в исходное состояние 
равновесия невозможен.

23.5. Критерии устойчивости равновесия

Таким образом, как следует из вышеизложенного, физическим 
критерием устойчивого равновесия в деформированном состоянии 
является способность сооружения совершать малые затухающие 
или незатухающие свободные колебания относительно этого поло­
жения равновесия. Аналитическим критерием будет отсутствие ну­
левых и отрицательных корней в характеристическом уравнении 
(23.13). Это равносильно требованию о положительной определен­
ности матрицы мгновенной жесткости, входящей в линеаризован­
ные уравнения статического деформирования (23.7), (23.9) и в ли­
неаризованные дифференциальные уравнения движения (23.12). 
Положительная определенность симметричной матрицы означает 
положительность не только её определителя, но и положительность 
всех главных миноров и, следовательно, всех собственных значе­
ний. С этой точки зрения, и статический метод исследования устой­
чивости сооружений, и динамический полностью эквивалентны. 
Более того, положительная определенность матрицы мгновенной 
жесткости является критерием устойчивого равновесия как консер­
вативных, так и неконсервативных деформируемых систем.

Рассмотренные выше линеаризованные уравнения статического 
деформирования и линеаризованные дифференциальные уравнения 
движения в общей теории устойчивости, связанной с именем вы­
дающегося ученого А.М. Ляпунова, называются уравнениями в 
приращениях. Именно на исследовании линейных уравнений дви­
жения в приращениях и основывается исследование устойчивости 
сооружений, по терминологии А.М. Ляпунова, в первом прибли­
жении, устойчивости сооружений «в малом».

691



23.6. Энергетический метод исследования устойчивости

Требование о положительной определенности матриц мгновен­
ной жесткости сооружений в устойчивых состояниях равновесия 
вытекает и из энергетических принципов общей механики. Как из­
вестно, в устойчивых состояниях равновесия полная энергия де­
формируемой системы минимальна. Минимум полной энергии де­
формируемой системы является энергетическим критерием устой­
чивости равновесия.

По отношению к исследуемому деформированному состоянию 
равновесия изменение (приращение) полной энергии системы мож­
но выразить через матрицу мгновенной жесткости и вариации пе­
ремещений (возможные перемещения, отсчитываемые от деформи­
рованного состояния равновесия). Так как приращение нагрузки 
при исследовании устойчивости равновесия полагается равным ну­
лю, то изменение потенциала дополнительных внешних сил равно 
нулю. Суммарная работа уже приложенных нагрузок и вызванных 
ими внутренних сил в исследуемом деформированном состоянии 
равновесия на вариациях перемещений как на возможных переме­
щениях также равна нулю (в исходном состоянии система уравно­
вешена). В результате приращение полной энергии системы в 
деформированном состоянии при вариациях перемещений равно 
(с обратным знаком) действительной работе только приращений 
внутренних сил. Если последние выразить через перемещения, 
то выражение для вычисления приращения полной энергии 
примет вид:

Условие стационарности приращения полной потенциальной 
энергии приводит к системе уже знакомых однородных алгебраиче­
ских уравнений:

Чтобы равновесие упругой системы в деформированном состоя­
нии было устойчивым, необходимо, чтобы матрица вторых частных

ДЭ = 2  Z TR (X , S )Z  . (23.17)

(23.18)

692



производных (матрица Гессе) полной потенциальной энергии как 
функции многих переменных (23.17), или, что то же самое, чтобы мат­
рица первых частных производных (матрица Якоби) системы алгеб­
раических уравнений (23.18) была положительно определенной:

R (X , S ) > 0. (23.19)

Напомним, что положительная определенность симметричной 
матрицы означает не только положительность её определителя, но и 
положительность всех главных миноров и, следовательно, положи­
тельность всех ее собственных значений.

При выполнении условия (23.19) полная потенциальная энергия 
упругой системы минимальна. Система однородных уравнений (23.18) 
имеет единственное нулевое решение Z  = 0 . Система обладает от- 
порностью (способностью сопротивляться) на любое дополнитель­
ное воздействие, и в ней возможны свободные колебания. Следова­
тельно, равновесие деформируемой системы устойчиво.

23.7. Качественный метод исследования устойчивости

Метод исследования устойчивости равновесия сооружений в де­
формированном состоянии, сводящийся к исследованию знаковой 
определенности матрицы мгновенной жесткости, называют качест­
венным методом. Качественный метод позволяет получить прямой 
ответ на вопрос: "Устойчиво или неустойчиво сооружение при дан­
ном характере и уровне нагрузки? Да? Или нет?".

Критическая нагрузка является количественной характеристикой 
устойчивости сооружения. При этом под критической нагрузкой сле­
дует понимать, в запас устойчивости, наибольшее значение некоторо­
го параметра, характеризующего данный вид нагрузки с количествен­
ной стороны, при котором сооружение еще устойчиво. Определять 
критическое значение параметра нагрузки приходится методом после­
довательных приближений, методом проб и ошибок.

Рассмотренные выше критерии устойчивости сооружений в дефор­
мированном состоянии относятся к понятию общей, глобальной устой­
чивости некоторой дискретной модели исследуемого сооружения. В 
соответствии с введенной ранее методикой дискретизации расчет­
ных схем сооружений с целью их компьютерного исследования
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дискретная расчетная модель реального сооружения состоит из от­
дельных элементов, стержней, соединенных между собой в узлах, 
жестко или шарнирно. Положительная определенность матрицы 
мгновенной жесткости дискретной модели сооружения в деформиро­
ванном состоянии гарантирует равенство нулю дополнительных ста­
тических узловых перемещений при отсутствии дополнительных 
статических узловых нагрузок или иных дополнительных статиче­
ских воздействий. Одновременно гарантируется способность дис­
кретной модели сооружения совершать свободные колебания отно­
сительно деформированного состояния равновесия.

Однако любая дискретная модель деформируемого сооружения 
состоит из континуальных элементов, стержней, каждый из которых 
имеет бесконечное множество критических состояний и может быть 
причиной локальной, местной неустойчивости даже при неподвиж­
ных, несмещаемых узлах всей дискретной модели. Сильно утриро­
ванным примером может служить гибкий деревянный брусок, под­
пирающий железобетонное перекрытие: брусок выпучился, потерял 
устойчивость, а железобетонная конструкция может совершать сво­
бодные колебания, её равновесие устойчиво.

В реальных строительных сооружениях должна быть обеспечена 
как общая, глобальная устойчивость всего сооружения, так и мест­
ная, локальная устойчивость каждого элемента. Поэтому исследова­
ние глобальной устойчивости сооружения следует проводить только 
после обеспечения локальной устойчивости всех элементов.

Проверка местной устойчивости отдельных элементов прово­
дится при полностью закрепленных узлах дискретной модели, т. е. в 
основной системе метода перемещений, и выполняется известными 
методами по формулам Эйлера, вытекающим из исследования не­
нулевых решений дифференциального уравнения продольного из­
гиба (эти вопросы будут рассмотрены ниже).

Итак, для завершения изложения теории расчета сооружений на ус­
тойчивость остается только рассмотреть, во-первых, методы исследо­
вания устойчивости отдельных стержней, составляющих основную 
систему метода перемещений, или дискретную расчетную схему ис­
следуемого сооружения; во-вторых -  методы формирования матриц 
мгновенной жесткости сооружений в деформированных состояниях 
равновесия; и, в-третьих -  методы исследования знаковой определен­
ности матриц.
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Г Л А В А  24

У С Т О Й Ч И В О С Т Ь П РЯ М Ы Х  
СЖ А ТЫ Х  С Т Е РЖ Н Е Й  

Н А Н ЕД ЕФ О РМ И РУ ЕМ Ы Х  ОПОРАХ

24.1. Дифференциальное уравнение изгиба сжатого стержня

Рассмотрим центрально сжатый стержень постоянного попереч­
ного сечения, находящийся в прямолинейном исходном деформи­
рованном состоянии равновесия (рис. 24.1). Потеря устойчивости 
сжатого прямолинейного стержня будет сопровождаться его изги­
бом. Составим уравнение статического деформирования сжатого 
прямолинейного стержня при его переходе в отклоненное деформи­
рованное состояние. Переход обусловлен малыми вертикальными 
перемещениями и( х) за счет изгибных деформаций. Горизонталь­
ные перемещения за счет искривления стержня будут величинами 
более высокого порядка малости, и их не учитываем.

Рис. 24.1

Для определения упругой линии искривленного стержня вос­
пользуемся дифференциальным уравнением изгиба балки:

2
E J d  U(2X) + M (х) = 0 , (24.1)

dx

где M  (х) -  изгибающие моменты в сечениях изогнутого стержня.

Значение изгибающего момента в сечении с абсциссой х  можно 
вычислить по простой формуле (см. рис. 24.1):
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M  (x) = Nu (x) (24.2)

Подставив выражение изгибающего момента (24.2) в (24.1), по­
лучим дифференциальное уравнение относительно функции проги­
бов в отклоненном состоянии равновесия:

Полученное уравнение (24.3) называют дифференциальным урав­
нением продольного изгиба сжатого стержня. Очевидным решением 
уравнения продольного изгиба является тривиальное, нулевое ре­
шение и(х) = 0 . Однако в зависимости от определенных, критиче­
ских значений продольной сжимающей силы N уравнение продоль­
ного изгиба может иметь и ненулевые решения, соответствующие 
критическим состояниям сжатого стержня.

Критические значения сжимающей силы зависят от длины 
стержня L , его изгибной жесткости E J , а также от опорных уст­
ройств стержня, определяющих граничные условия. Для стержня на 
двух опорах таких граничных условий может быть сформулировано 
четыре: по два на каждом конце. Чтобы поиск критических значе­
ний сжимающей силы для стержней при разных условиях опирания 
носил единообразный характер, дифференциальное уравнение вто­
рого порядка (24.3) дифференцируют дважды и получают диффе­
ренциальное уравнение продольного изгиба четвертого порядка:

Дифференциальное уравнение (24.4) может иметь ненулевое ре­
шение общего вида:

2
E J  d  и(,х) + N u(х) = 0.

2d*
(24.3)

d 2u 0

dх2
(24.4)

u( х) = С\ sin кх + C2 cos кх + Сзх + C4 , (24.5)

где к = л1 N  / E J  . (24.6)
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24.2. Учет опорных закреплений сжатых стержней

Постоянные интегрирования, входящие в общее решение (24.5) 
определяют в зависимости от условий опирания сжатых стержней.

Рассмотрим процедуру определения постоянных интегрирования 
на примере центрально сжатого стержня с жесткой заделкой на од­
ном конце и шарнирно-подвижной опорой на другом (рис. 24.2).

L

Рис. 24.2

Обратим внимание на то, что и заделка и опорный стержень яв­
ляются абсолютно жесткими, недеформируемыми. Граничные ус­
ловия в заделке обусловливают равенство нулю перемещения и уг­
ла поворота опорного сечения. На противоположном конце стержня 
нулевыми являются перемещение опорного сечения поперек оси 
стержня и изгибающий момент в опорном шарнире, пропорцио­
нальный второй производной от линии прогибов. Следовательно, 
имеем следующие четыре дополнительные (граничные) условия для 
определения четырех постоянных интегрирования:

u(0) = 0; u'(0) = 0; u (L) = 0; u"(L) = 0. (24.7)

Дифференцируя общее решение (24.5) дважды и подставляя в (24.7), 
получим следующую систему четырех совместных уравнений отно­
сительно неизвестных постоянных интегрирования:

u (0) = C2 + C4 = 0;

u'(0) = kCi + C3 = 0;
(24 8)

u(L) = C1 sin kL + C2 cos kL + C3L  + C4 = 0;

u"(L) = - k 2Q  sin kL -  к 2C2 cos kL = 0.

Искомые постоянные интегрирования не равны нулю, если оп­
ределитель полученной системы уравнений равен нулю:
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0 1 0 1

k 0 1 0

sin kL cos kL L 1

-  sin kL -  cos kL 0 0

= 0.

Заменив третью строку полученного определителя суммой 
третьей и четвертой строк и разложив затем определитель по эле­
ментам четвертой строки, получим уравнение для определения кри­
тического значения произведения kL :

или:
kL cos kL -  sin kL = 0. 

tgkL = k L . (24.9)

Трансцендентное уравнение (24.9) имеет бесконечное множество 
корней. По физическому смыслу решаемой задачи нас интересует 
наименьший положительный корень kL = 4,493 , которому будет 
соответствовать на основании (24.6) наименьшая критическая сжи­
мающая продольная сила:

N cr =
4,4932 E J  2019E J

L2 L2 (24.10)

Так как система однородных уравнений (24.8) при выполнении 
условия (24.9) является вырожденной, то ее ненулевое решение мо­
жет быть получено с точностью до произвольного ненулевого мно­
жителя. Итак, примем C  = C . Затем последовательно найдем:

C3 = -kC 1 = -kC ; C4 = -C 3L  = kLC; C2 = -C 4 = - k L C .

В результате уравнение (24.5), определяющее отклоненную, 
смежную форму равновесия рассматриваемого сжатого стержня в 
критическом состоянии (уравнение формы потери устойчивости), 
примет вид (см. рис. 24.2):

u(х) = C (sin kx -  kL cos kx -  kx + kL) .

698



Значения критических сжимающих продольных сил и соответст­
вующие формы потери устойчивости прямолинейных стержней по­
стоянного сечения при других условиях опирания на недеформи- 
руемые (жесткие) опорные устройства приведены в табл. 24.1.

Итак, при значениях продольной сжимающей силы, меньших 

критического значения N  < N cr , прямолинейная форма равнове-
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сия центрально сжатого стержня является устойчивой. При значе­
ниях продольной сжимающей силы, равных или больших критиче­
ского значения

N  > N cr,

прямолинейная форма равновесия сжатого стержня становится не­
устойчивой.

П р и м е р  24.1. Найти критическое значение равномерно распре­
деленной нагрузки q , приложенной к ригелю однопролетной одно­
этажной рамы (рис. 24.3). Изгибную жесткость ригеля можно принять 
бесконечно большой по сравнению с изгибной жесткостью стоек.

Равномерно распределенная по всему пролету нагрузка вызывает 
в стойках сжимающие усилия:

2

Сжатые стойки жестко защемлены в фундаментах. Их верхние 
торцы в местах стыка с ригелем могут свободно поворачиваться. 
Вследствие отсутствия горизонтальных связей в уровне покрытия 
ригель может сместиться по горизонтали (рис. 24.3). Такие косо­
симметричные деформации в симметричной системе не вызовут в 
ригеле продольных усилий. Следовательно, при кососимметричных
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деформациях системы стойки можно рассматривать как свободные 
сжатые консоли, защемленные только нижними торцами. В соот­
ветствии со схемой 3 (табл. 24.1) их критические продольные силы 
вычислим по формуле:

Ncr _  П E J
4 H 2 '

Таким образом, критическая равномерно распределенная нагруз­
ка равна:

В случае симметричной формы потери устойчивости ригель рамы 
не должен сместиться по горизонтали. Это будет соответствовать как 
бы наличию горизонтальных связей в уровне покрытия. Сжатые 
стойки при симметричных деформациях будут находиться как бы в 
условиях закрепления в соответствии со схемой 2 (табл. 24.1), что 
приведет к большей критической нагрузке.

Итак, наименьшая критическая нагрузка отвечает кососиммет­
ричной форме потери устойчивости рамы.

П р и м е р  24.2. Определить критическое значение вертикальной 
силы F  (рис. 24.4). Установить, который из стержней системы пер­
вым потеряет устойчивость.

п 2 E J  

2 L H 2 '

Рис. 24.4
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Внешняя вертикальная сила F  вызывает сжимающие продоль­
ные силы в обоих стержнях системы:

N 1 _л/ 2 F ; N 2 _  F  .

Продольными деформациями стержней по сравнению с изгиб- 
ными можно пренебречь. Поэтому промежуточный шарнирный 
узел системы можно считать несмещаемым. Условия закрепления 
сжатых стержней соответствуют схеме 1 (табл. 24.1). Соответст­
вующие критические продольные силы в стержнях равны:

лтСГ n 2E J  cr n 2E J
N  _ -------- ' NCr _ --------A M О ’ 2 2

2a 4a

Определяем критическое значение внешней вертикальной силы 
из условия потери устойчивости наклонным стержнем:

c r  NCr _  n 2E J
F r  _

1 V2 2л/2 a 2 '

Из условия потери устойчивости горизонтальным стержнем кри­
тическое значение внешней вертикальной силы равно:

YpCr лтСГ П E J  
F2 _  N  2 _ ^ .

4a 2

Наименьшее критическое значение внешней вертикальной 
силы равно:

F cr _  m in(Fcr; F2cr ) _ F2cr _  .
4 a2

nn(F,cr; F 2cr).

Следовательно, с ростом силы F  первым потеряет устойчивость 
горизонтальный стержень (рис. 24.4).
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24.3. Особые случаи исследования 
устойчивости сжатых стержней

Исследование устойчивости прямых сжатых стержней в общем 
случае переменного поперечного сечения при переменных по длине 
стержня продольных силах (рис. 25.5,а) может быть выполнено на 
основании исследования ненулевых решений дифференциального 
уравнения изгиба таких стержней, имеющего вид:

В общем случае аналитического решения такое дифференциаль­
ное уравнение с переменными коэффициентами не имеет. Его ре­
шение возможно приближенными или численными методами.

Ориентируясь на компьютерные технологии, исследование ус­
тойчивости таких стержней сводят к исследованию устойчивости 
стержней кусочно-постоянного поперечного сечения с сосредото­
ченными сжимающими силами, приложенными в узлах на границе 
участков с разными жесткостными параметрами (рис. 24.5,б). После 
такой замены сжатый прямой стержень уже представляет собой ча­
стный случай стержневой системы, а именно прямолинейную мно­
гоэлементную консольную балку.

Стержень с заделкой на одном конце и упругой опорой на дру­
гом (рис. 24.6,а) рассматривается как двухстержневая система: пру­

[E J (х ) / (х)] + [n (  x) y '(x ) j  = 0

а) б)

Рис. 24.5
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жина заменяется стержнем эквивалентной жесткости. Стержень с дву­
мя упругими опорами (рис. 24.6,б) -  как шарнирно-стержневая сис­
тема из трех элементов.

а) б)

< К Л Л | f V \ A |

W v\|

Рис. 24.6

Решетчатые составные сжатые стержни (рис. 24.7,а) можно рассмат­
ривать либо как фермы с шарнирными узлами, либо как рамы с жест­
кими узлами. Решетчатые стержни можно рассматривать и как ком­
бинированные системы с неразрезными поясами (рис. 24.7,б). Со­
ставные стержни с планками можно также рассматривать как рамы 
(рис. 24.7,в). Практически расчет на устойчивость сжатых балок, 
рам, ферм и комбинированных систем ведется с единых позиций 
методом перемещений, изучению которого посвящена глава 25.

а) б) в)

тшт
Рис. 24.7
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Г Л А В А  25

У СТО Й ЧИВОСТЬ СТЕРЖ Н ЕВЫ Х СИ СТЕМ

25.1. Основные допущения и сущность метода перемещений

В настоящее время расчет на устойчивость любых деформируе­
мых систем проводится в основном методом перемещений с помо­
щью компьютеров. В основе метода перемещений при расчете 
стержневых систем на устойчивость лежит дифференциальное урав­
нение изгиба сжатого прямолинейного стержня постоянного сечения
(24.4). Реакции сжатых прямолинейных стержней при неоднород­
ных (ненулевых) граничных условиях (при единичных кинематиче­
ских воздействиях) приведены в табл. 25.1.

Предварительно до исследования устойчивости необходимо выпол­
нить статический расчет сооружения, линейный или, при необходимо­
сти, нелинейный. Целью статического расчета является определение 
перемещений узлов сооружения и внутренних сил в его элементах, ха­
рактеризующих деформированное состояние. Изгибающие моменты и 
поперечные силы в расчетах на устойчивость имеют второстепенное 
значение, и поэтому их далее не рассматривают. Растягивающими про­
дольными силами в стержнях системы как повышающими жест­
кость сооружения в деформированном состоянии обычно пренебре­
гают (в запас жесткости и устойчивости). Первостепенное же значение 
в расчетах на устойчивость принимают продольные сжимающие силы, 
понижающие в деформированном состоянии жесткость сооружения.

Геометрия сооружения в деформированном состоянии задается ко­
ординатами узлов с учетом перемещений, найденных статическим 
расчетом, если влияние этих перемещений на геометрию сооружения 
существенно. Чаще всего изменением геометрии расчетной схемы со­
оружения в деформированном состоянии пренебрегают. Искривлени­
ем деформированных стержней, соединяющих узлы деформированной 
расчетной схемы, пренебрегают тоже. Криволинейные оси деформи­
рованных стержней заменяют их хордами. Условно стержни полагают 
прямолинейными, длина стержня принимается равной длине хорды. 
Жесткость поперечных сечений стержней по их длине должна быть 
известной и постоянной. Известными и постоянными по длине стерж­
ней должны быть и внутренние продольные силы.
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Таким образом, расчетная схема стержневой системы в дефор­
мированном состоянии с целью расчета на устойчивость представ­
ляется в виде дискретной модели, состоящей из жестких и (или) 
шарнирных узлов, соединенных прямолинейными стержнями по­
стоянного поперечного сечения с постоянными по их длине про­
дольными силами. Если это не так, то в систему вводятся дополни­
тельные узлы в таком количестве, чтобы изгибные жесткости 
и продольные силы в соединяющих их стержнях можно было счи­
тать постоянными.

Нагрузки исходного состояния, вызвавшие продольные силы, 
в дальнейшем расчете не участвуют, а сами продольные силы рас­
сматриваются как параметры, характеризующие способность 
стержней воспринимать дополнительные воздействия.

Основная система и основные неизвестные метода перемещений 
выбираются в обычном порядке, путем закрепления узлов дефор­
мируемой системы от возможных угловых и линейных смещений 
введением дополнительных угловых и линейных связей. Так как 
дополнительные узловые нагрузки при исследовании устойчивости 
полагаются нулевыми, то канонические уравнения метода переме­
щений получаются однородными:

R( N  )Z  = 0,

где R  -  матрица мгновенной жесткости, элементы которой, ре­
акции во введенных дополнительных связях, зависят 
от продольных сил в стержнях системы.

Вычисление элементов матрицы мгновенной жесткости ведут 
обычным путем. Дополнительным связям придают единичные пе­
ремещения, строят единичные эпюры, методом вырезания узлов 
или методом сечений определяют реакции во введенных дополни­
тельных связях. Основная особенность метода перемещений в рас­
четах на устойчивость состоит в том, что в сжатых стержнях эпюры 
изгибающих моментов от единичных перемещений получаются 
криволинейными за счет дополнительного изгибающего действия 
продольных сил. А выражения для вычисления реакций в опорах 
сжатых стержней содержат поправочные множители в виде специ­
альных функций от безразмерных параметров v  (греческая буква
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«ню»). В несжатых стержнях построение единичных эпюр изги­
бающих моментов и вычисление реакций ведется в обычном поряд­
ке, как при статическом расчете.

В качестве безразмерного параметра принимается произведение 
v = k L , где к  определяется формулой (24.6), а L  есть длина сжа­
того стержня. В результате между параметром v  и сжимающим 
усилием N  в каждом стержне устанавливается взаимосвязь:

где N  -  модуль сжимающей продольной силы.

Формулы для вычисления реакций и эпюры изгибающих мо­
ментов от единичных смещений опор сжатых стержней приведены 
в табл. 25.1. Они получены в результате интегрирования дифферен­
циального уравнения продольного изгиба (24.4) при соответствую­
щих неоднородных, единичных краевых условиях. С целью едино­
образия обозначений в полученные формулы введены специальные 
поправочные коэффициенты -  функции безразмерного параметра v , 
учитывающие влияние сжимающих сил:

Специальные поправочные функции (25.2) табулированы, их 
значения представлены в табл. 25.2.

(25.1)
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Таблица 25.1
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Таблица 25.2

V P \{ v ) P2 W P3 W P4 W n W П2 W
1 2 3 4 5 6 7

0,1 0,9993 0,9997 1,0002 0,9998 0,9960 0,9990
0,2 0,9973 0,9987 1,0007 0,9993 0,9840 0,9960
0,3 0,9940 0,9970 1,0015 0,9985 0,9640 0,9910
0,4 0,9893 0,9947 1,0027 0,9973 0,9360 0,9840
0,5 0,9832 0,9916 1,0042 0,9958 0,8999 0,9750
0,6 0,9757 0,9879 1,0061 0,9940 0,8557 0,9640
0,7 0,9669 0,9836 1,0083 0,9918 0,8035 0,9510
0,8 0,9565 0,9785 1,0109 0,9893 0,7432 0,9360
0,9 0,9447 0,9727 1,0138 0,9864 0,6747 0,9189
1,0 0,9313 0,9662 1,0172 0,9832 0,5980 0,8999
1,1 0,9164 0,9590 1,0209 0,9797 0,5131 0,8788
1,2 0,8998 0,9511 1,0251 0,9757 0,4198 0,8557
1,3 0,8814 0,9424 1,0297 0,9715 0,3181 0,8307
1,4 0,8613 0,9329 1,0348 0,9669 0,2080 0,8035
1,5 0,8393 0,9227 1,0403 0,9619 0,0893 0,7744
1,6 0,8152 0,9116 1,0463 0,9565 -0,0381 0,7432
1,7 0,7891 0,8998 1,0529 0,9508 -0,1743 0,7100
1,8 0,7606 0,8871 1,0600 0,9447 -0,3194 0,6747
1,9 0,7297 0,8735 1,0676 0,9382 -0,4736 0,6374
2,0 0,6961 0,8590 1,0760 0,9313 -0,6372 0,5980
2,1 0,6597 0,8436 1,0849 0,9241 -0,8103 0,5566
2,2 0,6202 0,8273 1,0946 0,9164 -0,9931 0,5131
2,3 0,5772 0,8099 1,1051 0,9083 -1,1861 0,4675
2,4 0,5304 0,7915 1,1164 0,8998 -1,3896 0,4198
2,5 0,4793 0,7720 1,1286 0,8908 -1,6040 0,3700
2,6 0,4234 0,7513 1,1417 0,8814 -1,8299 0,3181
2,7 0,3621 0,7295 1,1559 0,8716 -2,0679 0,2641
2,8 0,2944 0,7064 1,1712 0,8613 -2,3189 0,2080
2,9 0,2195 0,6819 1,1878 0,8505 -2,5838 0,1497
3,0 0,1361 0,6560 1,2057 0,8393 -2,8639 0,0893
3,1 0,0424 0,6287 1,2251 0,8275 -3,1609 0,0267
3,2 -0,0635 0,5997 1,2462 0,8152 -3,4769 -0,0381
3,3 -0,1847 0,5691 1,2691 0,8024 -3,8147 -0,1051
3,4 -0,3248 0,5366 1,2940 0,7891 -4,1781 -0,1743
3,5 -0,4894 0,5021 1,3212 0,7751 -4,5727 -0,2457
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Окончание табл. 25.2

1 2 3 4 5 6 7
3,6 -0,6862 0,4655 1,3509 0,7606 -5,0062 -0,3194
3,7 -0,9270 0,4265 1,3834 0,7455 -5,4904 -0,3954
3,8 -1,2303 0,3850 1,4191 0,7297 -6,0436 -0,4736
3,9 -1,6269 0,3407 1,4584 0,7133 -6,6969 -0,5542
4,0 -2,1726 0,2933 1,5019 0,6961 -7,5060 -0,6372
4,1 -2,9802 0,2424 1,5501 0,6783 -8,5836 -0,7225
4,2 -4,3156 0,1878 1,6037 0,6597 -10,1956 -0,8103
4,3 -6,9947 0,1287 1,6636 0,6404 -13,1581 -0,9005
4,4 -15,3271 0,0648 1,7310 0,6202 -21,7805 -0,9931
4,5 227,9269 -0,0048 1,8070 0,5991 221,1769 -1,0884
4,6 14,6693 -0,0809 1,8933 0,5772 7,6160 -1,1861
4,7 7,8186 -0,1645 1,9920 0,5543 0,4553 -1,2865
4,8 5,4023 -0,2572 2,1056 0,5304 -2,2777 -1,3896
4,9 4,1463 -0,3607 2,2375 0,5054 -3,8570 -1,4954
5,0 3,3615 -0,4772 2,3923 0,4793 -4,9719 -1,6040
5,1 2,8130 -0,6099 2,5757 0,4520 -5,8570 -1,7155
5,2 2,3986 -0,7629 2,7960 0,4234 -6,6147 -1,8299
5,3 2,0668 -0,9422 3,0648 0,3935 -7,2965 -1,9474
5,4 1,7884 -1,1563 3,3989 0,3621 -7,9316 -2,0679
5,5 1,5455 -1,4182 3,8236 0,3291 -8,5379 -2,1917
5,6 1,3266 -1,7481 4,3794 0,2944 -9,1268 -2,3189
5,7 1,1235 -2,1803 5,1346 0,2580 -9,7065 -2,4495
5,8 0,9302 -2,7777 6,2139 0,2195 -10,2831 -2,5838
5,9 0,7421 -3,6679 7,8727 0,1790 -10,8613 -2,7219
6,0 0,5551 -5,1594 10,7270 0,1361 -11,4449 -2,8639
6,1 0,3656 -8,2336 16,7392 0,0907 -12,0377 -3,0102
6,2 0,1700 -18,5905 37,3084 0,0424 -12,6433 -3,1609

Следовательно, коэффициенты однородных канонических урав­
нений метода перемещений содержат специальные функции и зави­
сят от безразмерных параметров v  (25.1):

R (v)Z  = 0.

Критическим состояниям равновесия отвечают ненулевые пере­
мещения узлов деформируемой системы:

Z  Ф 0 ,
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что возможно, если матрица мгновенной жесткости вырождена, и её 
определитель равен нулю:

Det[R(v)]= 0.

Полученное уравнение критического равновесия является нели­
нейным (для изгибаемых стержневых систем -  трансцендентным) 
относительно одного из параметров v , принимаемого за основное 
неизвестное, через которое выражаются все остальные параметры в 
соответствии с формулами (25.1). С точки зрения устойчивости со­
оружений, интерес представляет только наименьший из положи­
тельных корней уравнения критического равновесия, соответст­
вующий наименьшей критической нагрузке.

Устойчивым состояниям равновесия отвечают нулевые решения 
однородных канонических уравнений метода перемещений. Одна­
ко, критерием глобальной устойчивости сооружения является по­
ложительная определенность матрицы мгновенной жесткости де­
формированной системы, т.е. матрицы единичных реакций:

R (v )> 0 .

Для заключения о глобальной устойчивости сооружения при данном 
уровне нагрузок (при известных значениях параметров N  и v ) доста­
точно составить матрицу мгновенной жесткости и провести анализ ее 
знаковой определенности: привести к верхнему треугольному виду или 
разложить на треугольные множители и исследовать знаки диагональ­
ных элементов. Методы исследования устойчивости сооружений без 
решения уравнения критического равновесия получили название качест­
венных. Качественные методы позволяют найти и критические состоя­
ния на основе метода дихотомии спектра критических параметров, что 
особенно актуально для многоэлементных деформируемых систем.

Однако критерии глобальной устойчивости сооружения не яв­
ляются достаточными. Даже при полностью неподвижных узлах 
сооружения должна быть обеспечена локальная устойчивость всех 
его элементов, то есть должны быть устойчивы все сжатые элемен­
ты основной системы метода перемещений.
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Практическая реализация проверки устойчивости сооружения в 
деформированном состоянии при заданной нагрузке (и/или других 
воздействиях) может быть выполнена по следующему алгоритму.

1. При заданном уровне нагрузки и других воздействий необходи­
мо вычислить внутренние силы в элементах сооружения. Для боль­
шинства реальных сооружений это можно выполнить путем класси­
ческого расчета по недеформированному состоянию.

2. Проверить по формулам Эйлера местную устойчивость всех 
элементов дискретной модели при неподвижных узлах, то есть ус­
тойчивость основной системы метода перемещений (ОСМП).

3. Если устойчивость ОСМП обеспечена, то необходимо составить 
матрицу мгновенной жесткости всего сооружения в деформированном 
состоянии с учетом найденных внутренних сил. Все главные диаго­
нальные элементы (главные единичные реакции) матрицы мгновен­
ной жесткости в деформированном состоянии должны быть положи­
тельны. Наличие отрицательных или нулевых элементов на главной 
диагонали свидетельствует о местной неустойчивости соответст­
вующих фрагментов деформируемой системы в исследуемом со­
стоянии равновесия.

4. Если главные диагональные элементы матрицы мгновенной 
жесткости сооружения в деформированном состоянии положитель­
ны, то выполняется разложение матрицы мгновенной жесткости на 
множители методом квадратных корней или по методу Гаусса (про­
водится прямой ход).

5. Для заключения об общей устойчивости сооружения исследу­
ются знаки элементов, расположенных на главных диагоналях со­
множителей матрицы мгновенной жесткости. Если все диагональные 
элементы положительны, и среди них нет близких к нулю, то при 
заданной нагрузке равновесие сооружения устойчиво. Если среди 
диагональных элементов есть близкие к нулю, то данный уровень 
нагрузки и воздействий близок к критическому. Если разложение 
матрицы прервано из-за появления нулевого ведущего элемента, то 
равновесие является критическим. Если среди диагональных эле­
ментов есть хотя бы один отрицательный, то равновесие при дан­
ном уровне внешних воздействий неустойчиво.

П р и м е р  25.1. Найти критическое значение равномерно рас­
пределенной нагрузки, действующей на двухпролетную одноярус­
ную раму (рис. 25.1).
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Рис. 25.1

Определяем продольные силы в стержнях рамы. Рама один раз ки­
нематически неопределима. При данном расположении нагрузки же­
сткий узел рамы не поворачивается, и сжимающие усилия возникают 
только в стойках:

N  = R1 = 3qL /8, N 2 = R2 = 10qL/8 .

Основная система метода перемещений с эквивалентной узловой 
нагрузкой показана на рис. 25.2. Там же показаны погонные жест­
кости стержней, вычисленные в предположении, что численно 
h = L /2 ,  а E J  = L  .
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В основной системе метода перемещений (на жесткий узел на­
ложена моментная связь) сжатые стойки могут потерять устойчи­
вость по Эйлеру при критических продольных силах

20,19 E J
h  :

n 23 =
4 n 22E J

h 2

откуда следуют соответствующие Эйлеровы критические значения 
распределенной нагрузки, отвечающие критическим состояниям 
сжатых стержней основной системы метода перемещений:

q1 =
8 N f  53,84EJ
3L Lh2 q2

8N: 6316EJ
10L L h

При снятой дополнительной связи с ростом распределенной на­
грузки левая сжатая стойка и правая Т-образная часть рамы будут де­
формироваться независимо друг от друга. Левая сжатая стойка будет 
терять устойчивость по Эйлеру как стержень на несмещаемых опорах.
Соответствующая критическая нагрузка q1  уже найдена.

Найдем критическое значение нагрузки из условия потери гло­
бальной устойчивости правой, Т-образной частью рамы. Повернем 
в основной системе метода перемещений дополнительную заделку 
на единичный угол и построим «единичную» эпюру изгибающих 
моментов (рис. 25.3).

Рис. 25.3
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Вырежем узел, найдем реактивный момент и приравняем его нулю: 

r11 = 3i3 + 3i4 + 4i2p2(v2) = 24 + 16^2 (v2) = 0 .

Из полученного уравнения критического состояния найдем: 

p 2(v2) = -2 4 /1 6  = -1,5.

По найденному значению специальной функции Р2(^2) с помо­
щью табл. 25.2 определим критическое значение параметра V2 = 5,52 
(округление произведено в меньшую сторону, в запас устойчивости). 
Соответствующее критическое значение продольной сжимающей 
силы в правой стойке равно:

Ncr = v2 2EJ  
N  = ~ '

откуда следует критическое значение распределенной нагрузки, от­
вечающей критическому равновесию Т-образной части рамы:

8N2r 48,75EJ„c r __oiv2
q2

10L Lh2

Наименьшее критическое значение распределенной нагрузки равно:

cr Э Э cr cr 48,75EJ
qmm = min(q1; q2 ; q2 ) = q2 = ~ Y h ^ -

Таким образом, с ростом равномерно распределенной нагрузки 
первой потеряет устойчивость Т-образная часть рамы. Выпучива­
ние сжатой стойки будет сопровождаться поворотом жесткого узла 
и деформациями ригеля. Форма потери устойчивости будет тожде­
ственна эпюре деформаций от единичного поворота дополнитель­
ной связи (рис. 25.3).
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25.2. Особенности дискретизации деформируемых систем 
при автоматизированном расчете на устойчивость 

методом перемещений

Расчет на устойчивость сложных систем с числом возможных 
упругих смещений узлов, большим двух -  трех, целесообразно вес­
ти без раскрытия определителя в уравнении критического равнове­
сия, рассматривая его как неявно заданное трансцендентное урав­
нение относительно параметра нагрузки:

Det[R( v)] = 0 , или символически ^ ( v )  = 0.

Для решения таких уравнений общего вида применяют численные 
методы, требующие только вычисления их левых частей, в данном 
случае вычисления значения определителя.

Кроме того, проверка устойчивости сооружения в конкретном 
деформированном состоянии равновесия может быть осуществлена 
качественным методом без вычисления определителя матрицы 
мгновенной жесткости. При этом основные вычислительные затра­
ты будут обусловлены только формированием матрицы мгновенной 
жесткости и приведением ее к треугольному виду (разложением на 
треугольные множители).

Разумеется, весь расчет следует вести на основе компьютерных 
технологий, применяя дискретные расчетные схемы, численные ме­
тоды и соответствующее программное обеспечение.

Рассмотрим методику расчета стержневых систем на устойчи­
вость, основанную на общих уравнениях строительной механики. 
При составлении уравнений равновесия дополнительные узловые 
нагрузки при исследовании устойчивости равновесия не приклады­
ваются, а только подразумеваются. Но рассматриваются все воз­
можные перемещения узлов, по направлению которых дополни­
тельные нагрузки могли бы быть приложены. Напомним, что жест­
кие узлы плоской стержневой системы (рамы) имеют по три воз­
можных перемещения: два линейных и одно угловое. Шарнирные 
узлы плоской стержневой системы или фермы имеют только по два 
линейных перемещения. Комбинированные узлы, где часть стерж­
ней стыкуется жестко, а часть примыкает шарнирно, относят к же­
стким узлам и наделяют тремя степенями свободы. Количество
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возможных перемещений n всех узлов деформируемой системы 
определяет ее степень свободы и порядок системы уравнений рав­
новесия, которая составляется точно так же, как и при статическом 
расчете.

Итак, дополнительные воздействия будут характеризоваться ну­
левым вектором сил AF = 0. Возможные перемещения узлов де­
формируемой системы составят вектор узловых перемещений Z  . 
Порядок этих векторов равен степени свободы системы n .

Если в результате исследования будет доказано, что матрица 
мгновенной жесткости системы в деформированном состоянии по­
ложительно определена, то исследуемое деформированное состоя­
ние равновесия устойчиво.

Правило знаков для узловых перемещений и внутренних сил 
может быть принято таким же, как и при статическом расчете, т. е. 
обычным для сопротивления материалов и строительной механики. 
Растягивающие продольные силы считаются положительными. 
Положительная поперечная сила направлена вправо, если смотреть 
на нее с середины той части стержня, к которой эта поперечная сила 
приложена. Положительные изгибающие моменты растягивают 
нижние волокна горизонтального стержня. Для наклонных и верти­
кальных стержней правило знаков сохраняется, но для определен­
ности следует выбрать направление наблюдения так, чтобы начало 
стержня (узел в начале стержня) было расположено слева от на­
блюдателя, а конец стержня (узел на конце стержня) -  справа от 
наблюдателя. Во избежание путаницы, точку наблюдения рекомен­
дуется выбирать так, чтобы левый узел стержня имел меньший но­
мер по сравнению с правым.

Главное отличие расчета стержневых систем на устойчивость с 
применением общих уравнений строительной механики состоит в 
назначении независимых компонент вектора приращений стержне­
вых внутренних сил ASj и соответствующего вектора приращений

деформаций Л j .

Рассмотрим центрально растянутый силой N  (сжатый при N  < 0 ) 
уравновешенный прямолинейный стержень длиной L  (рис. 25.4,а).
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а)

Рис. 25.4

Предположим, что под действием дополнительных достаточно 
малых сил и моментов Д N , Q, M n , M % стержень изогнулся и пе­
решел в новое положение равновесия (рис. 25.4,б), где
ДЬ, Дм, pn , Pk -  также достаточно малые абсолютные деформации
удлинения и сдвига (перекоса) стержня и углы поворота его концов. 
Два уравнения равновесия в виде сумм проекций на оси координат, 
очевидно, удовлетворяются. Составим третье уравнение равновесия 
в виде суммы моментов относительно нижнего конца стержня в де­
формированном состоянии (рис. 25.4,б):

M n —M k + Q(L + ДЬ) — (N  + Ш )Д м  = 0. (25.3)

Пренебрегая в уравнении (25.3) произведениями QAL и AN̂ Дм 
как величинами второго порядка малости, разрешим его относи­
тельно сдвигающего усилия Q :

M% — M n N  M% — M n N  .
Q = L n + L  Дм = L n + L  (Mk — Mn). (25 4)
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Как следует из (25.4), сдвигающее усилие Q выражается уже не 
только через концевые сосредоточенные моменты M n и M k  . Оно за­
висит от продольной силы и от перемещений, в частности, от степени 
перекоса стержня при его переходе в деформированное состояние. 
То есть от тангенса угла между первоначальной осью стержня и его 
хордой в деформированном состоянии:

Таким образом, в уравнения равновесия вошли неизвестные пе­
ремещения концов стержня. Продольная сила N  исходного со­
стояния, отнесенная к длине стержня, выступает в роли коэффици­
ента при неизвестном перекосе стержня, другими словами, при раз­
ности поперечных перемещений концов стержня. Полные углы по­
ворота pn и р % концов стержня и концевые моменты M n и M k
также зависят от перекоса стержня и, следовательно, от продольной 
силы исходного состояния. Справедливо и обратное утверждение. 
Если на концы прямолинейного растянутого (сжатого) стержня на­
ложить связи и придать им малые конечные перемещения, так что­
бы он получил деформации p n , р % , Дм , то возникшие в наложен­
ных связях реактивные моменты M n и M k и реактивная попереч­
ная сила Q будут зависеть как от полученных деформаций, так и от 
начального продольного усилия N  .

Итак, на основании зависимости (25.4) для изгибаемого растяну­
того стержня с двумя жесткими узлами (рис. 25.5) из шести дейст­
вующих по его концам приращений усилий (приращений реакций) 
в качестве независимых следует оставить четыре. Следовательно, 
вектор независимых приращений усилий примет вид:

где Q  -  это не поперечная сила, а искомое приращение усилия

L L

(25.5)

сдвига, нормальное к оси стержня в исходном состоянии.
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Рис. 25.5

Вектор приращений деформаций Л j  , соответствующий вектору 

приращений усилий A S j , примет вид (рис. 25.6):

Л  = [AL (pn <Pk Au]. (25.6)

В дальнейшем приращения усилий и приращения деформаций, 
если это не исказит смысла, будем называть просто усилиями и де­
формациями.

Если стержень рамы одним концом крепится к узлу шарнирно, то в 
шарнире изгибающий момент равен нулю, и в векторе усилий (25.5) 
соответствующий изгибающий момент должен быть вычеркнут. 
Следовательно, и в векторе деформаций (25.6) должен быть вы­
черкнут соответствующий угол поворота.
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Если растянутый (сжатый) стержень выполняет в раме роль за­
тяжки (распорки) или является стержнем фермы (оба узла шарнир­
ные), то в векторе приращений усилий ASj остаются две компо­

ненты: приращение продольной силы AN  и усилие сдвига Q . Со­

ответственно и в векторе деформаций Л j  останутся две компонен­
ты: удлинение стержня AL и перекос стержня Au .

На последнее обстоятельство следует обратить особое внимание, 
так как при статическом расчете для стержней, имеющих шарниры 
на обоих концах, в соответствующих векторах обычно оставляют 
по одной компоненте. Отметим, что и при статическом расчете уси­
лия сдвига и деформации сдвига также можно было бы не исклю­
чать из числа независимых искомых параметров.

Следовательно, и при расчете на устойчивость размерность век­
торов усилий и деформаций для отдельных стержней зависит от 
условий прикрепления этих стержней к узлам системы.

Из векторов усилий ASj и векторов деформаций Л j  отдельных 
стержней составляются в соответствии с нумераций стержней об­
щий вектор усилий AS и общий вектор деформаций Л деформи­
руемой системы в целом:

AS1
" Л i "

aS = AS2
; Л = Л 2

1kI 1kI

(25.7)

где k  -  количество стержней (элементов) деформируемой системы.

Второе основное отличие расчета стержневых систем на устойчи­
вость от их статического расчета по недеформированной расчетной 
схеме состоит в построении матрицы внутренней жесткости G j  пря­
молинейного деформированного стержня, связывающей векторы 
приращений усилий и приращений деформаций:
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(25.8)

Матрица внутренней жесткости стержня G j  строится с учетом
продольного усилия в этом стержне на основе общего решения 
дифференциального продольно-поперечного уравнения изгиба 
стержня. Соответствующие формулы будут даны ниже.

Блочная матрица внутренней жесткости стержневой системы в ис­
ходном деформированном состоянии составляется обычным путем из 
соответствующих матриц внутренней жесткости отдельных стержней:

Матрица мгновенной внешней жесткости всей стержневой сис­
темы, необходимая для исследования устойчивости ее исходного 
деформированного состояния, также строится по обычной матрич­
ной формуле:

где A  = A( X ) -  обычная матрица уравнений равновесия отно­
сительно приращений усилий в исходном состоянии.

Уравнения равновесия в исходном состоянии составляются с 
учетом деформированной геометрии, если влияние статических пе­
ремещений значительно, но с прямолинейными стержнями. Внеш­
ние узловые силы исходного состояния и вызванные ими начальные 
внутренние продольные силы в уравнения равновесия не включа­
ются. В уравнения равновесия входят только соответствующие 
приращения усилий A N , M n, M k , Q . При этом усилия поперечного
сдвига из уравнений равновесия не исключаются. Начальные про­
дольные силы исходного деформированного состояния в уравнения

G

G (25.9)

Gm

R  = A G A T = A ( X  )G (X , S )[ A( X  )]T , (25.10)
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равновесия не входят, в каждом узле они уравновешены и учиты­
ваются посредством специальных функций при построении матриц 
внутренней жесткости отдельных стержней G j . Из матриц внут­
ренней жесткости отдельных стержней формируется общая матрица
(25.9) внутренней жесткости G = G (X , S ) .

Элементы матриц внутренней жесткости зависят от внутренних 
продольных сил исходного состояния. Обычно в расчетах на устой­
чивость рядовых сооружений принимают во внимание только сжи­
мающие продольные силы. Растягивающие продольные силы как 
параметры учитываются в расчетах по деформированному состоя­
нию только относительно гибких, большепролетных и высотных 
сооружений.

25.3. Матрица внутренней жесткости 
сжатого стержня

Матрица внутренней жесткости G j  сжатого стержня номер j с дву­

мя жесткими узлами по концам (рис. 25.5, 25.6) при N  < 0, преобразую­
щая вектор приращений деформаций Л j  (25.6) в вектор приращений

реакций AS j  (25.5), в соответствии с формулой (25.8) будет иметь вид:

Gj

g11 g 12 g 13 g 14

g  21 g 22 g 23 g 24

g  31 g 32 g 33 g 34

g  41 g 42 g 43 g 44

(25.11)

где элемент g ^  обозначает приращение реакции под номером 
i , вызванное единичной деформацией (приращени­
ем деформации) с номером k .

Номера приращений реакций и деформаций определены их рас­
положением в векторах (25.5) и (25.6).

Следовательно, первый столбец матрицы (25.11) соответствует 
приращениям реакций соответственно A N , M n, M k , Q от единич­
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ного (бесконечно малого) удлинения сжатого стержня AL = 1. Уд­
линение прямолинейного сжатого стержня не вызывает его изгиба. 
Поэтому побочные элементы первого столбца (и первой строки) 
матрицы (25.11) равны нулю.

Первый элемент главной диагонали матрицы внутренней жест­
кости (25.11) при соблюдении гипотезы о малости деформаций оп­
ределяется обычным путем по закону Гука как приращение про­
дольных реакций сжатого стержня от единичного удлинения:

Второй столбец матрицы внутренней жесткости рассматривае­
мого сжатого стержня составляют приращения реакций, вызванные 
поворотом узла в начале стержня по часовой стрелке на единичный
угол Pn = 1

Третий столбец составляют приращения реакций, вызванные по­
воротом узла на конце стержня против часовой стрелки на единич­
ный угол Pk = 1 .

Четвертый столбец -  это приращения реакций от взаимного единич­
ного поперечного сдвига концевых узлов стержня Au = 1 (рис. 25.6).

Все реакции определяются с помощью общего решения диффе­
ренциального уравнения изгиба сжатого стержня при соответст­
вующих граничных условиях (табл. 25.1).

В соответствии с таблицей реакций сжато-изогнутых стержней (табл. 
25.1) и принятым правилом знаков (рис. 25.5) при единичных 
деформациях (рис. 25.6) и получены формулы для вычисления 
элементов матрицы внутренней жесткости в прямолинейном сжатом 
стержне с двумя жесткими узлами по концам. В этих формулах исполь­
зованы специальные безразмерные трансцендентные функции рр(у),
P3(v), P4 (v ), r/2(v) (252) от безразмерного параметра:

(25.12)

(N  < 0), (25.13)
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где под N  подразумевается отрицательное, сжимающее усилие 
исходного состояния.

В общем виде матрица внутренней жесткости сжатого стержня с 
двумя жесткими узлами по концам имеет вид:

G =

EA
L

0

0

4iP2(v)

-  2iP3(v)

-  L  P4(v)

0

-  2 iP3(v) 

4 iP2(v)

L  P4(v)

0

-  L  P4(v)

L  P4(v)

12i ( )
- o '  П2 (v)L2

(25.14)

Формула (25.8) для сжатого стержня с шарнирным узлом в начале 
(отсутствует реактивный момент M n и исключен угол поворота рп) 
и жестким узлом на конце в развернутом виде примет вид:

AN

M k

Q

0
EA 
L

0 3i P1 (v)

3i

3i
L
3i

0

P1(v)

0 ~ P 1 (v) n (v)L L

Al

Pk
Au

(25.15)

Матрица внутренней жесткости для сжатого стержня с жестким уз­
лом в начале стержня и шарнирным узлом на конце (отсутствует реак­
тивный момент M k и исключен угол поворота Pk ) будет отли­
чаться знаками побочных элементов от соответствующей матрицы 
в формуле (25.15). Формула (25.8) для такого стержня примет вид:

0

0
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" EA
0

"AN" L

M n = 0 3iV (v)
_ Q _

0 -  L  v (v)

3i 
-----------------i

3i

L
n i(v)

Al

Vn
Au

(25.16)

В последних двух матричных формулах применены еще две спе­
циальные безразмерные трансцендентные функции Vi(v), n (v )  
безразмерного аргумента-параметра v  (25.13).

При нулевом значении безразмерного параметра v  все специ­
альные функции принимают единичные значения (обращаем вни­
мание на раскрытие неопределенности вида 0 /0  при v ^  0), 
а соответствующие матричные формулы расчета по деформирован­
ному состоянию становятся эквивалентными формулам классиче­
ского расчета по недеформированному состоянию.

Матрицы внутренней жесткости, входящие в формулы (25.15) 
и (25.16), можно получить из общей матрицы (25.14) путем исклю­
чения из нее по алгоритму Гаусса-Жордано соответственно второй 
или третьей строки (и столбца). Более точно, путем исключения со­
ответствующего угла поворота из формулы (25.8), как неизвестного 
из системы линейных алгебраических уравнений.

Для сжатого стержня с шарнирными узлами по обоим концам 
матрица внутренней жесткости может быть получена путем исклю­
чения соответствующего угла поворота из зависимостей (25.15) или 
(25.16), либо обоих углов из зависимости (25.8) с матрицей (25.14). 
В результате получим:

"AN' L
0 "AL

_ Q _ 0
N Au
L

(25.17)

В матрицу внутренней жесткости в (25.17) значение продольной 
силы N  должно быть подставлено со своим знаком. Для растяну-

0
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того стержня со знаком «плюс». Для сжатого стержня со знаком 
«минус». Для сжатого стержня можно также воспользоваться выте­
кающей из (25.13) общепринятой подстановкой:

N  v 2 E J

L L 3 (25.18)

Формула (25.17) подтверждает важное следствие, которое неод­
нократно отмечалось ранее. Растянутый шарнирно закрепленный 
стержень сопротивляется поперечному воздействию: реакция сме­
щаемой опоры направлена в сторону смещения. Смещенный растя­
нутый стержень стремится вернуться в исходное состояние. Сжатый 
шарнирно закрепленный стержень является “толкающим” стержнем: 
реакция смещаемой опоры направлена навстречу смещению. Сме­
щенный сжатый стержень приходится удерживать от дальнейшего 
смещения. При нулевой продольной силе шарнирно закрепленный 
стержень остается нейтральным к поперечному сдвигу, никак на не­
го не реагирует. Именно поэтому и удалось исключить деформации 
поперечного сдвига из матричных уравнений статического расчета 
по недеформированному состоянию.

П р и м е р  25.2. Проверить устойчивость равновесия симметрич­
ной статически неопределимой рамы (рис. 25.7) и найти критиче-

T̂ crское значение параметра нагрузки F .
Номинальное значение параметра нагрузки примем равным 

F  = 750 кН. Будем считать, что жесткостные параметры стержней 
рамы равны:

EA1 = EA4 = 9 -106 кН; E J1 = E J4 = 3 -105 кНм2;

EA2 = EA3 = 12 • 106 кН; E J2 = E J3 = 6 • 105 кНм2.
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з  у

2F

Рис. 25.7

Расчет рамы выполним на компьютере с учетом продольных де­
формаций ее стержней, используя общие уравнения строительной 
механики. Три узла рамы обладают 9-ю степенями свободы: 3 угла 
поворота и 6 линейных смещений. Следовательно, степень кинема­
тической неопределимости рамы равна 9. Количество неизвестных 
независимых усилий в четырех стержнях рамы в сумме равно 16. 
Таким образом, размерность предстоящих решению задач для со­
временных компьютеров является не очень большой.

Однако упругая симметрия рамы и симметрия заданной нагрузки по­
зволяют еще более снизить порядок подлежащих решению алгебраиче­
ских задач. Для этого достаточно рассмотреть половину рамы, исследуя 
по отдельности ее симметричные и кососимметричные деформации. 
Отметим сразу, что подобное разложение не является обязательным. 
Современные компьютеры свободно оперируют матрицами, порядок 
которых составляет десятки и сотни тысяч. Здесь это сделано, во- 
первых, с целью иллюстрации и, во-вторых, чтобы обрабатываемые 
матрицы уместились на страницах данного издания

При симметричных деформациях узел 3 рамы может переме­
щаться только по вертикали, не поворачиваясь. Соответствующая
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дискретная расчетная схема рамы, предназначенная для исследова­
ния симметричных деформаций рамы, показана на рис. 25.8.

При кососимметричных деформациях рамы ее центральный 
узел 3 не будет смещаться по вертикали, и в этом узле будут рав­
ны нулю изгибающий момент и горизонтальная составляющая 
внутренней силы. Следовательно, узел 3 можно представить 
шарнирным в виде шарнирно-подвижной опоры. Однако, чтобы 
векторы внутренних сил и деформаций, а также матрицы внут­
ренней жесткости в стержнях полурам были одинаковыми для 
симметричных и кососимметричных деформаций, будем рас­
сматривать и при кососимметричных деформациях узел 3 как же­
сткий узел, но на шарнирно-подвижной опоре (рис. 25.9).

Рассмотрим симметричные деформации исходной рамы. Снача­
ла выполним статический расчет, чтобы определить внутренние 
силы от заданной номинальной нагрузки.

Вектор возможных упругих перемещений двух узлов 2 и 3 полу- 
рамы (рис. 25.8) имеет четыре компоненты: горизонтальное пере­
мещение, вертикальное перемещение и угол поворота узла 2 и
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единственное вертикальное перемещение узла 3 (рассматриваем 
ненулевые перемещения):

V T - [ u 2 v2 (fr v3] •

Соответствующий вектор нагрузок для статического расчета по- 
лурамы примет вид:

F  - [ 0  -  750 0 -  7 5 0 f .

Вектор неизвестных независимых усилий в двух стержнях полу- 
рамы будет состоять из восьми компонент:

" N i " " N 2 "

S - " S i" 
_S2 _

; Si -

1
IS 

3 ; S2 -
M n2 

M k 2 

_ ^2 _

Вырежем узлы 2 и 3 (рис. 25.10) и составим четыре уравнения 
равновесия:

I X 2 - 0 ;

Z Y  -  0;

ZM 2 - 0 ;

Z Y -  0.

Для наклонного стержня имеем: sin а  -  0,6; cos а  -  0,8. 
Уравнения равновесия запишем в виде:

A S  -  F .
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N2 F

I M R 

Q 2 * * ■ >
^ y ^ M k2

H

N 2

Рис. 25.10

0 0 0 1 -  0,8 0 0 -  0,6

1 0 0 0 -  0,6 0 0 0,8

0 0 -1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0.6 0 0 -  0,8

Следовательно, матрица коэффициентов (матрица равновесия) 
размером 4*8 примет вид:

A  =

Из уравнений равновесия, подчеркнем это, усилия сдвига не ис­
ключены.

Готовим данные для вычисления матриц внутренней жесткости 
вида (25.14) для стержней 1 и 2. Вычисляем ii = 300000/12 = 25000; 
/'2 = 600000/15 = 40000. Затем при значениях параметров устойчивости
V1 = 0, V2 = 0 (статический расчет) и единичных значениях всех спе­
циальных функций формируем по формулам (25.14) матрицы внутрен­
ней жесткости четвертого порядка для стержней. Матрица внутренней 
жесткости системы буде квазидиагональной восьмого порядка:

G = G1
g 2

где
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G1 = 104

4G 2 = 10

Вычисляем матрицу-произведение:

75 0 0 0

0 10 - 5 -1,25
0 - 5 10 1,25

0 -1,25 1,25 0,208333

80 0 0 0

0 16 - 8 -1 ,60

0 - 8 16 1,60

0 -1,60 1,60 0,213333

GAT = 104

0 75 0 0

-1,25 0 5 0

1,25 0 0-1 0

0,2083 0 -1,25 0

46- -  48 0 48

0,96 -1,28 16 1,28

-  0,96 1,28 8- -1 ,28

-1 ,28 0,1707 ,6-1 -  0,1707

Затем вычисляем матрицу внешней жесткости полурамы:

R  = A G A T = 104

51,4851 38,2976 -  0,2900 -  38,2976

38,2976 103,9365 -1,2800 -  28,9365

-  0,2900 -1,2800 26,0000 1,2800

-  38,2976 -  28,9365 1,2800 28,9365

Решаем систему уравнений:

R V  = F ,
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и находим:

V = 10-4 •[-1377,05 -  20,0000 75,8065 -1 8 7 1 ,8 1 ].

И, наконец, вычисляем вектор внутренних сил:

S  = GATV  =

= [-1500 2100 -2 4 7 9  -381,6 -755,3 -2 4 7 9  3086 371,0]’ 

откуда выбираем сжимающие продольные силы:

N 1 = -1500 кН; N 2 = -755,3 кН.

Для дальнейшего расчета на устойчивость придется формиро­
вать для стержней с учетом специальных трансцендентных функ­
ций матрицы внутренней жесткости вида:

G1 = 104

G 2 = 104

75

0

0

0

80

0

0

0

10p2(v1)

-
-  1,25^ 4 (v1) 

0

16p2(v2)
-  8<Р3 (v2 )

0

-  5 р 3(^1) 
10^ 2 (v1)

1,25^ 4 (v1)

0

-  8 >̂3 (v2) 

16p2(v2)

0

-  1,25^ 4 (v1) 

1,25^ 4 (V1)

0,208333п2 (v1) 

0

-  1,60^ 4 (v2)

1,60^4 (v 2 )
0 -1 ,60^4 (V2) 1,60^4 (V2 ) 0,213333П2(^2)

Вычисляем безразмерные параметры, соответствующие найден­
ному уровню продольных сил:

V1 = 12.
I 1500 
300000

= 0,8485; V2 = 15.
I 755,3 
600000

= 0,5322.

Вычисляем значения соответствующих специальных трансцен­
дентных функций:
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p V )  = 0,9758; р ^ )  = 0,9905;

p ( v )  = 1,0123; р ^ )  = 1,0048;

(рл (ух) = 0,9879; р ^ )  = 0,9953;

П2(^1) = 0,9279; /72V 2) = 0,9717,

и формируем с их учетом матрицы внутренней жесткости стержней:

G1 = 104

75 0 0 0

0 9,758 -  5,062 -1,2349

0 -  5,062 9,758 1,2349

0 -1,2349 1,2349 0,19331

“80 0 0 0

0 15,848 -  8,038 -1,5925

0 -  8,038 15,848 1,5925

0 -1,5925 1,5925 0,2073

G 2 = 104

Затем образуем блочную матрицу внутренней жесткости полурамы:

G = G1

G2

и вычисляем матрицу внешней жесткости полурамы:

" 51,47 38,30 -  0,2794 -  38,30

4О 38,30 103,933 -1,2740 -  28,93

-  0,2794 -1,2740 25,61 1,2740

-  38,30 -  28,93 1,2740 28,9365

Приводим матрицу внешней жесткости прямым ходом по Гауссу 
к верхнему треугольному виду (можно было бы разложить и на 
симметричные треугольные множители):

T
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51,47 38,30 -  0,2794 -  38,30

0 75,43 -1,0661 -  0,4310

0 0 25,59 1,0600

0 0 0 0,3845

После прямого хода по Гауссу на главной диагонали треуголь­
ной матрицы находятся положительные элементы. Следовательно, 
при заданном уровне нагрузок никакие симметричные малые воз­
мущения не могут вызвать потерю устойчивости равновесия.

Проверяем устойчивость рамы при кососимметричных возмуще­
ниях. Составляем уравнения равновесия для полурамы, модели­
рующей кососимметричные деформации (рис. 25.9). Вырезаем узлы 
(рис. 25.11) и получаем пять уравнений равновесия по направлени­
ям возможных упругих перемещений. Три уравнения, как и раньше, 
для узла 2 и два уравнения для узла 3:

Матрица равновесия при кососимметричных деформациях 
примет вид:

N2

Рис. 25.11
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А  =

0 0 0 1 -  0,8 0 0 -  0,6

1 0 0 0 -  0,6 0 0 0,8

0 0 -1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0,8 0 0 0,6

0 0 0 0 0 0 -1 0

Выполнив построение матрицы внешней жесткости второй по- 
лурамы по прежней формуле:

R  = A G A T

и, приведя ее прямым ходом по Гауссу к треугольному виду, получим:

R

38,30 -  0,2794 -  51,270 0,9550

75,43 -1,066 -  0,1438 -1,985

25,59 -1,236 8,015

0,1326 0,3800

12,18

u

И при кососимметричных возмущениях равновесие рамы при за­
данном уровне нагрузок остается устойчивым.

Чтобы определить критическую нагрузку, необходимо выпол­
нить ее поиск, допустим, методом половинного деления или мето­
дом подбора.

Определим приближенное значение критической продольной 
силы в стойках по формуле Эйлера, предположив, что ригель явля­
ется для стоек «плавающим» защемлением:

Njp = п 2E I1 / L2 = 3.14162 • 300000/122 = 20561 кН.

Таким образом, заведомо завышенное критическое сжимающее 
усилие в стойке более чем в к  = 20561/1500« 13 раз превосходит 
(по модулю) номинальное усилие.
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Повторяем расчет на устойчивость при 10-кратных продольных 
силах (к  = 10):

N 1 = -1 5 0 0  -10 = -15000 кН,

N 2 = -755 .3  -10 = -7553 кН.

При таких продольных силах рама неустойчива, так как при ко­
сосимметричных деформациях на главной диагонали матрицы 
внешней жесткости, приведенной к треугольному виду, появился 
отрицательный элемент.

Уменьшаем продольные силы, приняв к  = 8, и еще раз выполня­
ем расчет на устойчивость. Отрицательных чисел на главной диаго­
нали треугольного сомножителя нет. Рама устойчива при восьми­
кратном превышении заданной нагрузки.

Применяя методику половинного деления, последовательно на­
ходим критическое значение коэффициента ксг = 9,10.

Подобным образом можно найти критическую нагрузку с заданной 
точностью, изменяя не только значения продольных внутренних сил, 
но и значения и расположение внешних нагрузок. В последнем случае 
придется при каждой попытке проводить и статический расчет.

Как следует из вышеизложенного, трудоемкость и точность оп­
ределения критических нагрузок зависит от конкретного про­
граммного обеспечения и умения пользователя использовать пре­
имущества компьютерных технологий на основе численных мето­
дов и существующего прикладного программного обеспечения.

25.4. Матрица внутренней жесткости 
растянутого стержня

Выше отмечалось, что растягивающие продольные усилия в эле­
ментах деформируемой системы повышают ее мгновенную жесткость. 
Во многих случаях этим повышением пренебрегают, что идет в запас 
жесткости и устойчивости. При необходимости влияние растягиваю­
щих сил на деформации изгиба и общую жесткость сооружения также 
может быть учтено, особенно при компьютерной реализации вычисле­
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ний. Для этого достаточно ввести специальные функции для растяну­
тых стержней, которые будут использованы при формировании мат­
риц внутренней жесткости растянутых стержней.

Основное отличие формального учета растягивающих внутрен­
них сил от соответствующего учета сжимающих внутренних сил 
состоит в том, что безразмерный параметр v  (25.13) для растянуто­
го стержня становится мнимой величиной. Поэтому введем новое 
обозначение соответствующего безразмерного параметра для рас­
тянутых стержней:

На основании (25.19) и (25.13) будем иметь следующие соотно­
шения (здесь i -  мнимая единица):

v  = iy; v2 = - у 2; sin(i'Y) = ish(y); tg(iy) = i th (y ) . (25.20)

Учитывая соотношения (25.20), вместо специальных безразмер­
ных функций безразмерного параметра v  для сжатых стержней 
легко получить соответствующие безразмерные функции безраз­
мерного параметра у  уже для растянутых стержней:

(N  > 0). (25.19)
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Полученные в предыдущем разделе формулы для вычисления 
“единичных” реакций и построения матриц внутренней жесткости 
для сжатых стержней полностью применимы и для построения мат­
риц внутренней жесткости растянутых стержней, при условии за­
мены параметра v  (25.13) на параметр у  (25.19) и специальных 
функций (25.2) на специальные функции (25.21). При компьютер­
ной реализации учет влияния растягивающих усилий на жесткость 
стержневой системы в деформированном состоянии ничуть не 
сложнее учета сжимающих усилий. Вычислительные затраты при­
мерно одинаковы.

25.5. Матрица внешней жесткости 
сжатого стержня как конечного элемента

При компьютерной реализации расчетов деформируемых 
систем на устойчивость построение требуемой матрицы мгно­
венной жесткости сооружения в исследуемом состоянии равно­
весия может быть выполнено с помощью метода конечных эле­
ментов. Для построения общей матрицы мгновенной жесткости 
всего сооружения достаточно уметь построить в местных сис­
темах координат матрицы мгновенной жесткости отдельных ко­
нечных элементов. Разумеется, компоненты соответствующих 
матриц мгновенной жесткости должны учитывать наличие, по 
крайней мере, внутренних сжимающих сил в элементах соору­
жения. Это легко выполняется с помощью таблиц реакций сжа­
тых стержней (табл. 25.1) и таблиц специальных трансцендент­
ных функций (табл. 25.2), рассмотренных ранее.

Рассмотрим сжатый стержневой конечный элемент с жесткими 
узлами (рис. 25.12), отнесенный к местной системе координат.
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Вектор приращений узловых реакций R  шестого порядка связан 
с соответствующим вектором узловых перемещений Z  с помощью 
матрицы мгновенной жесткости K  также шестого порядка:

R  = K Z . (25.22)

Матрица мгновенной жесткости К  является матрицей внешней же­
сткости рассматриваемого сжатого стержневого конечного элемента в 
местной системе координат. Ее компоненты, единичные реакции в 
опорных связях, вызванные поочередным единичным смещением ка­
ждой опорной связи, зависят также от сжимающей продольной силы в 
элементе. Значения единичных реакций легко определяются с помо­
щью табл. 25.1 по методике, примененной в разделах 25.3. В соответ­
ствии с направлением узловых реакций (рис. 25.12), определяющих 
также и направление узловых перемещений, матрица мгновенной же­
сткости рассматриваемого стержневого конечного элемента в местной 
системе координат примет вид:

K  =

EA

L
0 0

EA

L
0 0

0
12i ( )
- 7  V2(v ) L

61 ( ) 
L  n ( v ) 0

12i ( ) 
— 7  П2(v) L

6i ( ) 
L  n ( v )

0
6i ( ) 
j  Ф4 (v) 4i% (v) 0

6i ( ) 
-  j  ̂ 4(v) 2iP3{v)

EA

~L
0 0

EA

~L
0 0

0 !2i ( )---- Т П2(v)L2
6i ( ) 

-  j  ̂ 4(v) 0
12i ( )
- 7  V2(v)  L 2

6i ( ) 
-  j  ̂ 4(v)

0
6i ( ) 
j  Ф4 (v) 2i^3(v) 0 6i ( ) -  j  0>4(v) 4i% (v)

(25.23)

где, как обычно, введены обозначения: 

. E Ji = -
L

v  = L М
E J

Аналогично могут быть получены матрицы мгновенной жестко­
сти для стержневых конечных элементов с другими опорными за­
креплениями (рис. 25.13, 25.14).
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R5

I ' R4 -  N

Для стержневого конечного элемента с шарниром на конце 
(рис. 25.13) матрица мгновенной жесткости может быть получена 
из матрицы (25.23) путем исключения реактивного момента на кон­
це стержня. Эта матрица будет иметь размеры 5 х 5 :

K  =

—  0
EA
L

0

0

EA
L

0

0 ------

j ^ v )  

3 i^ ( V )  

0

-  4  П1( ^ ) -  T ^ (v )

EA
L

0

L L

0

EA
L

0

0

-  3  n (v )L

-  j P 1 (v)

3i_

L2

0

П 1(У )

(25.24)
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Для стержневого конечного элемента с шарниром в начале 
стержня (рис. 25.i4) из матрицы (25.23) потребуется исключить ре­
активный момент в начале стержня. Матрица мгновенной жестко­
сти стержня с шарниром в начале также будет пятого порядка и в 
локальной системе координат примет вид:

K  =

EA
L

0
EA 

-  L
0 0

0 3  n i (v ) L2
0 -  4 n i ( v )  L2 J - ^ o o

EA 
-  L

0
EA
L

0 0

0 -  4 n i ( v )  L2
0 n i (v )L2 -  J -P iw

0 J - ^ O O 0

£

L
- 3iq>i(v )

(25.25)

Сжатый стержневой конечный элемент с шарнирами на обоих кон­
цах (рис. 25Л5,а) имеет особенность, которая состоит в том, что от по­
перечного сдвига в его опорах появляются отрицательные поперечные 
реактивные силы (рис. 25.!5,б).

а) R i t N N
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N
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t'
o < -------
1
1
1

EA, E J

--------- 9 ^ 0
1
1
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1
1
1- L

1
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Г
1
1
—k22

H
1
1
1
1
1
1

N N  ! 
1

R 3 -  N

N

k-42

Рис. 25.i5

4
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Матрица мгновенной жесткости такого элемента будет четвертого 
порядка. В местной системе координат, связанной со стержнем, она 
примет вид:

K  =

EA
L

0

EA
L

0

0

N
L

0

N
L

EA
L

0

EA
L

0

у 2 E J
L3

0

у 2 E J  

L3

EA 
L 

0

EA
L

0

EA
L

0

EA
L

0

0

N
L

0

N
L _ 

0

у 2 E J

J

0

у 2 E J
L3

(25.26)

В данном разделе под N понимается модуль сжимающей про­
дольной силы.

25.6. Понятие о расчете сооружений 
по деформированному состоянию

Итак, равновесие сооружения в деформированном состоянии ус­
тойчиво, если матрица мгновенной жесткости сооружения в этом 
состоянии, вычисляемая, допустим, по формуле (25.10) или иным 
способом, положительно определена. Чтобы подчеркнуть, что эле­
менты этой матрицы зависят не только от геометрии деформируе­
мой системы, но и от продольных усилий деформированного со­
стояния, будем обозначать ее следующим образом:

0
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R  = R ( X , S ) = R ( X , N ) > 0 (25.27)

Однородные уравнения равновесия в перемещениях

[R( X , N  )]Z = 0

с положительно определенной матрицей мгновенной жесткости в 
устойчивом деформированном состоянии будут иметь единственное, 
нулевое решение. Для нас важно, что это решение единственно.

Следовательно, устойчивая в деформированном состоянии 
стержневая система может быть нагружена дополнительной нагруз­
кой AF . Перемещения Z  , вызванные дополнительной нагрузкой, 
будут единственным решением уравнений метода перемещений с 
матрицей мгновенной жесткости деформированного состояния:

Приращения усилий AS от дополнительной нагрузки могут 
быть выражены через найденные перемещения по формуле вида:

Новые координаты и полные усилия нового деформированного со­
стояния равновесия, полученные путем элементарного суммирования, 
могут быть приняты за параметры нового исходного состояния:

Новое исходное состояние, если оно окажется устойчивым, может 
быть подвергнуто следующему нагружению. Остается только отнести 
вычисленные усилия к новой хорде деформированного стержня. Изги­
бающие моменты не изменятся, а продольные и сдвигающие силы 
должны быть перевычислены по следующим формулам:

(25.28)

(25.29)
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N  cos a  + Q sin a  ^  N , 

Q cos a  -  N  sin a  ^  Q,
(25.31)

где слева от знака присваивания стоят вычисленные полные 
усилия, отнесенные к хорде стержня в исходном состоя­
нии равновесия, а справа -  усилия, отнесенные к новой 
хорде деформированного стержня;
a  -  угол поворота (перекоса) хорды стержня в новом со-

Таким образом, на основании зависимостей (25.28)-(25.32) мож­
но построить шаговый процесс многоступенчатого нагружения 
для расчета геометрически нелинейных систем. Указанный шаго­
вый процесс эквивалентен применению метода Эйлера к решению 
задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений, к которым методом непрерывного продолжения может 
быть сведена задача расчета геометрически нелинейной деформи­
руемой системы.

Относительно любого устойчивого состояния равновесия де­
формированная система может совершать малые колебания, кото­
рые будут описываться линейными дифференциальными уравне­
ниями движения вида:

При этом собственные частоты и собственные формы свободных 
колебаний будут зависеть как от размеров поперечных сечений и 
свойств материала его элементов, так и от геометрии сооружения в 
достигнутом деформированном состоянии равновесия, и от значе­
ний и расположения текущих (а не полных) масс сооружения, зави­
сящих от уровня нагрузки. Но в основном они будут зависеть от 
уровня внутренних сил в нагруженных элементах сооружения. То 
есть, динамические характеристики сооружения в процессе его на-

стоянии по отношению к исходному состоянию:

Au
(25.32)

(25.33)
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гружения зависят от значений мгновенных масс и мгновенной же­
сткости сооружения и относятся к конкретному мгновенному де­
формированному состоянию равновесия.
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