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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ВОЛНОВЫХ ^ТАВНЕНИЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ
ОПЕРАТОРНЫМ МЕТОДОМ

Гончарова С.В.

In this paper we consider the operator method o f  constructing solutions o f -wave equations o f thermoe
lasticity.

Представим дифференциальные уравнения термоупругости

= р W, + Y©,, (1)

- ( 1 / х ) ® (2)
в более удобном для дальнейших рассуждений операторном виде

+ = (3)

+ г,;=1Д,3. (4)
Здесь введены следующие обозначения:

Ц  = □ 2  5̂ . +adpj ,  1,4  = = -ria.a,, Z44 = □ F, = X, l\i,
у„=у/ц, a = {X + v^) l^i ,Ul -S/^-{ \ l cl fd] ,U]=4^-i l lx)d„  
d,=d!dt ,-4  ̂ =̂ д\ + д\ + д], a, =a/ax, d-^^didy, d^=d/dzi

и Ц -  коэффициенты JIaNie; X = ^o^^e’ ^0 -  коэффициент теплопро
водности, w -  большое количество тепла, производимого в единице объема за еди- 

'ди
ницу времени, с̂  -

dt
~ удельная теплоемкость при постоянной деформации;

F i-X i l ]x  -  компоненты массовых сил; w, и Uj -  компоненты перемещений, р ~ 

плотность материала; = у / ц , у = (3^ + 2(.i)a;, -  коэффициент линейного тер
мического расширения; Q - T - T q ,  'Г' - абсолютная температура точки М  тела, Tq~ 
температура, при котором тело находится в естественном состоянии; г\ = уТ^/Х^; 

j  -  скорость изменения объема.
Уравнения (3) и (4) можно записать также в виде следующей таблицы, состав-

e = z^=Uj

U1 U2 из ©
I ol+adi ад\д2 ад^д^ -YO^I

II ад2^\ 02+ад2 йгаз^з -Г  0^2 -F2

III ад^д\ ад;^д2 Ql+adl -Уо^з -Fs

IV - r \d f i \ -г]д(д2 -Tiaras n i - 0 / Х

( 5 )

Введем четыре функции Х/ (г = 1, 2, 3, 4), связанные с перемещениями и 
температурой следующим образом:

щ =

Xi L u А з А 4 А , Xi А з А,4

I 2 L 22 ^23 Х 2 А з А 4

Хз L n ^33
щ  =

^31 Хз -3 3 А 4

Хз L i 2 ^44 4 , Хи А з А .

290



А . i,2 Xl ^4 А . к г Аз X]

L22 Z2 •̂ 24 0  = 2̂, к г Аз Х2
Z3, к г Хз •̂ 31 к г Аз Хз

4 . -̂ 42 Х4 ^4 к г Аз Х4
Найдем эти определители, рассматривая операторы, как числа.
Остановимся более подробно на нахождении . Раскладывая определитель по 

первому столбцу, запишем
к г к ъ к ^ А2А3А4 А2АЗА4 А2А3А4

щ - А2А3А4 X , - А2А3А4 Xi + k i k i k i i Х з - А2А3А4 Х4.

А2А3А4 А2А3А4 А2А3А4 А2А3А4
Прежде, чем вычислить все эти определители установим зависимость между 

□ 2 и U J . Имеем

2или Cj = j Х + и, где а = , тогда
а + 1

- a V ^  = {a + l ) 0 ^ - a 4 \
Таким образом □ 2 = (a + 1) □ ^-а7^или □ l+aV^ = (a + 1) □ f

-̂ 22-̂ 23-̂ 24

~ -̂ 22-̂ 33-̂ 44 + -̂ 32-̂ 43̂ 24 ~ -̂ 42-̂ 33-̂ 24 ~
'̂ 42-̂ 43-̂ 44

~-̂ 32-̂ 3-̂ -34 “  Аг-^зз^д = □ 3 (□ 2+<з92)( □ 2+ябз) + +

+ - ( □  ^+aa^)riVo5.,a2- d 5-(D 2+aa^)nVoa,,5_? =

=[D^C]2+aD^(a2 +Оз)]0з-ЛУо^^ Пзбз-ЯУо^.Пгбз =

=={ □ 5 [□ + a(V^ -  )] -  n v,d, (V^ -  )) □ 2 = {□ з2[(а +1) □ f -

a5 f  ] -  n v „ 6Д -  Э? )} □  2 =  ( (a +1)  □  f   ̂- a f  (fl  □ )  -

= (Q-afr )D^X,-
Аналогично находим второе слагаемое в «2

i/|2-^3-^4

^2^2^34 -  Цг^ЗЗ^и + -̂ !3-̂ 4-̂ 42 + ^2-^43^4 ~ ̂ 42^3^4 ~ 
X42Z-43X44

~-^32'^3-^44 ~ -̂ 43-̂ 14-̂ !2 “  ^^!^2 г+'^^з) ^  3+^^1^з(~''^О^зХ“ 'П^(^2) +

+ йг^за,.(-УоЭ, )(-т1а,5з) - (-Tia,5,) (□ 2+aaf)(-Voai) - «5з52 • -

-  (-Уоаз)(-ла,бз)аа,Э2 = ад.д, □ 2 □ bnvo^.a .a^ □ 2 =  э ,а2 (а □ 3 -

А 2А 3А 4

122-̂ 23-̂ 4
-̂ 42-̂ 43-̂ 44

~roT ia jD 2=a ia2 rn^

-  1̂2-̂ 23̂ 44 + ̂ 2^43^4 Аз-^4-^42 "  ̂ 42^3^4 "
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— L/i-x.L')sL\2 ~cidt^2 '^^2^3 П3" ^ ■ ( и П ^ ? ^ з Х

+ аа,0з i-v ^d ^ )(-цд,д^)~(-цд,д^)ад^д^(~УдЭ,) -  (□   ̂+ад^)ад,д^ □ 3 - 

-(-T i5,a,)(-V oa,)aa,5, = ц у , д А д ,  □ Ь^а^аз □  ̂□ ?=

= - d , d , { a l - v M ) ^ l = - S A ^ o l

А 2А 3А 4

■̂ 22-̂ 23-̂ 24 
Цг^33^4

-L^^LnLu-L^^LjiL-a = а а ,а2 -ad^^{-v^d^) + {U\+ad\){U\+adl)y-  
x{-v^d{} + ad^d^{-vf^d2)ad^d-, -ad^d-^adj^d^{~v^d^)-{U \+ад\)ад^д^ x 

x(-Voa3)-(D2+«a3)(-Voa2)aaja2 =^(Ol+adl){-Vf^diQl~av^dyd] +

+ av^d,dl) + □ lay^e^dl -  -v^d^ (□ I f  .
Полагая / = 1,2,3,4 и подставляя в (6) значения найденных определи

телей, получаем
щ = (Q -  af г)ф, -  д.д^г ф, -  а,азГ Фз + j ф̂

Здесь Q s ( l - f a ) □ f □ ^ Y o T l5 ,V ^ Г s a □ ^ Y ,л 0 . •
Далее запишем

(6)

^ 2 ) ^ 2 3 ^ 2 4 A iA s -^ - 'u -^И-^13-^4 A lA s - ^ U

щ = - ■-^31-^33-^34 X i + -^31-^33-^34 X 2 - -^21-^23-^24 Х з + -^21^23-^24 Х4

-^41-^43-^44 Z 4 1 Z 4 3 Z 4 4 ■̂ 4 1 -^4 3 X 4 4 ^'31-^33-^34

-^21^22-^24 - ^ 1 -^1 2 -^4 -^11^2-^14

щ  = £ 3 1 X 3 2 X 3 4 X i - ^31-^32-^34 X 2  + -^21-^23-^24 Х з “ -^21-^22-^24 Х4

-^41-^42-^44 -^41-^42-^44 -^41-^42-^44 Z-3J/-,3 2 X 3 4

■^21-^22-^23 - ^ 1 А г А з Zl,Z]2-^13

0  =  - -^31-^32-^33 X i + Z 3 1 Z 3 2 Z .33 X 2 - -^21-^22-^23 Хз + -^21-^22-^23 Х 4-

,-^41^42-^43 -^41-^42-^43 -^41-^42-^43 £ 3 1 X 4 2 X 4 3

После чего определяем остальные соотношения
-  -a^ajFФ, -  (Q -  а^Пф, -  в^з^тф, + уо^г о  2Ф4 ̂

щ =-аза,Гф1 -аза^Гф, - ( Q -а^Пфз +уоазП^ф4,

@ = ^]^,д^U\<^^+r\д^д^U\(s^-. +г|а,азП2Фз +(1 + a)DiDl(p^.

( 7 )

Для нахождения разрешающих уравнений, входящих в решение функций 
Ф,. =1,2,3,4 подставим (6) и (7) в (3) и (4). Определим разрешающее уравнение а 
примере функции ф ,.

(□ 2+aaj )(^  ̂-  5^г)фJ+а(а,аз )(-а2а5)Гф, + аа,аз (-аза, )Гф, -
X ,

Г о ^ М ^ 1 П 2 Ф 1 + ~  = 0 

Раскроем скобки и перепишем данное уравнение в виде;

[□; Q -  aafQ -  □ '2 а?Г ~ ад] (Э? +д]+ а;)Г -  У,д,цд} □ Г1Ф1 + ̂  -  о .
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Или [ Q lC l -a d lQ . -n \d ] T -a d \V \ -y ^ p ,y \d ]U \ ' \ ( s ? ^ + ^  = 0,  т.к. было >'чтено

равенство Sf + д \+ д \= Ч '^ . На основании известного ранее () тождества

□ \+аЧ'^ = (а +1) □ f это равенство примет вид:

[□  ̂Q + aaf Q -  (а +1)3,“ □ '  Г -  Yo^.ria; □ '  ]q)j + ̂  = О.

Теперь распишем втрое и третье слагаемые
аЭ?О -  (а +1) □ f 5 fr  = 5:[а(1 + а) □ j □ з' -  (а +1) □ f а П 3  +

+ (а + 1 ) □ f УоЛ9, ] = [(а + 1 ) □ ? -а V ' ] = У о Л U 2 ,

Здесь еще раз было учтено соотношение () а +1) □ f-aV^ = □ 2 •
Теперь равенство приобретает вид:

[ и 1 а - ¥ у , ц д Д  а1~у^у\д,д] □ 2̂ ]ф5 + ̂  = О,
или

□,2 0 ф1 + ^  = 0 . (8 )

Подставляя сюда Q , перепишем это уравнение в виде:

□ 2[(1 + а) □ f  □ 3̂ - у о Л ] Ф ,  +  ̂  = О .
й

^  ,  .  Х  + ц Х  + 2Ц
Поделив это уравнение на 1 + а = 1 + ---- - ~ ------ и учитывая, что

/1 N Л X +  l ix  2 То У я, +  2ц у(1 + а){.1 = X. + 2ц  ------ ^  р = с^ри — = — -ь — = — ~—  = т .
р а +1 ц ц Я + 2|.1

Окончательно получим:

□  ̂[□ f □ ; ~тцдУ]Ф,  + 4 ^  = о . (9)
с,р

Аналогично после элементарных, но достаточно громоздких преобразований, 
полу'чаем разрешающие соотношения для оставшихся функций и в результате полу
чим систему четырех уравнений

п1[0^а1-тцдУ](р,+Х,/(с^р)=--0,  / = 1,2,3, (10)

[и^101-тцдУ]ц,  + Q\i!{ycl9) - 0 .  (11)

где 1| /=П 2(р4, т = .̂..■
л + 2|и1

Отметим, что стр>тстура проводимых преобразований достаточно однообразна 

и базируется на тождествах вида + dl+ d l  = V^ и (l + a ) n l - a V ^  = o f .  Все ос
тальные операции носят алгебраический характер, связанный с раскрьггием скобок и 

использовании обозначений Q = (1 + а) □ f □ з-УоЛ5,^^ и Г  = <я □ з-УоГ1 5 , .
Структура разрешающих уравнений такова, что первое уравнение получено из 

перемещений содержащих ф ,, второе -  из Фз, третье -  из ф з . Убедимся в том, что 
если подставить в первое уравнение перемещения, содержащие ф2 ,фз и \}/, то полу
чим нули:

:(□ X -S ia .r)  + adid2(Q- Э^Г) + ad^d.J~д^д2Г)-
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у,6,цд,д, □ Э А Ь  □ \т-а{д] +д1 +dlW + an-y,T]d,  □ ?] =

= дМ-<^  □ 2 °  1+УоГ\д, □ ^,-flV^r + аП -у ,цд ,  a l ]  =

Э]Э2[‘2 ^ 2  Пз+«’̂ ^То'П5, +а(а + \) □ з-«УоЛ5,] =

ad^d2U2[{l + a ) U \ - d 4 ^ - u l ' \  = a d ^ d 2 U l { u l - n \ )  = 0.

Фз ; (□ \+ад1){~дф-̂ Т) + ад1д-̂ {-д2д̂ Т) + ад^д^{0.-д\Т)- 

У„э,л3 ,5з □  2= а^азС- □  \т-а{д\ +д\+д1)т+аа~у,цд, □  ? ] =

=  5 i03  [ - а  □  2 □  3+ТоЛ9 , П l - a V ^ T  +  a Q  - у „ л 5 , □  2 ] =  

u j53[ - g  □  2 □  l~ a V ^ a  □  з+ аУ 'уд -п З^ + а ( а  +  1) □  ^ □  з -а у (,Г |д ^ ¥ ^ ] =

ад^д^ □  3 [(1  +  а )  □  2 -a V ^  -  □  2] =  □  3 (  □  2 “  □  Ь  =  О •

x\f :(al+ad^^)Yodi +ад^д,у^д. +ад^д^у^д^ -  ;To5i(1 + а) □ f = 

у А  [ □ l+«(5f + + 0з' ) -  (1 + а) □ f ] = Уо5, [ □ -  (1 + а) □ f ] =

УоЭ^[ □ 2̂+ a V 2 - ( !  + «)□?]  = у А  (□ 2 -  □ 2) = о .

Таким образом, имеет место обобщенное условие ортогональности: разрешаю
щие уравнения получаются за счет диагональных элементов матрицы, в то время как 
остальные дают нули. Этот результат полностью согласуется с теоретическими раз
работками, изложенными в [1, 2], если установить, что полученные разрешающие 
уравнения представляют собой определитель

A iA2A3'^4

-̂ 41-̂ 42'̂ 43'̂ 44
Убедимся в этом непосредственно, раскрью его, например, по первом>' столбцу.

det = ( □ \-^ад])
^ 22^ 23^33

Z32Z33Z 34

-^42-^43-̂ 44

- а д ^ д 2 -^32-^33-^4

‘■̂ 42-^43-̂ 44

+  5,03
-^11-^12-̂ 14 

^21 -̂ -гз '̂24 

-^41-^42-̂ .'44

- т ) а , е , ^ 22^ 23^24

■̂32-^33-̂ 34

Подстав.тая сюда вычисленные ранее значения определителей, получим: 
det -  ( □  ̂+o5f )(0 -  a f r )  □ 2 -flS,^a^r -  adjdj □  ̂г  -  УоЛ 5,af (□  I f  =

=□ j[  □ + а д \а  -  □ ^ Г - ac)fV 'r- Yo^a.af 01] = d I { d I q  +

+ a [̂a(l + a) □ 2 □ з“ оуоГ15,У" -  □ □ ?+ □ □ 3+

+  а У ^ о Л ^ ,  - УоЛЭ, □ 2 } =  □ г{ D 2̂  ̂+ «^1 а  з [(1 + «) □ -  D 2) "=

= а ^ [ а 2 ^ + а а ? П з ( а Ь ° Ь ]  = 0 2°2^^-
Отметим тот факт, что все проводимые преобразования базируются на теории 

определителей, а также на утверждении А.И. Лурье о том, что операторы дифферен
цирования подчинены тем же формальным правилам сложения и умножения, что и 
алгебраические величины [1].

ЛИТЕРАТУРА
1. Лурье, А.И. К теории систем линейных дифференциальных уравнений с посто

янными коэффициентами / А.И. Лурье // Труды Ленингр. индустр. ин-та. -  1937. -  
Т. 3 ,№ 6.-С .31-36 .

2. Байда, Э.Н. Некоторые пространственные задачи теории ^шругости / Э.Н. Байда. -  
Л.: Изд-во Лекингр. yTi-xa, 1983. -  232 с.

Поступила 16. П. I ]
294




