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А model is p roposed  to describe the development o f  the damage o f  material. The model considers the 
origin o f  the defects in the process o f  cyclic action. The role o f  the utilized param eters is anafy’zed. The model 
is applied to the construction o f  generalized longevity curves fo r  the symmetrical and asymmetrical load cy
cles and dependences o f  "the medium stress o f  a cycle  -  amplitude o f  vibrostress” fo r  the assigned levels o f  
longevity (Haigh's diagram). Also considered under the model is the question about the probability distribu
tion o f  destruction de-pending on amplitude and load duration. Conclusion is drovvn about the adequacy' o f  
the model to the experimental data.

Вибрационные нагрузки в значительной степени определяют сроки эксплуата
ции элементов машин, а потому прогнозирование поведения материалов при таких 
нагрузках является достаточно актуальным. В виду сложности и многообра-зия свя
занных с этим задач используются различные подходы к их решению. Ниже рас
сматривается модель, базирующаяся на известных представлениях о кинетической 
природе развития поврежденности материала при действии приложенных нагрузок
[1].

Все материалы являются локально-неоднородными, содержащими различные 
несовершенства и дефекты структуры. Часть из них образовалась при “рождении” 
материала и, постоянно присутствуя в его структуре, может претерпевать опреде
ленные изменения при его эксплуатации, а часть может появляться дополнительно 
при вновь приложенных нагрузках и также развиваться во времени. Стадия зарож
дения дефектов вьщеляется, в частности, при описании эффектов, сопутствующих 
циклическому нагружению [1,2,3]. Несмотря на разнообразие и различие механиз
мов, кон'фолирующих течение структурных процессов, их особенностью является 
невозможность полного восстановления равновесной структуры материала, локаль
но нарушаемой во время актов ее перестройки при внешних силовых воздействиях 
на тело. Скорость разрушения и восстановления связей экспоненциально зависит от 
энергии активации соответствующих процессов.

Для случая, когда рассматривается развитие исходных дефектов, уравнение для 
скорости возрастания поврежденности материала при одноосном растяжении молено 
записать в виде
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где О < со < 1 и о -  поврежденность и растягивающее напряжение в сечении стержня, 
t -  время. Сомножитель а/ов учитывает влияние искажения структуры материала 
при действии напряжений заданного уровня, сомножитель ехр(х) учитывает актива
ционный характер процессов, сомножитель (1 -  ю) исключает из рассмотрения раз
рушенную зону сечения, ов -  характеристика прочности материала (предел прочно
сти, предел текучести), v и а  -  структурные параметры материала, связа1шые соот
ветственно с частотой появления актов нарушения структуры и с влиянием напря
женного состояния (уровня }aipyroro искажения решетки) на энергию активации 
этих процессов. Для описания процессов, идущих с переменой знака напряжений, в 
ао  необходимо вьщелить гидростатическую и девиаторную составляющие. Соответ
ствующим образом могут' быть записаны и уравнения для пространственного случая 
нагружения с учетом гидростатической и девиаторной компонент поврежденности 
[4]. В этом сл}™ае поврежденность является мерой деструкции материала в кошсрет- 
ной точке тела.
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Как известно, виброразогрев, естественньм образом сопровождающий цикли- 
ческое приложение нагрузки, оказывает заметное влияние на долговечность мате
риала. В соответствии с кинетическими представлениями рост температуры 0 ведет 
к изменению структурных параметров а  и v, причем не вполне “параллельно”, так 
как происходящие фазовые превращения в большей степени влияют на локальное 
искажение структуры, чем на величину исходной энергии активации материала [1], 
У полимеров виброразогрев сказывается более существенно, чем у металлов, в связи 
с происходящим более высоким изменением уровня гомологической температуры. 
Чтобы не вносить дополнительных переменных в анализ модели, принимаем, что 
виброразогрев исключен.

При X = аа  = const уравнения приводят к зависимости для долговечности 
"Ср = vtp ̂  ехр(-х)/х, которая дает значения, мало отличающиеся от известной формулы 
Зк>фкова Тр=ехр(-х).

При циклическом нагружении реальных материалов всегда имеет место опре
деленное рассеяние энергии, которое при соответствующем числе циклов может 
оказаться достаточным, чтобы вызвать нарушение структуры. Чтобы не учитывать 
по отдельности развитие каждого такого дефекта, примем, что за один цикл нагрузки 
заданной формы возникает одинаковое предельное искажение решетки независимо 
от номера цикла. В этом случае уравнение (1) получит трансформацию только через 
частотный параметр и примет вид

' m(t) ^
1-0) У

Отношение ^ мах^ов берем по модулю, считая, что уровень искажения решетки 
материала в момент потери устойчивости пропорционален максимальному напряже
нию циюта. Коэффициент кс=̂  F  (о/ов, е) зависит от достигнутого уровня напряжен
но-деформированного состояния материала. Соответствующая функция F  устанав
ливается для каждого материала или группы материалов и является некоторой ос- 
редняющей зависимостью, которая должна обеспечить наиболее полное соответст
вие экспериментальных и расчетных данных. Вопрос о физическом обосновании за
висимости = Р(а/<3в, г) в настоящей работе не ставится, хотя некоторые априор
ные факты могут быть использованы при ее записи. В частности, если материал об
ладает выраженным пределом усталости as, то = О при а  < о .̂ Для по-лимеров пу
тем прямых измерений установлено, что число зарождающихся дефек-тов дается 
функцией с уменьшающейся со временем производной [1]. Это отно-сится и к ме
таллам, где тоже имеет место слияние дефектов в более крупные[2,3].

Сдвиговые деформации в большей степени искажают решетку, чем гидроста
тические, поэтому девиаторное напряженно-деформированное состояние играет ве
дущую роль, что в уравнении (2) учитывается путем введения под экспоненту абсо
лютной величины напряжений. Чтобы учесть наряду с вибрационными а а также и 
средние напряжения цикла о«, представим а в виде суммы 
а = Ода + Gasinpt = Oa(s + sixipf), где 5 может иметь разный знак {а„ > 0). При этом 
уравнение примет вид

dt 0,
S + Sinpt

(2)
1 -со

Рассматривая многоцикловую усталость, протекающую на фоне упругих де
формаций материала, примем, что функция F  зависит только от напряжений. Это 
соответствует модели реономного упруго-пластического тела с переменной вязко
стью т] = т|(о), которая позволяет описать материал с диаграммой растяжения, близ
кой к диаграмме Прандтля. В данно" работе такое представление вязкости выбрано с 
целью сокращения числа параметров, влияющих на анализ результатов применения
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предлагаемой модели. Зависимость вязкости от деформаций может быть учтена [5], 
что в свою очередь позволит расширить применение модели в направлении учета 
эффектов малоцикловой усталости.

Непосредственное численное интегрирование уравнения (2) при большом чис
ле циклов неудобно, поэтому был применен метод “промежуточного интегрирова
ния”, в соответствии с которым определяется интеграл за цикл при каждом уровне 
apryNieHTa ао/(1 -  со) и полученное среднее значение вводится в уравнение, к кото
рому далее можно применить метод разделения переменных. Интеграл по © в ре
зультате сводится к интегральной показательной функции. Возможность примене
ния использованного приема равносильна предположению о малом изменении по- 
врежденности за цикл, что вьшолняется в рассматриваемой задаче. В результате по- 
врежденность и время нагружения % = vt для а$<0<0в оказываются связанньми 
выражением вида

5, ©о,(о) =  г  +  k^xblvT, 
где Г = 2тф -  период синусоидальной нагрузки.

При со(т = 0) = 0)о ~ О имеем решение для исходно-бездефектного материала. 
Принимая в качестве верхнего предела значение © = 1, определяем долговечность

материала как т = vT/ktj
У vT

-1

Кривые долговечности для случая, когда кд= О, а снижение энергии активации 
происходит за счет действия только девиаторного напряженного состояния, что 
формально соответствует и случаю растяжения стержня, показаны на рисунке 1. Ис
пользованный при расчетах параметр v = 2.7-10^° назначен из условия достижения 
поврежденностью значения © = 1 за время, равное четверти периода синусоидальной 
нагрузки G = cSaSinpt при хв = аОа = 50, а амплитуда напряжений c7e = x ^ a  при этом 
рассматривается как предел прочности материала ав, соответствующий частоте на
гружения p ^ 2 % f  (в расчетах принято / =  100гц). При значениях аргумента х >5 0  
разрушение наступит за более короткое время.

Из рисунка 1 видно, что расчеты с применением промежуточного интегрирова
ния совпадают с расчетами по методу Рунге-Кутта (показаны точка^1и). Кривая для 
режима о = Од \sinpt\ при = О проходит выше, чем кривая статической долговечно
сти при том же уровне напряжений ао = Оа, что соответствует содержанию задачи. 
Роль частоты/ цикла весьма слабо отражается на форме расчетных кривых.

Основываясь на совпадении расчетных кривых, полученных разными метода
ми, применим использованный прием к режимам, в которых присутствует статиче
ская добавка и учитывается зарождение дефектов при циклировании {к  ̂ф 0).

При анализе особенностей поведения материала, отражаемых моделью, ис
пользованы функции F, вид которых показан на рисунке 1а. Соответствующие им 
кривые долговечности показаны на рисунке 16.

Рисунок 1 ~ а)- функции F(a); б)~ зависимость lg r(x j для функций F  типа “а ”, “г", "е" при г -0 ,  
Xs=I5, Xs=30, Xb=SO. а , Б ~  кривые циклической и статической долговечности, В  -  функция lg(Ei(-x))
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Как видно из хрнфиков, влияние зарождения дефектов проявляется в зоне ар
гумента X < хв. Функции типа “д” и “е” {F = z", z  = {x- xs)Ixb, п = const >1) по
зволяют описать более “мягкий” выход на предел усталости, -  с ростом показателя 
степени переход становится менее резким. Использование в расчетах функций вида 
F  = Fo (z ± А' • z") показьшает, что в этом сл)гчае нелинейная часть не играет сущест
венной роли. В целом можно сказать, что функциям с более высокой производной на 
начальном участке кривой F(o) соответствует и более высокий скачек долговечности 
возле X ~ х .̂ Физически это объясняется тем, что основную долю общего времени до 
разрушения занимает начальный период развития поврежденности, на котором она 
не превышает уровня нескольких тысячных [(ш < 0.01)]. Для напряжений, превосхо
дящих Os, это обозначает, что при циклическом нагружении материала папрялсения- 
ми одинакового уровня на кривьБС F(o) с более высокой производной зарождается и 
начинает оказывать влияние на общий рост поврежденности гораздо большее число 
дефектов структлфы, чем на кривых с низкими производными. Увеличение напряже
ний, сопутствующее росту поврежденности а = /(1 -  со), пе успевает в данном слу
чае оказать существенного вшяния. Ступенчатая функция F  типа ”а” является пре
дельной для функций F(q). Ей соответствует появление разрыва на кривой Igt ~ х 
при X = и квазилинейный у'часток графика для х^ < х < хв- Величина этого разрыва 
и длина связанного с ним квазилинейного участка хв -  х$ пропорциональны лога
рифму числа ко • f  что позволяет в определенных пределах манипулировать формой 
кривой долговечности, приближая ее к построенной по данным испытаний.

Используя вместо фиксированной точки х = xs некоторый переходной участок 
небольшой длины и соответствующим образом подбирая функцию Fix), получаем 
возможность описать долговечность материала, не имеющего резко выраженного 
предела усталости.

Влияние уровня статической компоненты на участке х^'< х < хв зависит от реа
лизующихся отношений Ом/Са и Oj'/стл -  с их ростом роль вибродогрузки снижается и 
при некотором уровне Ощ становится незаметной (рисунок 2).

Показанные на рис.2а кривые относятся фактически к случаю кручения (девиа- 
торное нагружение), так как функции l̂ ' + sinp/| и \-s + sinp/| отличаются между со
бой только сдвигом фазы, что несущественно при рассмотрении многоцикловой ус
талости. Для знакопеременных нормальных напряжений необходим раздельный учет 
гидростатической и девиаторной составляющих.

,9.» -Л»

X '

а) б)
Рисунок 2  -  Влияние величины средних напряжений на циклическую долговечность при -1 .5 ^ < 1 .5  и

у= 0  (а), у -0 .1  (б): функция F - z  (тип “в ”)

Выделение в функции, описывающей снижение энергии активаттии AU{o) = аа, 
гидростатической и девиаторной компонент

AU=  арОг + «дОл:. (3)
где «г и ад -  положительные константы, а, = а/3, Од= |2/За|, приводит, соответствен
но, к увеличению долговечности при с у  < О и к ее у̂ ,1епьщению при ст > О сравнитель
но с рассмотреиньш выше слу'чаем чисто девиаторной активации процесса. Кон- 
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крстныи рсзультйт Зовисит от откошскил у — йр/Яд, с ростом которого роль вибро- 
догрузки падает. Максимальная долговечность имеет место в случае s = -у.

Влияние средних напряжений (Тщ на циклическую прочность Оа(с„) графически 
представляют в виде объединенных кривых долговечности (ОКД), из которых каж
дая строится для своего числа циклов N  [3,6]. Во многих случаях ОКД проводятся 
через общую точку = 0) на оси абсцисс. Такое построение является доста

точно условным, так как не учитывает, что величина зависит от длительности

приложения нагрузки и меняется от = о в при N  = 1/4 до более низких значений, 
соответствующих времени статического нагружения Тт = N/f. Поскольку при много
цикловой усталости рассматриваемый промежуток времени составляет 6-7 поряд
ков, то различие в уровнях {N) может быть значительным, а потому ОКД долж
ны представлять собой кривые, не имеющие общей точки.

Рисунок 3 иллюстрирует построение ОКД по данным испытаний [6], а на ри
сунке 4 показано несколько серий кривых, полученных расчетом по уравнению (2).

%

-iSa, стиюзощ^налряж&т atm » Ой гдаере
Рисунок 3 ~ Условное представление данных по ОКД (Та(ат) при многоцикловой усталости
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Рису’нок 4 -  ОКД при -2 2 <  Igx < - 8  (шаг 2), -10< г< + 9 . Фу’нкция F=z*: а) у=0., 0.1, 0.25, xs=20;
б) у=0.25, Xs-10, 30; функция F -con st: в) у=0.25, х^~20. Меткал-, на осях соответствует

промежуток Л =18
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Вид расчетных кривых зависит от реализованных соотношений между os и ов, 
формы функций F{a) и задаваемых уровней долговечности. Для чисто девиаторного 
напряженного состояния кривые получаются симметричными. Присутствие в энер
гии активации гидростатического слагаемого в соответствии с (4) приводит к не
симметричному формоизменению ОКД, -  смещению и вытягиванию их в сторону 
отрицательной части оси абсцисс при одновременном увеличении максимума виб
рокомпоненты Ста с ростом коэффициента у. Точки максимума лежат на луче с коэф
фициентом угла наклона s = -у, что может быть использовано при подборе значений 
структурных параметров материала. Более плавным кривым Igx ~ х при х>  xs соот
ветствуют и более плавные ООД. С уменьшением отношения as/о в кривые проходят 
ниже и деформируются с появлением плоских участков. Последние имеют место для 
значений s, при которых выбранные для построения ОКД уровни Igx попадают в зо
ну скачка долговечности в точке х -  xs. Для предельной кривой F  типа ”а” ОКД при
обретают кусочно-линейные очертания. В целом форма построенных кривых не про
тиворечит экспериментальным данным [3,6].

Уточнение формы функций F  может быть проведено по результатам испыта
ний на циклическую долговечность вблизи предела усталости, например, непосред
ственно по переходному участку кривой Веллера. Здесь используем эксперимен
тальные данные по определению вероятности разрушения в зависимости от напря
жений и длительности нагружения (рисунок 5 по данным [7]).

а) б)
Рисунок 5 — Вероятностные распределения долговечности для стали 35CD4 

с термообработками а) (а-54-40кГ/мм^) и 6) (а=^82-52кГ/мм^)

Для термообработки (а) пределы текучести, прочности и усталости равны 
а г=  57.6, qb~ 80.2, <j^= 40.9 кГ/мм^ для термообработки (б) -  <зт~ 131.7, o^= 152.6, 
0 5 = 66.1 кГ/мм^. Испытания были проведены при частоте нагружения / =  100гц при 
изгибе с вращением. Так как в настоящей работе не ставится целью описание 
свойств указанной стали и все построения носят иллюстративный характер, исполь
зуем данные опытов применительно к однородному напряженному состоянию рас
тяжения-сжатия при у = 0. Считая, что уровень вероятности Р = 100% достигается на 
идеальном исходно-неповрежденном материале (соо = 0), точка с этим уровнем для 
а = 54 кГ/мм^ бьша перенесена непосредственно на кривую х ~ Igt (рисунок 6а), где 
остальные точки построены соответственно их положению на рис. 5. Все они имеют 
некоторые уровни начальной поврежденности соо(х), которые можно приближенно 
определить, перенося точку с координаты х вправо до пересечения с кривой х ~ Igx в 
точке Х(в и учитывая соотношение Х(а = х/(1 -  щ ). Вероятности 1%, например, 
будет при этом соответствовать поврежденность ©о ~ 0 . 1 0 0 . 1 7  (для а  = 54-^40). 
При использовании всех экспериментальных точек рисунка 5 можно построить 
плотности распределения Igx (соо) и Р (щ ) аналогично тому, как это было сделано в 
[8] для случая постоянной нагрузки. Если принять, что кривой .v ~ igx соответствуют 
данные с уровнем вероятности Р ~  50% (>фовень, по которому устанавливается пре
дел усталости) и провести сдвиг точек, то нетрудно увидеть, что нелинейный ход
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зависимостей кривых lgyV(P) в рамках предлагаемой модели объясняется принад
лежностью экспериментальных точек разным участкам общей кривой долговечно
сти. Сказанное иллюстрируется рис.66, где использованы данные для стали типа (б) 
(непосредственному переносу на кривую подвергнута точка с от = 82 кГ/мм^). Скачек 
долговечности при дг = на рисунке составляет около четырех порядков, а в экспе
рименте зона перехода занимает примерно два порядка. Как отмечалось выше, варь
ированием используемых параметров материала можно уменьшить скачек долговеч
ности в точке разрыва, так что формально результаты опытов и их обработку не
трудно сблизить,- для данного случая, например, при уменьшении на 7-8 поряд
ков (для <jb ~ 152) или при уменьшении на 3-4 порядка и использовании в качестве 
as значения -110. В целом же видно, что семейство функций распределения lgJV(F) 
на вероятностной бумаге может содержать участки с разным наклоном в соответ
ствии с ходом кривой x~lgT (рисунок 16), в том числе и для материалов с неявно 
выраженным пределом усталости.

Рисунок 6 -  Приведение эксперниентальных данных к расчетной кривой

Таким образом, используя те же структурные параметры, что и в случае 
о = const, модель позволяет установить связь долговечзюсти материала при статиче
ских и циклических воздейсгв11ях. Проведя промежуточное интегрирование при задан
ной форме 1щклической нагрузки (несинусоидальной, блоковой и т.п.), можно строго 
для этой формы проводить прогнозирование долговечности материала и рассматривать 
вопрос о применимости различных критериев суммирования поврежденности. В част
ности, для блоковых нагрузок вопрос о долговечности материала решается как для слу
чая действия последовательности постоянных напряжений разного уровня.
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