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ИНВАРИАНТНОСТЬ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОСТОЯНИЙ ОТКРЫТОЙ СЕТИ 

С НЕАКТИВНЫМИ ЗАЯВКАМИ^

Исследуется стационарное функционирование открытой сети массово
го обслуживания с неактивными заявками и информационными сигна
лами. Количество работы по обслуживанию заявки -  случайная величи
на, имеющая произвольное распределение. Стационарное распределение 
вероятностей состояний сети имеет мультипликативную форму и инва
риантно относительно функционального вида распределения величины 
работы, требующейся для обслуживания заявки.

1. Введение

В настоящее время в теории сетей массового обслуживания проблема ис
следования надежности обслуживающих систем становится все более акту
альной. Однако не только обслуживающая система может выходить из строя, 
поступающие в систему заявки также могут терять свои качественные харак
теристики.

С точки зрения надежности поступающих заявок, больгпой интерес для 
исследователей представляют сети массового обслуживания с неактивными 
заявками. Заявки в таких сетях делятся на два класса: первые могут обслу
живаться узлами, а вторые являются временно неактивными и не обслужи
ваются, скапливаясь в очередях узлов. Поступающие в сеть потоки информа
ционных сигналов позволяют заявкам менять свое состояние: из неактивного 
переходить в состояние, когда они могут получать обслуживание, и наобо
рот. В больгпинстве случаев исследователей интересуют характеристики ста
ционарного функционирования таких сетей, в частности, вид стационарного 
распределения вероятностей состояний.

Неактивные заявки можно интерпретировать как заявки, имеющие неко
торый дефект, делающий их непригодными для обслуживания. Действитель-

 ̂ Работа выполнена при финансовой поддержке Белорусского республиканского фонда 
фундаментальных исследований (грант № ф14м-099).
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но, при передаче данных в информационно-телекоммуникационных сетях мо
жет возникать ситуация, когда пересылаемая заявка становится непригодной 
для обслуживания в результате какой-либо поломки или сбоя в процессе ее 
пересылки. Таким образом, результаты исследования сетей с временно неак
тивными заявками представляют интерес с прикладной точки зрения.

В [1] рассматривается стационарное функционирование открытой сети с 
неактивными заявками и исследуется стационарное распределение вероят
ностей состояний в предположении, что длительности обслуживания заявок 
имеют экспоненциальное распределение. В [2, 3] исследовано стационарное 
функционирование сетей, являюгцихся обобгцением модели из [1] на случаи 
циркулирования заявок и сигналов различных типов и поступления в сеть 
потоков неактивных заявок.

Классическая открытая сеть массового обслуживания Джексона исследу
ется в [4] в предположении, что длительность обслуживания заявки имеет 
показательное распределение, однако на практике это ограничение выпол
няется редко. Действительно, на практике закон распределения длительно
сти обслуживания заявки чагце всего отличается от показательного. Поэтому 
сугцествует актуальная проблема разработки аналитического аппарата для 
исследования сетей массового обслуживания с произвольными функциями 
распределения времени обслуживания, привлекаюгцая все больгпее внимание 
исследователей [5-9]. Работы [8, 9] посвягцены исследованию инвариантности 
стационарного распределения вероятностей состояний замкнутой и открытой 
сетей массового обслуживания с неактивными заявками в случае произволь
ного распределения длительностей обслуживания. Установлено, что стацио
нарное распределение вероятностей состояний сетей имеет мультипликатив
ную форму и инвариантно относительно функционального вида распределе
ния длительности обслуживания.

В.А. Ивницкий в [7] при исследовании немарковских сетей массового 
обслуживания вводит понятие кусочно-линейных (КЛСеМО) и кусочно
непрерывных сетей массового обслуживания (КНСеМО). Обслуживание в 
таких сетях имеет не“временную”, а так называемую “энергетическую” трак
товку, т.е. каждая операция обслуживания характеризуется случайной вели
чиной работы, которую необходимо выполнить. Поскольку при произволь
ных функциях распределения количества работы, необходимого для обслу
живания заявки, случайный процесс, характеризуюгций количество заявок в 
каждом из узлов, уже не будет марковским, то, как и в больгпинстве работ 
по инвариантности, используется метод расгпирения фазового пространства 
(дополнительных переменных). В зависимости от того, как ведут себя до
полнительные переменные, характеризуюгцие остаточное количество работы, 
необходимое для окончания некоторой операции обслуживания, и происходит 
деление немарковских сетей на КЛСеМО и КНСеМО. Для КЛСеМО допол
нительные переменные Ді) убывают по линейному закону, при этом скорость 
убывания может зависеть от состояния узла или состояния сети в целом

d^jt)
dt

=  —а.
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Для КНСеМО скорость убывания зависит от остаточного количества работы. 
Эта зависимость выражается некоторой непрерывной функцией

dCjt)
dt =  -Р Ш )) .

В [7] приведены результаты по инвариантности для многих открытых и за
мкнутых сетей массового обслуживания с различными “немедленными” дис
циплинами: для сети Джексона с зависимостью параметров обслуживания и 
циркуляции от состояния сети, для сети с разными классами требований и 
параметрами потоков обслуживания и циркуляции, зависягцими от состояния 
сети, для сети с обобгценным групповым обслуживанием, сети с детермини
рованной циркуляцией, для замкнутой звездообразной сети, открытой сети с 
потерями и для многих других сетей массового обслуживания.

Энергетическая интерпретация обобгцает представление о процессе обслу
живания, представляет больгпой интерес с практической точки зрения и поз
воляет рассматривать более гпирокий класс задач и исследовать более слож
ные и интересные модели сетей. Так, в [6, 10, 11] находится вид стационарного 
распределения вероятностей состояний, условия эргодичности и устанавли
вается инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний 
по отногпению к функциональной форме распределения количества работы, 
требуюгцегося для обслуживания заявок. Сети с отрицательными заявками 
и многорежимными стратегиями рассматриваются в [12], где устанавлива
ется инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний 
по отногпению к функциональной форме распределения количества работы 
по переключению режимов. В [13] установлена инвариантность стационар
ного распределения в случае энергетической постановки для замкнутой сети 
массового обслуживания с неактивными заявками.

В настоягцей статье рассматривается обобгцение модели из [8] на случай 
“энергетической” интерпретации процесса обслуживания. Цель статьи -  ис
следование открытой КЛСеМО с временно неактивными заявками и инфор
мационными сигналами. Предполагается, что величины работ, требуюгцихся 
для обслуживания заявок в узлах, распределены по произвольному закону. 
Устанавливается инвариантность стационарного распределения состояний се
ти по отногпению к функциональной форме распределений величин работ, 
требуюгцихся для обслуживания заявок, при фиксированных первых момен
тах.

2. Описание модели сети

Рассматривается открытая сеть массового обслуживания с множеством уз
лов J =  { ! , . . . , У} .  В узлы сети извне поступают независимые пуассоновские 
потоки заявок с интенсивностями Л̂ , г € J. Все заявки, находягциеся в сети, 
подразделяются на обыкновенные, которые могут получать обслуживание, 
и неактивные. Предполагается поступление в узлы сети извне независимых 
пуассоновских потоков информационных сигналов с интенсивностями щ и ipi, 
г (Ż J. Поступивгпий в г-й узел с интенсивностью щ информационный сигнал 
уменьгпает количество обыкновенных заявок на единицу и увеличивает на
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единицу количество неактивных заявок; в случае отсутствия в г-м узле обвік- 
новеннвіх заявок сигнал покидает сетв. Поступивгпий в г-й узел с интенсив- 
ноствю ірі йнформацйоннвій сигнал уменвгпает на единицу количество неак- 
ТИВНВ1Х заявок, увеличивая на единицу число обвікновеннвіх заявок; в случае 
отсутствия в г-м узле неактйвнвіх заявок сигнал покидает сетв. Обслужива
ния йнформацйоннвіе сйгналві не требуют.

Состояние сети в момент времени t характеризуется вектором z{t) =  
=  , i G J), где -  состояние г-го узла в момент време
ни t. Здесв rii{t) и n[{t) -  число обвікновеннвіх и неактйвнвіх заявок соответ
ственно в г-м узле в момент времени t, а обгцее число заявок в г-м узле равно 
rii{t) Процесс z{t) обладает счетнвш фазоввш пространством Z.

Нумерация обвікновеннвіх заявок в очереди каждого узла осугцествляется 
от “хвоста” очереди к прибору, т.е. если в г-м узле находится щ обвікновеннвіх 
(актйвнвіх) заявок, то заявка, которая обслуживается, имеет номер щ, а по
следняя заявка в очереди имеет номер 1. Неактйвнвіе заявки в очереди г-го уз
ла нумеруются следуюгцим образом: заявка, последняя ставгпая неактивной, 
имеет номер ф. Поступаюгций в узел г сигнал щ воздействует на обвікно- 
венную заявку, имеюгцую номер 1, которая становится неактивной заявкой 
под номером п̂  +  1. Сигнал ірі воздействует на неактивную заявку, имеюгцую 
номер п̂ , которая становится обвікновенной заявкой под номером 1.

Дисциплина обслуживания -  LCFS-PR. Поступаюгцая в узел г заявка на
чинает сразу обслуживатвся и получает номер щ +  1, а ввітесненная заявка 
сохраняет номер щ и становится первой в очереди на дообслуживание. Пред
полагается, что в началвнвій момент времени временно неактйвнвіе заявки в 
сети отсутствуют.

Если в момент времени t состояние г-го узла еств вектор (пі{і), n^{t)) и 
сразу после указанного момента в этот узел поступает заявка, которая, как 
отмечалосв ввіпіе, начинает немедленно обслуживатвся, то количество рабо- 
ТВІ по ее обслуживанию является случайной величиной г]г{щ +  п̂  +  1) с функ
цией распределения Ві{пі +  п̂  +  1, z) и средним ті{пі +  п  ̂+  1) <  оо. Предпо
лагается, что Ві{пі -Ь ф  -Ь 1, 0) =  О, г € J. Если в момент времени t состояние 
г-го узла еств то обслуживание ведется со скороствю +  п'̂ ),
т.е. зависит от состояния узла, г € J. Обслуживание в таких сетях имеет не 
“временную”, а так назвіваемую “энергетическую” трактовку, т.е. каждая опе
рация обслуживания характеризуется случайной величиной работві, которую 
необходимо ВВ1ПОЛНИТВ. Заявка, получивгпая обслуживание в г-м узле, мгно
венно с вероятноствю pyj переходит в узел j, а с вероятноствю руо покидает 
сетв РРг,о =  1, г € j ) .  Не ограничивая обгцности рассуждений, до
говоримся считатв pî i =  о, г € J. Матрица маргпрутизации предполагается 
неприводимой.

Для открвітвіх сетей показано, что в случае неприводимости матрйцві 
маргпрутизации (pij) система уравнений трафика

N
(1) Д =  ‘̂ іРір ■> j  €

і=1

имеет единственное положителвное регпение {ej, j  € J } [4]. 
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3. Инвариантность стационарного распределения вероятностей
состояний сети

В [1] рассмотрен случай, когда В і { п і + п '̂ , z ) =  1—ехр{— (ці >  О, z  >  0), 
Ті(,Пі +  nQ =  1/ці с единичной скоростью обслуживания аі{пі +  nQ =  1, т.е. 
в этом случае Ві{пі +  n[,z) является функцией распределения экспоненци
ального времени обслуживания, г € J. Тогда z{t) -  марковский процесс, для 
которого справедлива следующая теорема.

Т ео р ем а  1 [1]. При выполнении условий

( 2)

(3)

марковский процесс z{t) эргодичеп, а стационарное распределение вероятно
стей состояний процесса имеет вид

(4) р { { п і , П і ) , (пл?,п'дг)) = р і(п і,п 'і) . ..рм{пм,пС).

Здесь {{п 1 , п ' С ) , { п м , п С ) )  е

Р г { П г Л ) = д - Щ -V Р і/  \ Рг
1 -

Рі'рі'
еіУі

стационарное распределение вероятностей состояний г-го узла, 
{sj, J € J } -  решение системы уравнений трафика (1).

В [9] было рассмотрено обобщение модели из [1] на случай произвольно
го распределения длительностей обслуживания. Было найдено стационарное 
распределения вероятностей состояний, условия эргодичности, установлена 
инвариантность стационарного распределения вероятностей состояний по от
ношению к функциональной форме распределения длительностей обслужи
вания. В [8] аналогичный результат получен для случая замкнутой сети с 
неактивными заявками.

Исследуем теперь более широкий случай, рассматривая энергетическую 
интерпретацию процесса обслуживания. Пусть количество работы по об
служиванию заявки является случайной величиной уфщ +  п'ф с произволь
ной функцией распределения Bi{ni +  n^,z) и математическим ожиданием 

+  п'д) <  оо. Пусть фі к̂С) -  количество работы, которое осталось выпол
нить с момента t для завершения обслуживания заявки, стоящей в момент 
времени t на к-й позиции в г-м узле, фі(і) =  (фуі(і), . . . ,  iG  J.
В силу сказанного если состояние г-го узла есть то

Ф̂г,пі-Нп'- О
dt

=  -аф пі +  п'ф, г е  J.

Тогда в общем случае процесс z{t) не является марковским, поэтому рас
смотрим кусочно-линейный марковский процесс (ф) =  вФ)^ ФФ))і добавляя 
к zф) непрерывную компоненту фф) =  (фіф) , . . .  ,фмф))-
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Введем обозначения:

F(̂ Ẑ  1̂,1̂  • • • ; ’ ̂ 2,1; . . . , Х2̂П2~\-П2 5***5 ̂ N,1̂  . . . , )

=  lim P{z{t)  =  z, Д і ( і )  < Жід,.. .,грі,пі+п'Х < ^щ +п',г G J},С—>co * *
z G z, Xk,i € M V A:, L

Функции F{z,x)  будем называть стационарными функциями распределения 
вероятностей состояний кусочно-линейного процесса ((t), поскольку при каж
дом фиксированном z функция F{z, х) в части непрерывных компонент пред
ставляет собой функцию распределения.

Т е о р е м а  2. Flpu выполнении условия

п' 'ГЧ+ТіN

(5)
z€.Z і=1

е-т  I Л  Ti{s)ai{s) Ч  < оо,
5=1

где
N

q{z) = {Хі +  Ti{s) ^ai(s) +  Ui +  (pi),
І=1

процесс ({t) эргодичен, а стационарные функции распределения вероятно
стей состояний F{z, х) определяются по формулам

( 6) F { Z ,  Х )  =  Р і { П і , П і ) р 2 { П 2 , П 2 )  ■ ■ ■ Р М { П М ,  П ^ )  X 

N  m + F  F s

П П -  Bi{s,u))du, z ^ Z ,
І=1 s=i d

где

(7) Рііпі, п'і) =
ni+n̂

Ti J Д  ai{s)
Pi (0,0),

бі находятся из (1), а

(8) Рг(0,0) =  I Е Е
\Пі=0 га'.=0

га'. m+F

П
- 1

Ф )
Ti J Ml

i (z 'J.

Доказательство теоремы 2 приведено в Приложении.
Обозначим через {p{z), z G Z}  -  стационарное распределение вероятно

стей состояний процесса z{t). Из теоремы 2 с учетом равенства p(z) =  
=  F{z,  +оо) вытекает следуюгцее следствие.
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Следствие.  Если выполняется соотношение (5), то процесс z(t) эрго- 
дичен, а его стационарное распределение вероятностей состояний {p{z), z € 
€ Z}  не зависит от функционального вида распределений Bi{,s,x), г G J, и 
имеет мультипликативную форму

p{z) =  Рі{Пі,Пі)р2{П2 ,П2) . . .рм{пм,п'^),

где Рі{пі,п'ф определяются по формулам (7), (8). Здесьрфщ,п'ф,г € J, -  ста
ционарное распределение вероятностей состояний изолированного узла.

4. Заключение

Исследована работа открытой сети массового обслуживания с неактйвнві- 
ми заявками и йнформацйоннвімй сигналами. Дисциплиной обслуживания 
являлся абсолютнвій приоритет поступаюгцей заявки с дообслуживанием вві- 
тесненной с прибора заявки. Для случая произвол иного распределения вели
чин работ, требуюгцихся для обслуживания заявок, установлена инвариант
ности стационарного распределения состояний сети по отногпению к функ- 
ционалвной форме распределений величин работ при фйксйрованнвіх пер- 
ВВІХ моментах. Найдено условие эргодичности. Установлено, что стационар
ное распределение сети имеет форму произведения, где каждвій множители 
является распределением отделвного узла, помегценного в фиктивную окру- 
жаюгцую среду. Резулвтатві исследований сети могут бвітв йсполвзованві на 
практике для анализа стационарного функционирования реалвнвіх объектов, 
имеюгцих сетевую структуру и допускаюгцих неактивное состояние заявок.

ПРИЛОЖЕНИЕ

До ка за те льс тв о  теоремы 2. Рассмотрим процесс Ді).  При ввіпол- 
нении условия (5) Ді)  эргодичен. Строгое доказателвство этого факта может 
бвітв проведено с помогцвю пределвной теоремві Смита [10], если учеств, что 
случайнвій процесс Ді)  является регенерируюгцим. Действителвно, функцио
нирование сети схематично можно представитв как чередование периодов, 
когда сети находится в состоянии “0” (в узлах нет ни обвікновеннвіх, ни неак- 
ТИВНВ1Х заявок), и периодов занятости сети (в противном случае). Момент пе
рехода сети в свободное состояние “0” является моментом регенерации. Далее 
доказателвство сводится к применению теоремві Смита для регенерируюгцих 
процессов.

Изменения состояния кусочно-линейного процесса ((t) за счет поступле
ния в сети заявок или поступления йнформацйоннвіх сигналов, переводягцих 
заявки из обвікновенного состояния в неактивное или наоборот, будем назві- 
ватв спонтаннвімй изменениями.

Обозначим через Сі (£ Z вектор, все коордйнатві которого равнві нулю кро
ме {пі,п'д) =  (1,0), и через е( € Z  вектор, все коордйнатві которого равнві ну
лю кроме =  (о, 1).

Пусти h мало. Рассмотрим вероятности собвітйя 
P{z{t  +  h) =  z,tpi^{t +  h) < Хіц,...  ,Дпі+пі{і +  h) <Хі^т+пр і G - }̂-
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Это событие может произойти следующими взаимоисключающими способа
ми.

1. С момента t за время h не произошло ни одного спонтанного изменения 
и обслуживание ни в одном узле не закончилосв. Вероятноств этого равна

P^z(t)  =  г,фі^і(і) <Хі^і, . . . ,аі{пі +  пфМпі>о Ф Фі,пі+п',{і) <

< Нпі+ф +  +  K)hlm>0, г е j|  X

X +  щ1щ>о +  h +  о(Л,)  ̂ .

2. За время h поступила заявка в г-й узел, которая сразу начала обслужи- 
ватвся, ни в одном узле обслуживание не закончилосв, других спонтаннвіх 
изменений не произошло. Вероятноств этого равна

P^z(t)  =  z -  еі,фй,і{і) <хи, 1 , . . . ,аи{пи +  п'ф)Ып̂ ,>о Ф Фк,пи+п'̂ {̂ ) <

^ Р С(к{Пк Р 'Tlk)h,Inf->Oi к G J, к ф І,

фі,і(і) <  Жуь . . . ,  афт +  n ' i - l ) ( h -  е)1щ>1 Ф Фі,т+ф-ііі) <

<  Ж і , +  афт Р п 'і -  l){h -  е)1щ>1, г е j }  X 

х В і [ т Р  п'і, Хі̂ тхп'. р  афт Р п'фв) 1щ>о {h h  +  o{h) ) ,

где (h — O) -  время, которое прошло с момента t до поступления заявки, а 9 -  
время с момента поступления заявки до t +  h, О < 9 < h.

3. За время h в j -м узле заявка бвша обслужена, после чего она мгновенно 
перешла в г-й узел, спонтаннвіх изменений не произошло. Вероятноств этого 
равна

P^z(t)  =  z - 6 i  +  е^,фкдф) < Хкд,.. .,ак{пк +п'фЫп^>о Ф Фк,птп'^ )̂ <

Р ^k,rik+nj Р а.к{пк Р пф)Ыщ,>о  ̂ к (£ J, к ф г, к ф j,
< Жуі, . . . , (t) < Ж ( t ) <

< aj{rij +  n'j +  l){h — 9),

фідф) <  Жуі,. . . ,  афт P n ' i - l ) { h -  9)1щ>1 Ф Фi,n^+n' -̂l{t) < 

<  +  афт Р п ' і - І ф к -  9)1щ>1}  X

хВі (щ  Р п'і, Хі̂ пі+п\ Р афт Р п'ф9\Pj,iIni>o Р o{h),

где (h — 9) -  время, которое прошло с момента времени t до окончания об
служивания заявки, О < 9 < h.
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4. За время h в j -м узле заявка бвша обслужена, после чего она покинула 
сети, спонтаннвіх изменений не произогпло. Вероятности этого собвітня

P^z(t)  =  z +  е^,фк,і{і) <Xk, i , . . . ,ak{nk +  n'k)hInk>o Ф Фк,пі̂ +п'̂  (Ф) Р 

Р ^k,nk+nj Р  CKfc(^fc +  к J, к ф j,

• • • іФі,Пп+п'Хк) < ■+«'.) V̂ J,ri,+ri'. + l(^) ^J •' J •' J

< aj{n,j +  n'j +  l ) { h -  9) jpyo +  o{h).

5. За время h в г-й узел поступил ннформацйоннвій сигнал интенсивно
сти г/j, уменвгпивгпий количество обвікновеннвіх заявок на единицу и уве- 
личивгпий на единицу количество неактнвнвіх заявок, других спонтаннвіх 
изменений не произогпло, обслуживание ни в одном узле не закончилосв. Ве
роятности этого равна

P^z(t) =  z +  Ci -  <Xk,i,...,ak{nk +  n'k)hInk>o Ф'Фk,nk+njii) <

P 4“ CKfc(̂ fc +  4T-k)kInk>07 к (ż J, к Ф i,
<  Жід,. . . ,  афпі +  n[)h Ф <

< Хі̂ т+п' +  аг{пі +  n'i)h]{uih +  о(/г))/„/>о.

6. За время h в г-й узел поступил ннформацйоннвій сигнал интенсивно
сти ірі, уменвгпивгпий количество неактнвнвіх заявок на единицу и увели- 
чивгпий на единицу количество обвікновеннвіх заявок, других спонтаннвіх 
изменений не произогпло, обслуживание ни в одном узле не закончилосв. Ве
роятности этого собвітйя

P^z(t) =  z -  Ci +  <Xk,i,...,ak{nk +  n'k)hInk>o Ф'Фk,nk+njit) <

P ^k,nk+nj P Ctkijlk P 'Tlk)h,Inf->Oi к J, к Ф i,
<  Жід,. . . ,  афпі +  п[)Ыщ>1 P Фі^пі+фіі) <

< Хі̂ т+п' Р аі{пі +  п'і)Мпі>і \{(fih +  о(/г))/„,>о.

7. И, наконец, за время h происходит не менее двух изменений состояния 
сети. Вероятности этого собвітня еств o{h).

Естественно, что в каждом из перечнсленнвіх пунктов и для каждого узла 
параметр 9 свой. Но чтобві не загромождатв ввікладкн, индексация для 9 не 
вводится.

В силу сказанного имеем:

P^z{ t  +  h) =  z,tl)i^i{t +  h) < Xi î,. . .  +  h) <Хі^пі+ф, * е j }  =

=  p|z(t) =  z,фi^l{t) <Хі^і, . . . ,аі{пі +  пфМпі>о Ф Фі,пі+п',{і) <

< Нпі+ф Р +  К)кІпі>0, г е j|  X
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/  N
X f 1 — +  щ1щ>0 +  ‘filn[>0

i=l
+

N
+  ^ p \ ^ z {t)  =  z -  ei,tpk,i(t) <Xk, i , . . . ,ak(nk +  nk)hInk>o ^ i k̂,nk+n' ît) <

i=l
^ f̂c,rife+rij_ P С(к{Пк + 'Tlk)h,Inf->Oi к J, к ^ i, 

фі,ііі) < Xi î,. . . ,  афт + n' i - l ) (h-  е)1щ>1 Ф 'Фі,т+п',-ііі) <

< Xî m+n',-1 + афт +n'i~ l){h -  в)1щ>1, i € j|  X

xBi (̂ m + n'i, + афт + п'фв̂  Inmoikh +  o{h)) +
N N

+ E  E  P^z(t)  =  z-Ci  +  е^,фк,іф) <  f̂c,i, • • ■, акіпк +  n'k)hlnk>0 Ф
i=l

Ф Фк,п̂ +п'̂ (̂Ф P k̂,nk+n'f̂  P а,к{пк + пф)ІІІпі.>07 к G J, к ф i, к ф j,

ФзЛФ < І̂,Ь • • • ,Фj,nJ+n'.{t) < Xĵ nJ+n'.,Фj,nJ+n'.+l{t) < ajirij + n'j + 1){П-в), 

(П.1) фі̂ фі) < Жід,. . . ,  афт + п'і- l){h -  е)1щ>1 Ф Фі,пі+п',-ііФ <

< Ж і , + афт + n ' i - l ) {h-  е)1щ>1} X 

хВі (пі + п'і, Xî ni+n'̂  + афт + Рі,іІпі>0 + o{h) +
N

+  =   ̂+  ej,'0fc,i(i) <Xk, i , . . . ,ak(nk +  n^k)hInk>o Ф Фк,птп'̂ І̂Ф <
3 =  1

Р ^fc,rifc+rij_ Р а,к{пк +  пф)ІіІпі.>07 к (z J, к ф j,

ФзлФ') Р З̂Л’ • • • J Фj,nj+n'XФ ^ ĵ,nj-\-nX 1 Фjjnj-\-nX +i(t) <J •' J •' J

< ajirij + n'j + l ){h-  6»)|pj,o + o{h) +
N

i=l
+  E  =  z +  6 i -  е'і,фк,фі) < Xk,i,. . . ,  акфік +  п'ф)Ып^>0 Ф

Ф Фк,пі̂ +п'і,Ф) Р k̂,nî +n'f, Р а.к{пк + пф)}і,Ігц.>0) к G J, к ф і, 
фі,іф) < Жід,. . . ,  афт + п'фн ^ фі̂ т+п',Ф) <

< Нпі+Ф + афт + n'i)h {̂uih + о(/г))/„/>0 +
N

+ =  ̂-  Р +^'аФкЛФ < Хк,ъ ■ ■ ■ а̂кфік + п'ф)Ып̂ ,>о Ф
І=1

Ф Фк,пі̂ +п'і,Ф) Р k̂,nî +n'f, Р а.к{пк + пф)}і,Ігц.>0) к G J, к ф і, 
фі,іф) < Жід,. . . ,  афт + п'фЫщ>1 Ф фі̂ т+п',Ф) <

< Нпі+ф + афт + n'i)hIni>î i<~Pih + o(h))Ini>o + o{h).
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Далее каждую вероятность, входящую в приведенные выше уравнения, 
выразим через функции вида

Ft{z,x) = P ^ z ( t )  =z,'ipi^i(t) г € j } .

Рассматривая Ft{z, х) как сложные функции от Л, и предполагая, что у них су
ществуют частные производные первого порядка по переменным t и щхп'- > 
запишем разложения этих функций в ряд Тейлора с остаточным членом в 
форме Пеано, учитывая, что

P^z{t)  =  z,'ipi î{t) <  жуі,.. . ,аі{пі  +  rii)h ^

Фцпі+п'.іі) < Нпі+п', +  афпі +  n'i)h, г € j }  =

=  Ft ( ẑ,Xi î,. . . +  ai{rii +  n'i)h, г € -

N

~^Ft(^z ,Xi^i , . . . ,  +  афт +  n'i)h,
k=l

i J,i ф к] ЖД;Д, . . . , 3̂ fc,rifc+riJ_ —1) Oikipk Т +  . . .

. ..  +  Ft ( ẑ,Xi î,. . .  ,Хі^пі+п',-і,афпі +n'i)h, г € .

Очевидно, что те функции Ft{z,x),  у которых в качестве аргументов будут 
встречаться h не менее двух раз, при разложении в ряд Тейлора будут да
вать o{h). Поэтому

p|z(t) =  z,'tpi î{t) <  жуі,.. . ,афт +  n'i)h ^

Фі,пі+п'.Ф) < Хі̂ т+п'. +  афпі +n'i)h,i е  =

=  Ft (̂ z, жуі, . . . ,  Хі̂ пі+па * € +

V—V kJFt{z, Xi i, ■ ■ ■, mXn'-1  ̂ ^ , /,
+  2 ^ -----------------+  ^i)h -

i=l dx г,Пі+п'-

N

E
i=l

dFt{z, Xl̂ i, , I G J, I Ф i, Жуі, . . . , З̂ угіі+гафі) 0)

к̂ г̂,Пі+'ф

хафт + n'i)h + o{h).

Выражения вида Вфщ +  ф, +  афт +  пфв) также раскладываем в
ряд Тейлора как функцию переменной 9.

Устремляя t к бесконечности и учитывая, что в этом случае частная про
изводная Ft{z,x)  по переменной t стремится к нулю, получаем следующую
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систему уравнений:

(П.2)

N

F{z, х) =  F{z, х) +  h ^  аі{пі +  п') х
i=l

( \dF{z, х) (  dF{z,x)
дХігц-І^п\V

N

у 9хі^т+п'^ ^
і̂,Пі + п (= 0 /

І'Пі>0

\i=l
N

+  ^  [\ih +o{h))Bi{ni  +  ni,Xi, .̂j ,̂ î,)F{z -  ei,x) +
i=l

N  N

+h  E  E  aj{rij +  n'j +  l)Vj,iBi{rii +  n'i, Хі^пі+п') X
j=l

dF{z +  Cj — Ci, x)
dXj^nj+n'. + l

І-Пі>0 +

+/г ^  + n'j + l)pyo f

N

+  ^  F(z +  6i -  e', x){vih +  o{h))In'.>o +
i=l

N

+  ^ F { z  - в і  +  e'i,x){Lpih +  o{h))Ini>o +  o{h).

+

i=l

Вычтем из обеих частей F{z,x) ,  после чего оставпіуюся ненулевой правую 
частв разделим на Л, и устремим h к нулю. Таким образом, для F{z,x)  спра
ведлива следуюгцая система дифференциалвно-разностнвіх уравнений:

N

F{z, х) ^  (Aj +  Vila i>0 +  </?гФі'>о)
i=l

N (
+  n ')

г = \

dF{z,x)  ( dF{z,x)
дх.

V
\ dx І-Пі>0 +

V
N

+ X! ^г,Пі+ф)^(^ -  ед Ж) +
і=1
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(П.З)
N  N+Е Е ( i j i r i j + r i j + i ) p j , i B i { m  + n-

j=l
'І7

dF{z +  Cj — Ci, x)
dXj^nj+n'. + l

І-Пі>0 +
j,nj+n'. + l = 0

+  £ a j ( n , + , , ' + l ) p , . „ f 5 Q i ± S b £ ) ' ) +
j

w
'j,nj+n'. + l = 0

N

+  ^  F{z +  C i-  e', x)viIn'.>Q +  ^  -  e» +  е^,х)(р^щ>о-
i=l i=l

Разобьем эту систему уравнений на уравнения локального баланса:

-Л) \iF{z, x) =  Y  «і(%- +  +  1)Рі,о a;) ^
i=l 3 =  1 дх j,n j+ n 'j +  l

j,rij+n'. + l =0

(П.5)

(П.6)

F { Z ,  Х )  {Щ 1 щ > 0  +  <РгІпі>о) =

=  F{z +  C i-  е', ж)г/і/„ /> 0  +  F{z  -  е» +  е^,х)(р^щ>о,

(
аі{пі +  Пі)

(  dF{z,x)

î,n,+n'=°

9F(z, ж)

КВі {пі +  п', j  F (z -  бі, ж) +

Пг>0 —

N

+  ^  a j (n j  +  п'- +  l ) 'P j , i B i { m  +  п ', Жі^„.+„/) X
3 = ̂ ,33̂ і

I OF {z +  — Ci, х)\
^^j,nj+n'- + l

ІПі>0і i ^ J -
j,rij+n3 + l = 0

Покажем, что функции распределения вероятностей F{z,x) ,  определен
ные формулами (6), являются регпением системы уравнений (П.4)-(П.6), а 
следовательно, и системы уравнений (П.З).

Если Пі >  О, то подставляя (6) в уравнение (П.6), приводя подобные сла
гаемые, деля обе части полученного соотногпения на Вг{щ +  п[, Xi^ni+n')F{z — 
— ві,ж), получаем уравнение трафика (1), если щ =  О, то (П.6) преврагцается 
в тождество. Подставляя (6) в (П.4), получаем следствие уравнения трафика 
1 =  И, наконец, подставляя (6) в (П.5), получаем тождество.
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