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Целью работы является линейный дискретный синтез двухконтурной системы с одним входом и одним 
выходом с пропорционально интегрирующими (ПИ) регуляторами, ориентированный на управление объекта-
ми, параметры которых могут изменяться в некоторых пределах. Метод синтеза основан на локализации 
корней и разделении движений на быструю и медленную составляющие. Параметры ПИ-регуляторов опреде-
ляются на основе задания желаемых значений корней характеристического полинома на комплексной плоско-
сти и использовании редуцированной, первого порядка, модели объекта. Использованы условия, при которых 
динамические свойства каждого из контуров системы близки к свойствам динамического звена второго по-
рядка. Дискретность управления, обусловленная микропроцессорным управлением, ограничивает область 
устойчивости каждого из контуров управления. Область устойчивости каждого контура имеет форму круга 
на комплексной плоскости корней, и радиус круга есть величина, обратно пропорциональная интервалу време-
ни дискретизации управления данного контура. Внутренний контур должен иметь значительно меньшее вре-
мя регулирования, чем внешний. Поэтому во внешнем контуре время расчета сигнала на выходе ПИ-регулятора, 
равное интервалу дискретности, может допускаться большим, чем во внутреннем.

Метод определения параметров ПИ-регуляторов является приближенным, и эффективен для управления 
в системах, динамика которых складывается из быстрой и медленной составляющих движения. Примером 
таких систем, в частности, являются автоматизированные электроприводы промышленных установок, ко-
торые характеризуются малым временем электромагнитных переходных процессов и длительными процесса-
ми механического движения. Приводится пример расчета и моделирования, который иллюстрирует суть ме-
тода и его применение. 

Ключевые слова: линейный синтез, дискретная система, область устойчивости, многоконтурная система, про-
порционально-интегрирующий регулятор, модальное управление, характеристический поли-
ном.

Введение
Компенсация инерционности объекта регу

лятором [1] предполагает знание параметров 
объекта управления. Поскольку модель объек
та, применяемая для синтеза, не вполне досто
верна, а параметры объекта подвержены изме
нениям в широких пределах, область примене
ния принципа компенсации инерционностей 
и подчиненного управления [1] ограничена. 
В последние десятилетия разрабатываются ме
тоды управления с регуляторами простой струк-
туры, пропорционально интегро-дифференци
рующим (ПИД) и, в частности, ПИ-регу лято-
рами с учетом параметрических возмущений 
[2–8], в том числе [5] и для многоконтурных 
систем.

Сигналы управления формируются цифро
выми устройствами управления (микрокон
троллерами). Для внешних контуров регулиро

вания интервал времени, необходимый для 
формирования сигнала управления, может по
требоваться большим, чем во внутренних кон
турах, однако ограничен по условиям устойчи
вости. Для внутренних контуров по соображе
ниям качества динамики системы предпочти
тельно высокое быстродействие и, следова
тельно, высокая частота дискретности форми
рования управления. Высокая по сравнению 
с временем отклика системы частота дискрет
ности допускает применение непрерывных 
методов синтеза для цифровых систем, что, 
однако, не всегда выполнимо, например, для 
управления в контуре тока электропривода. 
Поэтому остается актуальным синтез управле
ния дискретных многоконтурных систем [4, 8], 
в том числе систем управления электроприво
дами, где электромагнитные процессы по вре
мени соизмеримы с интервалом дискретности 
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цифрового управления. Расчет параметров ПИ-
ре гуляторов с учетом изменения параметров 
объекта возможен на основе модального управ
ления (по заданным корням характеристиче
ского полинома, локализованным в заданной 
области).

Целью работы является синтез дискретных 
ПИ- регуляторов двухконтурной дискретной 
системы управления непрерывным объектом 
на основании локализации корней и разделе
ния движений на быструю и медленную со
ставляющие [9].

Синтез выполняется в следующих предпо
ложениях. Система имеет двухконтурную 
структуру цифрового управления непрерыв
ным объектом. Внутренний контур должен 
иметь значительно меньшее время регулирова
ния, чем внешний. Поэтому во внешнем кон
туре время расчета сигнала на выходе ПИ-ре-
гулятора может допускаться большим, чем во 
внутреннем, но быть кратно ему. Требуемое 
время регулирования системы значительно 
меньше, чем минимальное время реакции объ
екта на единичное ступенчатое воздействие во 
всем диапазоне изменения параметров объекта.

Область устойчивости и область качества
Область устойчивости дискретной систе

мы [10] на плоскости комплексной перемен
ной z имеет вид единичного круга с центром 
в начале координат. Система имеет два конту
ра управления, внутренний содержит цифро
вой ПИ регулятор с периодом TC дискретно
сти, внешний – 1 =C CT kT , (k – целая положи
тельная величина). 

Область качества внутри области устойчи
вости на комплексной плоскости формируется 
в зависимости от требуемого времени 0 0 0[ , ]∈t t t  
регулирования и ограничения на колебатель
ность системы. В дискретной системе этот ин
тервал измеряется в безразмерных единицах, 
а именно, количеством интервалов дискретно
сти. Если же система имеет несколько перио
дов дискретности, то для введения единой 
меры качества в многоконтурной системе це
лесообразно как область устойчивости, так 
и области качества контуров отобразить в ле
вую полуплоскость комплексной плоскости 
в масштабе, соответствующем непрерывным 
процессам. Для этого выполняется замена пе
ременной [10], отображающая единичный круг 

с центром в начале координат на плоскости z  
в круг в левой полуплоскости переменной q ра
диусом 1-=C CR T , проходящий через начало 
координат, что показано на рис. 1 и описывает
ся выражением

 ( 1)= +Cz T q .  (1)
Переменная q близка к переменной s  пре

образова ния Лапласа в малой окрестности на
чала координат комплексной плоскости. Из (1) 
с учетом разложения экспоненты в ряд Тейлора 

exp( ) 1 ( ) / 2! 1 (1 )= = + + + < -C C C Cz T s T s T s T s  
следует, что 2( ) (2(1 ))- ≤ -C C CT q s T s T s , и от-
носительная разность δ = -q s s  оценивает
ся выражением

 2 1
δ <

-
C

C

T s
T s

 (2)

Это означает, что в области < e Cs R  отно
сительная погрешность перехода от q к s не 
превосходит величины / 2e . Для двух конту
ров управления с различными интервалами 
дискретности области устойчивости и качества 
показаны на рис. 1. Внутренний контур регу
лирования имеет область устойчивости радиу
сом 1-=C CR T . Для внешнего контура регули

Рис. 1. Области качества D, D1 и области устойчивости 
RC, RC1, на комплексной плоскости переменной q для 

двух контуров
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рования область устойчивости имеет радиус 
1

1 1
-= = eC C CR T R . Степень взаимного влияния 

динамики двух контуров [11] тем меньше, чем 
меньше [ ]0; 0,5e∈ . Для двух комплексных со
пряженных корней 1,2 0 0= -a ± ωq j  справедли
вы, учитывая приближенную зависимость 

0 03 ≈ at , ограничения 0 00Re( ) [ , ]= a ∈ a aiq , 
0 0 0ω a ≤ k  ( 1,2)=i , которые определяют допу

стимую область качества в виде трапеции на 
комплексной плоскости переменной s, и кри
волинейной трапеции на плоскости q.

Расчетные выражения
Структура системы с цифровыми ПИ регу

ляторами R1 и R2 для управления непрерыв
ным объектом показана на рис. 2. Система 
содержит ПИ-регуляторы вида = =R R RW M N  

1 0( ( 1) ) ( 1))- + -Cc z c T z  и непрерывный лине
аризованный объект, описываемый уравнениями

, = +P P P PBx A x u   = P PC xy . 
Редуцированная модель объекта внутрен

него контура имеет передаточную функцию 
( ) ( ) ( ) ( )= = +P P P P PW s M s N s b s a , или, в ди-

скретном виде ( ) ( )=P P PW M z N z . Здесь, если 
0≠Pa  то NP(z) = z – d. Постоянная d = exp(–TCaP) 

представима в виде
2exp( ) 1 ( ) / 2!

1 (1 / 2! ) 1 (1 ).
= - = - + - =

- - + = - - σ





C P C P C P

C P C P C P P C P

d T a T a T a
T a T a T a T a

Здесь величина 1 / 2! 1σ = - + ≤P C PT a  прибли
жается к единице при 0→C PT a . Поэтому 
1 (1 )- = - σC P P C Pd T a T a , (1 )′ = - σP P P C Pb b T a , 

( ) ′= =P P PM z M b . Характеристический поли
ном замкнутого внутреннего контура принима
ет вид 0 1( ) ( 1)( ) ( ( 1)) ′= - - + + -C PN z z z d T c c z b . 
Если 0=Pa , то 1=d , ( ) ( 1)= -P C PW z T b z , 

′ =P Pb b . Замена ( 1)= +Cz T q  дает в обоих слу
чаях полином от переменной q, который имеет 
вид

 
2

1 0( ) ( )′ ′= + + +P P PN q q q a c b c b . (3)

Если aP = 0, то 

 
2

1 0( ) = + +P PN q q qc b c b . (4)
Запас устойчивости дискретной системы 

наибольший при равных действительных кор
нях 1 2 0 1( ) 2′= = -a = - +P Pq q a c b , тогда пара
метры 

 1 0(2 ) ;′= a - P Pc a b  2
0 1 2 0( ) ′= = aP Pc q q b b . (5)

Для внешнего контура управления значе
ние 1 2 01= = -aq q  рассчитывается по времени 
регулирования в соответствии с выражением 

01 03a = t . Учитывая, что область качества 
должна располагаться в малой окрестности на
чала координат относительно радиуса области 
устойчивости, 01 1 1a ≤ ≤ e Ch R  можно рассчи
тать 1

1 1
-≥ eCR h , где 0 0,5< e ≤ . Отсюда рас

считываются интервалы дискретности внеш
него контура 1

1 1
-=C CT R  и внутреннего

 
1 1

1 1 1
- -= ≤ eC CT R h , 1 1

1
- -= ≤ eC C CT R R  (5)

Значения интервалов дискретности внеш
него внутреннего контуров управления долж
ны быть кратными, 1 =C CT kT  с коэффициен
том 1-≥ ek . Корни характеристического поли
нома внутреннего контура целесообразно при
нять равными действительными 1,2 0= -aq , 
где величина 0a  должна удовлетворять усло
виям 1 0< a ≤ eC CR R .

Пример расчета
Пример расчета ПИ регуляторов системы 

(см. рис. 2) выполнен для параметров модели 
объекта внешнего контура: 1 50=Pb , 1 0=Pa , 
внутреннего контура: 100=Pb , 100=Pa . Внеш
ний контур должен иметь время регулирова
ния 1

0 0,15 -≤t c , и для этого корни полинома 
внешнего контура принимаются равными q1,2 = 

1
01 20 --a = - c . Далее, учитывая интервалы ди-

ск ретности TC1 = 0,01c и TC = 0,001c  получены 
значения параметров регуляторов внешнего кон

тура 1
11 0 02 0,8 -= a =Pc b c ; 2 1

01 0 0 8,0 -= a =Pc b c  

Рис. 2. Двухконтурная структура
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и внутреннего контура 1
1 0(2 ) 3 -′= a - ≈P Pc a b c , 2 1

0 0 380 -′= a =Pc b c .
Реакция системы на ступенчатое воздей

ствие представлена на рис. 3. Здесь u – сигнал 
управления, y – выходная величина, x пере
менная системы, пропорциональная произво
дной от выходной величины. На рис. 3, а по
казан процесс в двухконтурной системе с дву
мя синтезированными дискретными ПИ-регу-
ляторами. Для идеализированного расчетного 
внешнего контура системы в предположении 
безынерционного контура тока расчетный про
цесс в системе показан на рис. 3, б. 

Результаты моделирования процессов пока
зывают, что выбранные соотношения интерва
лов дискретности и локализации корней вну
треннего и внешнего контуров позволяют при 
синтезе внешнего контура внутренний контур 

считать безынерционным звеном. Учитывая бо
лее высокое быстродействие внутреннего кон
тура, при его синтезе можно пренебречь дина
микой внешнего контура. 

Заключение

Синтез управления, основанный на требо
ваниях по быстродействию к системе в целом, 
позволяет формировать динамические свой
ства контуров управления и необходимые для 
расчета сигнала управления интервалы дис
кретности.

Модальное управление для синтеза дает 
преимущество в свободе локализации корней 
в зависимости от показателей качества. Ис
пользование в процессе синтеза редуцирован
ных моделей допустимо, если малый параметр 
удовлетворяет условию e ≤ 0,25. 

а       б
Рис. 3. Реакция на ступенчатое воздействие, а – двухконтурная система с ПИ регуляторами. б – контур, содержит 

дискретный ПИ регулятор и расчетный инерционный объект
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CONTROL SYNTHESIS FOR TWO LOOPS DISCRET SYSTEM
Belorussian National Technical University 

The aim of this paper is the linear synthesis of two loops SISO systems with discreet time proportional integral (PI) con-
trollers. This linear synthesis is dedicated for the systems with plant parameters uncertainty. The synthesis is based on the time 
scale method, providing the separate slow and fast components of the control low. The PI- controller parameters calculation is 
based on the modal control and plant model reduction. The conditions carried out for the each control loop dynamics still 
similar to the second order one. The discrete time microcontroller based numerical control restricts the stability domain of the 
system and each control loop in it. The stability domain of each loop is the round on the complex plane with radius, depending 
on the time period. Each inner loop must be more fast, then each outer one. Hence, in the outer loop the time period, required 
for the PI controller reaction computation, can be more then in the inner loop. This PI- controller parameter calculation meth-
od is approximate, and it is efficient for the systems, whose dynamics contains the slow and fast components. In particular, the 
electrical drives control systems contain the fast electromagnetic component and the slow mechanical part. The effectiveness 
of this method is illustrated by the example and simulation.

Keywords: linear synthesis, discrete time system, stability domain, multy loops system, proportional- integral controller, 
modal control, characteristic polynomial.
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