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УДК 530.182 
УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПОПРАВКИ ВТОРОГО ПОРЯДКА К ПЛОТНОСТИ 

КОНДЕНСАТА БОЗЕ–ЭЙНШТЕЙНА 

Князев М.А., Блинкова Н.Г. 
Белорусский национальный технический университет, Минск, Республика Беларусь 

Исследование конденсата Бозе–Эйштейна 
(BEC) находит широкое применение при решении 
задач в таких областях физики как атомная физика, 
физика магнитных явлений, оптика,  физика 
конденсированных состояний [1–3]. Существенно 
нелинейный характер модели, применяемой для 
описания свойств данной формы материи, 
обуславливает появление в ней решений в виде 
локализованных состояний типа солитонов или 
солитоноподобных объектов. Для описания 
солитонов в BEC применяется уравнение Гросс-
Питаевского, которое допускает представление в 
виде уравнений гидродинамики [4]. Поскольку 
решение нелинейных уравнений в общем случае 
является сложной задачей, для получения 
аналитического решения применяют различные 
приближения. Так, в работе [5] для получения 
решений типа светлого солитона в квази-
одномерном BEC использована построенная в 
работе [6] система уравнений квантовой 
гидродинамики с учетом третьего порядка по 
радиусу взаимодействия. Эта система для атомов, 
находящихся во внешнем потенциале 𝑉𝑉𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) и 
взаимодействующих между собой c потенциалом 
𝑈𝑈(𝑟𝑟), имеет вид 

𝜕𝜕𝑡𝑡𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) + 𝜕𝜕𝛼𝛼�𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝑣𝑣𝛼𝛼(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)� = 0, (1) 

𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝑡𝑡𝑣𝑣𝛼𝛼(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) +
1
2
𝑚𝑚𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝛼𝛼𝑣𝑣2(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) − 

−
ℏ2

4𝑚𝑚𝜕𝜕𝛼𝛼∆𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) +
ℏ2

4𝑚𝑚𝜕𝜕𝛽𝛽 �
𝜕𝜕𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)

𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) � − 

−Υ𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) −
1

16
Υ2𝜕𝜕𝛼𝛼∆𝑛𝑛2(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) = 

= −𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡)𝜕𝜕𝛼𝛼𝑉𝑉𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡(𝑟𝑟, 𝑡𝑡), (2) 

где 𝑛𝑛(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) – концентрация частиц, 𝑣𝑣𝛼𝛼(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) - 
полевая скорость, ∆ - оператор Лапласа, 𝑚𝑚 – масса 
частицы, Υ = 4𝜋𝜋

3 ∫ 𝑟𝑟
3 𝜕𝜕𝑈𝑈(𝑐𝑐)

𝜕𝜕𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑟𝑟, Υ2 = 4𝜋𝜋

15 ∫ 𝑟𝑟
5 𝜕𝜕𝑈𝑈(𝑐𝑐)

𝜕𝜕𝑐𝑐
𝑑𝑑𝑟𝑟. 

В работе [5] в (1+1)-мерном случае для системы 
уравнений (1)–(2) получено явное выражение для 
поправки 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛1(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) к величине равновесной 

концентрации частиц BEC 𝑛𝑛0. Вычисления 
проведены на основе теории возмущений  
с использованием подхода, предложенного в 
работе [7].  

В рамках данного подхода удобно ввести новые 
независимые переменные, используя следующие 
формулы:  

𝜉𝜉 = 𝜀𝜀1 2⁄ (𝑧𝑧 − 𝑢𝑢𝑡𝑡), 𝑑𝑑 = 𝜀𝜀3 2⁄ 𝑢𝑢𝑡𝑡, (3) 

где 𝑢𝑢 – фазовая скорость волны, 𝜀𝜀 – малый 
безразмерный параметр. Выражения для 
концентрации частиц и полевой скорости 
записываются в виде следующих разложений: 

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛0 + 𝜀𝜀𝑛𝑛1 + 𝜀𝜀2𝑛𝑛2 + ⋯, (4) 

𝑣𝑣 = 𝜀𝜀𝑣𝑣1 + 𝜀𝜀2𝑣𝑣2 + ⋯. (5) 

Считается, что равновесная концентрация 𝑛𝑛0 
является постоянной величиной.  

Вследствие особенностей нелинейного 
характера задачи обычный прием теории 
возмущений, основанный на подстановке 
соотношений (4) и (5) в уравнения (1) и (2) и 
последующем приравнивании друг другу 
выражений с одинаковыми степенями 𝜀𝜀, не 
приводит к искомому результату. Если выписать 
уравнения первого порядка по 𝜀𝜀, то удается найти 
только связь между поправками 𝑛𝑛1 и 𝑣𝑣1, которая 
имеет вид 𝑛𝑛1 = 𝑛𝑛0𝑣𝑣1 𝑢𝑢⁄ . Для того, чтобы получить 
явное выражение для 𝑛𝑛1, понадобятся также 
уравнения второго порядка по 𝜀𝜀. Однако эти 
уравнения уже будут включать поправки 𝑛𝑛2 и 𝑣𝑣2. 
Тем не менее, рассматриваемая задача такова, что 
из первого уравнения второго порядка можно 
выразить поправки второго порядка через 
поправки первого порядка, а затем подставить их 
во второе уравнение второго порядка. В результате 
получается уравнение, которое содержит только 
𝑛𝑛1. Это уравнение имеет вид уравнения Кортевега-
де Фриза и его решение хорошо известно [8]. Имея 
выражение для 𝑛𝑛1, можно найти поправку 𝑣𝑣1. 

Представляет интерес дальнейшее изучение 
поведения BEC в гидродинамическом 
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приближении и, в частности, вычисление поправки 
второго порядка 𝑛𝑛2 к равновесной концентрации 
частиц. В настоящей работе представлено 
уравнение для поправки 𝑛𝑛2, полученное тем же 
способом как было получено уравнение для 
поправки 𝑛𝑛1 в работе [5]. Для этой цели 
потребовались уравнения первого, второго и 
третьего порядков по 𝜀𝜀, получающиеся из системы 
уравнений (1)-(2), а также явное выражение для 𝑛𝑛1. 
Поправки 𝑛𝑛3 и 𝑣𝑣3, также как и описанном выше 
случае, удается выразить через 𝑛𝑛2 и 𝑣𝑣2 при помощи 
первого из двух уравнений третьего порядка по 𝜀𝜀. 
Подставляя полученные соотношения во второе 
уравнение третьего порядка по 𝜀𝜀, найдем новое 
уравнение, которое кроме известных 
коэффициентов и заданных параметров модели 
будет содержать только 𝑛𝑛0,𝑛𝑛1, 𝑣𝑣1 и 𝑛𝑛2.  

Данное уравнение является достаточно 
сложным. Его можно записать в следующем виде: 

�
ℏ2

4𝑚𝑚 +
Υ2𝑛𝑛0

8 �𝜕𝜕𝜉𝜉3𝑛𝑛2 − (𝑚𝑚𝑢𝑢𝑣𝑣1 − Υ𝑛𝑛1)𝜕𝜕𝜉𝜉𝑛𝑛2− 

−(𝑚𝑚𝑢𝑢2 − Υ𝑛𝑛0)𝜕𝜕𝜏𝜏𝑛𝑛2 − �𝑚𝑚𝑢𝑢𝜕𝜕𝜉𝜉𝑣𝑣1 − Υ𝜕𝜕𝜉𝜉𝑛𝑛1�𝑛𝑛2 = 

=𝑚𝑚𝑢𝑢𝑛𝑛1𝑣𝑣𝜕𝜕𝜉𝜉𝑣𝑣1 − 𝑚𝑚𝑣𝑣12𝜕𝜕𝜉𝜉𝑛𝑛1 − 𝑚𝑚𝑢𝑢𝑣𝑣1𝜕𝜕𝜏𝜏𝑛𝑛1 − 

−𝑚𝑚𝑛𝑛1𝑣𝑣1𝜕𝜕𝜉𝜉𝑣𝑣1 − 𝑚𝑚𝑢𝑢𝜕𝜕𝜏𝜏(𝑛𝑛1𝑣𝑣1) + 𝑚𝑚𝑢𝑢2𝑣𝑣𝜕𝜕𝜏𝜏𝑛𝑛1 + 

+𝑚𝑚𝑢𝑢𝑛𝑛1𝜕𝜕𝜏𝜏𝑣𝑣1 −
1
8
Υ2𝑛𝑛1𝜕𝜕𝜉𝜉3𝑛𝑛1, (6) 

где 𝑛𝑛1 = 3𝑣𝑣
𝑝𝑝1
∙ 1
cosh2(𝜓𝜓)

, 𝜓𝜓 = 1
2�

𝑣𝑣
𝑞𝑞1
𝜂𝜂 , 

𝑝𝑝1 = 3
2𝑚𝑚0

 , 𝑞𝑞1 = � ℏ
2

2𝑚𝑚
+ 1

8
𝑛𝑛0Υ2� (2Υ𝑛𝑛0)� , 

𝜂𝜂 = 𝜉𝜉 − 𝑣𝑣𝑡𝑡, 𝑣𝑣 – скорость распространения 
солитона слева направо. Выражение для 𝑛𝑛1 
получено в работе [5] при выполнении следующих 
граничных условий: 𝑛𝑛1 = 0 и 𝜕𝜕𝜂𝜂2𝑛𝑛1 = 0 при 𝜂𝜂 →
±∞.  

Уравнение Кортевега–де Фриза, описывающее 
поведение функции 𝑛𝑛1, хотя и является 
нелинейным уравнением третьего порядка, тем не 
менее, содержит только постоянные 
коэффициенты. Кроме того, уравнение Кортевега-
де Фриза является однородным. Полученное же в 
настоящей работе уравнение (6) для поправки 
второго порядка 𝑛𝑛2 по малому безразмерному 
параметру 𝜀𝜀  к равновесной концентрации BEC 𝑛𝑛0 
не только является нелинейным уравнением 
третьего порядка в частных производных. Оно 
является ещё и неоднородным. К тому же и 
коэффициенты, которые входят в это уравнение, 
сами являются функциями.  

Построение в явном виде аналитического 
решения этого уравнения даже в частном случае 
уединенных волн типа солитонов представляется 
очень сложной задачей. Однако вывод о том, что 
такое решение уравнения (6) в принципе 
существует, можно сделать, базируясь на методе, 

при помощи которого это уравнение получено. 
При его выводе не было сделано никаких 
дополнительных предположений, выходящих за 
рамки гидродинамического приближения.  

 Что же касается самого солитонного решения, 
то можно предположить, что для некоторых 
предельных случаев удастся упростить выражения 
для коэффициентов уравнения (6) или даже 
положить их равными некоторым константам. 
Однако при этом всегда становится возможной 
ситуация, когда такого рода дополнительные 
упрощения приведут к потере физического 
содержания в модели. В этой связи представляется 
только один возможный способ решения 
уравнения (6), а именно применение численных 
методов решения. 

При таком подходе в качестве начального 
условия можно выбрать условие 𝑛𝑛2 = 0 при  
𝑑𝑑 = 0. Это будет означать, что внешний потенциал 
𝑉𝑉𝑡𝑡𝑚𝑚𝑡𝑡(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) включается только в начальный момент 
времени. Что же касается граничных условий, то 
их можно выбрать в таком же виде, в каком они 
были выбраны при определении поправки 𝑛𝑛1, то 
есть считать функцию 𝑛𝑛2 и её первую и вторую 
производные по 𝜉𝜉 равными нулю при 𝜉𝜉 → ±∞. Эти 
условия фактически являются стандартными при 
построении частных решений типа солитонов [9]. 
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