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Реферат. В статье рассматривается смешанная задача с однородными краевыми условиями 
для одномерного однородного волнового уравнения. Такая задача может возникнуть, 
например, при изучении колебаний силы тока и напряжения в проводнике, по которому 
проходит электрический ток, и линия свободна от искажения. Решение можно найти мето-
дом Фурье в виде тригонометрического ряда. Данное представление имеет только теорети-
ческий интерес, поскольку для реального вычисления необходимо, во-первых, находить 
большое число коэффициентов-интегралов, что само по себе – задача нетривиальная и, во-
вторых, практически невозможно провести оценку погрешности вычислений. Предлагается 
альтернативный способ решения этой задачи, основанный на использовании трансцендент-
ных функций – полилогарифмов, которые представляют собой комплексные степенные 
ряды специального вида. Точное решение задачи выражается через мнимую часть полило-
гарифма первого порядка на единичной окружности, а приближенное – через действитель-
ную часть дилогарифма. Кроме того, если начальные условия в задаче являются элементар-
ными функциями, то и решение также осуществляется через элементарные функции. 
Найдена простая и вместе с тем эффективная оценка погрешности приближенного решения 
задачи. Она не зависит от времени и имеет первый порядок точности относительно шага 
разбиения отрезка числовой оси, на котором рассматривается задача. Указанная оценка 
является равномерной относительно переменных задачи – как пространственной, так и вре-
меннóй. 
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Abstract. The article considers a mixed problem with homogeneous boundary conditions for one-
dimensional  homogeneous wave equation. Such a problem can arise,  for example, when studying 
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oscillations of current and voltage in the conductor through which electric current flows, while the 
line is free from distortion. The solution can be found with the use of the Fourier method in the 
form of trigonometric series. This representation is of purely theoretical interest, because the real 
calculation should be, first, to find a large number of coefficients of the integrals, which in itself  
is not a trivial task and, second, it is almost impossible to assess the error of the calculations.  
An alternative way of solving this problem based on the use of transcendental functions i. e. poly- 
logarithms that represent complex power series of a special kind. The exact solution of the prob-
lem is expressed through the imaginary part of a polylogarithm of the first order on the single  
circle and the approximate one – via the real part of the dilogarithm. In addition, if the initial con-
ditions in the problem are elementary functions, then the solution is also computed using elemen-
tary functions. A simple and effective error estimate of the approximate solution has been found.  
It does not depend on time and it has the first-order of accuracy regarding the step of a partitioning 
segment of the numerical axis on which the problem is considered. This valuation is uniform  
with respect to the variables of the problem – both spatial and temporal. 
 

Keywords: electric oscillations, solution of the problem, transcendental functions, error estimate, 
polylogarithm 
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Колебания силы тока и напряжения при прохождении по проводу дли-

ной l > 0 электрического тока удовлетворяют телеграфному уравнению 
 

,2 000 wcwbwaw tttxx +∂+∂=∂                                    (1) 
 

где ),( txww =  – неизвестная функция переменных 0 ≤ x ≤ l и t ≥ 0; ,0≥t  a0, 
b0, c0 – положительные постоянные [1–5].  

Другие приложения уравнения (1) можно найти, например, в [6–8]. По-
сле замены в (1) искомой функции по формуле 

 

uew
t

a
b

0

0−
=  

 

получим следующее линейное уравнение в частных производных: 
 

,22 ubuau xxtt +∂=∂  
 

где 
2
0 0 0

00

1 ; .
b a c

a b
aa
−

= =   

В линии, свободной от искажения, b = 0, и приведенное выше выраже-
ние принимает вид 

 

2 .tt xxu a u∂ = ∂                                                 (2) 
 

То есть (2) является одномерным однородным волновым уравнением. 
Рассмотрим смешанную задачу для (2) с заданными начальными усло- 
виями: 

 

( ,0) ( ); ( ,0) ( ); 0tu x f x u x F x x l= ∂ = ≤ ≤                            (3) 
 

и постоянными краевыми условиями, которые для удобства будем считать 
однородными:  
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(0, ) ( , ) 0; 0.u t u l t t= = ≥                                        (4) 
 

Это не является ограничением общности, так как в случае неоднород-
ных условий: 

 

0(0, ) ; ( , ) ; 0,lu t u u l t u t= = ≥  
 

где luu ,0  – действительные числа, заменой искомой функции  
 

0
0 ux

l
uuvu l +

−
+=  

 

можно свести данную задачу к аналогичной относительно новой неизвест-
ной функции v, но уже с однородными краевыми условиями. 

Предположим, что функция f(x) дифференцируема на отрезке [0, l], а ее 
производная )(xf ′  удовлетворяет условию Липшица с константой L1 > 0,  
т. е. для любых (x1, x2) ∈ [0, l] выполняется неравенство 

 

.)()( 21121 xxLxfxf −≤′−′  
 

Функцию F(x) на отрезке [0, l] будем предполагать кусочно-монотонной 
и удовлетворяющей условию Липшица с константой L2 > 0. Тогда сущест- 
вует единственно обобщенное решение смешанной задачи (2)–(4) [1, с. 144], 
которое представляется рядом 

 

( ) ,sinsincos),(
1

xkatkbatkatxu
k

kk ωω+ω=∑
∞

=

                       (5) 

 

где ω = π/l, и при любом натуральном k: 
 

0 0

2 2( )sin ; ( )sin .
l l

k ka f s k s ds b F s k s ds
l k a

= ω = ω
π∫ ∫                  (6) 

 

Формула (5) малопригодна для приближенного вычисления реше- 
ния, так как необходимо находить коэффициенты-интегралы (6), да и не 
существует общей оценки погрешности. Авторы статьи предлагают более 
эффективный метод решения этой задачи, основанный на использовании 
полилогарифмов [9, 10]. В дальнейшем будем использовать мнимую часть 
полилогарифма первого порядка на единичной окружности 

 

1 1

1

sin( ) Im ( ) , ,i x

k

kxN x L e x
k

∞

=

= = ∈∑ R                              (7) 

 

и там же действительную часть дилогарифма 
 

.,cos)(Re)(
1

2
22 R∈== ∑

∞

=

x
k

kxeLxM
k

xi                             (8) 

 

При ],[ ππ−∈x  эти периодические функции задаются выражениями: 
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( )2 2
1 21( ) ( sgn( ) ); ( ) ,

2 4 12
x

N x x x M x
π − π

= π − = −                   (9) 

 

где 








=

≠
=

0,0

;0,
)sgn(

x

x
x
x

x  – функция знака. 

Выполнив в первом из интегралов (6) интегрирование по частям и учи-
тывая, что f(0) = f(l) = 0, получим 

 

.cos)(2

0
∫ ω′

π
=

l

k dssksf
k

a  

 
Используя это выражение для коэффициентов ak и bk (6), после подста-

новки их в (5), несложных преобразований и, принимая во внимание (7), 
найдем следующее представление для искомой функции: 

 

( )

( )

1 1

0

1 1

1 1( , ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))
2

1( ) ( ) ( ( )) ( ( )) .

l

u x t f s F s N x s at N x s at
a

f s F s N x s at N x s at ds
a

 ′= + ω − + + ω + − + π  

 ′+ − ω − − + ω + +  
  

∫
  (10) 

 
Теперь выполним приближенное вычисление функции u(x, t). Разобьем 

отрезок [0, l] на n равных частей точками , 0,kx kh k n= =  (где h = l/n – шаг 
разбиения) и заменим под знаком интеграла в правой части формулы (10) 
на каждом из частичных отрезков [ ] nkxx kk ,1,,1 =−  функции )(xf ′  и )(xF  
ее значениями в средней точке отрезка. В результате, учитывая, что перво-
образной функции )(1 xN  является, очевидно, функция ),(2 xM−  получим: 
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Таким образом, приближенным решением задачи (2)–(4) является функция 
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Найдем оценку допускаемой при вычислении решения по формуле (11) 
погрешности, принимая во внимание, что 
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Тогда, учитывая липшициевость функций )(xf ′  и )(xF , а также тот 

факт, что ввиду (9) 
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Следовательно, равномерно по [ ]lx ,0∈  и 0≥t  
 

( ) .
2

),(),( 21 h
a

LaLltxutxu n
+

≤−                                (12) 
 

Проведенные выше исследования позволяют сформулировать следую-
щее утверждение. 

Теорема. При сделанных выше предположениях относительно функ- 
ций )(xf  и )(xF  точное решение смешанной задачи (2)–(4) для однород-
ного волнового уравнения представляется через мнимую часть полилога-
рифма первого порядка на единичной окружности (7) по формуле (10),  
а приближенное решение находится через действительную часть дилога-
рифма (8) по (11). Абсолютная погрешность вычислений оценивается  
по (12), т. е. она равномерна по [ ]0, , 0x l t∈ ≥  и имеет первый порядок 
малости относительно шага разбиения h. 

Пример. Найти приближенное решение следующей смешанной задачи: 
 

4 ;
( ,0) sin 2 ; ( ,0) 4 cos 2 sin 2 ; 0 1;

(0, ) (1, ) 0; 0.

tt xx

t

u u
u x sh x u x x sh x x

u t u t t

∂ = ∂

= π ∂ = − π π π ≤ ≤

= = ≥

 

 

Непосредственной проверкой мы можем убедиться в том, что точным 
решением этой задачи является функция 

 

).4cos2(sin),( 2cos4sin txshetxu xt ππ= ππ−  
 

Вычисление значений приближенного решения данной задачи по фор-
муле (11) в узлах сетки ( , ); , 0,10k jx t k j =  (где xk = 0,1k; tj = 0,1j) показы-
вает, что уже при n = 50 абсолютная погрешность меньше 0,002. Графики 
точного u(x, t) и приближенного u50(x, t) решений данной задачи в квадра- 
те 0 ≤ x, t ≤ 1 представлены на рис. 1. 

 
                               a                                                                             b 

 
 

Рис. 1. График решений: а – точного u(x, t); b – приближенного u50(x, t) 
 

Fig. 1. The graphs of the decisions: a – exact one u(x, t); b – approximate one u50(x, t) 
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ВЫВОД 
 

С помощью полилогарифмов найдено точное и приближенное пред-
ставления решений задачи об электрических колебаниях в линии, свобод-
ной от искажения. Приведена эффективная равномерная оценка погрешно-
сти приближенного решения. 
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