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Введение 
В любом процессе термообработки конструктивных элементов машин и механиз-

мов важным фактором является исследование распространения полей температур и 
термонапряжений [1-5]. Температурное поле является одной из основных физических 
характеристик поверхностного упрочнения высококонцентрированными источниками 
нагрева. Зная изменение температуры тела в зависимости от времени, ее установив-
шиеся значения в определенной точке, можно судить (в зависимости от условий обра-
ботки, физических свойств тел, окружающей среды) о том, какие процессы термообра-
ботки могут быть реализованы. Определение температурного поля в теле детали при 
нагреве и охлаждении позволяет прогнозировать состав вещества после термообработ-
ки, его фазовое и структурное состояние. 

В статье рассматривается теоретическое определение температурных полей при 
поверхностном плазменном упрочнении стальных изделий по результатам эксперимен-
тальных данных. 

1. Экспериментальная часть 
Для экспериментального определения температурных полей использовалась раз-

работанная приборная система. На рис. 1 показан ее внешний вид.  

 
Рис.1. Приборная система для экспериментального определения температурных полей 

 
В состав системы входят измерительный датчик, цифровой анализатор и компью-

тер. Цифровой анализатор позволяет усиливать малый аналоговый сигнал, отфильтро-
вывать его, отцифровывать и масштабировать. Взаимодействие с системой обеспечива-
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ется персональным компьютером. Система позволяет выполнять регистрацию темпера-
туры со скоростью до 1000 измерений в секунду. 

Датчик устанавливается в отверстие, выполненное в теле образца на расстоянии 
0,5 мм ниже обрабатываемой поверхности. Температура регистрировалась системой, 
компьютер обрабатывал в данный момент времени тепловой поток, а затем коэффици-
ент теплообмена для каждого момента времени. 

В случаях, когда датчик (точка измерения температуры) расположен очень близко 
от нагреваемой поверхности (расстояние менее 0,1 мм), можно с определенной долей 
погрешности считать, что измеренная температура соответствует температуре 
поверхности образца. В тех случаях, когда расстояние между точкой измерений и 
поверхностью больше 0,1 мм, зависимость температуры от времени определялась 
обратным методом, построенным на реализации вариационного уравнения 
распределения тепла Фурье [6, 7]. Определенная этим способом темепература 
поверхности используется в качестве граничных краевых условий Дирихле для 
численной реализации уравнений теплопроводности Фурье методом конечных 
элементов. При проведении экспериментов считалось, что процесс распространения 
тепла является одномерным. В такой постановке уравнение имеет вид 

[6]: ( , ) ( , )dT z t T T z rc
dt dz z
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, где с – коэффициент теплоемкости; ρ – плотность ма-

териала; λ - коэффициент теплопроводности; T – температура; t – время; z – координата 
в направлении распространения тепла. 

Результаты измерений регистрировались компьютером и использовались для 
дальнейшего анализа с помощью программы ANSYS [8, 9], которая позволяет вычис-
лять температуру в процессе плазменной термообработки. Экспериментально 
определялись значения коэффициента теплообмена для различных параметров нагрева 
(число Рейнольдса, температура дуги плазмы, расстояние от сопла плазмотрона до об-
рабатываемой поверхности). 

2. Численное моделирование 
Для вычисления температурных полей необходимо решить уравнение теплопро-

водности [6]. Для решения этого уравнения задавались следующие параметры процес-
са: скорость V перемещения источника, плотность q теплового потока и размеры анод-
ного пятна. В работах [1, 2] постановка задачи теплопроводности осуществлялась в за-
висимости от скорости перемещения источника нагрева. При V>0,6 м/мин рассматри-
валась одномерная постановка, а при V<0,6 м/мин использовалась зависимость, полу-
ченная путем решения задачи нагрева тела через круг на поверхности. Значения темпе-
ратуры определялись для точек, расположенных в центре зоны нагрева. Уравнения ре-
шались методом конечных элементов для всех измеряемых температур. Температуру 
определяли в зависимости от времени и координаты z. Поток тепла в зависимости от 
времени определялся по следующей формуле: ( ) , ( 0)Tq t z

z



 


. 

Коэффициент теплообмена определяется из следующего соотношения: 
( ) ( )p qt q T T   , где Tp – температура поверхности, Tq – температура струи плазмы. 

Начальные и граничные условия имеют 
вид:   0),(;),0(),0(;)0,( 44

0 










z
tTTtTq

z
tTTzT kk


 . 

Для реализации задачи теплопроводности в случае движущегося источника на-
грева был предложен следующий подход. При плазменной обработке поверхности теп-
ловая нагрузка на обрабатываемую деталь передается ограниченной площадке. Если 
струя ориентирована перпендикулярно поверхности, то на ней образуется участок оп-
лавленного материала с известными размерами. Поскольку при этом получение оплав-
ленной зоны не является целью процесса термообработки, а плазмотрон непрерывно 
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перемещается вдоль детали с заданной скоростью, то можно в первом приближении 
считать, что в пятне нагружения на поверхности достигается температура, равная тем-
пературе плавления материала и дальнейшего разогрева этого уже жидкого металла не 
происходит. В этом случае фазовые превращения можно считать отсутствующими и 
для определения температурного поля обрабатываемой детали можно применить клас-
сические уравнения теплопроводности твердого тела [6]: 
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где t - время, T=T(t,x,y,z) - температура, a - коэффициент температуропроводности 
материала,  x,y,z - координаты расчетной точки тела, с граничными условиями первого 
рода. 

Из экспериментов [1-4] известно, что для рассматриваемой задачи зона интенсив-
ного прогрева составляет по глубине величину порядка радиуса R пятна нагружения, 
поэтому при определении температурного поля можно даже для пластины небольшой 
толщины (h>10R) использовать решения, полученные для полупространства. Такое 
решение, пригодное для вычисления температуры в любой точке в любой момент вре-
мени при стационарном поверхностном источнике ограниченных размеров, известно 
[6, 7] и имеет вид: 
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где  q - интенсивность теплового потока поверхностного источника, λ- коэффици-
ент теплопроводности материала, 222 zyxr  - расстояние от центра пятна нагру-
жения до рассматриваемой точки пространства, J0 и J1 – функции Бесселя первого рода 
нулевого и первого порядка соответственно, Ф*=1-Ф,где Ф – функция ошибок, 

0
0

1( ) cos( sin )J r r d


   


  , 1
0

1( ) cos( sin )J R R d


    


  , 



x

dx 


)exp(2)(* 2 .  (3) 

Поскольку в процессе плазменной термообработки источник тепла перемещается 
вдоль свободной граничной поверхности z=0, то решение (3) должно быть модифици-
ровано при его использовании для определения T(t,r). Имея в виду сложность выраже-
ния (3) и невозможность его интегрирования для получения решения о подвижном пят-
не в аналитическом виде, предлагается провести вычисление температурного поля для 
скачкообразного перемещения инструмента на расстояние, равное диаметру пятна, вы-
брав время стационарного состояния равным времени смещения инструмента на диа-
метр пятна. Поскольку зона пятна нагружения мала (~1,5-2,0 мм), а скорость смещения 
инструмента V составляет в опытах V=4-20 мм/c, то длительность такого нагружения 
оказывается весьма малой и расчетные точки по шкале времени образуют достаточно 
плотную группу, достаточную для построения непрерывного графика зависимости 
температуры от времени в любой точке тела.  

Для решения уравнений использовалась программа, написана на алгоритмиче-
ском языке Fortran, в которой используются специальные подпрограммы для вычисле-
ния функций Бесселя J0, J1 и функции ошибок Ф*. Вычислительная сложность получе-
ния результатов состоит в том, что для больших значений аргументов функций J, Ф* (а 
из (3) следует, что они меняются в пределах ( 0 – ∞)), вычислительные ряды являются 
расходящимися, и для преодоления этого недостатка приходится использовать асим-
птотические представления функций. 

Для функции Ф(x) при малых значениях аргумента  x<π  вычислительный алго-
ритм основан на разложении: 
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При этом функция Ф*(x) вычисляется непосредственно по определению Ф*(x)=1-Ф(x). 
Для больших значений x вычисление функции Ф*(x) производится с помощью ряда: 
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Для промежуточных значений недостаток использования выражений заключается 

в том, что либо числитель выражения (4) начинает на порядки превосходить знамена-
тель этого выражения, либо в противоположность этому знаменатель выражения (5) на 
порядок превосходит числитель, причем в известной литературе отсутствуют конечные 
выражения, связывающие переменные x и n, при которых наступает этот момент. В 
обоих этих случаях значения членов ряда быстро нарастают и проведение вычислений 
становится невозможным. 

Аналогичная ситуация имеет место при вычислении функций Бесселя. При малых 
значениях аргумента  (x<π) вычисления производятся в соответствии с разложением: 
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где m - порядок функции Бесселя, Г( )- гамма-функция целого аргумента, опреде-
ляемая как Г(n+1)=n!.  

Для больших значений аргумента функции Бесселя вычисляются по асимптотиче-
ским формулам: 
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где для коэффициентов Am(x) и Bm(x) используются бесконечные ряды: 
2 2 2 2 2 2

2 4

(4 1)(4 9) (4 1)(4 9)(4 25)(4 49)( ) 1 ...
2!(8 ) 4!(8 )m

m m m m m mA x
x x

     
   

 ...
)8(!3

)254)(94)(14(
8

)14()( 3

2222








x

mmm
x

mxBm  

При  x→∞  для функций Бесселя имеем приближения: 
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Стыковка непрерывных и асимптотических участков выполнена на специальных 
тестовых примерах и дает достаточно гладкие переходы на границах между участками. 

3. Некоторые результаты и их обсуждение 
Значение плотности для стали 45 принималось постоянным   = 7825 кг/м3. Для 

расчетов использовались значения коэффициентов теплопроводности λ и теплоемкости 
С в зависимости от температуры, которые приведены в [10]. Так, например, в указан-
ных диапазонах температуры теплопроводность и теплоемкость вычислялись следую-
щим образом:    

20   Т   150˚С,     λ = 12,6 – 0,443 Т, 
150   Т   900˚С,     λ = 52,14 – 0,0296 Т, 
20   Т   700˚С,   С = (3507384,7 + 3132,3 Т)/  , 
700   Т   750˚С,   С = (110140Т – 71398000)/  , 
750   Т   900˚С,   С = (111812000 + 134140Т)/  . 
По результатам вычислений получены зависимости распределения температуры 

от координаты для стали 45 (рис. 2). 
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   a) 

б) 
Рис. 2. Распределение температуры в поверхностном слое металла;  

а) изотермы на поверхности образца; б) расчетные значения температуры по глубине образца  
1 – глубина 0 мм; 2 – глубина 1,0 мм; 3 – глубина 1,5 мм 

 
Степень локализации ввода тепла в область изделия (пятно нагрева) влияет на 

скорость охлаждения поверхностного слоя металла, структуру и свойства упрочненной 
зоны. В общем случае порядок величины скорости охлаждения (С/с) практически со-
ответствует порядку величины тепловой мощности плазмотрона (Вт/см2), в нашем слу-
чае модернизированный плазмотрон имеет тепловую мощность 2,5∙107 – 6,0∙107 Вт/м2. 

На основании экспериментальных исследований построены зависимости скорости 
нагрева и охлаждения поверхностного слоя, образцов при воздействии плазменной 
струи (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Графики экспериментальных значений температуры; 

1) исходные (экспериментальные) значения; 2) расчетные значения на поверхности 
 
Заключение 
На основании проведенных исследований можно заключить: 
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- при помощи приборной системы с высокочувствительным датчиком разработана ме-
тодика экспериментального определения температуры при воздействии высококонцен-
трированных источников нагрева; 
- разработан алгоритм численного решения задач теплопроводности, возникающих при 
воздействии движущихся локальных источников нагрева; 
- сравнение значений температуры, определенных экспериментально и теоретически, 
показало удовлетворительное совпадение результатов.  
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