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Введение. В настоящее время широкое применение в технике и строительстве 

получили многослойные, в том числе трехслойные, элементы конструкций. Стержни, 
пластины и оболочки, имеющие слоистую структуру, при относительно малом весе 
способны обеспечить заданную прочность, жёсткость и противостоять ряду других фи-
зических воздействий. В связи с этим создание расчетных моделей трехслойных стерж-
ней, с применением различных кинематических гипотез и комплексных термосиловых 
локальных нагрузок, становится актуальной задачей.  

В монографиях [1–8] рассматриваются различные механико-математические мо-
дели многослойных элементов конструкций как при квазистатических, так и при дина-
мических нагрузках. Там приведены постановки соответствующих краевых задач, из-
ложены методы их расчета, получен ряд аналитических решений, проведена их число-
вая апробация. Деформирование трехслойных стержней и пластин, связанных с упру-
гим основанием, рассмотрено в работах [9–14]. Изгиб упругих трехслойных стержней 
со сжимаемым заполнителем в температурном поле при непрерывных нагрузках рас-
смотрен в статье [15]. Здесь приведена постановка и построено аналитическое решение 
краевой задачи о термосиловом нагружении трехслойного стержня прямоугольного 
поперечного сечения со сжимаемым заполнителем при локальных равномерно распре-
деленных, синусоидальных и параболических нагрузках. Численная апробация решения 
проведена в случае металлополимерного стержня. 

1. Постановка краевой задачи. Рассматривается несимметричный по толщине 
трехслойный стержень. Для изотропных несущих слоёв приняты гипотезы Бернулли. 
На границах контакта используются условия непрерывности перемещений. Материалы 
несущих слоев несжимаемы в поперечном направлении, в заполнителе учитывается 
обжатие, деформации малые. Система координат , ,x y z  связывается со срединной плос-
костью заполнителя.  

На стержень действуют силовые поверхностные нагрузки ( ), ( )p x q x  и тепловой 
поток интенсивности tq , направленный перпендикулярно верхнему несущему слою. На 
торцах стержня в первом и втором несущих слоях заданы усилия (1)

pN , (1)
pQ , (1)

pM , (2)
pN , 

(2)
pQ , (2)

pM ; индекс p  принимает значения 0 и l , указывая координату торца, на котором 
задано усилие. Через ( )kw x  и ( )ku x  обозначены прогибы и продольные перемещения 
срединных поверхностей несущих слоёв, kh – толщина k -го слоя, 3 2h с  ( 1, 2, 3k  – но-
мер слоя), 0b  – ширина стержня.  

Считаем поверхность 2– –z c h  и контур стержня теплоизолированными. Это по-
зволяет неоднородное температурное поле ( )T z , отсчитываемое от некоторой началь-
ной температуры 0T , вычислять с достаточной точностью по формуле, приведенной в 
[3, 4].  

Перемещения в слоях ( ) ( , )ku x z и ( ) ( , )kw x z можно выразить через четыре искомые 
функции 1( )w x , 1( )u x , 2 ( )w x  и 2 ( )u x :  
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▪ в несущих слоях 
(1) 1

1 1,2 x
hu u z c w 

    
 

,    (1)
1w w     1( )c z c h   , 

(2) 2
2 2 ,

2 x
hu u z c w 

    
 

,   (2)
2w w    2(– – – )c h z c  ; 

▪ в заполнителе  
(3) 1 2

1 1 2 2
1 11 , 1 ,
2 4 2 4x x

h hz zu u w u w
c c
      

           
      

, 

(3)
1 2

1 11 1
2 2

z zw w w
c c

   
      

   
,   (– )c z c   (1) 

где z  – координата рассматриваемого волокна. 
Компоненты тензора деформаций следуют из (1) и соотношений Коши [7]. Внут-

ренние усилия в слоях вводятся соотношениями ( ( )k
x , (3)

xz , (3)
z – компоненты тензора 

напряжений) 
( ) ( )

0 d
k

k k
x x

h

N b z  ,  ( ) ( )
0 d

k

k k
x x

h

M b z z  ,   
3

(3) (3)
0 dxz

h

Q b z  ,  

3

(3) (3)
0 dz z

h

N b z  ,  
3

(3) (3)
0 dxz xz

h

M b z z   (2) 

Уравнения равновесия и граничные условия в усилиях для рассматриваемого 
стержня получены вариационным методом  Лагранжа: 

1 1 0

1 2

1
1 2 1 0

2 2 2

, ,
, 0,

,, , ( ),
2

, , 0,

x

x

x
xx x

xx x

H P b p
H P

p hS H T b q

S H T

 


 



   


  

 (3) 

где запятая в нижнем индексе обозначает операцию дифференцирования по следующей 
за ней координате. 

В соотношениях (3) введены обобщенные внутренние усилия 
(3)

1 2
QH

c
 ,  

(3)

2 2
zNH
c

 ,  
(3) (3)

(1)
1 2 2

x x
x

N MP N
c

   , 
(3) (3)

(2)
2 2 2

x x
x

N MP N
c

   ,  
(3)(3)

1
1 1

2 2 2
xzMh QT

c c
 

   
 

, 

(1) (1) (3) (3)1 1 1
1 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

 
     
 

, 

(3)(3)
2

2 1
2 2 2

xzMh QT
c c

 
   
 

, (2) (2) (3) (3)2 2 2
2 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

 
     

 
 (4) 

На торцах стержня должны выполняться силовые граничные условия ( 0,х l ):  
(1)

1   pP N ,  (2)
2   pP N ,  (1)

1 1,x pT S Q  ,   (2)
2 2 ,x pT S Q  ,  (1)

1 pS M ,  (2)
2 pS M  (5) 

Здесь (1)
pN , (1)

pQ , (1)
pM , (2)

pN , (2)
pQ , (2)

pM – заданные усилия на торцах стержня в несу-
щих слоях; индекс 0,p l  указывает торец, на котором они приложены.  

В качестве физических уравнений состояния в слоях стержня используются тер-
моупругие соотношения закона Гука: 

( ) ( )2 ( )k k
i k k is G T э ,  (3) (3)

32xz xzs G э ,  ( ) ( )
03 ( )( )k k

k k k kK T T       ( , ; 1,2,3)i x z k   (6) 
где ( ) ( ),k k

i is э , ( ) ( ),k k   – девиаторные и шаровые части тензоров напряжений и деформа-
ций; ( )k kG T , ( )k kK T – температурно-зависимые модули упругости материала k -го слоя, 
вычисляемые по формуле Белла [2]; 0k  – коэффициент линейного температурного 
расширения; kT – приращение температуры, отсчитываемое от начального значения 0T .  



 7 

Используя (6), выделим силовую (индекс «0») и температурную (индекс « t ») со-
ставляющие в компонентах тензора напряжений:   

▪ в несущих слоях ( 1,2k  ) 
( ) ( )0 ( )k k k t
xx xx xx   ,  ( )0 ( ) ( ) ( )2 3k k k k

xx k xx k k xxG э K K      ,  ( )
03k t

xx k k kK T   ; 
▪ в заполнителе ( 3k  ) 

(3) (3)0 (3)t
xx xx xx   ,   (3)0 (3) (3) (3) (3)

3 3 3 32 3xx xx xx zzG э K K K         ,   (3)
3 03 33t

xx K T   , (3) (3)0 (3)t
zz zz zz    

(3)0 (3) (3) (3) (3)
3 3 3 32 3zz zz zz xxG э K K K         , (3)

3 03 33t
zz K T   ,  (3) (3) (3)

3 32 2xz xz xzG э G    , (7) 

где 4( ) ( ) ( )
3k k k k k kK T K T G T   ,   2( ) ( ) ( )

3k k k k k kK T K T G T   . 

Проведя операцию, подобную (7), с внутренними усилиями (2), получим:  
( ) ( )0 ( )k k k t
x x xN N N  ,  (3) (3)0 (3)t

z z zN N N  ,  ( ) ( )0 ( )k k k t
x x xM M M   (8) 

Линейные составляющие (индекс «0») и температурных добавки (индекс « t ») в 
(8) вычисляются по формулам:  

▪ в несущих слоях ( 1,2k  ) 
( )0 ( )0 ( )

0 0d d
k k

k k k
x xx k xx

h h

N b z b K z     ,    ( ) ( )
0 0 0d 3 d

k k

k t k t
x xx k k k

h h

N b z b K T z     , 

( )0 ( )0 ( )
0 0d d

k k

k k k
x xx k xx

h h

M b z z b K z z     ,    ( ) ( )
0 0 0d 3 d

k k

k t k t
x xx k k k

h h

M b z z b K T z z     ; 

▪ в заполнителе( 3k  ) 
 

3 3

(3)0 (3)0 (3) (3)
0 0 3 3d dx xx xx zz

h h

N b z b K K z        ,  
3 3

(3) (3)
0 0 3 03 3d 3 dt t

x xx
h h

N b z b K T z     , 

 
3 3

(3)0 (3)0 (3) (3)
0 0 3 3d dz zz zz xx

h h

N b z b K K z        ,   
3 3

(3) (3)
0 0 3 03 3d 3 dt t

z zz
h h

N b z b K T z     , 

 
3 3

(3)0 (3)0 (3) (3)
0 0 3 3d dx xx xx zz

h h

M b z z b K K z z        ,    
3 3

(3) (3)
0 0 3 03 3d 3 dt t

x xx
h h

M b z z b K T z z     . 

3 3

(3)0 (3)0 (3)0
0 0 3d 2 dxz xz

h h

Q b z b G z     ,   
3 3

(3)0 (3)0 (3)0
0 0 3d 2 dxz xz xz

h h

M b z z b G z z       

В обобщенных усилиях (4) с помощью соотношений (7) также выделим темпера-
турные составляющие:  

(3)0
0
1 2

QH
c

 ,  0
2 2 2

tH H H  ,   
(3)0

0
2 2

zNH
c

 ,  
(3)

2 2

t
t zNH

c
 ,  

(3)0(3)0
0 1

1 1
2 2 2

xzMh QT
c c

 
   
 

, 

(3)0(3)0
0 2

2 1
2 2 2

xzMh QT
c c

 
   
 

,    0
1 1 1

tS S S  ,  0 (1)0 (1)0 (3)0 (3)01 1 1
1 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

 
     
 

, 

(1) (1) (3) (3)1 1 1
1 2 4 4
t t t t t

x x x x
h h hS c N M N M

c
 

     
 

,   0
2 2 2

tS S S  ,   

0 (2)0 (2)0 (3)0 (3)02 2 2
2 2 4 4x x x x

h h hS c N M N M
c

 
     

 
,  (2) (2) (3) (3)2 2 2

2 2 4 4
t t t t t

x x x x
h h hS c N M N M

c
 

     
 

, 

  0
1 1 1

tP P P  ,   
(3)0 (3)0

0 (1)0
1 2 2

x x
x

N MP N
c

   ,  
(3) (3)

(1)
1 2 2

t t
t tx x

x
N MP N

c
   ,  0

2 2 2
tP P P  , 

(3)0 (3)0
0 (2)0

2 2 2
x x

x
N MP N

c
   ,  

(3) (3)
(2)

2 2 2

t t
t tx x

x
N MP N

c
    (9) 

Если в уравнения равновесия (3) подставить выражения линейных составляющих 
внутренних усилий (9) через искомые функции 1( )w x , 1( )u x , 2 ( )w x  и 2 ( )u x , то, при 

constp , получим систему линейных дифференциальных уравнений в перемещениях:  
1 1 1 2 4 1 5 2 2 1 3 2 6 1 7 2, , , , 2 , ,xx xx x x xxx xxxa u a u a u a u a w a w a w a w p        , 
1 1 1 2 5 1 9 2 10 1 17 2 6 1 7 2, , , , , 2 , 0xx xx x x xxx xxxa u a u a u a u a w a w a w a w         , 
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2 1 10 2 6 1 6 2 11 1 12 2 15 1 16 2 8 1 8 2, , 2 , , , , , ,x x xxx xxx xx xx xxxx xxxx ta u a u a u a u a w a w a w a w a w a w q q            , 

3 1 17 2 7 1 7 2 12 1 14 2 16 1 13 2 8 1 8 2, , , 2 , , , , ,x x xxx xxx xx xx xxxx xxxx ta u a u a u a u a w a w a w a w a w a w q            (10)
где температурные добавки tq  и коэффициенты 1 17, ,a a  определяются с учетом 

температурной зависимости параметров упругости материалов по толщине пакета: 
(3)

2

0 02

t t
z

t

H N
q

b cb
    ,   

 0 3
1 2

L

4

G
a

c
 , 

       0 3 1 30 3 1 31
2 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4

K KG Gh
a

c с c c c

 
      
 

, 

       0 3 1 30 3 1 31
3 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4

K KG Gh
a

c с c c c

 
      
 

,        1 3 0 3 2 3

4 0 1 2

L L L
L

2 4 4

K K K
a K

c c

  
    , 

   0 3 2 3

5 2

L L

4 4

K K
a

c

 

  ,   
         1 1 0 1 1 1 3 1 0 3 1 2 31

6 22 2 2 8 16 16

L K L K h L K h L K h L Kh
a c

c c

    
       
 

, 

    22
7 0 3 2 32

L L
8

h
a c K K

c
   ,  

 0 3

8 2

L

4

K
a

c



 , 

       1 3 0 3 2 3

9 0 2 2

L L L
L

2 4 4

K K K
a K

c c

  
    ,   

       0 3 1 30 3 1 31
10 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4

K KG Gh
a

c с c c c

 
      
 

 

         2
1 0 3 1 1 3 0 3 1 3 2 31 1

11 2 2

L L L L L
1 1

4 4 2 4 2 2 4

h K h K G G Gh h
a

c c c c c c

 
            
   

, 

               1 3 0 3 1 30 3 2 31 2
12 1 2 1 2 1 22 2 2

L L LL L
1 1

2 2 4 4 8 8 8

K K GG Gh h
a h h h h h h

c c c c c c

 
             
  

, 

         2 2 2
2 1 3 2 0 3 2 2 32

13 2 2 1 2 2

L L L
L L

2 8 16 16

h K h K h Kh
a K K c

c c

  
         

 
, 

         2
2 0 3 2 1 3 0 3 1 3 2 32 2

14 2 2

L L L L L
1 1

4 4 2 4 2 2 4

h K h K G G Gh h
a

c c c c c c

 
            
   

, 

         2 2 2
1 1 3 1 0 3 1 2 31

15 2 1 1 1 2

L L L
L L

2 8 16 16

h K h K h Kh
a K K c

c c

  
         

 
, 

    21 2
16 0 3 2 32

L L
16

h h
a c K K

c
   , 

       0 3 1 30 3 1 32
17 2 2

L LL L
1

2 4 4 4 4

K KG Gh
a

c с c c c

 
      
 

, 

 L ( ) ( ) d
k

n
n k k

h

f z f z z z    (n = 0, 1, 2). 

В качестве граничных можно использовать либо силовые (5), или кинематические 
условия. В данном случае приняты кинематические условия свободного опирания 
стержня по торцам на неподвижные в пространстве жесткие опоры. Тогда в концевых 
поперечных сечениях 0,x l  должны выполняться следующие требования: 

, , 0k k x k xxw u w        1, 2k  . (11)
2. Решение краевой задачи для термоупругого стержня. Решение системы 

дифференциальных уравнений (10) предполагается в виде разложения в тригонометри-
ческие ряды, которые автоматически удовлетворяют граничным условиям (11): 

1 1
1

cosm
m

mx
u U

l





   
 

 ,   2 2
1

cosm
m

mx
u U

l





   
 

 , 

1 1
1

sinm
m

mx
w W

l





   
 

 ,   2 2
1

sinm
m

mx
w W

l





   
 

  (12)

где 1mU , 2mU , 1mW , 2mW  – искомые амплитуды перемещений.  
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Внешнюю нагрузку и температурные составляющие в слоях стержня также пред-
ставим в виде разложений в ряды:  

1
sinm

m

mxq q
l





 
  

 
 ,  

0

2 ( )sin d
l

m
mxq q x x

l l
 

  
 

 ,   
1

sinm
m

mxp p
l





 
  

 
 ,   

0

2 ( )sin d
l

m
mxp p x x

l l
 

  
 

 ,   
1

sint tm
m

mxq g
l





 
  

 
 ,  

0

2 π( )sin d
l

tm t
mxq q x x

l l
 

  
 

  (13) 

После подстановки перемещений (12) и нагрузок (13) в систему дифференциаль-
ных уравнений (10) получим систему линейных алгебраических уравнений для иско-
мых амплитуд перемещений 1mU , 2mU , 1mW , 2mW  при m -ой гармонике. Решение этой 
системы можно выписать в определителях, либо решать численно. Далее по формулам 
(12) вычисляются искомые функции. Перемещения в несущих слоях и заполнителе 
следуют из соотношений (1), деформации – из соотношений Коши, напряжения – из 
(6).  

3. Локальная поверхностная нагрузка. Рассматривается деформирование в 
температурном поле несимметричного по толщине трехслойного стержня под действи-
ем локальной поперечной поверхностной нагрузки ( )q x  (прямоугольной), равномерно 
распределенной в интервале  a x b   (рис. 1, а). Аналитический вид нагрузки будет 

0 0 0( ) ( ( ) ( ))q x q H b x H a x    .  
где 0 ( )H x  – функция Хевисайда, 0q  – интенсивность нагрузки.  

 
Рис. 1. Воздействие локальной прямоугольной нагрузки в температурном поле 

 
После вычисления интеграла в (5), получим коэффициенты разложения нагрузки 

(13) в ряд 
02 π πcos cosm

q mb maq
m l l
 

  
  

. (13) 

Используя коэффициенты (13), находятся амплитуды перемещений 1mU , 2mU , 1mW , 

2mW . Суммированием рядов по формулам (12) вычисляются искомые функции, пере-
мещения в слоях стержня следуют из соотношений (1). 

Численные результаты получены при интенсивности температуры 
 2  5000  Дж / м сtq   и нагрузки 0   –10 МПаq  . Расчетная температура на поверхности 

стержня достигала 540K . Материалы слоев Д16Т–фторопласт-4–Д16Т, их упругие ха-
рактеристики приведены в [6, 7]. Толщины слоев, отнесенные к длине стержня, прини-
мались 1 0,04,h   2 0,02,h   3 0,18h  . 

На рис. 1, б приведены прогибы несущих слоев стержня в поперечном сечении с 
координатой 0,5 x l  в зависимости от координаты a  левого края интервала нагрузки 
при постоянной длине 0,25b a l  : 1, 3 – прогиб первого слоя изотермический и термо-
силовой, 2, 4 – аналогичные прогибы второго несущего слоя. Разность этих прогибов да-
ет величину обжатия заполнителя, которая здесь не велика. По мере продвижения нагрузки с 
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левого конца стержня к правому прогибы растут, достигают максимума при 0,37a l , т.е. 
когда нагрузка распределена симметрично относительно концов стержня в интервале {0,37; 
0,62}, и затем убывают. Температурная составляющая прогибов – 23 %. Обжатие заполните-
ля здесь также незначительно, что объясняется малостью нагрузки.   

4. Локальная распределенная синусоидальная нагрузка. Предположим, что на 
поверхность рассматриваемого трехслойного стержня в области 0 x b   действует на-
грузка ( )q x , распределенная по полуволне синусоиды (рис. 2, а): 

0 0( ) ( )sin xq x q H b x
b
 

   
 

 (14) 

 
Рис. 2. Воздействие локальной синусоидальной нагрузки в температурном поле  

 
Подставив нагрузку (14) в соответствующую формулу из (13), получим выраже-

ния для параметров mq :  

0 1 ( ) 1 ( )sin sinm
bq bm l bm lq

bm l l bm l l
   

   
   ( 1,2,3,...)m  (15) 

Здесь должно выполняться условие bm l , чтобы не возникало деление на ноль. В 
сечениях стержня, где /b l p  ( p – натуральное число), при m p  работает формула 
(15), если m p , то 

2
0 0 0

0
0 0

2 2( ) sin 1 cos
l b

p
q q q bpx pxq H b x dx dx
l l l l l

    
       

   
  . 

Величина амплитуды синусоидальной нагрузки, равнодействующая которой ста-
тически эквивалентна прямоугольной нагрузке, действующей на ту же поверхность 
стержня, получена из условия равенства площадей, занимаемых рассматриваемыми на-
грузками: 

0
0 0

0

1
2

sin
l

q lq q
x dx
l

   
 

 
 



. 

Численные результаты получены при амплитудах нагрузок 6
0 5 10 Паq    и 

0 00,5q q   .  
На рис. 2, б показано изменение прогибов в первом слое вдоль продольной оси 

трехслойного стержня при действии статически эквивалентных распределенных на-
грузках ( b l ): 1 –прямоугольная; 2 – синусоидальная (обе изотермические); 3 – сину-
соидальная термосиловая. При одинаковой равнодействующей максимальные переме-
щения больше от синусоидальной нагрузки. Их различие при изотермическом нагру-
жении составляет 22 %. Температурное воздействие добавляет еще 15 % к прогибу при 
синусоидальной нагрузке.  

Следовательно, при одинаковом статическом эквиваленте рассмотренных распре-
деленных нагрузок более опасной, с точки зрения прочности, является синусоидальная, 
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т. к. она вызывает прогибы слоев большие по величине, чем равномерно распределен-
ная нагрузка.   

5. Локальная распределенная параболическая нагрузка ( )q x действует на по-
верхность трехслойного стержня на участке 0   x b  , где   b l  (рис. 3, а). Ее аналитиче-
ский вид и коэффициенты разложения в ряд будут 

0
0

4( ) 1 ( )q x xq x H b x
b b

 
   

 
,   0

2

8 2 1 cos sin
( )m

lq l mb mbq
b m b m l l

   
    

    
. 

 
Рис. 3. Воздействие локальной прямоугольной нагрузки в температурном поле 

 
Величина амплитуды 0q  параболической нагрузки, равнодействующая которой 

эквивалентна равномерно распределенной по той же поверхности нагрузке 0q , будет 

0 0 0
0

4 1 1,5
b x xq q b dx q

b b
 

    
 

 .  

Численные результаты. На рис. 3, б,  показано изменение прогибов в слое 1 вдоль 
оси стержня при различных по форме нагрузках, распределенных по всей поверхности 
первого слоя ( b l ): 1 – прямоугольная, 2 – параболическая, 3 – параболическая с тем-
пературой. При одинаковой равнодействующей максимальные перемещения от пара-
болической нагрузки больше по величине примерно на 17 % соответствующих пере-
мещений от равномерно распределенной нагрузки. Температура добавляет к переме-
щениям еще 18 %. 

6. Выводы. Предложенные уравнения равновесия упругих трехслойных стержней 
со сжимаемым заполнителем позволяют исследовать их напряженно-деформированное 
состояние при действии локальных нагрузок различных видов в температурном поле. 
Численные расчеты показали существенное влияние температуры на перемещения в 
стержне.  
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