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Ïîñâÿùàåòñÿ Ó÷åíîìó è Ïðåïîäàâàòåëþ

Þðèþ Âëàäèìèðîâè÷ó Ìàëèíêîâñêîìó

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â òåîðèè ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äîñòàòî÷íî àêòóàëü-
íîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ íàäåæíîñòè îáñëóæèâàþ-
ùèõ ñèñòåì (óçëîâ). Îäíàêî íå òîëüêî îáñëóæèâàþùàÿ ñèñòåìà
ìîæåò âûõîäèòü èç ñòðîÿ. Ïî öåëîìó ðÿäó ïðè÷èí ìîãóò òåðÿòü
ñâîè êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè è ïîñòóïàþùèå â ñèñòåìó çà-
ÿâêè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàäåæíîñòè ïîñòóïàþùèõ çàÿâîê áîëüøîé
èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàòåëåé ïðåäñòàâëÿþò ñåòè ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè. Çàÿâêè â òàêèõ ñåòÿõ äåëÿòñÿ
íà äâà êëàññà: ïåðâûå ìîãóò îáñëóæèâàòüñÿ óçëàìè, à âòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ âðåìåííî íåàêòèâíûìè è íå îáñëóæèâàþòñÿ, ñêàïëèâàÿñü
â î÷åðåäÿõ óçëîâ. Ïîñòóïàþùèå â ñåòü ïîòîêè èíôîðìàöèîííûõ
ñèãíàëîâ ïîçâîëÿþò çàÿâêàì ìåíÿòü ñâîå ñîñòîÿíèå: èç íåàêòèâ-
íîãî ïåðåõîäèòü â ñîñòîÿíèå, êîãäà îíè ìîãóò ïîëó÷àòü îáñëóæè-
âàíèå, è íàîáîðîò.

Íåàêòèâíûå çàÿâêè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çàÿâ-
êè, èìåþùèå íåêîòîðûé äåôåêò, äåëàþùèé èõ íåïðèãîäíû-
ìè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåäà÷å äàííûõ
â èíôîðìàöèîííî-òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ ìîæåò âîçíè-
êàòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ïåðåñûëàåìàÿ çàÿâêà ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîä-
íîé äëÿ îáñëóæèâàíèÿ â ðåçóëüòàòå êàêîé-ëèáî ïîëîìêè èëè ñáîÿ
â ïðîöåññå åå ïåðåñûëêè. Òàêèì îáðàçîì, î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòà-
òû èçó÷åíèÿ ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâ-
êàìè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, èìåþùèõ ñåòåâóþ ñòðóêòóðó.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñóþò õàðàêòåðè-
ñòèêè ñòàöèîíàðíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òàêèõ ñåòåé, â ÷àñòíî-
ñòè âèä ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé.

Â [1] Ã.Ø. Öèöèàøâèëè è Ì.À. Îñèïîâîé ðàññìîòðåíà îòêðû-
òàÿ ñåòü ñ âðåìåííî íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè: èññëåäîâàíî ñòàöèî-
íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé â ïðåäïîëîæåíèè,
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÷òî äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïî-
íåíöèàëüíîìó çàêîíó. Â [2�5] èññëåäîâàíî ñòàöèîíàðíîå ôóíêöè-
îíèðîâàíèå ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ îáîáùå-
íèåì ìîäåëè èç [1]: íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ñåòåé ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ ñ çàÿâêàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ è îáõîäàìè óçëîâ.

Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè ñåòåé, òàêèå êàê çàìêíóòàÿ ñåòü Ãîðäî-
íà � Íüþýëëà è îòêðûòàÿ ñåòü Äæåêñîíà, èññëåäîâàíû â [6, 7]
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè èìå-
åò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòî îãðàíè-
÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ ðåäêî. Äåéñòâèòåëüíî, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè ÷àùå âñåãî îòëè÷àåòñÿ îò
ïîêàçàòåëüíîãî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà ðàç-
ðàáîòêè àíàëèòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñåòåé ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, ïðèâëåêàþùàÿ âñå áîëüøåå âíèìà-
íèå èññëåäîâàòåëåé [8�14]. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå ñåòè ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè è ïðîèçâîëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ èññëåäîâàíû â [13, 14].
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñî-
ñòîÿíèé ñåòåé èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó è èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ äëèòåëüíî-
ñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè.

Â.À. Èâíèöêèé â [15] ïðè èññëåäîâàíèè íåìàðêîâñêèõ ñåòåé
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ââåë â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ (ÊËÑåÌÎ) è êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ñåòåé ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ (ÊÍÑåÌÎ). Îáñëóæèâàíèå â òàêèõ ñåòÿõ èìååò
íå ¾âðåìåííýþ¿, à òàê íàçûâàåìóþ ¾ýíåðãåòè÷åñêóþ¿ òðàêòîâêó,
òî åñòü êàæäàÿ îïåðàöèÿ îáñëóæèâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé ðàáîòû, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü. Ïîñêîëü-
êó ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàáî-
òû, íåîáõîäèìîãî äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, ñëó÷àéíûé ïðîöåññ,
õàðàêòåðèçóþùèé êîëè÷åñòâî çàÿâîê â êàæäîì èç óçëîâ, óæå
íå ìàðêîâñêèé, òî, êàê è â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî èíâàðèàíòíîñòè,
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàñøèðåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ìåòîä
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äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ). Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê âåäóò
ñåáÿ äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå, õàðàêòåðèçóþùèå îñòàòî÷íîå
êîëè÷åñòâî ðàáîòû, íåîáõîäèìîå äëÿ îêîí÷àíèÿ íåêîòîðîé îïå-
ðàöèè îáñëóæèâàíèÿ, è ïðîèñõîäèò äåëåíèå íåìàðêîâñêèõ ñåòåé
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ íà ÊËÑåÌÎ è ÊÍÑåÌÎ.

Äëÿ ÊËÑåÌÎ äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå ξ(t) óáûâàþò
ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, ïðè ýòîì ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ìîæåò çàâè-
ñåòü îò ñîñòîÿíèÿ óçëà èëè ñîñòîÿíèÿ ñåòè â öåëîì

dξ(t)

dt
= −α.

Äëÿ ÊÍÑåÌÎ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ çàâèñèò îò îñòàòî÷íîãî êî-
ëè÷åñòâà ðàáîòû. Ýòà çàâèñèìîñòü âûðàæàåòñÿ íåêîòîðîé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé

dξ(t)

dt
= −β(ξ(t)).

Â [15] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïî èíâàðèàíòíîñòè äëÿ ìíîãèõ
îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ðàçëè÷-
íûìè ¾íåìåäëåííûìè¿ äèñöèïëèíàìè îáñëóæèâàíèÿ: äëÿ ñåòè
Äæåêñîíà ñ çàâèñèìîñòüþ ïàðàìåòðîâ îáñëóæèâàíèÿ è öèðêó-
ëÿöèè îò ñîñòîÿíèÿ ñåòè, äëÿ ñåòè ñ ðàçíûìè êëàññàìè çàÿâîê
è ïàðàìåòðàìè îáñëóæèâàíèÿ è öèðêóëÿöèè, çàâèñÿùèìè îò ñî-
ñòîÿíèÿ ñåòè, äëÿ ñåòè ñ îáîáùåííûì ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì,
ñåòè ñ äåòåðìèíèðîâàííîé öèðêóëÿöèåé, äëÿ çàìêíóòîé çâåçäîîá-
ðàçíîé ñåòè, äëÿ îòêðûòîé ñåòè ñ ïîòåðÿìè è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ
ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îáîáùàåò ïðåäñòàâëåíèå î ïðî-
öåññå îáñëóæèâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ñ ïðàêòè-
÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü áîëåå øèðîêèé
êëàññ çàäà÷ è èññëåäîâàòü áîëåå ñëîæíûå è èíòåðåñíûå ìîäåëè
ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.

Â [16, 17] óñòàíîâëåíà èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé äëÿ çàìêíóòîé è îòêðûòîé ñåòåé
ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè äëÿ ñëó÷àÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñî-
ñòîÿíèé ñåòåé èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó è èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà
ðàáîòû, òðåáóþùåãîñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè.

Áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðåäñòàâëÿ-
åò èçó÷åíèå ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â êîòîðûõ îáñëóæè-
âàþùèå ïðèáîðû â óçëàõ ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, â ðåàëüíûõ ñåòÿõ ëþáûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà â ñèëó åñòå-
ñòâåííîãî èçíîñà èëè íàðóøåíèÿ óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè ìîãóò ëè-
áî ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàòü ôóíêöèîíèðîâàíèå, ëèáî ïðîäîëæàòü
ðàáîòàòü ñ ìåíüøåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ. Îäíàêî íàéòè ñòàöè-
îíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ òàêèõ ñåòåé äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Òàê,
íàïðèìåð, â [15] ðàññìîòðåíû ìàðêîâñêèå ñåòè ñ íåíàäåæíûìè êà-
íàëàìè îáñëóæèâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ áûëè íàéäåíû ãëàâíûå ÷ëå-
íû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Ñåòè ñ íåíàäåæíûìè êàíàëàìè îáñëó-
æèâàíèÿ òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû â [18, 19], äëÿ óêàçàííûõ ñåòåé
áûëî íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-
íèé â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå.

Â ðàáîòàõ Þ.Â. Ìàëèíêîâñêîãî è À.Þ. Íóåìàíà [20, 21] èñ-
ñëåäîâàíû îòêðûòûå è çàìêíóòûå ñåòè, â êîòîðûõ ïðèáîðû ìî-
ãóò ÷àñòè÷íî âûõîäèòü èç ñòðîÿ, ðàáîòàÿ ïðè ýòîì â ¾ùàäÿ-
ùåì¿ ðåæèìå. Â òàêèõ ñåòÿõ îäíîëèíåéíûå óçëû ìîãóò ðàáîòàòü
â íåñêîëüêèõ ðåæèìàõ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå èìååò ôîðìó ïðîèçâåäåíèÿ. Â [22�24] èññëåäîâàíû ñåòè
ñ ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ, îòðèöàòåëüíûìè
çàÿâêàìè è èíôîðìàöèîííûìè ñèãíàëàìè, íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå
ðàñïðåäåëåíèå â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå è óñëîâèÿ åãî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Â [9, 10, 12] äëÿ ñåòåé ñ ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿ-
ìè îáñëóæèâàíèÿ íàéäåí âèä ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, íàéäåíû óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè, óñòàíîâëåíà
èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñî-
ñòîÿíèé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ
êîëè÷åñòâà ðàáîòû, òðåáóþùåãîñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê. Ñå-
òè ñ îòðèöàòåëüíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè
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îáñëóæèâàíèÿ ðàññìîòðåíû â [11], óñòàíîâëåíà èíâàðèàíòíîñòü
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî îòíîøå-
íèþ ê ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàáîòû
ïî ïåðåêëþ÷åíèþ ðåæèìîâ.

Äëÿ ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè
è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ â [25�28] íàéäåí
âèä è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñåòåé èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó
è èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîëè÷åñòâà ðàáîòû, òðåáóþùåãîñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ èíâàðèàíòíîñòè
ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé îòêðûòûõ
è çàìêíóòûõ ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çà-
ÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ îòêðûòàÿ è çàìêíóòàÿ ñåòè ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê â óçëàõ ðàñïðåäåëåíû ïî
ïðîèçâîëüíîìó çàêîíó. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ñåòåé óñòà-
íàâëèâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ðàñ-
ïðåäåëåíèé äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ ïåðâûõ ìîìåíòàõ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ îòêðûòîé è çàìêíóòîé
ñåòåé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàáîòû, òðåáóþùååñÿ äëÿ îáñëóæèâà-
íèÿ çàÿâêè � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñåòåé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíê-
öèîíàëüíîé ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàáîòû, òðåáóþùå-
ãîñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê, ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïåðâûõ ìî-
ìåíòàõ.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñÿ îòêðûòàÿ è çàìêíóòàÿ ñåòè ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèì-
íûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ. Ïðèáîðû â óçëàõ ñåòè ìîãóò
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ôóíêöèîíèðîâàòü â íåñêîëüêèõ ðåæèìàõ, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷-
íîé ñòåïåíè ðàáîòîñïîñîáíîñòè óçëîâ. Êàæäûé ðåæèì îòëè÷àåò-
ñÿ ñâîèì íàáîðîì ïîêàçàòåëåé. Ïðè ïåðåõîäå óçëà â ðåæèì ñ áîëü-
øèì íîìåðîì ïðîèçâîäèòåëüíîñòü óçëà óìåíüøàåòñÿ, óõóäøàåò-
ñÿ ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ. Ïðè ïåðåõîäå óçëà â ðåæèì ñ ìåíü-
øèì íîìåðîì ïðîèñõîäèò âîññòàíîâëåíèå ïîêàçàòåëåé ïðîöåññà
îáñëóæèâàíèÿ, óëó÷øàåòñÿ êà÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ. Äëÿ óêàçàí-
íûõ ñåòåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå, óñòàíàâëèâàåòñÿ èíâàðè-
àíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ê ôóíê-
öèîíàëüíîé ôîðìå ðàñïðåäåëåíèé äëèòåëüíîñòåé îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâîê ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïåðâûõ ìîìåíòàõ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ îòêðûòàÿ è çàìêíóòàÿ ñåòè
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðå-
æèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ðàáîòû, òðåáóþùååñÿ äëÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Óñòà-
íàâëèâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ñåòåé ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëüíîé ôîð-
ìå ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàáîòû, òðåáóþùåãîñÿ äëÿ îáñëó-
æèâàíèÿ çàÿâîê, ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïåðâûõ ìîìåíòàõ.

Àâòîðñêèé êîëëåêòèâ âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü
äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Ãóðàìè Øàë-
âîâè÷ó Öèöèàøâèëè çà öåííûå èäåè è ñîâåòû.
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1 ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÑÅÒÅÉ Ñ ÍÅÀÊÒÈÂÍÛÌÈ
ÇÀßÂÊÀÌÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

1.1 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
çàìêíóòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàìêíóòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
ñ ìíîæåñòâîì óçëîâ J = {1, . . . , N}. Â ñåòè öèðêóëèðóþò M çà-
ÿâîê. Âñå çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñåòè, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà îáûê-
íîâåííûå (àêòèâíûå), êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷àòü îáñëóæèâàíèå,
è íåàêòèâíûå. Â óçëû ñåòè èçâíå ïîñòóïàþò íåçàâèñèìûå ïóàñ-
ñîíîâñêèå ïîòîêè èíôîðìàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè
νi è φi, i ∈ J . Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ νi èí-
ôîðìàöèîííûé ñèãíàë óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâ-
íûõ çàÿâîê; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå îáûêíîâåííûõ çàÿâîê
ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ
φi èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
íåàêòèâíûõ çàÿâîê, óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûêíî-
âåííûõ çàÿâîê; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå íåàêòèâíûõ çàÿâîê
ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûå ñèãíàëû â ñåòè íå òðå-
áóþò îáñëóæèâàíèÿ.

Ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

z(t) =
(
(ni(t), n

′
i(t)), i ∈ J

)
, ãäå (ni(t), n

′
i(t)) � ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà

â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ni(t) è n′
i(t) � ÷èñëî îáûêíîâåííûõ

è ñîîòâåòñòâåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê â i-ì óçëå â ìîìåíò âðåìåíè
t, ni(t)+n′

i(t) � îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â i-ì óçëå. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
z(t) îáëàäàåò êîíå÷íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Z = {z = ((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) :

ni, n
′
i ≥ 0,

N∑
i=1

(ni + n′
i) = M, i ∈ J}.
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Íóìåðàöèÿ îáûêíîâåííûõ çàÿâîê â î÷åðåäè êàæäîãî óçëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ¾õâîñòà¿ î÷åðåäè ê ïðèáîðó, òî åñòü åñëè â i-ì
óçëå íàõîäèòñÿ ni îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, òî çàÿâêà, êîòîðàÿ îá-
ñëóæèâàåòñÿ, èìååò íîìåð ni, à ïîñëåäíÿÿ çàÿâêà â î÷åðåäè èìååò
íîìåð 1. Âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â î÷åðåäè i-ãî óçëà íó-
ìåðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàÿâêà, ïîñëåäíÿÿ ñòàâøàÿ íåàê-
òèâíîé, èìååò íîìåð n′

i. Ïîñòóïàþùèé â i-é óçåë ñèãíàë νi âîç-
äåéñòâóåò íà îáûêíîâåííóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð 1, êîòîðàÿ
ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì n′

i+1. Ñèãíàë φi âîç-
äåéñòâóåò íà íåàêòèâíóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð n′

i, êîòîðàÿ ñòà-
íîâèòñÿ îáûêíîâåííîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì 1.

Äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ � LCFS�PR. Ïîñòóïàþùàÿ â i-é
óçåë çàÿâêà íà÷èíàåò ñðàçó îáñëóæèâàòüñÿ è ïîëó÷àåò íîìåð ni+
+1, à âûòåñíåííàÿ çàÿâêà ñîõðàíÿåò íîìåð ni è ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
â î÷åðåäè íà äîîáñëóæèâàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íåàêòèâíûå çàÿâêè â ñåòè îòñóòñòâóþò.

Çàÿâêà, ïîëó÷èâøàÿ îáñëóæèâàíèå â i-ì óçëå, ìãíîâåííî ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ pi,j ïåðåõîäèò â j-é óçåë
(∑

j∈J pi,j = 1, i ∈ J
)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü
pi,i = 0, i ∈ J . Ìàòðèöà ìàðøðóòèçàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðè-
âîäèìîé.

Äëÿ çàìêíóòûõ ñåòåé ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ìàòðèöû ìàðøðóòèçàöèè (pi,j) ñèñòåìà óðàâíåíèé òðàôèêà

εj =

N∑
i=1

εipi,j , j ∈ J, (1.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïî-
ëîæèòåëüíîå ðåøåíèå εj [6].

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê
â óçëàõ èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè µi.
Â ýòîì ñëó÷àå z(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåä-
ëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèî-

íàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà èìååò

âèä

p((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1) . . . pN (nN , n′

N ).
(1.2)

Çäåñü ((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) ∈ Z,

pi(ni, n
′
i) =

(
εi

µi

)ni
(
εiνi

µiφi

)n′
i

� ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé i-ãî óç-
ëà, εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (1.1), G(M,N) �
íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ èç óñëîâèÿ∑

((n1,n′
1),...,(nN ,n′

N ))∈Z

p((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) = 1. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå Ìàðêîâà z(t) ýð-
ãîäè÷åí [29]. Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà {p(z), z ∈ Z}.

Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ êðîìå (ni, n

′
i) = (1, 0), e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i) = (0, 1).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä

N∑
i=1

(
µiIni>0 + φiIn′

i>0 + νiIni>0

)
p(z) =

=
N∑
i=1

(
φip(z − ei + e′i)Ini>0 + νip(z + ei − e′i)In′

i>0

)
+

+

N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

µip(z + ei − ej)pi,jInj>0, z ∈ Z.

Çäåñü IA � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A.
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) â óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, ñ ó÷å-
òîì ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (1.1), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî. Òà-
êèì îáðàçîì, (1.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé ãëîáàëüíîãî
ðàâíîâåñèÿ è ñîîòâåòñòâåííî ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âå-
ðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Òåîðåìà äîêàçàíà.�

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ
çàÿâêè â i-ì óçëå � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni+n′

i, s) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì 1/µi. Òîãäà â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-
ñêèì, ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðî-
öåññ ζ(t) = (z(t), ξ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξN (t)). Çäåñü ξi(t) = (ξi,1(t), . . . , ξi,ni+n′

i
(t)), ãäå

ξi,k(t) � âðåìÿ, îñòàâøååñÿ äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè,
ñòîÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåcñà
ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíêöèÿ F (z, x)
â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 1.2. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèî-

íàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé F (z, x)
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N )×

×
N∏
i=1

µ
ni+n′

i
i

ni+n′
i∏

s=1

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (1.4)

14



ãäå

pi(ni, n
′
i) =

(
εi

µi

)ni
(
εiνi

µiφi

)n′
i
, (1.5)

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (1.1), à êîíñòàíòà

G(M,N) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (1.3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïî ýðãîäè÷åñêîé

òåîðåìå Ìàðêîâà [29] z(t) â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå ýðãîäè÷åí, ñëåäî-
âàòåëüíî, è â îáùåì ñëó÷àå ζ(t) ýðãîäè÷åí, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ
èç z(t) äîáàâëåíèåì íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò.

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü
ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z, ξi,1(t+h) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñêëþ-
÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî, è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
.

2) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî, i, j ∈ J .

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <
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< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1+

+hIni>1} ×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0 + o(h).

Çäåñü h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà t äî îêîí-
÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
âðåìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíå-
íèé íå ïðîèçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,

h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0.

4) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè-
÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíå-
íèé íå ïðîèçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,
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hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

5) È, íàêîíåö, çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé
ñîñòîÿíèÿ ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì:

P{z(t+ h) = z, ξi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ξi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} =

= P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
+

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,
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ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â ïðèâåäåííûå âûøå
óðàâíåíèÿ, âûðàçèì ÷åðåç ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+h, i ∈ J, i ̸= k;xk,1, . . . , xk,nk+n′

k−1, h)+

+ . . .+ Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1, h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =
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= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+

+
N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni+n′
i, xi,ni+n′

i
+θ) òàêæå ðàçëîæèì â ðÿä

Òåéëîðà êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé θ.
Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x)+h
N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0−

−
( N∑

i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+
N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+
N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).
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Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþñÿ íåíó-
ëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)
N∑
i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
=

=

N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+ (1.6)

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0.

Ðàçîáüåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.6) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî
áàëàíñà:

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
=

= F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 + F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (1.7)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

=

N∑
j=1,j ̸=i

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)× (1.8)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0, i ∈ J.
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (1.4), (1.5), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèé (1.7) è (1.8), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (1.6).

Åñëè ni > 0, òî ïîäñòàâëÿÿ (1.4), (1.5) â óðàâíåíèå (1.8), ïðè-
âîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ íà Bi(ni+n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z−ei, x), ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàôèêà

(1.1). Åñëè ni = 0, òî (1.8) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. È, íàêî-
íåö, ïîäñòàâëÿÿ (1.4), (1.5) â (1.7), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Òåîðåìà
äîêàçàíà. �

Ïîä {p(z), z ∈ Z} áóäåì ïîíèìàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 1.2 ñ ó÷å-
òîì ðàâåíñòâà p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.1.Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí, à åãî ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z}
íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x),
i ∈ J è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó

p(z) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N ), z ∈ Z,

ãäå pi(ni, n
′
i) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.5), à êîíñòàíòà

G(M,N) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (1.3).
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1.2 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îòêðûòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

Èññëåäóåòñÿ îòêðûòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ìíîæå-
ñòâîì óçëîâ J = {1, . . . , N}. Âñå çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñåòè, ïîä-
ðàçäåëÿþòñÿ íà îáûêíîâåííûå (àêòèâíûå), êîòîðûå ìîãóò ïîëó-
÷àòü îáñëóæèâàíèå, è íåàêòèâíûå. Â óçëû ñåòè èçâíå ïîñòóïà-
þò íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòÿìè
λi, i ∈ J . Òàêæå â óçëû ñåòè èçâíå ïîñòóïàþò íåçàâèñèìûå ïóàñ-
ñîíîâñêèå ïîòîêè èíôîðìàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè
νi è φi, i ∈ J . Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ νi èí-
ôîðìàöèîííûé ñèãíàë óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâ-
íûõ çàÿâîê; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå îáûêíîâåííûõ çàÿâîê
ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ
φi èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
íåàêòèâíûõ çàÿâîê, óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûêíî-
âåííûõ çàÿâîê; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå íåàêòèâíûõ çàÿâîê
ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûå ñèãíàëû íå òðåáóþò îá-
ñëóæèâàíèÿ.

Ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

z(t) =
(
(ni(t), n

′
i(t)), i ∈ J

)
, ãäå (ni(t), n

′
i(t)) � ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà

â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ni(t) è n′
i(t) � ÷èñëî îáûêíîâåííûõ

è ñîîòâåòñòâåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê â i-ì óçëå â ìîìåíò âðåìåíè
t, ni(t)+n′

i(t) � îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â i-ì óçëå. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
z(t) îáëàäàåò ñ÷åòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Z = {z = ((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) : ni, n
′
i ≥ 0, i ∈ J}.

Íóìåðàöèÿ îáûêíîâåííûõ çàÿâîê â î÷åðåäè êàæäîãî óçëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ¾õâîñòà¿ î÷åðåäè ê ïðèáîðó, òî åñòü åñëè â i-ì
óçëå íàõîäèòñÿ ni îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, òî çàÿâêà, êîòîðàÿ îá-
ñëóæèâàåòñÿ, èìååò íîìåð ni, à ïîñëåäíÿÿ çàÿâêà â î÷åðåäè èìååò
íîìåð 1. Âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â î÷åðåäè i-ãî óçëà íóìå-
ðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàÿâêà, ïîñëåäíÿÿ ñòàâøàÿ íåàêòèâ-
íîé, èìååò íîìåð n′

i. Ïîñòóïàþùèé â i-é óçåë èíôîðìàöèîííûé
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ñèãíàë νi âîçäåéñòâóåò íà îáûêíîâåííóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð
1, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì n′

i + 1.
Ñèãíàë φi âîçäåéñòâóåò íà íåàêòèâíóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð
n′
i, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì 1.
Äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ � LCFS�PR. Ïîñòóïàþùàÿ â i-é

óçåë çàÿâêà íà÷èíàåò ñðàçó îáñëóæèâàòüñÿ è ïîëó÷àåò íîìåð ni+
+1, à âûòåñíåííàÿ çàÿâêà ñîõðàíÿåò íîìåð ni è ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
â î÷åðåäè íà äîîáñëóæèâàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íåàêòèâíûå çàÿâêè â ñåòè îòñóòñòâóþò.

Äëèòåëüíîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè â i-ì óçëå � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni + n′

i, s)
è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 1/µi.

Çàÿâêà, ïîëó÷èâøàÿ îáñëóæèâàíèå â i-ì óçëå, ìãíîâåííî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi,j ïåðåõîäèò â j-é óçåë, à ñ âåðîÿòíîñòüþ pi,0 ïîêè-

äàåò ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
(∑

j∈J pi,j + pi,0 = 1, i ∈ J
)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü
pi,i = 0, i ∈ J . Ìàòðèöà ìàðøðóòèçàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðè-
âîäèìîé.

Äëÿ îòêðûòûõ ñåòåé ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ìàòðèöû ìàðøðóòèçàöèè (pi,j) ñèñòåìà óðàâíåíèé òðàôèêà

εj = λj +

N∑
i=1

εipi,j , j ∈ J, (1.9)

èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå εj [7].
Â [1] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà Bi(ni + n′

i, s) ÿâëÿåòñÿ ôóíê-
öèåé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ýðãî-
äè÷íîñòè

εi < µi,

εiνi < µiφi, i ∈ J,

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ìàðêîâñêî-
ãî ïðîöåññà z(t) = (ni(t), n

′
i(t), i ∈ J) èìååò âèä

p(z) = p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N ), z ∈ Z,
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ãäå

pi(ni, n
′
i) =

(
1− εiνi

φiµi

)(
1− εi

µi

)(
εiνi

φiµi

)n′
i
(
εi

µi

)ni

, i ∈ J,

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (1.9).
Èññëåäóåì áîëåå øèðîêèé ñëó÷àé, êîãäà äëèòåëüíîñòü îáñëó-

æèâàíèÿ èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni +
+n′

i, s) è êîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 1/µi. Òîãäà â îáùåì
ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ïîýòîìó ðàññìîò-
ðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ζ(t) = (z(t), ξ(t)), äî-
áàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξN (t)).
Çäåñü ξi(t) = (ξi,1(t), . . . , ξi,ni+n′

i
(t)), ãäå ξi,k(t) � âðåìÿ, îñòàâøåå-

ñÿ äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, ñòîÿùåé â ìîìåíò âðåìå-
íè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

εi < µi,

εiνi < µiφi, i ∈ J, (1.10)

ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé F (z, x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N )×
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×
N∏
i=1

µ
ni+n′

i
i

ni+n′
i∏

s=1

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (1.11)

ãäå

pi(ni, n
′
i) =

(
1− εiνi

φiµi

)(
1− εi

µi

)(
εiνi

φiµi

)n′
i
(
εi

µi

)ni

, i ∈ J, (1.12)

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (1.9).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (1.10) ζ(t) ýðãîäè÷åí. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê-
òà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ñìèòà
[29], åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíå-
ðèðóþùèì. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåòè ñõåìàòè÷íî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ïåðèîäîâ, êîãäà ñåòü íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ¾0¿ (â óçëàõ íåò íè îáûêíîâåííûõ, íè íåàê-
òèâíûõ çàÿâîê) è ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè ñåòè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
Ìîìåíò ïåðåõîäà ñåòè â ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå ¾0¿ ÿâëÿåòñÿ ìîìåí-
òîì ðåãåíåðàöèè. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ
òåîðåìû Ñìèòà äëÿ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ.

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ â ñåòü çàÿâîê èëè ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿ-
ùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå
èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.

Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ êðîìå (ni, n

′
i) = (1, 0), e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i) = (0, 1).

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z, ξi,1(t+h) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî, è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤
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≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(λi + νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
.

2) Çà âðåìÿ h çàÿâêà ïîñòóïèëà â i-é óçåë è ñðàçó íà÷àëà îá-
ñëóæèâàòüñÿ, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z − ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) <

< xi,ni+n′
i−1 + hIni>1}×

×(λih+ o(h))Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)Ini>0,

ãäå h− θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà t äî ïîñòóïëå-
íèÿ çàÿâêè, à θ � âðåìÿ ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè äî
t+ h, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî, i, j ∈ J .

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) <
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< xi,ni+n′
i−1 + hIni>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0 + o(h),

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t äî
îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

4) Çà âðåìÿ h â i-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ïîêèíóëà ñåòü, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z + ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i+1(t) < h}pi,0 + o(h).

5) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
íåàêòèâíûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0.

6) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàê-
òèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçî-
øëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü.
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P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

7) È, íàêîíåö, çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé
ñîñòîÿíèÿ ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Åñòåñòâåííî, ÷òî â êàæäîì èç âûøå ïåðå÷èñëåííûõ ïóíêòîâ è
äëÿ êàæäîãî óçëà ïàðàìåòð θ ñâîé. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå çàãðî-
ìîæäàòü âûêëàäêè, èíäåêñàöèÿ äëÿ θ íå ââîäèòñÿ.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì:

P{z(t+ h) = z, ξi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ξi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,

hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(λi + νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
+

+

N∑
i=1

(
P{z(t) = z − ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×(λih+ o(h))Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)Ini>0+

+
N∑
j=1

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . ,
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hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0+

+P{z(t) = z + ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i+1(t) < h}pi,0+

+P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0+

+P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0 + o(h)

)
.

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â ïðèâåäåííûå âûøå
óðàâíåíèÿ, âûðàçèì ÷åðåç ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

29



â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+h, i ∈ J, i ̸= k;xk,1, . . . , xk,nk+n′

k−1, h)+

+ . . .+ Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1, h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+

+
N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni+n′
i, xi,ni+n′

i
+θ) òàêæå ðàçëîæèì â ðÿä

Òåéëîðà êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé θ.
Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x)+h
N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0−
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−
( N∑

i=1

(
λi + νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+

N∑
i=1

F (z − ei, x)Bi(ni + n′
i, xni+n′

i
)(λih+ o(h))Ini>0+

+h
N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+h
N∑
i=1

pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).

Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþñÿ íåíó-
ëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)

N∑
i=1

(
λi + νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
=

=
N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+ (1.13)

+
N∑
i=1

F (z − ei, x)Bi(ni + n′
i, xni+n′

i
)λiIni>0+
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+

N∑
i=1

pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0.

Ðàçîáüåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.13) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî
áàëàíñà:

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
= F (z + ei − e′i, x)νiIn′

i>0+

+F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (1.14)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

=

N∑
j=1,j ̸=i

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+ (1.15)

+F (z − ei, x)Bi(ni + n′
i, xni+n′

i
)λiIni>0;

N∑
i=1

λiF (z, x) =
N∑
i=1

pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

. (1.16)
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (1.11), (1.12), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèé (1.14) � (1.16), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (1.13).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ (1.11), (1.12) â óðàâíåíèÿ ëîêàëüíî-
ãî áàëàíñà (1.14) � (1.16), à òàêæå ó÷èòûâàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé
òðàôèêà (1.9), ïîëó÷àåì òîæäåñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.�

Ïîä {p(z), z ∈ Z} áóäåì ïîíèìàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 1.3 ñ ó÷å-
òîì ðàâåíñòâà p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.10), òî ïðîöåññ
z(t) ýðãîäè÷åí, à åãî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z} íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà

ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x), i ∈ J è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä

p(z) = p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N ), z ∈ Z,

ãäå pi(ni, n
′
i) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.12). Çäåñü pi(ni, n

′
i) �

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èçîëèðî-

âàííîãî óçëà.

33



2 ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÑÅÒÅÉ Ñ ÍÅÀÊÒÈÂÍÛÌÈ
ÇÀßÂÊÀÌÈ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ
ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈÞ ÇÀßÂÊÈ

2.1 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
çàìêíóòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

Èññëåäóåòñÿ çàìêíóòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ìíîæå-
ñòâîì óçëîâ J = {1, . . . , N}. Â ñåòè öèðêóëèðóþò M çàÿâîê. Âñå
çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñåòè, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà îáûêíîâåííûå
(àêòèâíûå), êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷àòü îáñëóæèâàíèå, è íåàêòèâ-
íûå. Â óçëû ñåòè èçâíå ïîñòóïàþò íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ïî-
òîêè èíôîðìàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè νi è φi, i ∈ J .
Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ νi èíôîðìàöèîííûé
ñèãíàë óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê íà åäèíèöó
è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çàÿâîê; â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå îáûêíîâåííûõ çàÿâîê ñèãíàë ïîêèäàåò
ñåòü. Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ φi èíôîðìàöè-
îííûé ñèãíàë óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çà-
ÿâîê, óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê;
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå íåàêòèâíûõ çàÿâîê ñèãíàë ïîêè-
äàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûå ñèãíàëû íå òðåáóþò îáñëóæèâàíèÿ
â óçëàõ ñåòè.

Ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

z(t) =
(
(ni(t), n

′
i(t)), i ∈ J

)
, ãäå (ni(t), n

′
i(t)) � ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà

â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ni(t) è n′
i(t) � ÷èñëî îáûêíîâåííûõ

è ñîîòâåòñòâåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê â i-ì óçëå â ìîìåíò âðåìåíè
t, ni(t)+n′

i(t) � îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â i-ì óçëå. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
z(t) îáëàäàåò êîíå÷íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Z = {z = ((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) :

ni, n
′
i ≥ 0,

N∑
i=1

(ni + n′
i) = M, i ∈ J}.
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Íóìåðàöèÿ îáûêíîâåííûõ çàÿâîê â î÷åðåäè êàæäîãî óçëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ¾õâîñòà¿ î÷åðåäè ê ïðèáîðó, òî åñòü åñëè â i-ì
óçëå íàõîäèòñÿ ni îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, òî çàÿâêà, êîòîðàÿ îá-
ñëóæèâàåòñÿ, èìååò íîìåð ni, à ïîñëåäíÿÿ çàÿâêà â î÷åðåäè èìååò
íîìåð 1. Âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â î÷åðåäè i-ãî óçëà íóìå-
ðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàÿâêà, ïîñëåäíÿÿ ñòàâøàÿ íåàêòèâ-
íîé, èìååò íîìåð n′

i.
Ïîñòóïàþùèé â i-é óçåë ñèãíàë νi âîçäåéñòâóåò íà îáûêíîâåí-

íóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð 1, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé
çàÿâêîé ïîä íîìåðîì n′

i + 1. Ñèãíàë φi âîçäåéñòâóåò íà íåàêòèâ-
íóþ çàÿâêó ïîä íîìåðîì n′

i, êîòîðàÿ ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííîé
çàÿâêîé ïîä íîìåðîì 1.

Äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ � LCFS�PR. Ïîñòóïàþùàÿ â i-é
óçåë çàÿâêà íà÷èíàåò ñðàçó îáñëóæèâàòüñÿ è ïîëó÷àåò íîìåð ni+
+1, à âûòåñíåííàÿ çàÿâêà ñîõðàíÿåò íîìåð ni è ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
â î÷åðåäè íà äîîáñëóæèâàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íåàêòèâíûå çàÿâêè â ñåòè îòñóòñòâóþò.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni(t), n

′
i(t)), è ñðàçó ïîñëå óêàçàííîãî ìîìåíòà â ýòîò óçåë ïî-

ñòóïàåò çàÿâêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæèâàòüñÿ, òî
êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî åå îáñëóæèâàíèþ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé ηi(ni+n′

i+1) ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni+n′
i+1, s)

è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni + n′
i + 1). Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî Bi(ni + n′
i + 1, 0) = 0, i ∈ J .

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü (ni(t), n
′
i(t)),

òî îáñëóæèâàíèå âåäåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ αi(ni+n′
i), òî åñòü çàâèñèò

îò ñîñòîÿíèÿ óçëà, i ∈ J . Îáñëóæèâàíèå èìååò íå ¾âðåìåííýþ¿,
à, òàê íàçûâàåìóþ, ¾ýíåðãåòè÷åñêóþ¿ òðàêòîâêó, òî åñòü êàæäàÿ
îïåðàöèÿ îáñëóæèâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
ðàáîòû, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü.

Çàÿâêà, ïîëó÷èâøàÿ îáñëóæèâàíèå â i-ì óçëå, ìãíîâåííî ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ pi,j ïåðåõîäèò â j-é óçåë
(∑

j∈J pi,j = 1, i ∈ J
)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü
pi,i = 0, i ∈ J . Ìàòðèöà ìàðøðóòèçàöèè äëÿ ñåòè ïðåäïîëàãà-
åòñÿ íåïðèâîäèìîé.
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Äëÿ çàìêíóòûõ ñåòåé ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ìàòðèöû ìàðøðóòèçàöèè (pi,j) ñèñòåìà óðàâíåíèé òðàôèêà

εj =
N∑
i=1

εipi,j , j ∈ J, (2.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïî-
ëîæèòåëüíîå ðåøåíèå εj [6].

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìîòðåí ñëó÷àé çàìêíóòîé ñåòè, äëÿ êîòî-
ðîé Bi(ni+n′

i, s) = 1−exp{−µis} (s > 0, µi > 0), τi(ni+n′
i) = 1/µi

ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ αi(ni + n′
i) = 1, òî åñòü

Bi(ni+n′
i, s) ÿâëÿëàñü ôóíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííî-

ãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, i ∈ J . Òîãäà z(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ,
äëÿ êîòîðîãî íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñîñòîÿíèé. Äàëåå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëüíàÿ è óñòàíàâëèâàëàñü èíâàðè-
àíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöè-
îíàëüíîé ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîé ýíåðãåòè÷åñêîé ïî-
ñòàíîâêè, êîãäà êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ηi(ni+n′

i) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni+n′

i, s) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì τi(ni + n′

i).
Ïóñòü ψi,k(t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå îñòàëîñü âûïîë-

íèòü ñ ìîìåíòà t äëÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, ñòî-
ÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå, ψi(t) =
= (ψi,1(t), . . . ,ψi,ni+n′

i
(t)), i ∈ J .

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, åñëè ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü (ni, n
′
i),

i ∈ J , òî
dψi,ni+n′

i
(t)

dt
= −αi(ni + n′

i).

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,
ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
ζ(t) = (z(t), ψ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ψ(t) = (ψ1(t), . . . ,ψN (t)).

36



Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèî-

íàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé F (z, x)
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N )×

×
N∏
i=1

ni+n′
i∏

s=1

1

τi(s)

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (2.2)

ãäå

pi(ni, n
′
i) = εi

ni

(
εiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s)
, (2.3)

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (2.1), G(M,N) � íîð-

ìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ èç óñëîâèÿ

G(M,N) =
( ∑

((n1,n′
1),...,(nN ,n′

N ))∈Z

p1(n1, n
′
1) . . . pN (nN , n′

N )
)−1

.

(2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïî ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìå Ìàðêîâà [29] z(t) â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå ýðãîäè÷åí, ñëåäî-
âàòåëüíî, è â îáùåì ñëó÷àå ζ(t) ýðãîäè÷åí, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ
èç z(t) äîáàâëåíèåì íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò.
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Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ êðîìå (ni, n

′
i) = (1, 0), e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i) = (0, 1).

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü
ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z,ψi,1(t+h) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî, è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè íå
çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni+n′
i)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
.

2) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî, i, j ∈ J .

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,ψj,nj+n′

j+1(t) <
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< αj(nj + n′
j + 1)(h− θ),

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1 ≤ ψi,ni+n′

i−1(t) <

< xi,ni+n′
i−1 + αi(ni + n′

i − 1)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ)pj,iIni>0 + o(h),

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
âðåìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíå-
íèé íå ïðîèçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z + ei − e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h}(νih+ o(h))In′
i>0.

4) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè-
÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíå-
íèé íå ïðîèçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.
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P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

5) È, íàêîíåö, çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé
ñîñòîÿíèÿ ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì:

P{z(t+ h) = z,ψi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ψi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} =

= P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)hIni>0 ≤

≤ ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
+

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,ψj,1(t) < xj,1, . . . ,

ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,ψj,nj+n′

j+1(t) < αj(nj + n′
j + 1)(h− θ),
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ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1 ≤ (2.5)

≤ ψi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ)pj,iIni>0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)h}×

×(νih+ o(h))In′
i>0 +

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)hIni>1}×

×(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â (2.5), âûðàçèì ÷åðåç
ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé
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â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J, i ̸= k;

xk,1, . . . , xk,nk+n′
k−1,αk(nk + n′

k)h) + . . .+

+Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1,αi(ni + n′

i)h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J} = Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+

+

N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

αi(ni + n′
i)h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×αi(ni + n′
i)h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ) òàêæå ðàç-
ëîæèì â ðÿä Òåéëîðà êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé θ.
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Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x) + h

N∑
i=1

αi(ni + n′
i)×

×
(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0−

−
( N∑

i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (2.6)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+
N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+
N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).

Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé (2.6) F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþ-
ñÿ íåíóëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íó-
ëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)

N∑
i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
=

=
N∑
i=1

αi(ni + n′
i)

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+
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+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (2.7)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0.

Ðàçîáüåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.7) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî
áàëàíñà:

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
= F (z + ei − e′i, x)νiIn′

i>0+

+F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (2.8)

αi(ni + n′
i)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

=
N∑

j=1,j ̸=i

αj(nj + n′
j + 1)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (2.9)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0, i ∈ J.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (2.2), (2.3), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèé (2.8) è (2.9), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (2.7).

Åñëè ni > 0, òî ïîäñòàâëÿÿ (2.2), (2.3) â óðàâíåíèå (2.9), ïðè-
âîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ íà Bi(ni+n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z−ei, x), ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàôèêà

(2.1); åñëè ni = 0, òî (2.9) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî. È, íàêîíåö,
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ïîäñòàâëÿÿ (2.2), (2.3) â (2.8), ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïîä {p(z), z ∈ Z} áóäåì ïîíèìàòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 2.1 ñ ó÷å-
òîì ðàâåíñòâà p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.1.Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí, à åãî ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z}
íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x),
i ∈ J è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó

p(z) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N ), z ∈ Z,

ãäå pi(ni, n
′
i) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.3), G(M,N) � íîðìè-

ðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ èç óñëîâèÿ (2.4).
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2.2 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îòêðûòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòêðûòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
ñ ìíîæåñòâîì óçëîâ J = {1, . . . , N}. Â óçëû ñåòè èçâíå ïîñòóïà-
þò íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòÿ-
ìè λi, i ∈ J . Âñå çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñåòè, ïîäðàçäåëÿþòñÿ
íà îáûêíîâåííûå (àêòèâíûå), êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷àòü îáñëóæè-
âàíèå, è íåàêòèâíûå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòóïëåíèå â óçëû ñåòè
èçâíå íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ èíôîðìàöèîííûõ ñèã-
íàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè νi è φi, i ∈ J . Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë
ñ èíòåíñèâíîñòüþ νi èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë óìåíüøàåò êîëè÷å-
ñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê íà åäèíèöó è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó
êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çàÿâîê; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå
îáûêíîâåííûõ çàÿâîê ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Ïîñòóïèâøèé â i-
é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ φi èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë óìåíüøàåò
íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, óâåëè÷èâàÿ íà åäèíè-
öó êîëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê; â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì
óçëå íåàêòèâíûõ çàÿâîê ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûå
ñèãíàëû íå òðåáóþò îáñëóæèâàíèÿ.

Ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì

z(t) =
(
(ni(t), n

′
i(t)), i ∈ J

)
, ãäå (ni(t), n

′
i(t)) � ñîñòîÿíèå i-ãî

óçëà â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ni(t) è n′
i(t) � ÷èñëî îáûêíîâåííûõ

è ñîîòâåòñòâåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê â i-ì óçëå â ìîìåíò âðåìåíè
t, ni(t)+n′

i(t) � îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â i-ì óçëå. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
z(t) îáëàäàåò ñ÷åòíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì

Z = {z = ((n1, n
′
1), . . . , (nN , n′

N )) : ni, n
′
i ≥ 0, i ∈ J}.

Íóìåðàöèÿ îáûêíîâåííûõ çàÿâîê â î÷åðåäè êàæäîãî óçëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ¾õâîñòà¿ î÷åðåäè ê ïðèáîðó, òî åñòü åñëè â i-ì
óçëå íàõîäèòñÿ ni îáûêíîâåííûõ (àêòèâíûõ) çàÿâîê, òî çàÿâêà,
êîòîðàÿ îáñëóæèâàåòñÿ, èìååò íîìåð ni, à ïîñëåäíÿÿ çàÿâêà â
î÷åðåäè èìååò íîìåð 1. Íåàêòèâíûå çàÿâêè â î÷åðåäè i-ãî óç-
ëà íóìåðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàÿâêà, ïîñëåäíÿÿ ñòàâøàÿ
íåàêòèâíîé, èìååò íîìåð n′

i. Ïîñòóïàþùèé â i-é óçåë ñèãíàë νi
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âîçäåéñòâóåò íà îáûêíîâåííóþ çàÿâêó ïîä íîìåðîì 1, êîòîðàÿ
ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì n′

i + 1. Ñèãíàë φi

âîçäåéñòâóåò íà íåàêòèâíóþ çàÿâêó ïîä íîìåðîì n′
i, êîòîðàÿ ñòà-

íîâèòñÿ îáûêíîâåííîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì 1.
Äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ � LCFS-PR. Ïîñòóïàþùàÿ â i-é

óçåë çàÿâêà íà÷èíàåò ñðàçó îáñëóæèâàòüñÿ è ïîëó÷àåò íîìåð ni+
+1, à âûòåñíåííàÿ çàÿâêà ñîõðàíÿåò íîìåð ni è ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
â î÷åðåäè íà äîîáñëóæèâàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè íåàêòèâíûå çàÿâêè â ñåòè îòñóòñòâóþò.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni(t), n

′
i(t)) è ñðàçó ïîñëå óêàçàííîãî ìîìåíòà â ýòîò óçåë ïî-

ñòóïàåò çàÿâêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæèâàòüñÿ, òî
êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî åå îáñëóæèâàíèþ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé ηi(ni + n′

i + 1) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Bi(ni + n′

i +1, s) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni +
+ n′

i + 1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Bi(ni + n′
i + 1, 0) = 0, i ∈ J . Åñ-

ëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü (ni(t), n
′
i(t)), òî

îáñëóæèâàíèå âåäåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ αi(ni + n′
i), òî åñòü çàâèñèò

îò ñîñòîÿíèÿ óçëà, i ∈ J . Îáñëóæèâàíèå èìååò íå ¾âðåìåííýþ¿,
à òàê íàçûâàåìóþ ¾ýíåðãåòè÷åñêóþ¿ òðàêòîâêó, òî åñòü êàæäàÿ
îïåðàöèÿ îáñëóæèâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
ðàáîòû, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü.

Çàÿâêà, ïîëó÷èâøàÿ îáñëóæèâàíèå â i-ì óçëå, ìãíîâåííî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi,j ïåðåõîäèò â j-é óçåë, à ñ âåðîÿòíîñòüþ pi,0 ïîêè-

äàåò ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
(∑

j∈J pi,j + pi,0 = 1, i ∈ J
)
.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü
pi,i = 0, i ∈ J . Ìàòðèöà ìàðøðóòèçàöèè ñåòè ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðèâîäèìîé.

Äëÿ îòêðûòûõ ñåòåé ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ìàòðèöû ìàðøðóòèçàöèè (pi,j) ñèñòåìà óðàâíåíèé òðàôèêà

εj = λj +

N∑
i=1

εipi,j , j ∈ J, (2.10)

èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå εj [7].
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Â [1] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà Bi(ni + n′
i, s) = 1−exp{−µis}

(µi > 0, s > 0), τi(ni + n′
i) = 1/µi ñ åäèíè÷íîé ñêîðîñòüþ îá-

ñëóæèâàíèÿ αi(ni + n′
i) = 1, òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå Bi(ni + n′

i, s)
ÿâëÿëàñü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè
îáñëóæèâàíèÿ. Äëÿ z(t) áûëî íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé â ôîðìå ïðîèçâåäåíèÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé,
êîãäà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïðîèçâîëü-
íàÿ è óñòàíàâëèâàëàñü èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ.

Èññëåäóåì òåïåðü áîëåå øèðîêèé ñëó÷àé, ðàññìàòðèâàÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ. Ïóñòü êî-
ëè÷åñòâî ðàáîòû ïî îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ηi(ni + n′

i) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
Bi(ni+n′

i, s) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni+n′
i).

Ïóñòü ψi,k(t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå îñòàëîñü âûïîë-
íèòü ñ ìîìåíòà t äëÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, ñòî-
ÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå, ψi(t) =
= (ψi,1(t), . . . ,ψi,ni+n′

i
(t)), i ∈ J .

Â ñèëó ñêàçàííîãî, åñëè ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü (ni, n
′
i), òî

dψi,ni+n′
i
(t)

dt
= −αi(ni + n′

i), i ∈ J.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,
ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
ζ(t) = (z(t), ψ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ψ(t) = (ψ1(t), . . . ,ψN (t)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.
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Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

∑
z∈Z

q(z)

N∏
i=1

(
ε
ni
i

(
εiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)αi(s)
−1

)
< ∞, (2.11)

ãäå

q(z) =

N∑
i=1

(
λi + τi(ni + n′

i)
−1
αi(ni + n′

i)Ini>0 + νiIni>0 + φiIn′
i>0

)
,

ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé F (z, x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N )×

×
N∏
i=1

ni+n′
i∏

s=1

1

τi(s)

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (2.12)

ãäå

pi(ni, n
′
i) = εi

ni

(
εiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s)
pi(0, 0), (2.13)

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (2.10), à

pi(0, 0) =
( ∞∑

ni=0

∞∑
n′
i=0

εi
ni

(
εiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s)

)−1
, i ∈ J. (2.14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ (2.11) ζ(t) ýðãîäè÷åí. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê-
òà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ñìèòà
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[29], åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíå-
ðèðóþùèì. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåòè ñõåìàòè÷íî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ïåðèîäîâ, êîãäà ñåòü íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè “0� (â óçëàõ íåò íè îáûêíîâåííûõ, íè íåàê-
òèâíûõ çàÿâîê), è ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè ñåòè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
Ìîìåíò ïåðåõîäà ñåòè â ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå “0� ÿâëÿåòñÿ ìîìåí-
òîì ðåãåíåðàöèè. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ
òåîðåìû Ñìèòà äëÿ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ.

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà
ñ÷åò ïîñòóïëåíèÿ â ñåòü çàÿâîê èëè ïîñòóïëåíèÿ èíôîðìàöèîí-
íûõ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ
â íåàêòèâíîå èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü ñïîíòàííûìè èçìå-
íåíèÿìè.

Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ êðîìå (ni, n

′
i) = (1, 0), e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i) = (0, 1).

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z,ψi,1(t+h) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî, è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì èç óçëîâ ñåòè
íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni+n′
i)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(λi + νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
.

2) Çà âðåìÿ h çàÿâêà ïîñòóïèëà â i-é óçåë è ñðàçó íà÷àëà îá-
ñëóæèâàòüñÿ, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

50



P{z(t) = z − ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1 ≤ ψi,ni+n′

i−1(t) <

< xi,ni+n′
i−1 + αi(ni + n′

i − 1)(h− θ)Ini>1, i ∈ J}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ)(λih+ o(h))Ini>0,

ãäå h− θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà t äî ïîñòóïëå-
íèÿ çàÿâêè, à θ � âðåìÿ ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè äî
t+ h, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,ψj,nj+n′

j+1(t) <

< αj(nj + n′
j + 1)(h− θ),

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1 ≤ ψi,ni+n′

i−1(t) <

< xi,ni+n′
i−1 + αi(ni + n′

i − 1)(h− θ)Ini>1}×
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×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ)pj,iIni>0 + o(h),

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

4) Çà âðåìÿ h â i-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ïîêèíóëà ñåòü, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z + ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
,ψi,ni+n′

i+1(t) <

< αi(ni + n′
i + 1)(h− θ)}pi,0 + o(h),

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

5) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
íåàêòèâíûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z + ei − e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <
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< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h}(νih+ o(h))In′
i>0.

6) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàê-
òèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçî-
øëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü.

P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

7) È, íàêîíåö, çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé
ñîñòîÿíèÿ ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ åñòü o(h).

Åñòåñòâåííî, ÷òî â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ïóíêòîâ è äëÿ
êàæäîãî óçëà ïàðàìåòð θ ñâîé. Íî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü âû-
êëàäêè, èíäåêñàöèÿ äëÿ θ íå ââîäèòñÿ.

Â ñèëó ñêàçàííîãî èìååì:

P{z(t+ h) = z,ψi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ψi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} =

= P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(λi + νiIni>0 + φiIn′
i>0)h+ o(h)

)
+
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+

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1 ≤

≤ ψi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1, i ∈ J}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ)(λih+ o(h))Ini>0+

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) <

< xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,

ψj,nj+n′
j+1(t) < αj(nj + n′

j + 1)(h− θ),

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1 ≤ (2.15)

≤ ψi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + αi(ni + n′
i − 1)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ)pj,iIni>0+

+

N∑
j=1

P{z(t) = z + ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
,ψi,ni+n′

i+1(t) <

< αi(ni + n′
i + 1)(h− θ)}pi,0+
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+

N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ αk(nk + n′

k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h}(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â óðàâíåíèÿ (2.15), âû-
ðàçèì ÷åðåç ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ðÿä

Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J, i ̸= k;
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xk,1, . . . , xk,nk+n′
k−1,αk(nk + n′

k)h) + . . .+

+Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1,αi(ni + n′

i)h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè â
ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i)h, i ∈ J} = Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+

+

N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

αi(ni + n′
i)h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×αi(ni + n′
i)h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i)θ) òàêæå ðàç-
ëîæèì â ðÿä Òåéëîðà êàê ôóíêöèè ïåðåìåííîé θ.

Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x) + h

N∑
i=1

αi(ni + n′
i)×

×
(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0−

−
( N∑

i=1

(
λi + νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+
N∑
i=1

(
λih+ o(h)

)
Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z − ei, x)Ini>0+ (2.16)
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+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+h

N∑
i=1

αi(ni + n′
i + 1)pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+
N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0 + o(h).

Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé (2.16) F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþ-
ñÿ íåíóëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íó-
ëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)
N∑
i=1

(
λi + νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
=

=

N∑
i=1

αi(ni + n′
i)

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+

+
N∑
i=1

λiBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+ (2.17)

57



+

N∑
i=1

αi(ni + n′
i + 1)pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0+

+

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0.

Ðàçîáüåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
(2.17) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî áàëàíñà:

N∑
i=1

λiF (z, x) =

N∑
i=1

αi(ni + n′
i + 1)pi,0×

×
(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

; (2.18)

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
= F (z + ei − e′i, x)νiIn′

i>0+

+F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (2.19)

αi(ni + n′
i)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

= λiBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0+

+
N∑

j=1,j ̸=i

αj(nj + n′
j + 1)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (2.20)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0, i ∈ J.
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (2.12) � (2.14), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.18) � (2.20), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (2.17).

Åñëè ni > 0, òî ïîäñòàâëÿÿ (2.12) � (2.14) â óðàâíåíèå (2.20),
ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ñëàãàåìûå, äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîò-
íîøåíèÿ íà Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z − ei, x), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

òðàôèêà (2.10), åñëè ni = 0, òî (2.20) ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî.
Ïîäñòàâëÿÿ (2.12) � (2.14) â (2.18), ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ òðàôèêà

1 =
N∑
i=1

εipi,0.

È, íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ (2.12) � (2.14) â (2.19), ïîëó÷àåì òîæ-
äåñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 2.2 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2.11), òî
ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí, à åãî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z} íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî

âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x), i ∈ J è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

ôîðìó

p(z) = p1(n1, n
′
1)p2(n2, n

′
2) . . . pN (nN , n′

N ), z ∈ Z,

ãäå pi(ni, n
′
i) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.13), (2.14). Çäåñü

pi(ni, n
′
i) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿ-

íèé èçîëèðîâàííîãî óçëà.
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3 ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÌÍÎÃÎÐÅÆÈÌÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Ñ ÍÅÀÊÒÈÂÍÛÌÈ ÇÀßÂÊÀÌÈ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

3.1 Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàìêíóòîé ñåòè
ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè

ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ

Èññëåäóåòñÿ çàìêíóòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ìíîæå-
ñòâîì óçëîâ J = {1, . . . , N}. Â ñåòè öèðêóëèðóþò M çàÿâîê. Âñå
çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñåòè, ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà îáûêíîâåííûå
(àêòèâíûå), êîòîðûå ìîãóò ïîëó÷àòü îáñëóæèâàíèå, è íåàêòèâ-
íûå. Â óçëû ñåòè èçâíå ïîñòóïàþò íåçàâèñèìûå ïóàññîíîâñêèå ïî-
òîêè èíôîðìàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè νi è φi, i ∈ J .
Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ νi èíôîðìàöèîííûé
ñèãíàë óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê íà åäèíèöó
è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çàÿâîê; â ñëó-
÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå îáûêíîâåííûõ çàÿâîê ñèãíàë ïîêèäàåò
ñåòü. Ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ φi èíôîðìàöèîí-
íûé ñèãíàë óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çàÿâîê íà åäèíè-
öó è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê;
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå íåàêòèâíûõ çàÿâîê ñèãíàë ïîêè-
äàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûå ñèãíàëû íå òðåáóþò îáñëóæèâàíèÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî i-é óçåë ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü â îä-
íîì èç ri + 1 ðåæèìîâ. Îáîçíà÷èì li � íîìåð ðåæèìà, â êîòîðîì

ôóíêöèîíèðóåò i-é óçåë
(
li = 0, ri, ri > 0, i ∈ J

)
.

Ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì
z(t) = (z1(t), z2(t), ..., zN (t)), ãäå zi(t) = (ni(t), n

′
i(t), li(t)) � ñîñòî-

ÿíèå i-ãî óçëà â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ni(t) è n′
i(t) � ÷èñëî

îáûêíîâåííûõ è ñîîòâåòñòâåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê â i-ì óçëå
â ìîìåíò âðåìåíè t, li(t) � ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ i-ãî óçëà,
ni(t) + n′

i(t) � îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â i-ì óçëå.
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Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(t) èìååò êîíå÷íîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Z = {z = ((n1, n
′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )) :

ni, n
′
i ≥ 0,

N∑
i=1

(ni + n′
i) = M, li = 0, ri}.

Íóìåðàöèÿ îáûêíîâåííûõ çàÿâîê â î÷åðåäè êàæäîãî óçëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ¾õâîñòà¿ î÷åðåäè ê ïðèáîðó, òî åñòü åñëè â i-
ì óçëå íàõîäèòñÿ ni îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, òî çàÿâêà, êîòîðàÿ
îáñëóæèâàåòñÿ, èìååò íîìåð ni, à ïîñëåäíÿÿ çàÿâêà â î÷åðåäè
èìååò íîìåð 1. Âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â î÷åðåäè i-ãî óç-
ëà íóìåðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàÿâêà, ïîñëåäíÿÿ ñòàâøàÿ
íåàêòèâíîé, èìååò íîìåð n′

i. Ïîñòóïàþùèé â i-é óçåë ñèãíàë νi
âîçäåéñòâóåò íà îáûêíîâåííóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð 1, êîòî-
ðàÿ ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì n′

i+1. Ñèãíàë φi

âîçäåéñòâóåò íà íåàêòèâíóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð n′
i, êîòîðàÿ

ñòàíîâèòñÿ àêòèâíîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì 1.
Íàçîâåì íóëåâîé ðåæèì îñíîâíûì ðåæèìîì ðàáîòû. Âðåìÿ

ðàáîòû óçëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè zi = (ni, n
′
i, li), â ðåæèìå

li (li = 0, ri, i ∈ J) èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè ýòîì
ñ èíòåíñèâíîñòüþ σi(ni + n′

i, li) > 0 i-é óçåë ïåðåõîäèò â (li + 1)-
é ðåæèì (li = 0, ri − 1), à ñ èíòåíñèâíîñòüþ ρi(ni + n′

i, li) > 0 �
â (li − 1)-é ðåæèì (li = 1, ri). Ïåðåêëþ÷åíèå ïðèáîðà ñ îäíîãî
ðåæèìà â äðóãîé ñîõðàíÿåò îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â óçëå.

Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ àêòèâíîé çàÿâêè â i-ì óçëå èìååò ïîêàçà-
òåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µi(ni + n′

i, li), i ∈ J . Äèñöè-
ïëèíà îáñëóæèâàíèÿ � LCFS-PR. Ïîñòóïàþùàÿ â i-é óçåë çà-
ÿâêà íà÷èíàåò ñðàçó îáñëóæèâàòüñÿ è ïîëó÷àåò íîìåð ni + 1,
à âûòåñíåííàÿ çàÿâêà ñîõðàíÿåò íîìåð ni è ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
â î÷åðåäè íà äîîáñëóæèâàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â ñåòè îòñóòñòâóþò.

Çàÿâêà, ïîëó÷èâøàÿ îáñëóæèâàíèå â i-ì óçëå, ìãíîâåííî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi,j ïåðåõîäèò â j-é óçåë,∑

j∈J
pi,j = 1, i ∈ J.
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü
pi,i = 0, i ∈ J . Ìàòðèöà ìàðøðóòèçàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðè-
âîäèìîé.

Äëÿ çàìêíóòûõ ñåòåé ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ìàòðèöû ìàðøðóòèçàöèè (pi,j) ñèñòåìà óðàâíåíèé òðàôèêà

εj =
N∑
i=1

εipi,j , j ∈ J, (3.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïî-
ëîæèòåëüíîå ðåøåíèå εj [6].

Ïðîöåññ z(t) � îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâ-
íûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Z.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîëèðîâàííûé i-é óçåë ñåòè èìååò êîíå÷-
íóþ ¼ìêîñòü M . Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ïîñòóïàþùàÿ çàÿâêà çàñòà-
¼ò óçåë â ñîñòîÿíèè (ni, n

′
i, li), äëÿ êîòîðîãî ni + n′

i = M , òî îíà
ïîêèäàåò óçåë.

Îáîçíà÷èì pMi (ni, n
′
i, li) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå èçîëè-

ðîâàííîãî i-ãî óçëà, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
îò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ i-ãî óçëà ñåòè. Óðàâíåíèÿ îáðà-
òèìîñòè äëÿ èçîëèðîâàííîãî i-ãî óçëà ñåòè ïðèíèìàþò âèä

εip
M
i (ni − 1, n′

i, li)Ini>0 =

= µi(ni + n′
i, li)p

M
i (ni, n

′
i, li);

νi(ni + n′
i, li)p

M
i (ni + 1, n′

i − 1, li)In′
i>0 =

= φ(ni + n′
i, li)p

M
i (ni, n

′
i, li); (3.2)

σi(ni + n′
i, li − 1)pMi (ni, n

′
i, li − 1)Ili>0 =

= ρi(ni + n′
i, li)p

M
i (ni, n

′
i, li), i ∈ J.
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Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ îáðàòèìîñòè (3.2), íàõîäèì ñòàöèîíàð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå èçîëèðîâàííîãî óçëà åìêîñòè M .

pMi (ni, n
′
i, li) =

(
νi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

εi

µi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
pMi (0, 0, 0).

Çäåñü εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (3.1).
Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êî-
îðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n

′
i, li) = (1, 0, 0), e′i ∈ Z

� âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i, li) =

= (0, 1, 0), e′′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ
êðîìå (ni, n

′
i, li) = (0, 0, 1).

Óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä

p(z)

N∑
i=1

(
µi(ni + n′

i, li)Ini>0 + νiIni>0 + φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
=

=
N∑
i=1

(
p(z − ei + e′i)φiIni>0 + p(z + ei − e′i)νiIn′

i>0+ (3.3)

+p(z + e′′i )ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri+

+p(z − e′′i )σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+

+

N∑
j=1

p(z − ei + ej)µj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iIni>0

)
, z ∈ Z.

Òåîðåìà 3.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí. Ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèé

σi(ni + n′
i, li − 1)µi(ni + n′

i, li)ρi(ni + n′
i − 1, li) =

= σi(ni + n′
i − 1, li − 1)µi(ni + n′

i, li − 1)ρi(ni + n′
i, li), (3.4)
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1 ≤ ni + n′
i ≤ M, li = 1, ri, i ∈ J,

ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà

èìååò âèä

p((n1, n
′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )) =

= G−1(M,N)p1(n1, n
′
1, l1) . . . pN (nN , n′

N , lN ). (3.5)

Çäåñü âåðîÿòíîñòè pi(ni, n
′
i, li) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ñòà-

öèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé èçîëèðîâàííîãî i-ãî óçëà ¼ì-

êîñòè Ì, G(M,N) � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ

èç óñëîâèÿ: ∑
((n1,n′

1,l1),...,(nN ,n′
N ,lN ))∈Z

p((n1, n
′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýðãîäè÷íîñòü ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà z(t)
ñëåäóåò èç ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Ìàðêîâà [29].

Äîêàæåì, ÷òî (3.5) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ
(3.3). Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ëîêàëüíîãî áàëàíñà. Ðàçîáüåì (3.3)
íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ:

p(z)
(
µi(ni + n′

i, li)Ini>0 + νiIni>0

)
=

= p(z − ei + e′i)φiIni>0 +
N∑
j=1

p(z − ei + ej)× (3.6)

×µj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iIni>0;

p(z)φiIn′
i>0 = p(z + ei − e′i)νiIn′

i>0; (3.7)

p(z)
(
σi(ni + n′

i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
=

= p(z+e′′i )ρi(ni+n′
i, li+1)Ili<ri+p(z−e′′i )σi(ni+n′

i, li−1)Ili>0. (3.8)
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Ïîäñòàâèì (3.5) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî áàëàíñà (3.6), ðàçäå-
ëèì îáå ÷àñòè íà p(z) = p((n1, n

′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )), ïîëó÷èì

µi(ni + n′
i, li)Ini>0 + νiIni>0 =

=
pi(ni − 1, n′

i + 1, li)

pi(ni, n′
i, li)

φiIni>0+

+
N∑
j=1

pi(ni − 1, n′
i, li)

pi(ni, n′
i, li)

×
pj(nj + 1, n′

j , lj)

pj(nj , n′
j , lj)

µj(nj+n′
j+1, lj)pj,iIni>0 =

=
νi

φi
φiIni>0 +

N∑
j=1

µi(ni + n′
i, li)

εi
×
εjµj(nj + n′

j + 1, lj)

µj(nj + n′
j + 1, lj)

pj,iIni>0 =

= νiIni>0 +
µi(ni + n′

i, li)

εi

N∑
j=1

εjpj,iIni>0 =

= νiIni>0 + µi(ni + n′
i, li)Ini>0.

Ïîäñòàâèì (3.5) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî áàëàíñà (3.7), ðàçäå-
ëèì îáå ÷àñòè íà p(z) = p((n1, n

′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )), ïîëó÷èì

φiIn′
i>0 =

pi(ni + 1, n′
i − 1, li)

pi(ni, n′
i, li)

νiIn′
i>0 =

φi

νi
νiIn′

i>0 = φiIn′
i>0.

Ïîäñòàâèì (3.5) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî áàëàíñà (3.8), ðàçäå-
ëèì îáå ÷àñòè íà p(z) = p((n1, n

′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )) è ñ ó÷åòîì
(3.4) ïîëó÷èì

σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0 =

=
pi(ni, n

′
i, li + 1)

pi(ni, n′
i, li)

ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri+

+
pi(ni, n

′
i, li − 1)

pi(ni, n′
i, li)

σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0 =
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=

ni+n′
i∏

s=1

µi(s, li)

µi(s, li + 1)
× σi(0, li)

ρi(0, li + 1)
ρi(ni + n′

i, li + 1)Ili<ri+

+

ni+n′
i∏

s=1

µi(s, li − 1)

µi(s, li)
× ρi(0, li)

σi(0, li − 1)
σi(ni + n′

i, li − 1)Ili>0 =

= σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðîöåññà
{p(z), z ∈ Z}, îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (3.5), óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (3.6) � (3.8), òî îíè óäîâëå-
òâîðÿþò è óðàâíåíèÿì ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (3.3), à ñëåäîâà-
òåëüíî îáðàçóþò ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà z(t). Òåî-
ðåìà äîêàçàíà. �
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3.2 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
çàìêíóòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàê-
òèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâà-
íèÿ èç ïóíêòà 3.1 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëè-
òåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni(t), n

′
i(t), li(t)). Åñëè ñðàçó ïîñëå óêàçàííîãî ìîìåíòà â ýòîò

óçåë ïîñòóïàåò çàÿâêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæè-
âàòüñÿ, òî äëèòåëüíîñòü åå îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni+n′

i+1, s)
è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 1/µi. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî Bi(ni + n′

i + 1, 0) = 0, i ∈ J .
Ïóñòü ξi,k(t) � âðåìÿ, îñòàâøååñÿ äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ

çàÿâêè, ñòîÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå,
ξi(t) = (ξi,1(t), . . . , ξi,ni+n′

i
(t)), i ∈ J .

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,
ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
ζ(t) = (z(t), ξ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξN (t)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.2. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí. Ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèé

σi(ni + n′
i, li − 1)ρi(ni + n′

i − 1, li) =

= σi(ni + n′
i − 1, li − 1)ρi(ni + n′

i, li), (3.9)

1 ≤ ni + n′
i ≤ M, li = 1, ri, i ∈ J,

ñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

F (z, x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1, l1)p2(n2, n

′
2, l2) . . . pN (nN , n′

N , lN )×

×
N∏
i=1

ni+n′
i∏

s=1

µ
ni+n′

i
i

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (3.10)

ãäå

pi(ni, n
′
i, li) =

(
εi

µi

)ni
(
εiνi

φiµi

)n′
i

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
, (3.11)

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (3.1), G(M,N) � íîð-

ìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ èç óñëîâèÿ:∑
((n1,n′

1,l1),...,(nN ,n′
N ,lN ))∈Z

p((n1, n
′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )) = 1. (3.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïî ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìå Ìàðêîâà [29] z(t) â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå ýðãîäè÷åí, ñëåäî-
âàòåëüíî, è â îáùåì ñëó÷àå ζ(t) ýðãîäè÷åí, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ
èç z(t) äîáàâëåíèåì íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò.

Ïóñòü ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ
çà èñêëþ÷åíèåì (ni, n

′
i, li) = (1, 0, 0); e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäè-

íàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì (ni, n
′
i, li) = (0, 1, 0),

e′′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà èñêëþ-
÷åíèåì (ni, n

′
i, li) = (0, 0, 1), i ∈ J .
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Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü
ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z, ξi,1(t+h) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,

hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0)h+ o(h)
)
.

2) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . ,

hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0,

k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j, ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,

ξj,nj+n′
j+1(t) < h, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,
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hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0 + o(h).

Çäåñü h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
âðåìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óç-
ëå íå çàêîí÷èëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0.

4) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êî-
ëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì
óçëå íå çàêîí÷èëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <
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< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

5) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óâåëè÷èëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, ñïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z − e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0.

6) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óìåíüøèëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, cïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z + e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri .

7) Çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé ñîñòîÿíèÿ
ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì

P{z(t+ h) = z, ξi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ξi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,
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hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0 + σi(ni + n′

i, li)Ili<ri+

+ρi(ni + n′
i, li)Ili>0)h

)
+ (3.13)

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z − e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,
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ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z + e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â (3.13), âûðàçèì ÷åðåç
ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+h, i ∈ J, i ̸= k;xk,1, . . . , xk,nk+n′

k−1, h)+

+ . . .+ Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1, h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè â
ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+
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+

N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni+n′
i, xi,ni+n′

i
+θ) òàêæå ðàçëîæèì â ðÿä

Òåéëîðà êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé θ.
Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x)+h

N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0−

−
( N∑

i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0 + σi(ni + n′
i, li)Ili<ri+

+ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)× (3.14)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0+

+
N∑
i=1

F (z − e′′i , x)(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0+
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+

N∑
i=1

F (z + e′′i , x)(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri + o(h).

Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþñÿ íåíó-
ëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)

N∑
i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
=

=

N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+ (3.15)

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0+

+
N∑
i=1

F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+

+

N∑
i=1

F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri .

Ðàçîáüåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
(3.15) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî áàëàíñà:

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
= F (z + ei − e′i, x)νiIn′

i>0+
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+F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (3.16)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

=

N∑
j=1,j ̸=i

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)× (3.17)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0;

F (z, x)
(
σi(ni + n′

i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
=

= F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+ (3.18)

+F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ini<ri , i ∈ J.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (3.10), (3.11), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèé (3.16) � (3.18), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (3.15).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.10), (3.11) â óðàâíåíèå (3.16), äåëÿ îáå ÷àñòè ïî-
ëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (3.10), (3.11) â óðàâíåíèå (3.17), äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî
ñîîòíîøåíèÿ íà Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z − ei, x), ïîëó÷èì ñèñòåìó

óðàâíåíèé òðàôèêà (3.1).
Ïîäñòàâëÿÿ (3.10), (3.11) â óðàâíåíèå (3.18), äåëÿ îáå ÷àñòè

ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x) è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (3.9),
ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 3.2 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 3.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí. Ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèé (3.9) ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòåé ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z} íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî

âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x) è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä

p(z) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1, l1) . . . pN (nN , n′

N , lN ), z ∈ Z.

Âåðîÿòíîñòè pi(ni, n
′
i, li) ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìó-

ëàì (3.11), G(M,N) � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ

èç óñëîâèÿ (3.12).
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3.3 Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå îòêðûòîé ñåòè
ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè

ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ

Èññëåäóåòñÿ îòêðûòàÿ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ìíîæå-
ñòâîì óçëîâ J = {1, . . . , N}. Âñå çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â ñåòè, ïîä-
ðàçäåëÿþòñÿ íà îáûêíîâåííûå (àêòèâíûå), êîòîðûå ìîãóò ïîëó-
÷àòü îáñëóæèâàíèå, è íåàêòèâíûå. Â ñåòü ïîñòóïàåò ïðîñòåéøèé
ïîòîê çàÿâîê ñ ïàðàìåòðîì λ. Êàæäàÿ çàÿâêà âõîäÿùåãî ïîòîêà
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ çàÿâîê íàïðàâëÿåòñÿ â i-é óçåë ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ p0,i, i ∈ J ,

N∑
i=1

p0,i = 1.

Êðîìå òîãî, â óçëû ñåòè ïîñòóïàþò íåçàâèñèìûå ïðîñòåéøèå
ïîòîêè èíôîðìàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè νi è φi,
i ∈ J. Èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë, ïîñòóïèâøèé â i-é óçåë ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ νi, óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê íà
åäèíèöó è óâåëè÷èâàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî íåàêòèâíûõ çà-
ÿâîê. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå îáûêíîâåííûõ çàÿâîê ñèã-
íàë ïîêèäàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë, ïîñòóïèâøèé â i-
é óçåë ñ èíòåíñèâíîñòüþ φi, óìåíüøàåò íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
íåàêòèâíûõ çàÿâîê, óâåëè÷èâàÿ íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûêíî-
âåííûõ çàÿâîê. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â i-ì óçëå íåàêòèâíûõ çàÿâîê
ñèãíàë ïîêèäàåò ñåòü. Èíôîðìàöèîííûå ñèãíàëû íå òðåáóþò îá-
ñëóæèâàíèÿ â ñåòè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî i-é óçåë ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü â îä-
íîì èç ri + 1 ðåæèìîâ. Îáîçíà÷èì li � íîìåð ðåæèìà, â êîòîðîì

ôóíêöèîíèðóåò i-é óçåë
(
li = 0, ri, ri > 0, i ∈ J

)
.

Ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðîì
z(t) = (z1(t), z2(t), ..., zN (t)), ãäå zi(t) = (ni(t), n

′
i(t), li(t)) � ñîñòî-

ÿíèå i-ãî óçëà â ìîìåíò âðåìåíè t. Çäåñü ni(t), n
′
i(t) � ÷èñëî àê-

òèâíûõ è ñîîòâåòñòâåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê â i -ì óçëå â ìîìåíò
âðåìåíè t, li(t) � ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ i-ãî óçëà, ni(t)+n′

i(t)
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� îáùåå ÷èñëî çàÿâîê â i-ì óçëå. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àé-
íîãî ïðîöåññà zi(t) èìååò âèä

Zi = {zi = (ni, n
′
i, li) : ni, n

′
i ≥ 0, li = 0, ri, i ∈ J}.

Íóìåðàöèÿ îáûêíîâåííûõ çàÿâîê â î÷åðåäè êàæäîãî óçëà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ¾õâîñòà¿ î÷åðåäè ê ïðèáîðó, òî åñòü åñëè â i-
ì óçëå íàõîäèòñÿ ni îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, òî çàÿâêà, êîòîðàÿ
îáñëóæèâàåòñÿ, èìååò íîìåð ni, à ïîñëåäíÿÿ çàÿâêà â î÷åðåäè
èìååò íîìåð 1. Âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â î÷åðåäè i-ãî óç-
ëà íóìåðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàÿâêà, ïîñëåäíÿÿ ñòàâøàÿ
íåàêòèâíîé, èìååò íîìåð n′

i. Ïîñòóïàþùèé â i-é óçåë ñèãíàë νi
âîçäåéñòâóåò íà îáûêíîâåííóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð 1, êîòî-
ðàÿ ñòàíîâèòñÿ íåàêòèâíîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì n′

i+1. Ñèãíàë φi

âîçäåéñòâóåò íà íåàêòèâíóþ çàÿâêó, èìåþùóþ íîìåð n′
i, êîòîðàÿ

ñòàíîâèòñÿ îáûêíîâåííîé çàÿâêîé ïîä íîìåðîì 1.
Íàçîâåì íóëåâîé ðåæèì îñíîâíûì ðåæèìîì ðàáîòû. Âðåìÿ

ðàáîòû óçëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñîñòîÿíèè zi = (ni, n
′
i, li), â ðåæèìå

li (li = 0, ri, i ∈ J) èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè ýòîì
ñ èíòåíñèâíîñòüþ σi(ni + n′

i, li) > 0 i-é óçåë ïåðåõîäèò â (li + 1)-
é ðåæèì (li = 0, ri − 1), à ñ èíòåíñèâíîñòüþ ρi(ni + n′

i, li) > 0 �
â (li − 1)-é ðåæèì (li = 1, ri). Ïåðåêëþ÷åíèå ïðèáîðà ñ îäíîãî
ðåæèìà â äðóãîé ñîõðàíÿåò îáùåå êîëè÷åñòâî çàÿâîê â óçëå.

Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ àêòèâíûõ çàÿâîê íåçàâèñèìû è èìåþò
ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì µi(ni + n′

i, li), i ∈ J.
Äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ � LCFS−PR. Ïîñòóïàþùàÿ â i-é óçåë
çàÿâêà íà÷èíàåò ñðàçó îáñëóæèâàòüñÿ è ïîëó÷àåò íîìåð ni + 1,
à âûòåñíåííàÿ çàÿâêà ñîõðàíÿåò íîìåð ni è ñòàíîâèòñÿ ïåðâîé
â î÷åðåäè íà äîîáñëóæèâàíèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè âðåìåííî íåàêòèâíûå çàÿâêè â ñåòè îòñóòñòâóþò.

Çàÿâêà, ïîëó÷èâøàÿ îáñëóæèâàíèå â i-ì óçëå, ìãíîâåííî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pi,j ïåðåõîäèò â j-é óçåë, à ñ âåðîÿòíîñòüþ pi,0 ïîêè-
äàåò ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,∑

j∈J
pi,j + pi,0 = 1, i ∈ J.
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, äîãîâîðèìñÿ ñ÷èòàòü
pi,i = 0, i ∈ J . Ìàòðèöà ìàðøðóòèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ñåòè
ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðèâîäèìîé.

Äëÿ îòêðûòûõ ñåòåé ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðèâîäèìîñòè
ìàòðèöû ìàðøðóòèçàöèè (pi,j) ñèñòåìà óðàâíåíèé òðàôèêà

εj = p0,j +

N∑
i=1

εipi,j , j ∈ J, (3.19)

èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå εj [7].
Ïðîöåññ z(t) � îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâ-

íûì âðåìåíåì è ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì Z = {Z1×Z2×. . .×ZN},
ãäå Zi � ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà zi(t).

Ðàññìîòðèì èçîëèðîâàííûé i-é óçåë â ôèêòèâíîé îêðóæàþ-
ùåé ñðåäå (îêðóæàþùàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé, ïîñêîëüêó â
ñåòè ñóììàðíûå ïîòîêè çàÿâîê â óçëû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòåéøèìè), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â íåãî ïîñòóïàåò ïðîñòåé-
øèé ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ λεi, ãäå εi � ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé òðàôèêà (3.19).

Ïóñòü {pi(zi), zi ∈ Zi} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà zi(t). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-é óçåë îáðà-
òèì. Óðàâíåíèÿ îáðàòèìîñòè äëÿ èçîëèðîâàííîãî i-ãî óçëà ñåòè
ïðèíèìàþò âèä

λεipi(ni − 1, n′
i, li)Ini>0 = µi(ni + n′

i, li)pi(ni, n
′
i, li);

νipi(ni + 1, n′
i − 1, li)In′

i>0 = φipi(ni, n
′
i, li);

σi(ni + n′
i, li − 1)pi(ni, n

′
i, li − 1)Ili>0 = ρi(ni + n′

i, li)pi(ni, n
′
i, li),

ni, n
′
i > 0, li = 1, ri, i ∈ J.

Èç óðàâíåíèé îáðàòèìîñòè íàõîäèì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èçîëèðîâàííîãî óçëà

pi(ni, n
′
i, li) =

(
νi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

λεi

µi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
pi(0, 0, 0).

(3.20)
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Çäåñü εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (3.19),

pi(0, 0, 0) =
( ∑

(ni,n′
i,li)∈Zi

(
νi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

λεi

µi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)

)−1
.

Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîöåññà
z(t). Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ êðîìå (ni, n

′
i, li) = (1, 0, 0), e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i, li) = (0, 1, 0), e′′i ∈ Z � âåêòîð,

âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i, li) = (0, 0, 1).

Åñëè q(x, y) � èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà ïðîöåññà z(t) èç ñîñòî-
ÿíèÿ x ∈ Z â ñîñòîÿíèå y ∈ Z, q(x) =

∑
y ̸=x

q(x, y) � èíòåíñèâíîñòü

âûõîäà èç ñîñòîÿíèÿ x, òî èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ïðîöåññà z(t)
èìåþò âèä

q(z, z + ei) = λp0,i,

q(z, z − ei + e′i) = νiIni>0,

q(z, z + ei − e′i) = φiIn′
i>0,

q(z, z − ei) = µi(ni + n′
i, li)pi,0Ini>0,

q(z, z − e′′i ) = ρi(ni + n′
i, li)Ili>0,

q(z, z + e′′i ) = σi(ni + n′
i, li)Ili<ri ,

q(z, z − ei + ej) = µi(ni + n′
i, li)pi,jIni>0,

i, j ∈ J, z ∈ Z.

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé y ∈ Z q(x, y) = 0. Èíòåíñèâ-
íîñòü âûõîäà ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì óêàçàííûõ èíòåíñèâíîñòåé:

q(z) = λ+
N∑
i=1

µi(ni + n′
i, li)Ini>0 +

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0)+
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+

N∑
i=1

(ρi(ni + n′
i, li)Ili>0 + σi(ni + n′

i, li)Ili<ri), z ∈ Z. (3.21)

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ñîñòî-
ÿíèé ñåòè èìåþò âèä

p(z)
N∑
i=1

(
λp0,i + µi(ni + n′

i, li)Ini>0 + νiIni>0 + φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
= (3.22)

=

N∑
i=1

(
p(z − ei)λp0,iIni>0 + p(z − ei + e′i)φiIni>0+

+p(z + ei − e′i)νiIn′
i>0 + p(z + e′′i )ρi(ni + n′

i, li + 1)Ili<ri+

+p(z − e′′i )σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0 + p(z + ei)µi(ni + n′

i + 1, li)pi,0+

+
N∑
j=1

p(z − ei + ej)µj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iIni>0

)
.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè äëÿ âñåõ i ∈ J âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

σi(ni + n′
i − 1, li − 1)ρi(ni + n′

i, li)µi(ni + n′
i, li − 1) =

= σi(ni + n′
i, li − 1)ρi(ni + n′

i − 1, li)µi(ni + n′
i, li),

ni, n
′
i > 0, li = 1, ri,

è ñõîäèòñÿ ðÿä

∑
z∈Z

q(z)
N∏
i=1

(
νi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

λεi

µi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
, (3.23)

ãäå q(z) � èíòåíñèâíîñòü âûõîäà èç ñîñòîÿíèÿ z, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ðàâåíñòâîì (3.21), òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí,
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à åãî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé èìå-

åò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó

p(z) = p1(z1)p2(z2)...pN (zN ), z ∈ Z, (3.24)

ãäå pi(zi) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.20).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýð-

ãîäè÷åí ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3.23). Ñîãëàñíî ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìå Ôîñòåðà [29], äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåòðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå {p(x), x ∈ Z} ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

p(x)q(x) =
∑

y ̸=x, y∈Z
p(y)q(y, x), x ∈ Z, (3.25)

òàêîå, ÷òî ðÿä
∑
x∈Z

q(x)p(x) ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî (3.24) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ
(3.22). Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ëîêàëüíîãî áàëàíñà. Ðàçîáüåì
(3.22) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ:

p(z)

N∑
i=1

λp0,i =

N∑
i=1

p(z + ei)µi(ni + n′
i + 1, li)pi,0; (3.26)

p(z)
(
µi(ni + n′

i, li)Ini>0 + νiIni>0

)
=

= p(z − ei)λp0,iIni>0 + p(z − ei + e′i)φiIni>0+ (3.27)

+

N∑
j=1

p(z − ei + ej)µj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iIni>0;

p(z)φiIn′
i>0 = p(z + ei − e′i)νiIn′

i>0; (3.28)

p(z)
(
σi(ni + n′

i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
=

= p(z + e′′i )ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri+ (3.29)
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+p(z − e′′i )σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0.

Ïîäñòàâèì (3.24) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ (3.26),
ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà p(z), ïîëó÷èì

λ =

N∑
i=1

pi(ni + 1, n′
i, li)

pi(ni, n′
i, li)

µi(ni + n′
i + 1, li)pi,0 =

=
N∑
i=1

λεi

µi(ni + n′
i + 1, li)

µi(ni + n′
i + 1, li)pi,0 =

N∑
i=1

λεipi,0 = λ.

Ïîäñòàâèì (3.24) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî áàëàíñà (3.27), ðàç-
äåëèì îáå ÷àñòè íà p(z), ïîëó÷èì

µi(ni + n′
i, li)Ini>0 + νiIni>0 =

=
pi(ni − 1, n′

i, li)

pi(ni, n′
i, li)

λp0,iIni>0 +
pi(ni − 1, n′

i + 1, li)

pi(ni, n′
i, li)

φiIni>0+

+

N∑
j=1

pi(ni − 1, n′
i, li)

pi(ni, n′
i, li)

×
pj(nj + 1, n′

j , lj)

pj(nj , n′
j , lj)

×

×µj(nj +n′
j +1, lj)pj,iIni>0 =

µi(ni + n′
i, li)

λεi
λp0,iIni>0 +

νi

φi
φiIni>0+

+

N∑
j=1

µi(ni + n′
i, li)

εi
×
εjµj(nj + n′

j + 1, lj)

µj(nj + n′
j + 1, lj)

pj,iIni>0 =

= νiIni>0 +
µi(ni + n′

i, li)

εi

(
p0,i +

N∑
j=1

εjpj,i

)
Ini>0 =

= νiIni>0 + µi(ni + n′
i, li)Ini>0.

Ïîäñòàâèì (3.24) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî áàëàíñà (3.28), ðàç-
äåëèì îáå ÷àñòè íà p(z), ïîëó÷èì

φiIn′
i>0 =

pi(ni + 1, n′
i − 1, li)

pi(ni, n′
i, li)

νiIn′
i>0 =

φi

νi
νiIn′

i>0 = φiIn′
i>0.

84



Ïîäñòàâèì (3.24) â óðàâíåíèå ëîêàëüíîãî áàëàíñà (3.29), ðàç-
äåëèì îáå ÷àñòè íà p(z), ïîëó÷èì

σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0 =

=
pi(ni, n

′
i, li + 1)

pi(ni, n′
i, li)

ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri+

+
pi(ni, n

′
i, li − 1)

pi(ni, n′
i, li)

σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0 =

=

ni+n′
i∏

s=1

µi(s, li)

µi(s, li + 1)
× σi(0, li)

ρi(0, li + 1)
ρi(ni + n′

i, li + 1)Ili<ri+

+

ni+n′
i∏

s=1

µi(s, li − 1)

µi(s, li)
× ρi(0, li)

σi(0, li − 1)
σi(ni + n′

i, li − 1)Ili>0 =

= σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0.

Èç òðåáîâàíèÿ òåîðåìûÔîñòåðà î ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑
x∈Z

q(x)p(x),

ó÷èòûâàÿ (3.23), ïîëó÷èì óðàâíåíèå (3.25). Òåîðåìà äîêàçàíà. �
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3.4 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îòêðûòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàê-
òèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâà-
íèÿ èç ïóíêòà 3.3 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëè-
òåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè.

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni(t), n

′
i(t), li(t)). Åñëè ñðàçó ïîñëå óêàçàííîãî ìîìåíòà â ýòîò

óçåë ïîñòóïàåò çàÿâêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæè-
âàòüñÿ, òî äëèòåëüíîñòü åå îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni+n′

i+1, s)
è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 1/µi. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî Bi(ni + n′

i + 1, 0) = 0, i ∈ J .
Ïóñòü ξi,k(t) � âðåìÿ, îñòàâøååñÿ äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ

çàÿâêè, ñòîÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå,
ξi(t) = (ξi,1(t), . . . , ξi,ni+n′

i
(t)), i ∈ J .

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,
ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
ζ(t) = (z(t), ξ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ξ(t) = (ξ1(t), . . . , ξN (t)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òåîðåìà 3.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

λεi < µi,

λεiνi < µiφi, i ∈ J, (3.30)

σi(ni + n′
i, li − 1)ρi(ni + n′

i − 1, li) =

= σi(ni + n′
i − 1, li − 1)ρi(ni + n′

i, li), (3.31)

li = 1, ri, i ∈ J,

ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé F (z, x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = p1(n1, n
′
1, l1)p2(n2, n

′
2, l2) . . . pN (nN , n′

N , lN )×

×
N∏
i=1

µ
ni+n′

i
i

ni+n′
i∏

s=1

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (3.32)

ãäå

pi(ni, n
′
i, li) =

(
λεiνi

φiµi

)n′
i
(
λεi

µi

)ni
li∏

k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
pi(0, 0, 0), (3.33)

pi(0, 0, 0) =
(
1− λεiνi

φiµi

)(
1− λεi

µi

)( ri∑
li=0

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)

)−1
,

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (3.19).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (3.30) ζ(t) ýðãîäè÷åí. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê-
òà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ñìèòà
[29], åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãåíå-
ðèðóþùèì. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåòè ñõåìàòè÷íî
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ïåðèîäîâ, êîãäà ñåòü íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè ¾0¿ (â óçëàõ íåò íè îáûêíîâåííûõ, íè íåàê-
òèâíûõ çàÿâîê) è ïåðèîäîâ çàíÿòîñòè ñåòè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).
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Ìîìåíò ïåðåõîäà ñåòè â ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå ¾0¿ ÿâëÿåòñÿ ìîìåí-
òîì ðåãåíåðàöèè. Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ
òåîðåìû Ñìèòà äëÿ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ.

Îáîçíà÷èì ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû
íóëþ êðîìå (ni, n

′
i, li) = (1, 0, 0), e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i, li) = (0, 1, 0),e′′i ∈ Z � âåêòîð,

âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ êðîìå (ni, n
′
i, li) = (0, 0, 1) .

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ â ñåòü çàÿâîê èëè ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿ-
ùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå
èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z, ξi,1(t+h) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+hIni>0, i ∈ J}
(
1−

N∑
i=1

(λp0,i + νiIni>0 + φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0)h+ o(h)
)
.

2) Çà âðåìÿ h çàÿâêà ïîñòóïèëà â i-é óçåë è ñðàçó íà÷àëà îá-
ñëóæèâàòüñÿ, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî. Ðåæèì
ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,
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ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1+hIni>1}×

×(λp0,ih+ o(h))Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)Ini>0,

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà t äî ïîñòóï-
ëåíèÿ çàÿâêè, à θ � âðåìÿ ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè
äî t+ h, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) <

< xi,ni+n′
i−1 + hIni>1}Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
+ θ)pj,iIni>0 + o(h).

Çäåñü h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

4) Çà âðåìÿ h â i-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ïîêèíóëà ñåòü, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.
Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z + ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i+1(t) < h}pi,0 + o(h).
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5) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
âðåìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óç-
ëå íå çàêîí÷èëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0.

6) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êî-
ëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì
óçëå íå çàêîí÷èëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

7) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óâåëè÷èëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, ñïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z − e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <
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< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0.

8) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óìåíüøèëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, cïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z + e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri .

9) Çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé ñîñòîÿíèÿ
ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Åñòåñòâåííî, ÷òî â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ïóíêòîâ è äëÿ
êàæäîãî óçëà ïàðàìåòð θ ñâîé. Íî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü âû-
êëàäêè, èíäåêñàöèÿ äëÿ θ íå ââîäèòñÿ.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì:

P{z(t+ h) = z, ξi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ξi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . ,

hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(λp0,i + νiIni>0 + φiIn′
i>0+
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+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0)h+ o(h)
)
+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×(λp0,ih+ o(h))Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)Ini>0+

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ξj,1(t) < xj,1, . . . , ξj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
, ξj,nj+n′

j+1(t) < h,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + hIni>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ θ)pj,iIni>0+ (3.34)

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + ei, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ≠ i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i+1(t) < h}pi,0+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ h}(νih+ o(h))In′

i>0+
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+

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i, ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤

≤ ξk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>1 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + e′′i , ξk,1(t) < xk,1, . . . , hInk>0 ≤ ξk,nk+n′
k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ξi,1(t) < xi,1, . . . , hIni>0 ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ hIni>0}×

×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â (3.34), âûðàçèì ÷åðåç
ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =
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= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+h, i ∈ J, i ̸= k;xk,1, . . . , xk,nk+n′

k−1, h)+

+ . . .+ Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1, h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z, ξi,1(t) < xi,1, . . . , h ≤ ξi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+

+
N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni+n′
i, xi,ni+n′

i
+θ) òàêæå ðàçëîæèì â ðÿä

Òåéëîðà êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé θ.
Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x)+h

N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0−

−
( N∑

i=1

(
λp0,i + νiIni>0 + φiIn′

i>0 + σi(ni + n′
i, li)Ili<ri+

+ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+
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+

N∑
i=1

(λp0,ih+ o(h))Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0+

+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)× (3.35)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+h
N∑
i=1

pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+
N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+
N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0+

+
N∑
i=1

F (z − e′′i , x)(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0+

+

N∑
i=1

F (z + e′′i , x)(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri + o(h).

Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé (3.35) F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþ-
ñÿ íåíóëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íó-
ëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)
N∑
i=1

(
λp0,i + νiIni>0 + φiIn′

i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
=

=
N∑
i=1

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+
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+

N∑
i=1

λp0,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+ (3.36)

+

N∑
i=1

pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+
N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0+

+
N∑
i=1

F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+

+

N∑
i=1

F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri .

Ðàçîáüåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.36) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî
áàëàíñà:

N∑
i=1

λp0,iF (z, x) =

N∑
i=1

pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

; (3.37)

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
= F (z + ei − e′i, x)νiIn′

i>0+

+F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (3.38)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =
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=

N∑
j=1,j ̸=i

pj,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+ (3.39)

+λp0,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0;

F (z, x)
(
σi(ni + n′

i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
=

= F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+ (3.40)

+F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ini<ri , i ∈ J.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (3.32), (3.33), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèé (3.37) � (3.40), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (3.36).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.32), (3.33) â óðàâíåíèå (3.37), äåëÿ îáå ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà λF (z, x), ïîëó÷èì ñëåäñòâèå óðàâ-
íåíèÿ òðàôèêà:

1 =

N∑
i=1

εipi,0.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.32), (3.33) â óðàâíåíèå (3.38), äåëÿ îáå ÷àñòè ïî-
ëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (3.32), (3.33) â óðàâíåíèå (3.39), äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî
ñîîòíîøåíèÿ íà Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z − ei, x), ïîëó÷èì ñèñòåìó

óðàâíåíèé òðàôèêà (3.19). Ïîäñòàâëÿÿ (3.32), (3.33) â óðàâíåíèå
(3.40), äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x) è èñ-
ïîëüçóÿ óñëîâèå (3.31), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 3.4 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.30), òî ïðîöåññ
z(t) ýðãîäè÷åí, à åãî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé ñåòè {p(z), z ∈ Z} íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî

âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x), i ∈ J , è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

ôîðìó

p(z) = p1(n1, n
′
1, l1)p2(n2, n

′
2, l2)...pN (nN , n′

N , lN ), z ∈ Z,

ãäå âåðîÿòíîñòè pi(ni, n
′
i, li) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.33).

Çäåñü pi(ni, n
′
i, li) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé èçîëèðîâàííîãî óçëà, i ∈ J .
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4 ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÎÑÒÜ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÌÍÎÃÎÐÅÆÈÌÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Ñ ÍÅÀÊÒÈÂÍÛÌÈ ÇÀßÂÊÀÌÈ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ

ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈÞ ÇÀßÂÊÈ

4.1 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
çàìêíóòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàê-
òèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâà-
íèÿ èç ïóíêòà 3.1 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè-
÷åñòâà ðàáîòû ïî îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni(t), n

′
i(t), li(t)), è ñðàçó ïîñëå óêàçàííîãî ìîìåíòà â ýòîò óçåë

ïîñòóïàåò çàÿâêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæèâàòüñÿ,
òî êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî åå îáñëóæèâàíèþ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ηi(ni + n′

i + 1) ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni + n′
i +

+ 1, s) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni + n′
i + 1).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Bi(ni + n′
i + 1, 0) = 0, i ∈ J . Åñëè â ìî-

ìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü (ni(t), n
′
i(t), li(t)), òî îá-

ñëóæèâàíèå âåäåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ αi(ni + n′
i, li), òî åñòü çàâèñèò

îò ñîñòîÿíèÿ óçëà. Îáñëóæèâàíèå èìååò íå ¾âðåìåííóþ¿, à, òàê
íàçûâàåìóþ, ¾ýíåðãåòè÷åñêóþ¿ òðàêòîâêó, òî åñòü êàæäàÿ îïå-
ðàöèÿ îáñëóæèâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ðà-
áîòû, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü. Ïåðåêëþ÷åíèå ñ ðåæèìà li
â li+1 ìîæíî èíòåðïåðòèðîâàòü êàê ÷àñòè÷íîå ñíèæåíèå ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè, ïîýòîìó ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè αi(ni+n′

i, li)
óìåíüøàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé αi(ni + n′

i, li + 1). Àíàëîãè÷íî
ïåðåõîä ñ ðåæèìà li â li − 1 îçíà÷àåò ÷àñòè÷íîå ïîâûøåíèå ðàáî-
òîñïîñîáíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè îáñëóæèâàíèÿ.

Â ïóíêòå 3.1 ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà Bi(ni + n′
i, s) ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè îáñëóæè-
âàíèÿ. Òîãäà z(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî â ïóíêòå
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3.1 íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
â âèäå (3.5).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî îáñëóæèâà-
íèþ çàÿâêè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ηi(ni + n′

i) ñ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni + n′

i, s) è êîíå÷íûì ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni + n′

i).
Ïóñòü ψi,k(t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå îñòàëîñü âûïîë-

íèòü ñ ìîìåíòà t äëÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, ñòî-
ÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå, ψi(t) =
= (ψi,1(t), . . . ,ψi,ni+n′

i
(t)), i ∈ J .

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, åñëè ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni, n

′
i, li), i ∈ J , òî

dψi,ni+n′
i
(t)

dt
= −αi(ni + n′

i, li).

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,
ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
ζ(t) = (z(t), ψ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ψ(t) = (ψ1(t), . . . ,ψN (t)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí. Ïðè âûïîë-

íåíèè óñëîâèé

σi(ni + n′
i, li − 1)αi(ni + n′

i, li)ρi(ni + n′
i − 1, li) =
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= σi(ni + n′
i − 1, li − 1)αi(ni + n′

i, li − 1)ρi(ni + n′
i, li), (4.1)

1 ≤ ni + n′
i ≤ M, li = 1, ri, i ∈ J,

ñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé

F (z, x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1, l1)p2(n2, n

′
2, l2) . . . pN (nN , n′

N , lN )×

×
N∏
i=1

ni+n′
i∏

s=1

1

τi(s)

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (4.2)

ãäå

pi(ni, n
′
i, li) = εi

ni

(
εiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
, (4.3)

εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (3.1), G(M,N) � íîð-

ìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ èç óñëîâèÿ:∑
((n1,n′

1,l1),...,(nN ,n′
N ,lN ))∈Z

p((n1, n
′
1, l1), . . . , (nN , n′

N , lN )) = 1. (4.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïî ýðãîäè÷åñêîé
òåîðåìå Ìàðêîâà [29] z(t) â ìàðêîâñêîì ñëó÷àå ýðãîäè÷åí, ñëåäî-
âàòåëüíî, è â îáùåì ñëó÷àå ζ(t) ýðãîäè÷åí, ïîñêîëüêó ïîëó÷àåòñÿ
èç z(t) äîáàâëåíèåì íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò.

Ïóñòü ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ
çà èñêëþ÷åíèåì (ni, n

′
i, li) = (1, 0, 0); e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäè-

íàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì (ni, n
′
i, li) = (0, 1, 0),

e′′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà èñêëþ-
÷åíèåì (ni, n

′
i, li) = (0, 0, 1), i ∈ J .

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü
ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.
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Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z,ψi,1(t+h) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî, è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i, li)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni + n′
i, li)hIni>0, i ∈ J}

(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0)h+ o(h)
)
.

2) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,ψj,nj+n′

j+1(t) <

< αj(nj + n′
j + 1, lj)(h− θ),

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1 ≤
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≤ ψi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ)pj,iIni>0 + o(h).

Çäåñü h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
âðåìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óç-
ëå íå çàêîí÷èëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z+ei−e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk+n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+αk(nk+n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h}(νih+ o(h))In′
i>0.

4) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êî-
ëè÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì
óçëå íå çàêîí÷èëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðî-
èçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z−ei+e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk+n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+αk(nk+n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <
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< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

5) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óâåëè÷èëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, ñïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z − e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+αk(nk+n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li − 1)(h− θ)Ili>0+

+αi(ni + n′
i, li)θ ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li − 1)(h− θ)Ili>0 + αi(ni + n′
i, li)θ}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0,

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ ðåæèìà, 0 < θ < h.

6) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óìåíüøèëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, cïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z + e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+αk(nk+n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li + 1)(h− θ)Ili<ri+

+αi(ni + n′
i, li)θ ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li + 1)(h− θ)Ili<ri + αi(ni + n′
i, li)θ}×
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×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri ,

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ ðåæèìà, 0 < θ < h.

7) Çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé ñîñòîÿíèÿ
ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Åñòåñòâåííî, ÷òî â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ïóíêòîâ è äëÿ
êàæäîãî óçëà ïàðàìåòð θ ñâîé. Íî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü âû-
êëàäêè, èíäåêñàöèÿ äëÿ θ íå ââîäèòñÿ.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì:

P{z(t+ h) = z,ψi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,

ψi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} = P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i, li)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni + n′
i, li)hIni>0, i ∈ J}

(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0)h+ o(h)
)
+

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,ψj,nj+n′

j+1(t) <

< αj(nj + n′
j + 1, lj)(h− θ),

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1 ≤ (4.5)
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≤ ψi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1 + αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ)pj,iIni>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h}(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li − 1)(h− θ)Ili>0 + αi(ni + n′

i, li)θ ≤

≤ ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li − 1)(h− θ)Ili>0+
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+αi(ni + n′
i, li)θ}(σi(ni + n′

i, li − 1)Ili>0h+ o(h))Ili>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li + 1)(h− θ)Ili<ri + αi(ni + n′

i, li)θ ≤

≤ ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li + 1)(h− θ)Ili<ri+

+αi(ni + n′
i, li)θ}(ρi(ni + n′

i, li + 1)Ili<rih+ o(h))Ili<ri + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â (4.5), âûðàçèì ÷åðåç
ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′

i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)h ≤

≤ ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J)−

−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J, i ̸= k;xk,1, . . . ,

xk,nk+n′
k−1,αk(nk + n′

k, lk)h) + . . .+
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+Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1,αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)h ≤

≤ ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)+

+

N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

αi(ni + n′
i, li)h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×αi(ni + n′
i, li)h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ) òàêæå
ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé θ.

Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x) + h
N∑
i=1

αi(ni + n′
i, li)

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0 −

( N∑
i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (4.6)
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×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0+

+

N∑
i=1

F (z − e′′i , x)(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0+

+

N∑
i=1

F (z + e′′i , x)(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri + o(h).

Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþñÿ íåíó-
ëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü (4.6) ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íó-
ëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)
N∑
i=1

(
νiIni>0 + φiIn′

i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
=

=

N∑
i=1

αi(ni + n′
i, li)

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)×

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+ (4.7)

+
N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0+
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+

N∑
i=1

F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+

+

N∑
i=1

F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri .

Ðàçîáüåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.7) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî
áàëàíñà:

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
= F (z + ei − e′i, x)νiIn′

i>0+

+F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (4.8)

αi(ni + n′
i, li)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

=

N∑
j=1,j ̸=i

αj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (4.9)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0;

F (z, x)
(
σi(ni + n′

i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
=

= F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+ (4.10)

+F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ini<ri , i ∈ J.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (4.2), (4.3), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèé (4.8) � (4.10), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (4.7).

Ïîäñòàâëÿÿ (4.2), (4.3) â óðàâíåíèå (4.8), äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó-
÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Ïîäñòàâëÿÿ
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(4.2), (4.3) â óðàâíåíèå (4.9), äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíî-
øåíèÿ íà Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z − ei, x), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé òðàôèêà (3.1). Ïîäñòàâëÿÿ (4.2), (4.3) â óðàâíåíèå (4.10),
äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x) è èñïîëüçóÿ
óñëîâèå (4.1), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 4.1 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.1. Ìàðêîâñêèé ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí. Ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèé (4.1) ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòåé ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z} íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî

âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x) è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä

p(z) = G−1(M,N)p1(n1, n
′
1, l1) . . . pN (nN , n′

N , lN ), z ∈ Z.

Çäåñü pi(ni, n
′
i, li) ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì (4.3),

G(M,N) � íîðìèðóþùàÿ êîíñòàíòà, íàõîäÿùàÿñÿ èç (4.4).
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4.2 Èíâàðèàíòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îòêðûòîé ñåòè ñ íåàêòèâíûìè çàÿâêàìè

è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâàíèÿ

Ðàññìîòðèì îòêðûòóþ ñåòü ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ íåàê-
òèâíûìè çàÿâêàìè è ìíîãîðåæèìíûìè ñòðàòåãèÿìè îáñëóæèâà-
íèÿ èç ïóíêòà 3.3 íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîëè-
÷åñòâà ðàáîòû ïî îáñëóæèâàíèþ çàÿâêè.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni(t), n

′
i(t), li(t)), è ñðàçó ïîñëå óêàçàííîãî ìîìåíòà â ýòîò óçåë

ïîñòóïàåò çàÿâêà, êîòîðàÿ íà÷èíàåò íåìåäëåííî îáñëóæèâàòüñÿ,
òî êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî åå îáñëóæèâàíèþ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé ηi(ni + n′

i + 1) ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni + n′
i +

+ 1, s) è êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni + n′
i + 1).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Bi(ni + n′
i + 1, 0) = 0, i ∈ J . Åñëè â ìîìåíò

âðåìåíè t ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü (ni(t), n
′
i(t), li(t)), òî îáñëóæè-

âàíèå âåäåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ αi(ni + n′
i, li), òî åñòü çàâèñèò îò ñî-

ñòîÿíèÿ óçëà, i ∈ J . Îáñëóæèâàíèå èìååò íå ¾âðåìåííóþ¿, à, òàê
íàçûâàåìóþ, ¾ýíåðãåòè÷åñêóþ¿ òðàêòîâêó, òî åñòü êàæäàÿ îïå-
ðàöèÿ îáñëóæèâàíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ðà-
áîòû, êîòîðóþ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü. Ïåðåêëþ÷åíèå ñ ðåæèìà li
â li+1 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷àñòè÷íîå ñíèæåíèå ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòè, ïîýòîìó ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè αi(ni+n′

i, li)
óìåíüøàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé αi(ni + n′

i, li + 1). Àíàëîãè÷íî
ïåðåõîä ñ ðåæèìà li â li − 1 îçíà÷àåò ÷àñòè÷íîå ïîâûøåíèå ðàáî-
òîñïîñîáíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè îáñëóæèâàíèÿ.

Â ïóíêòå 3.3 ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà Bi(ni + n′
i, s) ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âðåìåíè îáñëóæè-
âàíèÿ. Òîãäà z(t) � ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äëÿ êîòîðîãî â ïóíêòå
3.3 íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
â âèäå (3.24).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîëè÷åñòâî ðàáîòû ïî îáñëóæèâà-
íèþ çàÿâêè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ηi(ni + n′

i) ñ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Bi(ni + n′

i, s) è êîíå÷íûì ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì τi(ni + n′

i).
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Ïóñòü ψi,k(t) � êîëè÷åñòâî ðàáîòû, êîòîðîå îñòàëîñü âûïîë-
íèòü ñ ìîìåíòà t äëÿ çàâåðøåíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, ñòî-
ÿùåé â ìîìåíò âðåìåíè t íà k-é ïîçèöèè â i-ì óçëå, ψi(t) =
= (ψi,1(t), . . . ,ψi,ni+n′

i
(t)), i ∈ J .

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, åñëè ñîñòîÿíèå i-ãî óçëà åñòü âåêòîð
(ni, n

′
i, li), òî

dψi,ni+n′
i
(t)

dt
= −αi(ni + n′

i, li), i ∈ J.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ z(t) íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì,
ïîýòîìó ðàññìîòðèì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ
ζ(t) = (z(t), ψ(t)), äîáàâëÿÿ ê z(t) íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó
ψ(t) = (ψ1(t), . . . ,ψN (t)).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

F (z, x) = F (z, x1,1, . . . , x1,n1+n′
1
; . . . ;xN,1, . . . , xN,nN+n′

N
) =

= lim
t→∞

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J},

z ∈ Z, xk,l ∈ R ∀ k, l.

Ôóíêöèè F (z, x) áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé êóñî÷íî-ëèíåéíîãî
ïðîöåcñà ζ(t), ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ôóíê-
öèÿ F (z, x) â ÷àñòè íåïðåðûâíûõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 4.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

∑
z∈Z

q(z)
N∏
i=1

(
λεi

)ni
(
λεiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
< ∞,

(4.11)
ãäå

q(z) =
N∑
i=1

(
λp0,i +

αi(ni + n′
i, li)

τi(ni + n′
i)

Ini>0 + νiIni>0 + φiIn′
i>0+
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+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
,

σi(ni + n′
i, li − 1)αi(ni + n′

i, li)ρi(ni + n′
i − 1, li) =

= σi(ni + n′
i − 1, li − 1)αi(ni + n′

i, li − 1)ρi(ni + n′
i, li), (4.12)

li = 1, ri, i ∈ J,

ïðîöåññ ζ(t) ýðãîäè÷åí, à ñòàöèîíàðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé F (z, x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

F (z, x) = p1(n1, n
′
1, l1)p2(n2, n

′
2, l2) . . . pN (nN , n′

N , lN )×

×
N∏
i=1

ni+n′
i∏

s=1

1

τi(s)

xi,s∫
0

(1−Bi(s, u))du, z ∈ Z, (4.13)

ãäå

pi(ni, n
′
i, li) =

= (λεi)
ni

(
λεiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)
pi(0, 0, 0), (4.14)

pi(0, 0, 0) =

=

∞∑
ni=0

∞∑
n′
i=0

ri∑
li=0

(
(λεi)

ni

(
λεiνi

φi

)n′
i

ni+n′
i∏

s=1

τi(s)

αi(s, li)

li∏
k=1

σi(0, k − 1)

ρi(0, k)

)−1
,

(4.15)
εi � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé òðàôèêà (3.19).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ζ(t). Ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (4.11) ζ(t) ýðãîäè÷åí. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàê-
òà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîé òåîðåìû Ñìè-
òà [29], åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ζ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåãå-
íåðèðóþùèì. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèîíèðîâàíèå ñåòè ñõåìàòè÷-
íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÷åðåäîâàíèå ïåðèîäîâ, êîãäà ñåòü íà-
õîäèòñÿ â ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèè (â óçëàõ íåò íè îáûêíîâåííûõ,
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íè íåàêòèâíûõ çàÿâîê, óçåë ðàáîòàåò â îñíîâíîì ðåæèìå) è ïå-
ðèîäîâ çàíÿòîñòè ñåòè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå). Ìîìåíò ïåðåõîäà
ñåòè â ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì ðåãåíåðàöèè. Äà-
ëåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ òåîðåìû Ñìèòà äëÿ
ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ.

Ïóñòü ei ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà
èñêëþ÷åíèåì (ni, n

′
i, li) = (1, 0, 0); e′i ∈ Z � âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû

êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì (ni, n
′
i, li) = (0, 1, 0), e′′i ∈ Z

� âåêòîð, âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ çà èñêëþ÷åíèåì
(ni, n

′
i, li) = (0, 0, 1), i ∈ J .

Èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî ïðîöåññà ζ(t) çà ñ÷åò
ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê è çà ñ÷åò ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ, ïåðåâîäÿ-
ùèõ çàÿâêè èç îáûêíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âðåìåííî íåàêòèâíîå
èëè íàîáîðîò, áóäåì íàçûâàòü ñïîíòàííûìè èçìåíåíèÿìè.

Ïóñòü h ìàëî. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

P{z(t+h) = z,ψi,1(t+h) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t+h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Óêàçàííîå ñîáûòèå ìîæåò ïðîèçîéòè ñëåäóþùèìè âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèìè ñïîñîáàìè.

1) Ñ ìîìåíòà t çà âðåìÿ h íè îäíîãî ñïîíòàííîãî èçìåíåíèÿ
íå ïðîèçîøëî, è îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i, li)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni+n′
i, li)hIni>0, i ∈ J}

(
1−

N∑
i=1

(λp0,i+νiIni>0+φiIn′
i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0)h+ o(h)
)
.

2) Çà âðåìÿ h çàÿâêà ïîñòóïèëà â i-é óçåë è ñðàçó íà÷àëà îá-
ñëóæèâàòüñÿ, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷è-
ëîñü, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî. Ðåæèì
ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.
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P{z(t) = z − ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1 ≤ ψi,ni+n′

i−1(t) < xi,ni+n′
i−1+

+αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ)(λp0,ih+ o(h))Ini>0.

Çäåñü h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

3) Çà âðåìÿ h â j-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ìãíîâåííî ïåðåøëà â i-é óçåë, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé
íå ïðîèçîøëî. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,

ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,ψj,nj+n′

j+1(t) <

< αj(nj + n′
j + 1, lj)(h− θ),ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1 ≤ ψi,ni+n′

i−1(t) <

< xi,ni+n′
i−1 + αi(ni + n′

i − 1, li)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ)pj,iIni>0 + o(h),
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ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

4) Çà âðåìÿ h â i-ì óçëå çàÿâêà áûëà îáñëóæåíà, ïîñëå ÷åãî
îíà ïîêèíóëà ñåòü, ñïîíòàííûõ èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.
Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z + ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
,

ψi,ni+n′
i+1(t) < αi(ni + n′

i + 1, li)(h− θ)}pi,0 + o(h),

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè, 0 < θ < h.

5) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè νi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî îáûê-
íîâåííûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî
âðåìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíå-
íèé íå ïðîèçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí-
÷èëîñü. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z+ei−e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,αk(nk+n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+αk(nk+n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h}(νih+ o(h))In′
i>0.
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6) Çà âðåìÿ h â i-é óçåë ïîñòóïèë èíôîðìàöèîííûé ñèãíàë èí-
òåíñèâíîñòè φi, óìåíüøèâøèé íà åäèíèöó êîëè÷åñòâî âðå-
ìåííî íåàêòèâíûõ çàÿâîê è óâåëè÷èâøèé íà åäèíèöó êîëè-
÷åñòâî îáûêíîâåííûõ çàÿâîê, äðóãèõ ñïîíòàííûõ èçìåíå-
íèé íå ïðîèçîøëî, îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí-
÷èëîñü. Ðåæèì ðàáîòû óçëà íå èçìåíèëñÿ.

P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0.

7) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óâåëè÷èëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, ñïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z − e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li − 1)(h− θ)Ili>0+

+αi(ni + n′
i, li)θ ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li − 1)(h− θ)Ili>0 + αi(ni + n′
i, li)θ}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0,
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ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ ïðåáûâàíèÿ ïðèáîðà â ðåæèìå li − 1, 0 < θ <
h, i ∈ J.

8) Çà âðåìÿ h ðåæèì ðàáîòû i-ãî óçëà óìåíüøèëñÿ íà åäèíèöó,
îáñëóæèâàíèå íè â îäíîì óçëå íå çàêîí÷èëîñü, ñïîíòàííûõ
èçìåíåíèé íå ïðîèçîøëî.

P{z(t) = z + e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) <

< xk,nk+n′
k
+ αk(nk + n′

k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li + 1)(h− θ)Ili<ri+

+αi(ni + n′
i, li)θ ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li + 1)(h− θ)Ili<ri + αi(ni + n′
i, li)θ}×

×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri ,

ãäå h − θ � âðåìÿ, êîòîðîå ïðîøëî ñ ìîìåíòà âðåìåíè t
äî îêîí÷àíèÿ ïðåáûâàíèÿ ïðèáîðà â ðåæèìå li + 1, 0 < θ <
h, i ∈ J.

9) Çà âðåìÿ h ïðîèñõîäèò íå ìåíåå äâóõ èçìåíåíèé ñîñòîÿíèÿ
ñåòè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî åñòü o(h).

Åñòåñòâåííî, ÷òî â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ïóíêòîâ è äëÿ
êàæäîãî óçëà ïàðàìåòð θ ñâîé. Íî ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü âû-
êëàäêè, èíäåêñàöèÿ äëÿ θ íå ââîäèòñÿ.

Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èìååì:

P{z(t+ h) = z,ψi,1(t+ h) < xi,1, . . . ,
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ψi,ni+n′
i
(t+ h) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J} = P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i, li)hIni>0 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)hIni>0, i ∈ J}×

×
(
1−

N∑
i=1

(νiIni>0 + φiIn′
i>0 + σi(ni + n′

i, li)Ili<ri+

+ρi(ni + n′
i, li)Ili>0 + λp0,i)h+ o(h)

)
+

+
N∑
i=1

P{z(t) = z − ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1 ≤ ψi,ni+n′

i−1(t) < xi,ni+n′
i−1+

+αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ)(λp0,ih+ o(h))Ini>0+

+
N∑
i=1

N∑
j=1,j ̸=i

P{z(t) = z − ei + ej ,ψk,1(t) <

< xk,1, . . . ,αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+ αk(nk + n′

k, lk)hInk>0,

k ∈ J, k ̸= i, k ̸= j,ψj,1(t) < xj,1, . . . ,ψj,nj+n′
j
(t) < xj,nj+n′

j
,

ψj,nj+n′
j+1(t) < αj(nj + n′

j + 1, lj)(h− θ),

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1 ≤
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≤ ψi,ni+n′
i−1(t) < xi,ni+n′

i−1+

+αi(ni + n′
i − 1, li)(h− θ)Ini>1}×

×Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ)pj,iIni>0 + o(h)+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + ei − e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h}(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + ei,ψk,1(t) < xk,1, . . . , (4.16)

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
,ψi,ni+n′

i+1(t) < αi(ni + n′
i + 1)(h− θ)}pi,0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − ei + e′i,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤

≤ ψk,nk+n′
k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li)hIni>1 ≤ ψi,ni+n′

i
(t) <

121



< xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)hIni>1}(φih+ o(h))Ini>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z − e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li − 1)(h− θ)Ili>0+

+αi(ni + n′
i, li)θ ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni + n′
i, li − 1)(h− θ)Ili>0 + αi(ni + n′

i, li)θ}×

×(σi(ni + n′
i, li − 1)hIli>0 + o(h))Ili>0+

+

N∑
i=1

P{z(t) = z + e′′i ,ψk,1(t) < xk,1, . . . ,

αk(nk + n′
k, lk)hInk>0 ≤ ψk,nk+n′

k
(t) < xk,nk+n′

k
+

+αk(nk + n′
k, lk)hInk>0, k ∈ J, k ̸= i,

ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni + n′
i, li + 1)(h− θ)Ili<ri+

+αi(ni + n′
i, li)θ ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni + n′
i, li + 1)(h− θ)Ili<ri + αi(ni + n′

i, li)θ}×

×(ρi(ni + n′
i, li + 1)hIli<ri + o(h))Ili<ri + o(h).

Äàëåå êàæäóþ âåðîÿòíîñòü, âõîäÿùóþ â óðàâíåíèÿ (4.16), âû-
ðàçèì ÷åðåç ôóíêöèè âèäà

Ft(z, x) = P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,ψi,ni+n′
i
(t) < xi,ni+n′

i
, i ∈ J}.

Ðàññìàòðèâàÿ Ft(z, x) êàê ñëîæíûå ôóíêöèè îò h è ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ó íèõ ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
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ïî ïåðåìåííûì t è xi,ni+n′
i
, çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

â ðÿä Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, ó÷èòûâàÿ
òîò ôàêò, ÷òî

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,

αi(ni + n′
i, li)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni + n′
i, li)h, i ∈ J} =

= Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J)−
N∑
k=1

Ft(z, xi,1, . . . ,

xi,ni+n′
i
+ αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J, i ̸= k;xk,1, . . . , xk,nk+n′
k−1,

αk(nk + n′
k, lk)h) + . . .+

+Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i−1,αi(ni + n′

i, li)h, i ∈ J).

Î÷åâèäíî, ÷òî òå ôóíêöèè Ft(z, x), ó êîòîðûõ â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ h íå ìåíåå äâóõ ðàç, ïðè ðàçëîæåíèè
â ðÿä Òåéëîðà áóäóò äàâàòü o(h). Ïîýòîìó

P{z(t) = z,ψi,1(t) < xi,1, . . . ,αi(ni+n′
i, li)h ≤ ψi,ni+n′

i
(t) < xi,ni+n′

i
+

+αi(ni + n′
i, li)h, i ∈ J} = Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′

i
, i ∈ J)+

+
N∑
i=1

∂Ft(z, xi,1, . . . , xi,ni+n′
i
, i ∈ J)

∂xi,ni+n′
i

αi(ni + n′
i, li)h−

−
N∑
i=1

∂Ft(z, xl,1, . . . , xl,nl+n′
l
, l ∈ J, l ̸= i;xi,1, . . . , xi,ni+n′

i−1, 0)

∂xi,ni+n′
i

×

×αi(ni + n′
i, li)h+ o(h).

Âûðàæåíèÿ âèäà Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
+ αi(ni + n′

i, li)θ) òàêæå
ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé θ.
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Óñòðåìëÿÿ t ê áåñêîíå÷íîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ft(z, x) ïî ïåðåìåííîé t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

F (z, x) = F (z, x) + h

N∑
i=1

αi(ni + n′
i, li)

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0 −

( N∑
i=1

(
λp0,i + νiIni>0 + φiIn′

i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
h+ o(h)

)
F (z, x)+

+

N∑
i=1

(λp0,ih+ o(h))Bi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0+

+h

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (4.17)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+h

N∑
i=1

αi(ni + n′
i + 1, li)pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)(νih+ o(h))In′
i>0+

+

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)(φih+ o(h))Ini>0+

+
N∑
i=1

F (z − e′′i , x)(σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0h+ o(h))Ili>0+

+
N∑
i=1

F (z + e′′i , x)(ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<rih+ o(h))Ili<ri + o(h).
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Âû÷òåì èç îáåèõ ÷àñòåé (4.17) F (z, x), ïîñëå ÷åãî îñòàâøóþ-
ñÿ íåíóëåâîé ïðàâóþ ÷àñòü ðàçäåëèì íà h è óñòðåìèì h ê íó-
ëþ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ F (z, x) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

F (z, x)
N∑
i=1

(
λp0,i + νiIni>0 + φiIn′

i>0+

+σi(ni + n′
i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′

i, li)Ili>0

)
=

=
N∑
i=1

αi(ni + n′
i, li)

(
∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

−
( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

)
Ini>0+

+
N∑
i=1

λp0,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0+

+

N∑
j=1

N∑
i=1,i̸=j

αj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (4.18)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+

N∑
i=1

αi(ni + n′
i + 1, li)pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

+

+

N∑
i=1

F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 +

N∑
i=1

F (z − ei + e′i, x)φiIni>0+

+

N∑
i=1

F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+

+
N∑
i=1

F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ili<ri .
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Ðàçîáüåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.18) íà óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî
áàëàíñà:

N∑
i=1

λp0,iF (z, x) =

=

N∑
i=1

αi(ni + n′
i + 1, li)pi,0

(∂F (z + ei, x)

∂xi,ni+n′
i+1

)
xi,ni+n′

i
+1=0

; (4.19)

F (z, x)
(
νiIni>0 + φiIn′

i>0

)
=

= F (z + ei − e′i, x)νiIn′
i>0 + F (z − ei + e′i, x)φiIni>0; (4.20)

αi(ni + n′
i, li)

(( ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
xi,ni+n′

i
=0

− ∂F (z, x)

∂xi,ni+n′
i

)
Ini>0 =

=
N∑

j=1,j ̸=i

αj(nj + n′
j + 1, lj)pj,iBi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)× (4.21)

×
(∂F (z + ej − ei, x)

∂xj,nj+n′
j+1

)
xj,nj+n′

j
+1=0

Ini>0+

+λp0,iBi(ni + n′
i, xi,ni+n′

i
)F (z − ei, x)Ini>0;

F (z, x)
(
σi(ni + n′

i, li)Ili<ri + ρi(ni + n′
i, li)Ili>0

)
=

= F (z − e′′i , x)σi(ni + n′
i, li − 1)Ili>0+ (4.22)

+F (z + e′′i , x)ρi(ni + n′
i, li + 1)Ini<ri , i ∈ J.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé F (z, x),
îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (4.13) � (4.15), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèé (4.19) � (4.22), à ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèé (4.18).
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Ïîäñòàâëÿÿ (4.13) � (4.15) â óðàâíåíèå (4.19), äåëÿ îáå ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà λF (z, x), ïîëó÷èì ñëåäñòâèå óðàâ-
íåíèÿ òðàôèêà:

1 =
N∑
i=1

εipi,0.

Ïîäñòàâëÿÿ (4.13) � (4.15) â óðàâíåíèå (4.20), äåëÿ îáå ÷àñòè
ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà F (z, x), ïîëó÷èì òîæäåñòâî. Ïîä-
ñòàâëÿÿ (4.13) � (4.15) â óðàâíåíèå (4.21), äåëÿ îáå ÷àñòè ïî-
ëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ íà Bi(ni + n′

i, xi,ni+n′
i
)F (z − ei, x), ïî-

ëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé òðàôèêà (3.19). Ïîäñòàâëÿÿ (4.13) �
(4.15) â óðàâíåíèå (4.22), äåëÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøå-
íèÿ íà F (z, x) è èñïîëüçóÿ óñëîâèå (4.12), ïîëó÷èì òîæäåñòâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ïóñòü {p(z), z ∈ Z} � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé ïðîöåññà z(t). Èç òåîðåìû 4.2 ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà
p(z) = F (z,+∞) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 4.2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.11), (4.12), òî
ïðîöåññ z(t) ýðãîäè÷åí, à åãî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé {p(z), z ∈ Z} íå çàâèñèò îò ôóíêöèîíàëüíîãî

âèäà ðàñïðåäåëåíèé Bi(s, x) è èìååò ìóëüòèïëèêàòèâíûé âèä

p(z) = p1(n1, n
′
1, l1)p2(n2, n

′
2, l2)...pN (nN , n′

N , lN ), z ∈ Z,

ãäå âåðîÿòíîñòè pi(ni, n
′
i, li) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (4.14).

Çäåñü pi(ni, n
′
i, li) � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

ñîñòîÿíèé èçîëèðîâàííîãî óçëà.
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