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МЕТОД ХАРАКТЕРИСТИК В ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧАХ 
МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

 
Мартыненко М.Д., Босяков С.М. 

 
Results of investigation of three-dimensional wave movements in the elastic bodies, obtained 

are submitted on the basis of a method of characteristics of the theory of the differential equations 
with partial derivatives. The analysis of propagation piezoactive elastic, thermoelastic and electro-
magnetic waves in anisotropic medium is carried out. For the considered types of waves expres-
sions for the coordinates of points of media, determining position of the appropriate three-
dimensional wave fronts at any moment are obtained. 
 
 Введение 
 Метод характеристик (метод слабых разрывов) теории дифференциальных уравнений 
с частными производными является одним из фундаментальных методов исследования зако-
номерностей распространения волновых движений в сплошных средах [1-3]. Обзор литера-
турных источников позволяет выделить несколько направлений использования этого метода. 
Одно из них связано с применением теории характеристик в одномерных по пространствен-
ной координате задачах газовой динамики, теории многокомпонентных сред, теории пла-
стичности, а также задачах, связанных с изучением взаимодействия волн с препятствиями 
[4-7]. Аналогичные вопросы, связанные с исследованием двумерных и трехмерных волновых 
движений в пластичных, сыпучих и неупругих средах на базе метода характеристик отраже-
ны в [8-10]. Другое направление, основы которого заложены в [11], связано с изучением за-
кономерностей существования поверхностей сильного и слабого разрывов в упруговязкопла-
стических средах, неоднородных средах с начальными напряжениями [12, 13]. Большое ко-
личество работ посвящено реализации метода характеристик применительно к одномерным 
и двумерным граничным задачам механики деформируемого твердого тела, в частности ре-
шению задач теории удара, распространения волн в стержнях [14]. Развитие этого направле-
ния для упругих, термоупругих и пластичных сред отражено в [15-22]. Другой аспект приме-
нения теории характеристик в механике сплошной среды касается исследования особенно-
стей распространения поверхностей слабого и сильного разрывов, возбуждаемых нестацио-
нарными источниками в однородных неограниченных средах со сложными свойствами, опи-
сываемых линейной теорией упругости [23]. Несмотря на целесообразность использования 
метода характеристик в этом направлении [24], дальнейшего развития он не получил, что 
можно объяснить сложностью соответствующих уравнений движения, громоздкостью ана-
литических выкладок и трудностями решения характеристических уравнений. Однако воз-
можности и средства современной вычислительной техники делают доступным решение ди-
намических задач высокой степени сложности и позволяют математически моделировать 
волновые процессы в сплошных средах на основе метода характеристик. Ниже представлены 
результаты исследования трехмерных волновых движений в упругих телах, полученные на 
базе метода характеристик. 
 Реализация метода характеристик 
 Изложим основные положения метода характеристик на примере системы уравнений 
движения кубически анизотропных тел с учетом пьезоэлектрического эффекта. Соответ-
ствующие уравнения имеют следующий вид [25]: 
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где e   - пьезоэлектрический модуль, sε   - диэлектрическая проницаемость, 1 2 4, ,A A A   - 
постоянные упругости, ( )321 ,, uuuu =



 - вектор перемещений, ρ   - плотность, Φ  – элек-

трический потенциал, , 1,3i ix i∂ = ∂ ∂ = , точка обозначает дифференцирование по време-
ни. 

Будем считать электрический потенциал Φ  непрерывно дифференцируемой функци-
ей и начальные данные к системе (2) зададим на плоскости 0t =  

 ( ) ( )1 2 3 1 2 30 0, , , , ,i i i it tu f x x x u x x x= == = ϕ . (2) 

Если система (1) совместно с данными (2) не позволяет определить все частные про-
изводные второго порядка по t , то плоскость 0t =  является характеристической. В общем 
случае начальные данные (2) зададим на поверхности ( ) constxxxtZ =321 ,,,  и перейдем к 
новым переменным по следующей схеме: 

( )0 1 2 3 0 0, , , , 0,3, ,k kZ Z x x x x k Z Z x t= = ≡ ≡ . 
Выразим производные по старым переменным через производные по новым перемен-

ным: 
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Подставим (3) в (1) и выпишем те члены, которые содержат производные второго по-
рядка по Z . После несложных преобразований получим 
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Уравнение характеристической поверхности системы получим из условия невозмож-
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, 3,1=i  из (4), что эквивалентно равенство нулю 

определителя, составленного из коэффициентов при этих производных: 
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некера. 
Раскрывая определитель (5), будем иметь 
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 Разделим обе части (6) на 1τ . В результате будем иметь 

 6 4 2
0 1 2 3 0q v q v q v q+ + + =    . (7) 

Формулы для iq  вытекают из выражений для iq  при замене в них iτ  на iτ , 0,3i = , 

причем 2 2 2
1 1 2 3 1n n nτ = + + = ; 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 3 1 3n n n n n nτ = + + ; 2 2 2
3 1 2 3n n nτ = ; 

2 2 2 2 2 2
2 1 2 2 3 1 3p p p p p pτ = + + ; 2 2 2

3 1 2 3p p pτ = ; cosk kn = α   - направляющий косинус нор-
мали к характеристической поверхности ( kα   - угол между нормалью и координатной осью 

kx ). 
 Решение (7) представим в следующем виде 
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 Формулы (8) позволяют построить поверхности обратных скоростей, а также их сече-
ния плоскостями, проходящими через начало координат. Их сравнительный анализ показы-
вает, что 1 2 3v v v> ≥ , поэтому будем считать, что со скоростью 1v  распространяется квази-
продольная волна, со скоростью 2v  и 3v  - квазипоперечные волны. 
 Найдем координаты точек волнового фронта, до которых к моменту времени t  дошла 
энергия волнового возмущения. Для этого выразим 0p  из уравнения (6) 
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Выражения для , pΛ , q  и , pΛ   и q .аналогичны. 

 Дифференцируя ( )
0
mp  по ip  и интегрируя полученные выражения по времени t , по-

лучим искомые выражения для безразмерных координат ( )
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Верхний индекс m  в формулах (8) – (10) указывает на тип волны: 1 соответствует квазипро-
дольной волне, 2 и 3 – квазипоперечным волнам. 

Коэффициенты kiq  с учетом 1k kp n= τ  представим в виде 
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где 1 2i inτ = , ( )2
2 12i i in nτ = τ − , ( )( )2 2

3 2 12i i i in n nτ = τ − τ − . 

 Формулы (11) позволяют построить безразмерные трехмерные волновые фронты пье-
зоактивных волн, распространяющихся в кубически анизотропной среде, а также их сечения 
плоскостями, проходящими через начало координат [26]. 
 Термоупругие волны 

Рассмотрим распространение термоупругих волн в кубически анизотропной среде в 
условиях плоской деформации. В этом случае систему уравнений движения представим в 
следующем виде ( 033 =e ) [27]: 
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где β  - константа, связывающая тепловые и механические напряжения, ( )21 2AAT +α=β , 

Tα   - коэффициент линейного теплового расширения, Т  - абсолютная температура, λ  - ко-
эффициент теплопроводности, vc  - удельная теплоемкость при постоянной деформации, τ  - 
время релаксации теплового потока, 0T  - начальная температура. 

Начальные данные для (12) зададим на гиперплоскости ( )1 2, , 0Z t x x = . После стан-
дартной процедуры, описанной выше, будем иметь уравнение вида (6), коэффициенты кото-
рого выражаются следующим образом: 
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+
 - коэффициент связанности полей тем-

ператур и деформаций в двумерной динамической задаче для кубически анизотропного тела, 
сформулированной в компонентах напряжений [28]. 

Представим решение характеристического уравнения системы (11) в виде (9) и 

найдем выражения для безразмерных координат ( )
2

m
lx c t  точек двумерных волновых 

фронтов. В этом случае для коэффициентов , 1,3, 1,2klq k l= = , входящих в (10), будем 
иметь 
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 Безразмерные скорости распространения термоупругих волн определяются формула-
ми вида (8), в которых выражения для 0q  и kq  вытекают из (12) при замене 1 2,p p  на 

1 2,n n  соответственно. 
 Анализ эффектов связанности теплового и механического полей позволяет сделать 
вывод, что индекс 1m =  соответствует модифицированной квазипоперечной волне, 2m =  - 
модифицированной квазипродольной волне, 3m =  - модифицированной тепловой волне. 
Добавим, что полученные выражения для скоростей распространения термоупругих волн и 
координаты точек волновых фронтов, до которых дошла энергия волнового возмущения, 
позволяют не только построить кривые обратных скоростей и волновые фронты, но и иссле-
довать влияние времени релаксации теплового потока на волновые движения в термоупругих 
кубически анизотропных средах. 
 Электромагнитные волны 

Рассмотрим следующую систему динамических уравнений Максвелла для анизотроп-
ной среды: 
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где ( )321 ,, EEEE =


 и ( )321 ,, HHHH =


 - напряжения электрического и магнитного 
полей, µ  - магнитная проницаемость среды, 321 ,, εεε  - диэлектрические константы среды. 
 Уравнение поверхности характеристик ( ) 0,,, 321 =xxxtZ  для системы (13) пред-
ставим следующем виде [29]: 
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 Из (14) вытекает существование стационарной поверхности разрыва 

0 1 0V p= τ = , а также существование двух электромагнитных волн, скорости распро-
странения которых удовлетворяют следующему уравнению: 
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1 2 2 3 1 3 1 2 3
2 2 2
3 1 2 1 2 3 2 1 3 0.

V V n n n

n n n

µ ε ε ε + µ ε ε + ε ε + ε ε −

−ε ε − ε ε − ε ε + ε + ε + ε −

− ε + ε − ε + ε − ε + ε =

 (15) 
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Из (15) получим: 

 

( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

1,2
1 2 3

2 2 2
1 2 3 2 3 1 1 3 2

4
,

2

1 1 1 .

A A n n n
V

A n n n

± − ε ε ε ε + ε + ε
=

µε ε ε

= ε ε − + ε ε − + ε ε −

 (16) 

 Поверхности обратных скоростей 11 V  и 21 V , построенные на основе формул (16), 

для двухосных кристаллов ниобата бария ромбической системы ( 11
1 10196 −⋅=ε  Ф/м, 

11
2 10201 −⋅=ε  Ф/м, 11

3 1028 −⋅=ε  Ф/м [25]), являются эллипсоидом и сферой соответ-
ственно. Это можно объяснить тем, что 2 1 1.026ε ε ≈ , то есть по своим электрическим 
свойствам ниобат бария близок к полупроводниковым кристаллам более высоких систем 
симметрии (одноосным кристаллам). Если значения констант 21,εε  и 3ε  заметно отлича-
ются друг от друга, то поверхности обратных скоростей для электромагнитных волн имеют 
достаточно сложный вид. Так, поверхности обратных скоростей 21 V , построенные для ма-
териалов, диэлектрические проницаемости которых удовлетворяют определенным соотно-
шениям, в основном является выпуклыми, но существует четыре участка, где поверхности 
изменяют свою кривизну и выпуклость сменяется вогнутостью. Появление таких участков на 
поверхности обратных скоростей указывает на возникновение четырех лакун на волновой 
поверхности электромагнитной волны, распространяющейся со скоростью 2V . Поверхности 
обратных скоростей 11 V  вышеуказанными особенностями не обладают, то есть распростра-
нение электромагнитных волн со скоростью 1V  не сопровождается образованием лакун. 

Выразим 0p  из уравнения (14) и найдем координаты точек, образующих волновой 
фронт электромагнитной волны в момент времени t : 

( ) ( ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

1,2 1 1
2 3 2 31

1 2 3 1,2

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 2 1 3

2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

2

,
4

nx
V

n n n
t

A n n n

ε
= ε + ε ± ε − ε ×

µε ε ε

ε ε − ε + ε ε − ε + ε ε − ε
×

− ε ε ε ε + ε + ε

 

 

( ) ( ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

1,2 2 2
1 3 1 32

1 2 3 1,2

2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

2

,
4

nx
V

n n n
t

A n n n

ε
= ε + ε ± ε − ε ×

µε ε ε

ε ε − ε + ε ε − ε + ε ε − ε
×

− ε ε ε ε + ε + ε

 (17) 
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( ) ( ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

1,2 3 3
1 2 1 23

1 2 3 1,2

2 2 2
1 3 2 1 2 1 3 2 3 2 1 3

2 2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3

2

.
4

nx
V

n n n
t

A n n n

ε
= ε + ε ± ε − ε ×

µε ε ε

ε ε − ε + ε ε − ε + ε ε − ε
×

− ε ε ε ε + ε + ε

 

Волновые поверхности, построенные для ниобата бария в момент времени 1=t  с по-
мощью формул (21) не имеют лакун и представляют собой эллипсоид и сферу, что также 
можно объяснить малым отличием диэлектрических проницаемостей 1ε  и 2ε  друг от друга. 
Другой вид имеют трехмерные фронты электромагнитных волн, распространяющихся в ма-
териалах, диэлектрические проницаемости которых удовлетворяют соотношениям 

41,2 2331 =εε=εε . Так, поверхность электромагнитной волны, распространяющейся 
со скоростью 2V , содержит четыре лакуны, которые имеют вид конусов, причем основание 
лакуны не является окружностью, и расположены симметрично относительно координатных 
плоскостей. Поверхность волны, распространяющейся со скоростью 1V , не имеет лакун, и 
представляет собой эллипсоид, сжатый в направлении биссектрис координатных четвертей 
плоскости 01 =x . Аналогичный вид имеют волновые поверхности для материалов, диэлек-
трические проницаемости которых удовлетворяют соотношениям: 4,21 2331 =εε=εε ; 

22331 =εε=εε ; 431 =εε , 2123 =εε ; 2,41 2331 =εε=εε  и 
212331 =εε=εε . 

Анализ кривых обратных скоростей электромагнитных волн 21 V  в трех координат-
ных плоскостях позволяет сформулировать две группы условий возникновения лакун в трех 
различных координатных плоскостях в виде пар неравенств, которым должны удовлетворять 
диэлектрические проницаемости среды (см. табл.). 
 Условия, сформулированные в таблице, носят приближенный характер, и погреш-
ность числового значения в правой части неравенств может достигать 05.0± . В случае 
нарушения хотя бы одного из неравенств условий 1 или 2 лакуны на волновом фронте элек-
тромагнитной волны, распространяющейся со скоростью 2V , не возникают. Так, для ниобата 
бария 731 =εε , 14.023 =εε , 03.112 =εε , то есть не выполняется первое условие 
возникновения лакун в плоскости 02 =x  (или второе условие для плоскости 01 =x ). 

 

Т а б л и ц а. Условия возникновения лакун 

Плоскость 01 =x  02 =x  03 =x  
 
 
 
 

Условия 

 
 
1 

85.0
15.1
85.0

12

23

31

≤εε
≥εε
≤εε

 

85.0
85.0
15.1

12

23

31

≤εε
≤εε
≥εε

 

85.0
15.1
15.1

12

23

31

≤εε
≥εε
≥εε

 

 
 
2 

15.1
85.0
15.1

12

23

31

≥εε
≤εε
≥εε

 

15.1
15.1
85.0

12

23

31

≥εε
≥εε
≤εε

 

15.1
85.0
85.0

12

23

31

≥εε
≤εε
≤εε

 



 

 

 

74 

Заключение 
Приведенные результаты показывают, что теория характеристик делает доступным ре-

шение динамических задач высокой степени сложности и позволяет математически модели-
ровать волновые процессы в сплошных средах, в, частности в кубически анизотропных те-
лах. Это тем более важно, поскольку распространение поверхностей разрыва поля переме-
щений, температур и других полей в математическом формализме теории упругости отвеча-
ют большинству разрывных воздействий на тела, имеющих практическое значение. 
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