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ФУНКЦИИ НЕКОТОРЫХ ТИПОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
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Сосновский Л.А., Шевченко Д.Н. 

 
Is carried out the analysis of mine of information about the typical distributions. Criteria are pro-

duced, according to which are proposed to using the variants of the distribution functions of the most 
been used typical of continuous random variables. 

 
Введение 
В практике инженерных и научных исследований, при анализе закономер-

ностей технологических и экономических процессов некоторые их количествен-
ные показатели формально описывают случайными величинами (наработка до от-
каза, время выполнения технологической операции, ошибки измерений и другие). 
Исчерпывающей характеристикой случайных величин является закон распреде-
ления, информация о котором позволяет прогнозировать возможные значения 
случайной величины, определять её числовые характеристики. 

Отыскание закона распределения случайной величины на практике состоит 
в подборе одного из существующих типовых законов распределения, которое 
наилучшим образом согласуется с экспериментальными данными. С целью выбо-
ра наиболее адекватной модели распределения случайной величины следует опе-
рировать большим количеством типовых законов распределения вероятностей, 
каковых в настоящее время известно более ста. 

Распределения случайных величин  ξ и  η  называются однотипными, если 
существуют постоянные  a  и  b≠0  такие, что распределения вероятностей вели-
чин  ξ  и  b(η+a)  совпадают [6]. Однако в литературе и нормативных документах 
по теории вероятностей и ее приложениям (математической статистике, теории 
надежности, метрологии, связи и др.) отсутствует унификация многих типовых 
распределений случайных величин. В различных источниках однотипные распре-
деления могут отличаться параметрами, их количеством и даже видом функции 
распределения. Это зачастую приводит к разночтениям, нестыковкам и, как след-
ствие, ошибкам и дополнительным временным затратам на изучение, анализ и 
применение информации. Вредит данная ситуация и учебному процессу, требуя 
от студентов дополнительной усидчивости, а от преподавателя – дополнительных 
пояснений. Особенно актуальна данная проблема при использовании компьютер-
ных пакетов математического моделирования и статистического анализа данных. 
Реализованные в них варианты типовых распределений случайных величин зача-
стую невозможно редактировать, что ограничивает применение некоторого про-
граммного обеспечения. 

Целью данной работы является: 
1) анализ источников информации (литературы, нормативных документов и 

программного обеспечения) с целью поиска вариантов функций типовых распре-
делений случайных величин; 

2) выработка критериев, в соответствии с которыми среди множества вари-
антов функций некоторого типового распределения будет выбран один; 

3) рекомендация к использованию в учебно-методической и научной работе 
выбранных вариантов функций типовых распределений случайных величин. 
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Анализ информации. Критерии ранжирования источников информации 
Все источники информации, используемые для анализа вариантов функций 

типовых распределений случайных величин, можно разделить на несколько 
групп: специальная и справочная литература по теории вероятностей и математи-
ческой статистике; справочная литература по математике и математическим ме-
тодам; литература по теории надежности, теории связи и другим наукам, широко 
использующим распределения случайных величин; пакеты компьютерной мате-
матики; пакеты статистического анализа данных. Всего было изучено 45 источни-
ков информации. 

Изучив и обобщив информацию о типовых распределениях случайных ве-
личин, можно прийти к следующим выводам о причинах разнообразия вариантов 
функций распределения: 

1) наибольшее разнообразие характерно для распределений, широко исполь-
зуемых в теории надежности (Вейбулла, логнормального, гамма и др.). Причина 
такого разнообразия состоит, видимо, в наличии физического смысла некоторых 
параметров распределений. Поэтому они могут отличаться от параметров, приня-
тых в литературе по теории вероятностей; 

2) в англоязычных источниках информации (пакетах компьютерной матема-
тики и статистического анализа данных) типовые распределения достаточно уни-
фицированы в сравнении с литературными источниками на русском языке. При 
этом тенденции к унификации распределений в новых изданиях на русском языке 
не наблюдается. 

Очевидно, что решение о выборе некоторого варианта функции распределе-
ния из множества не может приниматься простым большинством голосов. Здесь 
следует учитывать, по крайней мере, два факта: 

1) степень распространенности (популярности) источника информации; 
2) невозможность изменения встроенных функций типовых распределений в 

компьютерных пакетах анализа данных и моделирования. 
Поэтому, для выбора единого варианта функции распределения из множе-

ства, предлагаются следующие критерии, ранжированные по значимости: 
1) реализация данного варианта функции в пакетах статистического анализа 

данных и моделирования, используемых в учебном процессе [41, 43]; 
2) в распространенных пакетах статистического анализа данных [42, 44–46]; 
3) в распространенных пакетах компьютерной математики [37–40]; 
4) в специальной и справочной литературе по распределениям случайных 

величин [5, 6, 11, 14, 16–18, 20, 21, 25, 29, 31, 33, 35, 36]; 
5) в литературе, используемой в учебном процессе [28, 30]; 
6) в большинстве других литературных источников. 
В соответствии с предложенными критериями, представим рекомендуемые 

варианты функций некоторых типовых распределений, классифицированные по 
области возможных значений (таблицы 1–4). 
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Таблица 1 
Рекомендуемые варианты функций некоторых типовых распределений непре-

рывныхслучайных величин, областью значений которых является  
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Рис. 1. Графики функции плотности: а) t-распределения Стьюдента; б) распределения 
Мойяла с различными значениями параметров 

 

 
 

а)      б) 
 

Рис. 2. Графики  Z-распределения Фишера с различными значениями параметров:  
a) m2=1;  б) m1=1 
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а)      б) 
 

Рис. 3. Распределение Гумбеля (максимальных значений): a) β=1;  б) α = 3 
 

 
а)      б) 

Рис. 4. Распределение Гумбеля (минимальных значений): a) β=1;  б) α = 3 

 
а)      б) 

Рис. 5. Двойное экспоненциальное распределение: a) β=1;  б) α=3 
 

 
 

а)      б) 
Рис. 6. Несвязанное распределение Джонсона: a) γ=0, β=1, α2=2;  б) γ=0, β=1, α1=–1 
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а)      б) 

Рис. 7. Распределение а) Коши;  б) Лапласа для различных значений параметров 

 
а)      б) 

Рис. 8. Логистическое распределение с различными значениями параметров: a) β=1;  б) λ=1 
 

 
а)      б) 

Рис. 9. Нормальное распределение с различными значениями параметров: a) σ=1;  б) µ=1 
 

 
а)      б) 

Рис. 10. Экспоненциальное степенное распределение: a) µ=2, β=0;  б) µ=3, φ=1 
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Таблица 2 
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Берра 
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а)       б)  
 

Рис. 11. Графики α-распределения с различными значениями параметров: a) α=0,5;  б) β=2 
 

 

а)       б)  
 

Рис. 12. Графики  Γ-распределения с различными значениями параметров: a) α=2;  б) β=2 
 

а)       б)  
Рис. 13. Графики  а) χ-распределения;  

б) χ2-распределения с различными значениями параметра 
 

а)        б)  
 

Рис. 14. Графики а) F-распределения Фишера;  
б) Максвелла  с различными значениями параметров 
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а)        б)  
 

Рис. 15. Графики T2-распределения Хотеллинга с различными значениями параметров:  
a) k = 1;  б) n = 1 

 

а)        б)  
 

Рис. 16. Распределение Берра: a) β=1;  б) α=2 
 

а)        б)  
 

Рис. 17. Распределение Бирнбаума-Саундерса: a) θ=1;  б) β=1 
 

а)        б)  
 

Рис. 18. Обратное гауссовское распределение (распределение Вальда): a) λ=1;  б) µ=1 
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а)        б)  
 

Рис. 19. Распределение Вейбулла-Гнеденко: a) β=1;  б) α=1,5 
 

а)        б)  
 

Рис. 20. Гиперэкспоненциальное распределение: a) β=2; λ=0;  б) α=1; λ=0 
 

а)        б)  
 

Рис. 21. Инверсное распределение Вейбулла: a) β=2; λ=0;  б) α=1; λ=0 

а)        б)  
 

Рис. 22. Лог-логистическое распределение (вариант [43]): a) β=1;  б) λ=1,5 
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а)        б)  
Рис. 23. Лог-логистическое распределение (вариант [13]): a) β=2;  б) α=2 

 

а)        б)  
 

Рис. 24. Логнормальное распределение: a) µ=1;  б) σ=1 
 

а)        б)  
 

Рис. 25. Нормальное сложенное распределение: a) σ=2;  б) µ=2 
 

а)        б)  
 

Рис. 26. Нормальное распределение, усеченное слева в точке  x0: a) σ=1,5;  б) µ=1 
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а)        б)  
 

Рис. 27. Распределения а) Парето; б) Рэлея с различными значениями параметров 
 
 

а)        б)  
 

Рис. 28. Распределение Пирсона типа V с различными значениями параметров: a) β=1;  б) α=1 
 
 

а)        б)  
 

Рис. 29. Распределение Пирсона типа VI: a) α2=1; β=1;  б) α1=1,5; β=1 
 

а)        б)  
 

Рис. 30. Распределение Фреше  с различными значениями параметров: a) β=1;  б) α=1 
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а)        б)  
 

Рис. 31. Линейное преобразование распределения Фреше с коэффициентом  b=–1:  a) β=1;  б) α=1 
 

а)        б)  
 

Рис. 32. Графики а) экспоненциального распределения; б) модифицированного распределения экс-
тремальных значений  с различными значениями параметра 
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Рис. 33. Графики распределения Эрланга с различными значениями параметров: a) λ=2;  б) α=2 
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а)         б)  
 

Рис. 34. Графики Β-распределения с различными значениями параметров: a) ω = 1;  б) ν = 2 
 
 

а)         б)  
 

Рис. 35. Графики L-распределения Сосновского с различными значениями параметров: a) γ=3;  б) 
η=1 

 
 

а)         б)  
 

Рис. 36. Графики а) арксинуса обобщенного распределения; б) равномерного распределения 
 

а)         б)  
 

Рис. 37. Графики распределения Вон-Мизеса с различными значениями параметров: a) a=1;  б) 
b=2 
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а)         

б)  
 

Рис. 38. Графики связанного распределения Джонсона: a) a = 0, b = 1, α2=2;  б) a = 0, b =1, α1=2 
 
 

а)         б)  
 

Рис. 39. Графики а) степенного распределения (при b=1); б) трапецеидального распределения 
 

а)         б)  
 

Рис. 40. Графики  а) распределения прямоугольной трапеции; б) треугольного распределения 
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Таблица 4 
Рекомендуемые варианты вероятностей значений  P(x) 

некоторых типовых распределений дискретных случайных величин 
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а)       б)  
Рис. 41. Столбцовые диаграммы распределения а) Бернулли; б) Бореля-Таннера 
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Рис. 42. Столбцовые диаграммы биномиального распределения для различных значений парамет-
ров 
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Рис. 43. Столбцовые диаграммы: а) вырожденного; б) геометрического распределения 
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Рис. 44. Столбцовые диаграммы гипергеометрического распределения 
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Рис. 45. Столбцовые диаграммы а) дискретного равномерного; б) логарифмического распределе-
ния 
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Рис. 46. Столбцовые диаграммы отрицательного биномиального распределения (Паскаля) 
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а)       б)  
 

Рис. 47. Столбцовые диаграммы отрицательного гипергеометрического распределения 
 
 

а)       б)  
 

Рис. 48. Столбцовые диаграммы распределения Пуассона для различных значений параметра 
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в)  
 

Рис. 49. Столбцовые диаграммы распределения Пойа для различных значений параметров 
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a  единиц вправо. При этом параметр  b  определяет масштаб линейного преобра-
зования и влияет на характеристики рассеяния.  

Параметры линейного преобразования  a  и  b  зачастую являются историче-
ски сложившимися параметрами распределения случайной величины. Так пара-
метры нормального распределения  µ  и  σ – суть параметры линейного преобра-
зования стандартной нормальной случайной величины (см. рис. 9). Также изве-
стен, например, вариант 4-х параметрического Β-распределения, где помимо тра-
диционных параметров формы (ν  и  ω) используются параметры линейного пре-
образования, изменяющие интервал возможных значений случайной величины 
[40, 41, 43]. 

При отрицательных значениях параметра b  функция плотности распределе-
ния величины  b(ξ–a)  является зеркальным отображением функции плотности 
распределения величины |b|(ξ–a) относительно прямой  x=a. Полученные таким 
преобразованием величины часто имеют новые свойства в сравнении с исходны-
ми величинами. Это демонстрируют, например, два варианта распределения Гум-
беля – предельного распределения экстремальных значений типа I для макси-
мальных и минимальных значений соответственно (см. рис. 3, 4). Применяя ли-
нейное преобразование  b(ξ–a) при  b<0  к случайной величине, подчиняющейся, 
например, распределению Вейбулла или Фреше (см. рис. 30) можно изменить об-
ласть ее возможных значений на полуинтервал с верхней границей (см. рис. 31). 

 
Заключение 
В работе представлен обширный справочный материал по типовым распре-

делениям случайных величин. Обоснованы критерии, в соответствии с которыми 
среди множества вариантов функции некоторого распределения предлагается 
один, рекомендуемый к дальнейшему использованию в научной и учебно-
методической работе. Важно, что основным критерием является реализация вы-
бранного варианта функции распределения в пакетах статистического анализа 
данных и моделирования, используемых в учебном процессе. 
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