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ВВЕДЕНИЕ 

 

Контрольная работа выполняется в соответствии с учебным пла-

ном БНТУ по специальностям 1-25 01 07 «Экономика и управление на 

предприятии», 1-26 02 01 «Бизнес-администрирование» , 1-26 02 03 

«Маркетинг». 

Методическое пособие предназначено для проведения контроль-

ной работы  по  таким разделам курса «Высшей математики», как 

«Линейная алгебра» и  «Аналитическая геометрия». Контрольная ра-

бота  соответствует учебной программе 1 семестра  по «Высшей ма-

тематике». 

Выполнение контрольной работы обеспечивает более глубокое 

изучение материала, направлено на закрепление и систематизацию 

знаний, умений и формирование общих компетенций. 

Теоретические сведения к контрольной работе  (основные опреде-

ления, формулировки теорем, формулы), используемые при решении 

задач, можно найти в учебном пособии  по «Высшей математике» [1], 

а также другой рекомендуемой литературе. Контрольные работы со-

провождаются решением типового варианта.  

Контрольные работы содержат 25 вариантов. 
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1  СОДЕРЖАНИЕ И ОРГАНИЗАЦИЯ ВЫПОЛНЕНИЯ 

КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ  

 

1.1 Цели и задачи контрольной работы  

 

Целью контрольной работы является закрепление знаний, полу-

ченных в процессе обучения по дисциплине «Высшая математика», 

формирование необходимых умений и навыков  при выполнении опе-

раций над матрицами, вычислении определителей,  исследовании и 

решении систем линейный уравнений, основных операций над векто-

рами в координатах. 

Для достижения поставленной цели в контрольной работе необхо-

димо освоить следующие методы: 

- метод приведения определителя к треугольному виду, 

- метод  Крамера и метод Гаусса для решения систем линейных урав-

нений, 

- координатный метод изучения фигур на плоскости и в пространстве. 

 

 

1.2 Содержание и порядок выполнения контрольной работы 

 

1.2.1 Структура и задание на контрольную работу 

 

Задачи выполняются в той последовательности, в которой они ука-

заны в контрольной работе. Обязательно должно быть записано усло-

вие задачи, решение с достаточной степенью подробности и необхо-

димыми пояснениями, затем ответ. Если в задаче приведено только 

условие и ответ, то задача считается нерешенной. 

Отчет можно представлять в рукописном виде (четким и разборчи-

вым почерком), используя только черные или синие чернила, или в 

печатном виде. 

На титульном листе отчета должны быть указаны: 

- дисциплина; 

- номер варианта; 

- номер группы; 

- фамилия, имя, отчество студента. 
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1.2.2 Выбор варианта исходных данных для выполнения кон-

трольной работы 

 

Каждый студент выполняет контрольную работу по выбранному 

номеру варианта, который определяется на основе таблицы 1.1. 

К цифрам в рамках необходимо добавить сумму цифр номера 

группы, например, 1+0+5+0+3+6+1+4=20 

 

Таблица 1.1 – Номера вариантов контрольной работы 

 Четвертая и пятая цифры зачетной книжки 

01 02 03 04 05 06 07 08 09 

П
о

сл
ед

н
и

е 
д

в
е 

ц
и

ф
р

ы
 з

ач
ет

н
о
й

 к
н

и
ж

к
и

 

01 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

02 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

03 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

04 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

05 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

06 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

07 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

08 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

09 9 10 11 12 13 14 15 16 17 

10 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

11 11 12 13 14 15 16 17 18 19 

12 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

13 13 14 15 16 17 18 19 20 21 

14 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

15 15 16 17 18 19 20 21 22 23 

16 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

17 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

18 18 19 20 21 22 23 24 25 1 

19 19 20 21 22 23 24 25 1 2 

20 20 21 22 23 24 25 1 2 3 

21 21 22 23 24 25 1 2 3 4 

22 22 23 24 25 1 2 3 4 5 

23 23 24 25 1 2 3 4 5 6 

24 24 25 1 2 3 4 5 6 7 

25 25 1 2 3 4 5 6 7 8 
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1.2.3 Порядок выполнения и защиты контрольной работы 

 

Руководитель контрольной работы составляет график выполнения 

отдельных разделов, проводит консультации по утвержденному рас-

писанию, контролирует ход выполнения контрольной работы. 

За качество принятых в контрольной работе решений отвечает сту-

дент, который обязан после каждого этапа представлять  руководите-

лю промежуточный объем работ на проверку. Руководитель проверя-

ет выполненную работу, указывает ошибки и дает рекомендации по 

их исправлению. 

Выполненная контрольная работа сдается студентом до начала эк-

заменационной сессии с учетом сроков проведения зачетов. Руково-

дитель контрольной работы  проверяет ее. Замечания фиксируются на 

оборотной стороне титульного листа. 

При условии соответствия требованиям, предъявляемым к кон-

трольной работе, она решением руководителя допускается к защите, о 

чем делается подпись «К защите» на титульном листе. 

Если контрольная работа требует полной или частичной перера-

ботки, то студент обязан до защиты представить ее руководителю для 

повторной проверки. 

Защита контрольной работы происходит (после исправления заме-

чаний руководителя) в виде доклада и ответов на вопросы. 
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2  МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО 

ВЫПОЛНЕНИЮ РАЗДЕЛОВ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

№1 

 

2.1 Содержание контрольной работы  
 

№ 

 

Тема 

 

Содержание темы 

 

Номера 

заданий 

 1 2 3 4 

1 Матрицы 

Определение и виды матриц. 

Транспонированная матрица. 

Сложение матриц. Умножение 

матрицы на число. Умножение 

матриц. 

1 

2 Ранг матрицы 

Обратная матрица. Элементарные 

преобразования  матрицы. Ранг 

матрицы.  

2 

3 Определители 

Определители II и III порядков. 

Определитель матрицы n-го по-

рядка. Свойства определителей. 

Алгебраическое дополнение. Вы-

числение обратной матрицы с по-

мощью определителя. 

3(а,б) 

4 
Системы линей-

ных уравнений 

Определение и виды систем ли-

нейных уравнений. Системы ли-

нейных уравнений с m=n. Метод 

обратной матрицы. Метод Краме-

ра. Общее решение системы ли-

нейных уравнений. Однородные 

системы. 

4-6 

5 
Векторы и опе-

рации над ними 

Определение вектора и линейные 

операции над ними. Свойства ли-

нейных операций над векторами. 

Скалярное произведение векторов.  

Линейная зависимость векторов. 

7-8 
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1 2 3 4 

1

6 

Прямые линии и 

плоскости 

Уравнение прямой на плоскости и 

пространстве. Уравнение плоско-

сти.  

9-11 

1

7 

Линии второго 

порядка. Пара-

бола. Эллипс. 

Гипербола 

Линии второго порядка. Парабола. 

Эллипс. Гипербола. Общее поня-

тие о линии второго порядка. 

12-14 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 Задания контрольной работы №1   

1. Найти произведения матриц А на В и В на А, если они сущест-

вуют. 

1. 

3 2 3 3 2 1

4 0 1 ; 2 0 1 ;

2 1 0 1 1 1

А В

   
    
   
      

 2. 

3 1
3 2 1

; 4 1 ;
4 3 2

1 2

А В

 
       
 

  

 

3. 
3 2 1 2 3

; ;
2 1 3 4 5

А В
   

    
   

 4. 

1 3 4

2 ; 2 5 ;

3 1 1

А В

   
    
   
      

 

5. 

1 1 2 1 1 2

3 2 1 ; 0 2 3 ;

4 3 3 2 1 1

А В

   
    
   
      

 6. 

2 3 4 1

5 1 2 ; 2 ;

3 0 1 3

А В
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7. 

2 1
1 0 1

; 3 0 ;
2 1 1

0 2

А В

 
        

   

 8. 
1 2 0 3 2

; ;
2 1 3 4 2

А В
   

       
 

9. 

3 2 3

2 ; 3 1 ;

2 4 2

А В

   
     
   
      

 10. 

3 2 1 4

1 0 2 ; 3 ;

0 3 0 2

А В

   
    
   
      

 

11. 

4 3 1 1 2 3

2 2 3 ; 3 2 1 ;

3 1 2 0 4 5

А В

   
    
   
      

 12. 

3 3
3 3 2

; 4 2 ;
1 1 0

0 5

А В

 
        

 
  

 

13. 
5 2 1 5 7

; ;
1 0 4 6 3

А В
   

    
   

 14. 

7 2 1

6 ; 3 3 ;

5 4 0

А В

   
    
   
      

 

15. 

4 3 3 2 3 4

2 3 1 ; 4 3 3 ;

1 2 3 0 1 2

А В

    
    
   
      

 16. 

3 2 1 4

1 1 0 ; 2 ;

0 3 1 5

А В

   
      
   
      

 

17. 
4 6 5 1 1

; ;
3 0 1 2 4

А В
     

    
   

 18. 

5 3 1

6 ; 2 0 ;

6 0 5

А В

   
    
   
      

 

19. 

1 2
3 5 3

; 3 3 ;
0 1 1

6 7

А В

 
        

  

 20. 

2 0 3 3

1 1 2 ; 2 ;

2 1 3 5

А В

     
    
   
      

 

21. 

3 4 5 6 7 8

3 2 1 ; 4 6 3 ;

5 3 0 5 3 5

А В

    
    
   
      

 22. 

5 2 1

9 ; 1 2 ;

6 3 0

А В

   
    
   
      

 

23. 
3 2 1 3 5

; ;
2 4 5 7 2

А В
   

        
 24. 

3 4 3

5 ; 7 8 ;

7 2 0

А В
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25. 

3 2 4 4

3 3 5 ; 0 ;

3 1 6 5

А В

   
     
   
      

  

 

 

2. Найти ранг матрицы 

1. 

3 2 1 2

2 1 1 1
;

4 3 2 2

7 5 3 4

 
 
 
 
 
 

 2. 

3 2 1 4

1 2 3 4
;

2 3 1 3

0 1 1 1

 
 
 
 
 
 

 3. 

3 2 1 2

2 0 2 1
;

0 1 1 1

3 3 3 3

 
 
 
 
 
 

 

4. 

3 2 1 1

1 0 2 1
;

2 1 3 2

1 1 0 1

 
 
 
 
 
 

 5. 

1 2 1 2

3 3 3 0
;

2 2 5 3

3 5 2 1

 
 
 
  
 
 

 6. 

1 2 3 3

4 0 1 4
;

1 1 0 2

2 1 1 3

 
 
 
 
 
 

 

7. 

1 2 3 1

2 1 4 2
;

5 3 2 1

4 1 1 0

 
 
 
 
 

 

 8. 

1 2 1 0

0 0 1 1
;

3 1 1 1

1 0 2 0

 
 
 
 
 
 

 9. 

1 2 3 4

2 0 1 3
;

2 4 6 8

1 2 3 4

 
 
 
 
 
 

 

10. 

2 1 1 1

1 2 1 2
;

2 4 2 0

6 3 3 3

 
 
 
 
 
 

 11. 

3 2 0 0

0 1 2 1
;

4 3 3 5

1 1 3 4

 
 
 
 
 
 

 12. 

1 2 1 3

3 2 0 1
;

4 1 2 0

2 4 2 6

 
 
 
 
 
 

 

13. 

1 1 2 0

3 2 0 5
;

2 2 4 0

5 0 4 5

 
 
 
  
 
 

 14. 

5 1 1 4

3 2 1 2
;

1 3 1 2

1 0 2 1

 
 
 
  
 
 

 15. 

2 1 1 2

3 4 0 1
;

1 1 2 3

1 3 1 1

 
 
 
 
 

  

 



12 

 

16. 

3 2 1 1

1 1 3 2
;

6 4 2 2

9 6 3 3

 
 
 
 
 
 

 17. 

1 3 4 4

2 6 8 8
;

4 3 1 7

2 3 7 1

 
 
 
 
 

   

 18. 

3 2 1 1

0 1 1 1
;

1 2 0 1

0 0 4 0

 
 
 
  
 
 

 

19. 

3 2 1 4

2 0 1 3
;

1 3 2 1

2 1 1 3

 
 
 
 
 

  

 20. 

3 1 2 1

4 3 2 1
;

3 1 0 1

1 0 2 1

  
 
 
 
 
 

 21. 

0 1 1 1

1 0 2 1
;

2 1 0 1

3 2 3 1

 
 
 
 
 
 

 

22. 

3 2 2 1

4 7 5 3
;

9 6 6 3

1 1 0 0

 
 
 
 
 
 

 23. 

4 3 2 1

2 5 1 0
;

3 2 1 0

2 2 1 1

 
 
 
 
 

 

 24. 

1 1 1 1

3 2 1 0
;

0 0 3 1

2 1 0 0

 
 
 
 
 
 

 

      25. 

5 6 3 1

3 4 5 1
;

4 5 4 1

2 2 2 0

 
 
 
  
 

 

 

 

 

 

 

3. Вычислить определители для заданных матриц: 

а) третьего порядка – методами треугольников или диагоналей; 

б) четвѐртого порядка – разложением по элементам ряда  или све-

дением к треугольному виду. 

1. 

1 2 3 4
1 2 3

2 0 1 0
а) 2 0 4 ; б) ;

3 1 0 0
1 2 1

0 1 0 2
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2. 

3 2 1 4
0 1 3

2 0 0 1
а) 2 1 1 ; б) ;

0 1 1 0
1 0 1

1 1 0 1

 
   
   
   
    

 

 

3. 

0 1 1 1
1 2 4

2 0 1 1
а) 0 2 3 ; б) ;

1 1 0 0
2 2 1

3 1 1 0

 
   
   
   
    

 

 

4. 

2 0 1 0
2 0 0

3 1 0 1
а) 3 1 2 ; б) ;

1 1 2 0
0 5 1

0 1 1 0

 
   
   
   
    

 

 

5. 

4 0 1 0
4 3 1

0 1 0 1
а) 2 1 0 ; б) ;

1 2 1 3
1 0 2

0 1 0 1

 
   
   
   
    

 

 

6. 

3 2 1 1
5 2 1

4 0 0 5
а) 3 0 1 ; б) ;

1 1 1 0
0 4 3

3 0 1 0

 
   
   
   
    

 

 

7. 

3 1 1 1
0 1 2

0 0 1 3
а) 3 1 4 ; б) ;

1 4 0 1
2 3 5

2 1 1 0

 
   
   
   
    

 

 

8. 

2 1 1 4
2 1 1

0 1 0 3
а) 4 3 1 ; б) ;

1 2 1 5
0 2 3

3 0 2 4
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9. 

3 2 1 0
3 2 1

5 3 2 1
а) 5 0 2 ; б) ;

1 0 1 3
4 1 1

2 1 1 2

 
   
   
   
    

 

 

10. 

3 2 1 1
5 5 1

1 4 0 3
а) 1 3 2 ; б) ;

2 1 6 5
4 0 3

0 0 1 3

 
   
   
   
    

 

 

11. 

3 1 2 1
7 2 1

0 0 4 3
а) 3 0 1 ; б) ;

2 1 0 1
1 2 0

1 3 5 0

 
   
   
   
    

 

 

12. 

3 5 4 1
3 2 5

0 2 1 2
а) 4 6 1 ; б) ;

1 1 1 1
0 1 3

0 3 2 1

 
   
   
   
    

 

 

13. 

2 1 3 0
4 4 5

1 2 0 1
а) 1 0 3 ; б) ;

3 3 5 1
2 1 1

4 0 1 0

 
   
   
   
    

 

 

14. 

3 2 1 4
0 1 2

1 2 1 5
а) 1 3 1 ; б) ;

0 0 1 4
2 0 3

3 2 0 4

 
   
   
   
    

 

 

15. 

2 1 0 5
1 0 2

0 4 1 3
а) 3 1 4 ; б) ;

1 2 3 1
0 2 1

2 0 5 2
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16. 

1 2 1 1
3 2 0

3 1 0 5
а) 1 1 4 ; б) ;

0 1 3 2
0 3 1

2 3 2 0

 
   
   
   
    

 

 

17. 

4 1 3 2
3 8 1

1 0 2 1
а) 6 0 2 ; б) ;

2 3 1 0
3 5 1

0 3 1 1

 
   
   
   
    

 

 

18. 

3 2 1 4
4 4 0

0 1 2 3
а) 0 1 3 ; б) ;

1 3 0 1
1 2 5

5 2 1 0

 
   
   
   
    

 

 

19. 

1 2 0 3
1 1 1

0 2 2 1
а) 2 0 1 ; б) ;

2 1 4 0
0 3 4

3 0 1 1

 
   
   
   
    

 

 

20.

2 1 3 1
5 1 3

1 2 1 0
а) 2 0 4 ; б) ;

3 0 2 2
1 2 1

0 4 0 3

 
   
   
   
    

 

 

21. 

2 1 3 1
4 5 1

0 2 1 4
а) 0 3 2 ; б) ;

3 0 2 3
1 1 4

5 6 1 2

 
   
   
   
    

 

 

22. 

5 2 1 3
5 6 7

1 3 2 4
а) 1 2 1 ; б) ;

2 1 0 1
3 4 5

0 3 5 4
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23. 

5 6 1 4
7 6 1

0 1 1 1
а) 3 5 4 ; б) ;

2 0 1 0
2 0 3

1 3 2 1

 
   
   
   
    

 

 

24. 

6 3 2 1
2 1 2

4 1 0 2
а) 3 3 5 ; б) ;

3 1 5 1
0 6 1

0 0 2 3

 
   
   
   
    

 

 

25. 

2 1 3 1
4 2 7

4 0 5 2
а) 0 1 3 ; б) ;

1 0 1 3
2 0 2

3 3 0 1

 
   
   
   
    

 

 

  

 

 

4. Найти решение системы уравнений по формулам Крамера, мето-

дом обратных матриц и методом Гаусса:  

1. 

2 3 1 4

1 4 2 1 ;

3 1 4 8

     
        
     
          

1

2

3

х

х

х

 2. 

1 1 1 0

3 1 1 4 ;

4 5 1 3

     
       
     
           

1

2

3

х

х

х

 

3. 

2 1 1 7

1 2 3 2 ;

3 1 1 8

     
       
     
           

1

2

3

х

х

х

 4. 

4 1 2 13

1 2 3 5 ;

5 6 7 5

     
        
     
           

1

2

3

х

х

х

 

5. 

2 3 3 5

1 1 1 3 ;

3 2 1 13

     
        
     
          

1

2

3

х

х

х

 6. 

4 5 6 8

3 1 1 1 ;

2 2 1 7

     
       
     
            

1

2

3

х

х

х

 

7. 

3 1 1 8

1 1 1 2 ;

4 2 3 10

     
        
     
           

1

2

3

х

х

х

 8. 

5 6 1 24

1 1 1 4 ;

2 3 4 14

     
        
     
          

1

2

3

х

х

х

 



17 

 

9. 

2 3 1 7

1 4 3 11 ;

5 1 3 25

     
       
     
            

1

2

3

х

х

х

 10. 

2 3 1 6

3 1 1 16 ;

4 1 3 24

      
       
     
          

1

2

3

х

х

х

 

11. 

3 2 1 5

4 1 1 4 ;

1 2 3 3

      
         
     
           

1

2

3

х

х

х

 12. 

1 1 1 3

3 2 3 9 ;

4 1 2 12

     
       
     
            

1

2

3

х

х

х

 

13. 

5 2 2 1

1 3 0 5 ;

4 1 3 3

       
        
     
           

1

2

3

х

х

х

 14. 

3 1 1 7

3 3 2 8 ;

2 1 1 5

     
       
     
           

1

2

3

х

х

х

 

15. 

3 1 1 3

1 1 1 1 ;

2 2 3 1

     
         
     
           

1

2

3

х

х

х

 16. 

1 2 1 0

3 1 1 7 ;

4 3 1 27

     
        
     
          

1

2

3

х

х

х

 

17. 

2 3 1 1

1 1 3 2 ;

4 2 1 7

     
       
     
            

1

2

3

х

х

х

 18. 

3 1 5 3

2 2 1 5 ;

4 1 1 10

      
       
     
            

1

2

3

х

х

х

 

19. 

2 1 1 7

3 2 2 12 ;

1 1 1 3

     
       
     
            

1

2

3

х

х

х

 20. 

1 1 1 0

2 1 1 6 ;

3 1 1 4

      
      
     
            

1

2

3

х

х

х

 

21. 

2 2 4 0

3 1 1 7 ;

1 1 1 1

     
       
     
           

1

2

3

х

х

х

 22. 

1 1 1 5

2 1 1 9 ;

3 3 4 8

      
        
     
           

1

2

3

х

х

х

 

23. 

3 1 5 8

4 4 1 3 ;

1 1 3 4

     
        
     
          

1

2

3

х

х

х

 24. 

2 1 1 0

1 1 3 1 ;

3 2 1 4

      
        
     
           

1

2

3

х

х

х

 

25. 

1 1 1 1

2 3 4 12 ;

3 2 1 5

      
       
     
           

1

2

3

х

х

х
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5. Исследовать систему на совместность и в случае совместности 

решите ее: 

 

1. 

7 4 1 1 3

3 5 6 0 8
;

0 1 1 1 1

3 2 1 0 1

       
    
    
     
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 2. 

2 1 3 1 2

3 1 1 1 6
;

2 1 1 2 7

3 2 4 1 1

      
    
    
      
    

       

1

2

3

4

х

х

х

х

 

3. 

6 1 5 1 11

3 1 1 1 5
;

2 1 1 2 4

1 3 2 1 3

     
       
    
    
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 4. 

1 1 3 4 13

2 1 3 1 4
;

3 4 1 1 3

5 6 1 1 5

      
    
    
      
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 

5. 

2 1 3 1 1

1 1 1 4 10
;

1 2 1 4 11

2 3 1 3 1

     
     
    
      
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 6. 

3 1 1 1 4

2 3 1 1 0
;

4 1 3 1 6

5 1 2 1 12

      
     
    
       
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

7. 

7 1 1 1 3

6 1 1 1 3
;

3 2 4 2 6

2 3 5 3 9

    
       
     
    
    

       

1

2

3

4

х

х

х

х

 8. 

3 1 1 1 3

7 7 1 1 3
;

1 3 1 1 3

2 4 1 1 1

      
     
    
      
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 

9. 

1 5 1 4 7

1 6 3 1 12
;

2 1 2 1 3

3 3 1 1 1

      
      
    
    
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 10. 

1 1 3 1 8

2 2 1 1 5
;

3 1 1 2 3

4 1 1 2 4

    
    
     
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 

11. 

5 2 1 1 17

4 2 1 0 10
;

3 4 2 1 13

4 5 1 1 14

     
    
    
     
    

        

1

2

3

4

х

х

х

х

 12. 

4 1 2 1 0

3 1 1 1 5
;

1 1 1 1 3

2 1 1 2 9

      
    
    
    
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х
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13. 

6 1 1 1 3

4 3 1 1 5
;

1 4 2 1 6

3 4 1 1 6

      
      
    
     
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 14. 

7 1 5 1 25

4 3 3 1 16
;

3 4 2 1 6

5 1 1 1 17

     
    
    
       
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

15. 

7 1 1 1 23

5 2 1 2 11
;

7 2 4 1 23

3 1 1 2 13

     
      
    
     
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 16. 

3 1 1 4 4

1 3 1 1 10
;

2 1 2 1 1

3 1 4 1 7

    
    
    
     
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

17. 

1 4 1 1 17

2 2 1 1 7
;

2 2 1 2 6

3 4 1 1 17

    
      
    
     
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 18. 

7 5 1 4 31

3 1 1 1 10
;

2 5 2 1 11

1 1 1 1 6

     
      
    
     
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

19. 

1 7 4 1 18

2 3 5 0 0
;

1 0 1 1 0

1 3 2 1 1

      
    
    
    
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 20. 

1 3 1 1 1

1 2 3 1 8
;

3 4 1 1 6

2 5 1 1 4

      
     
    
      
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

21. 

5 6 1 1 16

1 3 1 1 7
;

1 2 1 2 0

2 1 3 1 16

     
       
    
    
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 22. 

3 1 1 1 9

3 2 1 1 15
;

1 3 4 1 11

1 5 6 1 11

      
     
    
     
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 

23. 

3 2 1 1 5

1 1 1 4 1
;

1 1 2 4 8

1 2 3 3 1

     
     
    
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 24. 

3 2 1 1 6

1 3 1 1 3
;

1 2 1 2 10

4 3 2 1 17

      
    
    
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 

25. 

1 7 1 1 7

1 6 1 1 6
;

2 3 2 2 3

3 2 3 3 4

    
      
    
    
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х
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6. Найти фундаментальную систему решений однородной систе-

мы уравнений. 

1. 

7 4 1 1 0

3 5 6 0 0
;

4 9 5 1 0

10 1 7 1 0

       
    
    
      
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 2. 

2 1 3 1 0

0 0 4 1 0
;

2 1 1 2 0

4 2 2 1 0

      
    
    
      
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

3. 

6 1 5 1 0

4 2 4 1 0
;

2 1 1 2 0

0 4 2 5 0

     
     
    
    
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 4. 

5 3 2 2 0

2 1 3 1 0
;

3 4 1 1 0

1 5 4 0 0

      
    
    
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 

5. 

2 1 3 1 0

1 3 2 5 0
;

1 2 1 4 0

0 5 1 9 0

     
    
    
      
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 6. 

4 6 2 2 0

2 3 1 1 0
;

4 1 3 1 0

2 2 2 2 0

      
     
    
       
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 

7. 

3 3 3 3 0

6 1 1 1 0
;

3 2 4 2 0

2 3 5 3 0

       
      
     
    
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 8. 

4 6 1 1 0

7 7 1 1 0
;

1 3 1 1 0

1 3 1 1 0

       
     
    
      
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

9. 

1 5 1 4 0

1 6 3 1 0
;

2 11 4 5 0

3 17 7 6 0

      
     
    
      
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 10. 

1 1 3 1 0

2 2 1 1 0
;

3 3 4 2 0

4 4 7 3 0

    
    
     
    
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

11. 

5 2 1 1 0

4 2 1 0 10
;

1 4 2 1 0

3 6 3 1 0

     
    
    
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 12. 

1 1 2 1 0

3 1 1 1 0
;

2 0 1 2 0

2 0 1 2 0

      
    
    
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х
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13. 

2 1 1 1 0

4 3 1 1 0
;

6 4 0 0 0

2 1 1 1 0

      
     
    
     
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 14. 

1 1 5 1 0

4 3 3 1 0
;

3 4 2 2 0

1 1 5 1 0

     
    
    
      
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

15. 

2 1 1 1 0

5 2 1 2 0
;

7 1 2 1 0

2 1 1 1 0

     
      
    
       
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 16. 

5 1 1 4 0

1 3 1 1 0
;

2 6 2 2 0

3 2 1 5 0

    
    
    
    
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

17. 

3 4 1 1 0

2 2 1 1 0
;

2 2 1 2 0

3 4 1 1 0

    
      
    
     
    

       

1

2

3

4

х

х

х

х

 18. 

5 5 1 4 0

3 1 1 1 0
;

2 6 0 5 0

1 7 1 6 0

     
      
    
    
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 

19. 

1 6 4 2 0

2 3 5 0 0
;

1 0 1 1 0

1 3 2 1 0

    
    
    
    
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 20. 

2 3 2 2 0

1 2 3 1 0
;

3 4 1 1 0

2 5 1 1 0

     
     
    
      
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 

21. 

5 6 1 1 0

1 3 1 1 0
;

1 2 1 2 0

0 5 0 1 0

     
      
    
    
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х

 22. 

3 1 1 1 0

3 2 1 1 0
;

0 3 0 0 0

6 1 2 2 0

      
    
    
    
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 

23. 

4 2 1 1 0

1 1 1 4 0
;

3 3 0 3 0

2 2 2 8 0

     
     
    
    
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 24. 

2 5 2 1 0

1 3 1 1 0
;

1 2 1 2 0

4 10 4 2 0

      
    
    
     
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 

25. 

1 7 1 1 0

1 6 1 1 0
;

0 1 2 2 0

2 13 0 0 0

    
     
    
    
    

    

1

2

3

4

х

х

х

х
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7. Даны векторы bua


. Найдите: 

    а) проекцию вектора bsak


  на вектор a


; 

    б) направляющие косинусы  bua


, их скалярное произведение; 

    в) значение  , при котором векторы bauba

2  будут пер-

пендикулярны. 

     

1. .2,3);2,3  skajibja


 

2. .2,1);32,4  skajibjia


 

3. .2);3,52  kajbjia


. 

4. .2,3);32,5  skajibjia


. 

5. .1,2);3,42  skajibjia


 

6. .
2

1
,2);84,23  skajibjia


 

7. .
2

1
,3);6,54  skaibjia


 

8. 2,5);52,4  skajibjia


. 

9. 3,2);2,3
2

1
 skajibjia


. 

10. 2,1);24,27  skajibjia


. 

11. 5,2);2,53  skaibjia


. 

12. 3,2);4,7  skajibjia


. 

13. 2,7);32,  skajibjia


. 

14. 2,3);4,32  skajibjia


. 

15. 2,1);5,23  skaibjia


. 

16. 3,
3

1
);52,6  skajibia


. 

17. 4,3);52,3  skajibjia


. 

18. 4,1);,45  skajibjia


. 
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19. 1,2);32,7  skajibjia


. 

20. 2,3);4,32  skaibjia


. 

21. 2,3);7,4  skajibjia


. 

22. 3,2);2,63  skajibjia


. 

23. 2,5);9,2  skajibjia


. 

24. 2,5);76,32  skajibjia


. 

25. 2,3);6,4  skajbjia


. 

 

 

  

8.  Являются ли векторы сuba


, линейно независимыми? Координа-

ты векторов  для каждого варианта даны в таблице  №1. 

                                                                Таблица 1 

№ a


 b


 c


 

1 2;3;1 5;7;0 3;-2;4 

2 1;-2;7 4;0;-1 2;1;5 

3 -1;3;0 2;5;7 4;-1;3 

4 3;-7;4 1;6;-2 -5;1;3 

5 4;-2;3 10;1;-5 0;3;7 

6 6;1;-5 2;-7;-3 4;-5;4 

7 2;6;-8 11;-3;-4 -7;2;1 

8 7;-10;15 -6;0;7 4;3;10 

9 1;2;-3 5;4;3 -7;-3;-2 

10 -5;-2;3 -7;4;-2 0;8;10 

11 4;-5;-5 -1;3;-6 7;-2;0 

12 8;-6;12 -3;7;4 -5;-2;4 

13 -9;-6;21 2;1;0 4;-7;5 

14 -9;-6;2 2;1;0 4;-7;5 

15 0;4;-5 7;3;6 -5;7;2 

16 5;2;0 0;-7;3 -2;3;6 

17 4;0;-3 2;-4;6 3;8;-5 

18 1;-6;7 1;-2;0 6;-4;-2 

19 -4;-3;1 -4;2;5 6;-8;3 
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№ a


 b


 c


 

20 1;0;-6 -1;9;7 0;4;1 

21 1;7;-6 -3;9;7 0;4;1 

22 4;-9;5 5;-1;-3 4;7;-7 

23 3;-3;7 4;0;-8 7;3;-1 

24 -2;-5;4 1;-1;7 -8;0;6 

25 2;3;1 -4;-1;8 5;0;7 
 

 

9. а) Составить уравнение прямой, проходящей через точку 0M , 

перпендикулярно вектору 1 2M M


;  

б) Составить уравнение прямой, проходящей через две точки 1M  

и 2M ;  

в) в треугольнике 0 1 2M M M  найти уравнение стороны 0 1M M ;  

г) угол при вершине 0M ;  

д) уравнение и длину высоты 1M D ;  

е) уравнение и длину медианы 1M N ;  

ж) составить уравнение прямой, проходящей через точку  2M  па-

раллельно стороне 0 1M M  треугольника, и  найти расстояние ме-

жду этими прямыми.  

Координаты точек 0M , 1M , 2M   для каждого варианта даны в 

таблице  №2. 

 

                                                                 Таблица №2 

№ 
0M  1M  2M  № 

0M  1M  2M  

1. 1,-1 7,4 3,2 2. -3,8 6,-2 8,3 

3. -6,2 -4,7 3,2 4. 0,-4 5,-3 2,8 

5. 1,-5 1,1 2,3 6. -5,2 8,-3 -6,6 

7.  3,-1 4,1 3,-1 8. 3,-2 1,-1 1,7 

9. 3,0 -2,-1 4,0 10. 1,-3 0,-2 5,1 

11.  -3,1   2,-2  1,5  12.  2,-3 6,-1 -2,5 

13.   2,-1 4,-1 0,5 14.  4,-1 2,-5 1,2 
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№ 
0M  1M  2M  № 

0M  1M  2M  

15. 1,-4 3,0 3,5 16. 5,2 1,-3 5,2 

17.  6,2 0,-3 4,1 18. 1,2 3,-2 6,1 

19. 2,3 1,-2 4,0 20. 3,0 6,-1 2,3 

21. 1,1 3,-1 0,5 22. 2,-4 1,-3 4,-1 

23. 3,2 -1,-2 0,3 24. -1,2 3,-2 5,3 

25. 0,2 -1,5 2,4     

 

 

10.  а) Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 0M  

перпендикулярно вектору 1 2M M


;  

б) уравнение полученной плоскости привести к уравнению в отрезках 

и построить еѐ;  

в) 0 1 2M M M , проходящей через три точки  и проверить, лежит ли 

точка  3M  в этой плоскости, если не лежит, то найти расстояние от 

этой точки до плоскости;  

г) 1 2 3M M M , проходящей через три точки, и найти угол между этой 

плоскостью и плоскостью 0 1 2M M M ;  

д) найти объѐм пирамиды 0 1 2 3M M M M , и длину высоты пирамиды, 

опущенной из точки 0M ;  

е) проходящей через точку 0M (следующего варианта) параллельно 

плоскости  1 2 3M M M  и найти расстояние между этими плоскостями.  

Координаты точек 0M , 1M , 2M  и 3M  приведены в таблице №3 

            Таблица №3 

№ 
0M  1M  2M  3M  № 

0M  1M  2M  3M  

1. 1,0,2 -2,3,1 3,0,5 2,4,1 2. 3,1,-1 2,5,0 3,4,0 1,-1,2 

3. 4,2,-1 2,1,0 1,5,3 1,3,0 4. 0,1,3 2,1,4 1,4,5 2,1,3 

5. 0,3,-1 5,1,-1 2,1,7 3,2,0 6, 2,0,-4 1,3,5 2,1,6 0,3,-1 

7.  -4,1,4 1,-2,0 3,2,7 4,1,2 8, -2,1,3 3,0,5 5,1,3 -3,4,2 

9.  2,-2,0 3,1,6 2,1,4 5,2,1 10. 4,0,-1 1,2,3 0,3,4 1,-1,3 

№ 
0M  1M  2M  3M  № 

0M  1M  2M  3M  
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11. -1,3,0 2,4,-2 3,4,1 0,5,1 12. -1,5,1 0,4,1 3,1,4 1,-2,3 

13.  4,-3,0 2,1,5 3,1,0 2,4,1 14. 0,2,4 2,3,5 1,1,4 2,-2,1 

15. 1,0,2 3,5,4 1,3,2 3,3,1 16. 2,-4,6 1,3,0 3,3,5 -2,3,1 

17. 3,-2,1 8,1,3 2,2,5 1,0,3 18. 0,3,5 2,1,4 3,1,7 -1,3,2 

19. 4,0,-1 2,3,6 1,6,1 0,2,5 20. 4,-2,0 3,1,0 5,1,3 2,4,1 

21. 2,0,-3 1,-1,4 2,0,2 3,1,5 22.  2,-3,5 1,1,3 3,4,0 4,0,1 

23. 5,1,-2 1,-2,0 3,1,2 4,2,6 24. 1,0,5 2,6,1 1,3,2 2,-3,0 

25. -2,3,5 1,-2,0 3,1,2 0,4,1 

 

 

 

11.  Составить уравнение прямой в пространстве 
3R :  

а) проходящей через точку 0M , параллельно вектору ( , , )S m n p


;  

б)  проходящей через точки 1M  и 2M  и записать его в канонической 

форме;  

в) проходящей через точку 0M , параллельно прямой 1 2M M ; 

г) проходящей через точку 0M , перпендикулярно прямой 1 2M M ;  

д) найти угол между этой прямой и прямой, параллельной вектору 

1( , , )S m n p


. 

 Координаты точек и векторов даны в таблице №4 

 

                                              Таблица №4 

№ 
0M  

1M  2M  S


 № 
0M  

1M  2M  S


 

1. 1,3,-1 3,4,2 0,3,5 2,4,-3 2. 3,-2,1 4,0,2 5,1,0 3,-3,2 

3. 4,0,-1 2,1,5 1,2,1 3,2,6 4. 1,-2,5 0,4,2 1,3,5 2,1,-3 

5. 2,-2,4 1,1,3 2,3,5 1,4,5 6. 3,-1,2 1,0,5 4,3,1 6,2,-2 

7. 0,5,4 3,1,2 3,2,1 5,4,2 8. 5,2,-1 3,1,4 2,3,5 -3,2,4 

9. 3,0,4 2,6,1 4,3,0 -1,2,5 10. 2,-2,0 5,0,4 1,3,6 -2,4,1 

11. -3,2,1 5,4,3 1,4,7 2,-3,0 12. 4,-3,1 2,0,3 3,1,1 4,6,1 

13. 5,0,1 3,2,4 5,1,3 -1,2,1 14. 0,2,-3 1,4,2 2,0,5 -3,2,5 

15. 1,-3,5 2,4,1 3,2,1 0,-2,3 16. 2,1,4 3,1,5 3,1,8 1,6,2 

17. 0,4,-2 1,3,1 3,4,1 -3,2,5 18. -3,0,4 2,5,1 0,4,3 -3,4,6 

№ 
0M  

1M  2M  S


 № 
0M  

1M  2M  S
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19. -1,3,5 2,4,0 3,5,1 -4,0,1 20. 0,2,-1 3,4,1 2,6,2 3,-2,0 

21. 3,5,2 1,6,2 5,1,4 3,2,0 22. 1,-4,2 4,1,3 1,0,4 1,2,5 

23. 4,6,1 2,0,2 3,1,2 0,1,5 24. 3,0,-3 1,4,0 2,5,1 0,4,3 

25. 2,-2,3 4,0,1 2,5,3 -4,1,0 

 
 

 

 

12. Дано уравнение эллипса 

022  FDyCxByAx . Преобразовать его к канониче-

скому виду и построить линию. 

 

№ A B C D F 

1 5 4 -10 16 1 

2 3 8 6 -16 -13 

3 2 5 -8 10 3 

4 8 4 -16 24 12 

5 5 1 20 6 24 

6 2 9 -12 18 9 

7 2 4 12 16 26 

8 2 1 16 4 34 

9 9 4 -18 16 -11 

10 3 6 6 36 39 

11 4 2 24 4 30 

12 1 9 4 18 4 

13 3 4 18 8 19 

14 8 2 -16 12 10 

15 2 5 12 20 28 

16 3 6 12 -12 0 

17 5 3 20 -6 8 

18 5 1 30 2 41 

19 2 5 4 30 37 

20 6 4 12 -24 18 

21 8 2 48 4 58 

22 6 4 24 -8 4 

№ A B C D F 
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23 1 6 6 -24 27 

24 8 3 48 6 51 

25 9 5 72 -10 104 

 

 

 

 13. Дано уравнение гиперболы 022  FDyCxByAx .        

Преобразовать его к каноническому виду и построить линию. 
 

№ А В С D F 

1 -4 5 -8 -30 61 

2 -3 2 6 -16 35 

3 4 -3 -16 18 1 

4 -3 1 12 2 -8 

5 -2 4 12 8 -6 

6 -1 6 4 36 56 

7 -2 1 12 -2 -15 

8 -4 9 -16 18 29 

9 -2 2 4 -20 52 

10 6 -3 12 12 12 

11 5 -1 20 6 16 

12 -3 2 6 -16 35 

13 2 -5 12 10 23 

14 -3 6 12 36 60 

15 5 -1 -30 -4 46 

16 -1 4 6 -16 11 

17 -5 3 20 18 22 

18 -2 6 12 12 0 

19 3 -2 6 -12 -9 

20 -2 4 4 24 42 

21 -1 5 4 10 6 

22 4 -3 -8 -12 4 

23 -3 4 18 16 1 

24 -2 1 12 8 0 

25 6 -5 -12 -20 16 
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    14. Дано уравнение параболы 022  FDyCxByAx .         

Преобразовать его к каноническому виду и построить линию. 
 

№ А В С D F 

1 2 0 -4 3 -4 

2 0 2 8 1 5 

3 5 0 -30 -1 43 

4 0 3 -6 -4 11 

5 4 0 -8 3 10 

6 0 2 -8 4 20 

7 1 0 4 5 -1 

8 0 5 -30 -2 53 

9 -3 0 6 2 -13 

10 0 -2 4 5 -22 

11 2 0 4 4 14 

12 0 4 -8 1 1 

13 -1 0 2 -3 -7 

14 0 3 -12 -2 20 

15 -5 0 30 2 -43 

16 0 2 4 4 -22 

17 3 0 24 2 46 

18 0 1 -8 4 4 

19 1 0 -4 -5 -11 

20 0 -3 36 1 -112 

21 2 0 -4 -4 -10 

22 0 5 -40 2 82 

23 2 0 -20 -3 38 

24 0 4 -24 -1 38 

25 4 0 8 6 -8 
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2.3    Решение типового варианта 

 

 

1. Найти произведения матриц А на В и В на А, если они существуют. 

3 3 2 9 7
; ;

0 1 4 6 3
А В

     
    
   

 

 

    Решение. В данном случае матрица A не согласована с матрицей B, 

так как число столбцов матрицы А не равно числу строк матрицы В. 

Значит, произведение АВ не существует. Матрица B согласована с 

матрицей A. Тогда произведение  B22 A23= C23 находится следую-

щим образом: 




































 










01518

102027

43)2(613)3(603)3(6

47)2(917)3(907)3(9

410

233

36

79
C

 

 

 

2. Найти ранг матрицы 

2 1 0 1 1

3 1 4 0 2

5 2 4 1 1

1 0 4 1 3

 
 

  
 

  

A . 

Решение. Для приведения матрицы к трапециевидной формы при-

меним элементарные преобразования. Для этого переставим местами 

первую и последнюю строки: 

2 1 0 1 1 1 0 4 1 3

3 1 4 0 2 2 1 0 1 1

5 2 4 1 1 3 1 4 0 2

1 0 4 1 3 5 2 4 1 1

    
   

    
   

      

A , 
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затем, добавляя ко второй и третьей строкам первую, помноженную 

на соответствующий коэффициент, а также вычитая из четвертой 

сумму второй и третьей строк, получим в первом столбце нули, кроме 

а11=1: 

2 1

3 1 3 2

4 2 3

1 0 4 1 3 1 0 4 1 3

22 1 0 1 1 0 1 8 3 7

33 1 4 0 2 0 1 8 3 7

5 2 4 1 1 ( ) 0 0 0 0 0

S S

S S S S

S S S

    
     

      
   

       

 

Далее, необходимо получить нули во втором столбце ниже элемента 

а22=1. Для этого из третьей строки вычтем вторую: 

1 0 4 1 3

0 1 8 3 7 1 0 4 1 3

0 0 0 0 0 0 1 8 3 7

0 0 0 0 0

 
    

       
  

. 

Удаление нулевых строк не изменяет ранга матрицы. Полученная 

матрица имеет форму трапеции.                                                 Ранг мат-

рицы равен порядку левого минора 2

1 0
0

0 1
M   , следовательно, 

rA = 2. 

 

3. Вычислить определители для заданных матриц: 

а) третьего порядка – методами треугольников или диагоналей; 

б) четвѐртого порядка – разложением по элементам ряда  или све-

дением к треугольному виду. 
 

2 1 2 7
0 3 2

3 8 1 0
а) 1 5 4 ; б) ;

0 2 0 0
3 7 8

1 3 3 5

 
   
   
   
    

 

 

Решение.  

а) Вычислим определитель, пользуясь правилом треугольников. 
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4470813352712343850

873

451

230

 . 

Вычислим методом диагоналей определитель. 

 

.4813740352712343850

73

51

30

873

451

230




 

 

б) Можно разложить определитель по любому ряду, но удобнее 

всего раскладывать по тому, в котором больше нулей. Поэтому дан-

ный определитель удобно раскладывать либо по третьей строке, либо 

по четвертому столбцу.  

Рассмотрим  разложение, например, по третьей строке и вычислим:  

   

   

  .720030253211733710251220

331

183

212

10

531

083

712

10

531

013

722

12

533

018

721

10

5331

0020

0183

7212

4333

2313











 

Вычислить определитель методом приведения его к треугольному 

виду  
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  .729
13

8

2

13
2

9000
13

42

13

8
00

2

21
2

2

13
0

7212

2

9

13

72

13

36
00

13

42

13

8
00

2

21
2

2

13
0

7212

13

5
13

4

2

3
2

2

5
0

0020
2

21
2

2

13
0

7212

2

3

5331

0020

0183

7212

34

24

23

14

12






























SS

SS

SS

SS

SS

 

 

 

 

4. Найти решение системы уравнений по формулам Крамера, методом 

обратных матриц и методом Гаусса:  

 

1 7 8 6

4 5 1 7 ;

3 6 7 1

     
        
     
           

1

2

3

х

х

х

 

Решение. 

Система имеет вид: 















.1763

,754

,687

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Рассмотрим решение по формулам Крамера:  j

jx





, 1,j n . 

Найдем определитель основной матрицы системы: 
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.74

763

154

871









  Определитель не равен 0, значит система 

имеет единственное решение. 

Заменим в основной матрице первый столбец на столбец свобод-

ных членов и вычислим полученный определитель: 

.148

761

157

876

1 







  

Заменим в основной матрице второй столбец на столбец свобод-

ных членов и вычислим полученный определитель: 

 

.0

713

174

861

2   

Заменим в основной матрице третий столбец на столбец свободных 

членов и вычислим полученный определитель: 

 

.74

163

754

671

3 







  

Теперь мы можем вычислить значение каждого xi, путем простого 

деления i-го определителя на главный определитель системы. 

.1
74

74
,0

74

0
,2

74

148 3
3

2
2

1
1 

























 xxx  

Таким образом, получим: .

1

0

2

















X  

 

Решим систему методом обратных матриц. 
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Запишем основную матрицу системы:   























763

154

871

.    

Найдем матрицу, обратную основной. 

Обратная матрица существует только для невырожденной матрицы 

и равна 

11 21 1

1 12 22 2

1 2

...

1 ...

. . . .det
...

n

n

n n nn

A A A

A A A

A A A



 
 

  
 
  

A
A

, 

где Aij – алгебраические дополнения элементов aij матрицы А.  Причем 

алгебраические дополнения, вычисленные к элементам i-й строки 

матрицы А, поставлены в i-й столбец. 

 

.

74

23

74

15

74

9
74

31

74

17

74

25
74

33

74

1

74

29

23159

311725

33129

74

11






















































A  

 

Решение будет иметь вид  X = A
–1

B,  где матрица-столбец В – столбец 

свободных членов. 

X = A
–1

B = 

= .

74

23

74

15

74

9
74

31

74

17

74

25
74

33

74

1

74

29

23159

311725

33129

74

1










































































1

7

6
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.

1

0

2

1
74

23
7

74

15
6

74

9

1
74

31
7

74

17
6

74

25

1
74

33
7

74

1
6

74

29

























































  

Найдем решение системы уравнений методом Гаусса.  Расширен-

ная матрица имеет вид:  























1

7

6

763

154

871

. 

 

1. Прямой ход. Применяя к расширенной матрице, последователь-

ность элементарных операций стремимся, чтобы каждая строка, кроме 

первой, начиналась с нулей, и число нулей до первого ненулевого эле-

мента в каждой следующей строке было больше, чем в предыдущей. 

 

.

23

74
23

31
6

23

74
00

23

31
10

871

1517
23

31
6

17150
23

31
10

871

23:

17

31

6

17150

31230

871

3

4

1

7

6

763

154

871

23

2

13

12













































































































SS

S

SS

SS

 

Матрица приведена к трапециевидной форме. Прямой ход закончен. 

 

2. Обратный ход. Перейдем к системе: 
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.
23

74

23

74

,
23

31

23

31

,687

3

32

321

x

xx

xxx

  

Начиная с последнего уравнения, последовательно находим значе-

ния переменных.  .1
23

74

23

74
33  xx  Подставляя его в уравнение, 

соответствующее второй строке,  получим: .0
23

31

23

31
1 22  xx  

Поднимаемся, последовательно, ещѐ на  строку выше, получим:  

.261807 11  xx  

 

 

5. Исследовать систему на совместность и в случае совместности ре-

шить ее: 

3 1 1 1 10

1 2 2 1 6
;

1 3 1 2 9

1 4 1 2 2

    
    
    
     
    

      

1

2

3

4

х

х

х

х

 

 

Решение. 

Система имеет вид: 





















.224

,923

,622

,103

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

1. Исследуем систему на совместность. Для этого найдем ранги ос-

новной и расширенной матриц системы. 
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Расширенная матрица имеет вид: 

























2

9

6

10

3141

2131

1221

1113

. С помощью 

элементарных преобразований приведем ее к виду трапеции:  























91

7

8

10

91000

171000

2550

1113

. 

Так как матрица содержит 4 ненулевые строки, то ранг расширенной 

матрицы равен 4.  Аналогично, ранг основной матрицы будет равен 4. 

Ранги основной и расширенной матриц равны, следовательно, систе-

ма совместна и имеет единственное решение, так как число неизвест-

ных n = 4 равно рангу системы. 

Решая ее методом Гаусса, получим:  .1,1,1,3 4321  xxxx  

 

6. Найти фундаментальную систему решений однородной системы 

уравнений. 

2 7 1 1 0

0 4 3 1 0
;

1 3 4 1 0

1 14 6 1 0

     
    
    
      
    

     

1

2

3

4

х

х

х

х

 

     

Решение. 

Матрица системы имеет вид: 



























16141

1431

1340

1172

. Ее ранг равен 3. Так 

как r=3<n=4 – числа неизвестных, то система имеет ненулевое реше-

ние. В качестве базисного минора можно выбрать 
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.011

6141

431

172

3 



M  При таком выборе базисного минора пе-

ременные x1, x2 , x3 будут базисными, а x4 – свободной. 

Составим систему из уравнений, коэффициенты которых вошли в 

базисный минор. Одновременно выразим базисные переменные через 

сводную: 















.614

,43

,72

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решим систему методом Гаусса. Составим расширенную матрицу 

системы и выполним действия, составляющие прямой ход метода Га-

усса. 


























































































4

4

4

4

4

4

4

4

4

21

4

4

4

13

25

13

11
00

37130

431

~

210170

37130

431

~

~

6141

172

431

~

6141

431

172

x

x

x

x

x

x

x

x

x

SS

x

x

x

 

Преобразованная расширенная матрица соответствует системе 

уравнении, которая эквивалентна исходной однородной системе: 



















.
13

25

13

11

,3713

,43

43

432

4321

xx

xxx

xxxx

  

Обратный ход метода Гаусса даѐт значения базисных неизвестных, 

выраженных через свободные переменные 
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.
11

25

,
11

16

,
11

63

43

42

41

xx

xx

xx

 

Пусть x4=c, где Rc .  Общее решение системы будет: 































c

c

c

c

X

11

25
11

16
11

63

. 

Поскольку r=3 и n=4, то фундаментальная система решений  для 

однородной системы состоит из одного решения. Придав свободной 

переменной значение равное 1, получаем:  

 























1

0

0

0

1X . 

 

7. Даны векторы bua


. Найдите: 

    а) проекцию вектора bsak


  на вектор a


; 

    б) направляющие косинусы  bua


, их скалярное произве-

дение; 

    в) значение  , при котором векторы bauba

2  будут 

перпендикулярны; 

     
Решение. 

а) Найдем координаты вектора 

     20,0,254,0,332,0,4434  ba


. 
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Воспользуемся формулой:    
b

aba
baïð a 







34
34 . 

Найдем скалярное произведение векторов: 

    .1402200042534  aba


 

Найдем модуль вектора: 

.52204 222 a


 

  .514
52

140
34 


 baïð a


  

 

б) Направляющие косинусы вектора 


a  по формулам 

cos ; сos ; cos
х y z

а a a
  

      будут равны: 

 

.
5

5
cos,0

20

0
cos,

5

52

204

4
cos

222




   

Аналогично, направляющие косинусы вектора 


b    

   
.
5

4
cos,0

25

0
cos,

5

3

403

3
cos

222





   

Скалярное произведение векторов в координатной форме имеет вид: 


 ba =     .20420034212121  zzyyxx  

 

в) Если векторы bauba

2  перпендикулярны, то есть, 

2


  , 

тогда 0cos   и скалярное произведение равно нулю. 

Найдем координаты векторов:  

ba


       42,0,344,0,32,0,4  ,  

     6,0,24,0,322,0,42  ba


. 
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Скалярное произведение имеет вид: 

             3020642002342  baba


. 

Решим уравнение .
3

2
,03020    

 

 
 

8.  Являются ли векторы      8,7,41,3,1,1,6,5  ñuba


линейно 

независимыми?  

Решение. 

Для проверки, Являются ли линейно независимыми,  необходимо 

составить матрицу системы векторов и вычислить еѐ определитель 

0160det;

811

736

415























 AA . 

Так как определитель не равен нулю, то система векторов является 

линейно независимой. 

 

 

9. Даны точки      1;5,1;3,0;1 210 MMM  . Составить уравнение пря-

мой:  

а) проходящей через точку 0M , перпендикулярно вектору 1 2M M


; б) 

проходящей через две точки 1M  и 2M ;  

в) в треугольнике 0 1 2M M M  найти уравнение стороны 0 1M M ;  

г) угол при вершине 0M ;  

д) уравнение и длину высоты 1M D ;  

е) уравнение и длину медианы 1M N ;  

ж) составить уравнение прямой, проходящей через точку  2M  парал-

лельно стороне 0 1M M  треугольника, и  найти расстояние между эти-

ми прямыми.  

Решение. 
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а) Воспользуемся формулой уравнения прямой: 

    .000  yyBxxA  

Здесь  00 , yx  - координаты точки, через которую проходит прямая. В 

нашем случае это точка  0;10M . Вектор  BAn ;


 перпендикулярен 

прямой. По условию это вектор 1 2M M


.  Найдем его координаты: 

   2;4)1(1;1521 MM . 

Подставим в формулу: 

    .00214  yx  Выражая переменную y, получим уравнение 

22  xy . 

 

 

б) Воспользуемся формулой уравнения прямой:  

12

1

12

1

MM

M

MM

M

yy

yy

xx

xx









. 

Подставим в формулу координаты точек:  

 
 

.
2

1

2

3
;

11

1

35

3 











 yxyx
 Выражая переменную y, получим 

уравнение 4 xy .  

 

 

г) Угол при вершине 0M  треугольника 0 1 2M M M  равен углу между 

векторами 10MM  и 20MM . Найдем координаты векторов 

   1;4,1;2 2010  MMMM . Воспользуемся формулой косинуса уг-

ла между векторами:  

 

 
.

85

7

1412

1142

cos

2222

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

2010

2010



















zyxzyx

zzyyxx

MMMM

MMMM
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д)  Высота DM1  перпендикулярна стороне 20MM . Поэтому можно 

воспользоваться уравнением прямой, проходящей через данную точ-

ку, перпендикулярно данному вектору     .000  yyBxxA  

Здесь  00 , yx  - координаты точки  1;31 M . Вектор  1;420 MM . 

Подставим в формулу: 

    .0)1(134  yx  Выражая переменную y, получим уравне-

ние 114  xy . 

Чтобы найти высоту DM1 , воспользуемся формулой расстояния 

от точки 1M  до прямой 20MM : 

22

11

BA

CyBxA
d

MM




 . Для этого составим уравнение прямой 

20MM  с помощью уравнения прямой, проходящей через две точки:  

.
01

0

15

1
,

02

0

02

0

















 yx

yy

yy

xx

xx

MM

M

MM

M
 Получим уравнение 

.014  yx  

Подставим в формулу: 
   

 
.

17

6

41

11431

22
1 




DM  

е) Чтобы составить уравнение медианы NM1 , найдем координаты 

точки N – середины отрезка 20MM . 

.
2

1

2

10

0
,3

2

51

2

2020 












MM

N

MM

N

yy
y

xx
x  

.

0
2

1

0

13

1
,

0

0

0

0

















 yx

yy

yy

xx

xx

MN

M

MN

M
 Получим уравнение 

0
2

1
2

2

1
 yx  или 014  yx . 

Длину медианы NM1  найдем по формуле: 

      .
2

3

2

1
133

2
222

1 11









 NMNM yyxxNM  
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10.  а) Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 0M  

перпендикулярно вектору 
1 2M M


;  

б) уравнение полученной плоскости привести к уравнению в отрезках 

и построить еѐ;  

в) 0 1 2M M M , проходящей через три точки  и проверить, лежит ли 

точка  3M  в этой плоскости, если не лежит, то найти расстояние от 

этой точки до плоскости;  

г) 1 2 3M M M , проходящей через три точки, и найти угол между этой 

плоскостью и плоскостью 0 1 2M M M ;  

д) найти объѐм пирамиды 0 1 2 3M M M M , и длину высоты пирамиды, 

опущенной из точки 0M ;  

е) проходящей через точку 0M (следующего варианта) параллельно 

плоскости  1 2 3M M M  и найти расстояние между этими плоскостями.  

 

Решение. 

 

а) Для составления уравнения плоскости используем формулу: 

0)()()( 000  zzCyyBxxA . 

Здесь  000 ,, zyx  - координаты точки, через которую проходит плос-

кость. В нашем случае это точка  0;2;10 M . Вектор  CBAn ;;


 

перпендикулярен плоскости. По условию это вектор 1 2M M


.  Найдем 

его координаты:    4;5;140;72;3221 MM . 

Подставим в формулу:          0042511  zyx . 

Упрощая выражение, получим общее уравнение плоскости: 

0945  zyx . 

 

в) Для составления уравнения плоскости используем формулу: 

0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 
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Подставим координаты точек 0 1 2M M M  и упростим выражение: 

 
 
 

,0

002212

042713

021







 zyx

    

 
0

003

454

021



 zyx

. 

Разложим определитель по первой строке: 

    0
03

54

03

44
2

00

45
1  zyx , 

 

       
.0241512

,01512201





zy

zyx
 

 

 

г) Уравнение плоскости 1 2 3M M M : 

 
,0

417333

407232

473







 zyx

    ,0

3100

451

473







 zyx

 

05610325  zyx . Вектор, перпендикулярный плоскости  

1 2 3M M M , имеет координаты   10;3;251 n . 

В пункте в) было составлено уравнение плоскости 0 1 2M M M :  

.0241512  zy  Для нее  15;12;02 n . 

Косинус угла между плоскостями можно найти как угол между их 

нормальными векторами по  

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2
1 2

сos
n n A A B B C C

A B C A B Cn n

 

 

  
  

   

. 

Подставим координаты векторов в формулу: 

   

   
.

270846

186

1512010325

1510123025
cos

222222
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11.  Составить уравнение прямой в пространстве 
3R :  

а) проходящей через точку 0M , параллельно вектору ( , , )S m n p


;  

б)  проходящей через точки 1M  и 2M  и записать его в канонической 

форме;  

в) проходящей через точку 0M , параллельно прямой 1 2M M ; 

г) проходящей через точку 0M , перпендикулярно прямой 1 2M M ;  

д) найти угол между этой прямой 1 2M M  и прямой, проходящей через 

точку 0M  и параллельной вектору ( , , )S m n p


. 

Координаты точек и векторов даны: 0M (4,-3,1), 1M (2,5,2), 

2M (1,7,4), S


(2,5,-3). 

  

Решение. 

а) Используем уравнение 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






,  подставим в 

него координаты вектора (2; 5; 3)S


 : 

352

000









 zzyyxx
. 

В результате получим уравнение бесконечного числа прямых, па-

раллельных вектору 


S . Чтобы получить единственную прямую, про-

ходящую через точку 0(4; 3;1)М  , подставим в полученное уравне-

ние координаты этой точки 

3

1

5

3

2

4









 zyx
. 

б) Используем уравнение 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














 и подставим в 

него координаты точек 1M (2,5,2)  и 2M 1,7,4): 

24

2

57

5

21

2













 zyx
. 
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Получим уравнение прямой 1 2M M  в каноническом виде: 

2

2

2

5

1

2 







 zyx
. 

в) Из канонического уравнения прямой  1 2M M  возьмем координа-

ты вектора   2;2;1S , параллельного прямой. Этот вектор является 

направляющим и для искомой прямой. Поэтому воспользуемся урав-

нением прямой  

p

zz

n

yy

m

xx 000 






. 

Подставим в него координаты точки 0M  и вектора   2;2;1S : 

2

1

2

3

1

4 







 zyx
. 

д) Угол между двумя прямыми 

1

1

1

1

1

1

p

zz

n

yy

m

xx 






 и 

2

2

2

2

2

2

p

zz

n

yy

m

xx 






, 

направляющие векторы которых ),,( 1111 pnmS


 и ),,( 2222 pnmS


, будет 

определяться как угол между соответствующими направляющими 

векторами из условия 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2
1 2

сos
S S m m n n p p

m n p m n pS S

 

 

  
  

   
 

Уравнение прямой 1 2M M :  
2

2

2

5

1

2 







 zyx
. Уравнение пря-

мой, проходящей через точку 0(4; 3;1)М   и параллельной вектору 

(2; 5; 3)S


 : 
3

1

5

3

2

4









 zyx
. 

 

В нашем случае векторы 


1S  и 


2S  имеют координаты: )2,2,1(1 


S  и 

)3,5,2(2 


S . Тогда  
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.

190

2

385

2

352221

325221
cos

222222





  

 

 

12. Дано уравнение эллипса  4x
2
 + 9y

2
 – 8x + 36y + 4 = 0.  Преобразо-

вать его к каноническому виду и построить линию. 

 

Решение. 

Объединяем слагаемые с одинаковой переменной  

(4x
2
 – 8x) + (9y

2
 + 36y) + 4 = 0, 

выносим за скобку коэффициент при переменной во второй степени 

4(x
2
 – 2x) + 9(y

2
 + 4y) + 4 = 0, 

выражения в скобках дополняем до полного квадрата, затем вычитаем те 

постоянные, которые прибавили в скобках, чтобы не нарушить условия 

задачи, 

4(x
2
 – 2x + 1) + 9(y

2
 + 4y +4) + 4 – 4  1 – 4  9 = 0. 

Получим выражение 

4(x – 1)
 2
 + 9(y + 2)

 2
 – 36 = 0. 

Произведем замену координат, тем самым 

введем новую систему координат: 

X = x – 1; x0 = 1; 

Y = y + 2; y0 = –2. 

С новыми переменными уравнение будет 

иметь вид: 

4X
 2
 + 9Y 

 2
 = 36 

или после деления на правую часть (рис. 1) 

2 2

1
9 4

X Y
  . 

Это каноническое уравнение эллипса, большая полуось которого 

а = 3 принадлежит оси Ох, меньшая полуось – b = 2 принадлежит оси 

Оу, начало координат новой системы координат находится в точке 

O(1; –2) (рис. 1). 

 

Рис. 1. 

у 

х 

Y 

Х 

O 
O

 

1 

–2 
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13. Дано уравнение гиперболы   x
2
 – 4y

2
 + 4x – 16y – 16 = 0.        Пре-

образовать его к каноническому виду и построить линию. 

 

Решение. 

Задача решается по такой же схеме, как предшествующая. 

x
2
 – 4y

2
 + 4x – 16y – 16 = 0, 

(x
2
 + 4x) – (4y

2
 + 16y) – 16 = 0, 

(x
2
 + 4x + 4) – 4(y

2
 + 4y + 4) – 16 – 4+ 4  4 = 0, 

(x + 2)
 2
 – 4(y + 2)

 2
 – 4 = 0, 

X = x + 2; x0 = –2; Y = y + 2; y0 = –2. 

Полученное каноническое уравнение ги-

перболы в новой системе координат имеет 

вид: 

2 2

1
4 1

X Y
  , 

действительная полуось – a = 2, мнимая – 

b = 1, новое начало координат находится 

в точке O(–2; –2) прежней системы коор-

динат (рис. 2). 

 

14. Дано уравнение параболы    y
2
 – 2x + 6y + 7 = 0.         Преобразо-

вать его к каноническому виду и построить линию. 

 

Решение. 
Аналогично предшествующему: 

(y
2
 + 6y) – 2x + 7 = 0, 

(y
2
 + 6y +9) – 2x + 7 – 9= 0, 

(y + 3)
 2
 = 2(x + 1), 

произведем замену переменных: 

X = x + 1; x0 = –1; 

Y = y + 3; y0 = –3. 

В новой системе координат каноническое урав-

нение параболы будет: 

у 

–2 O 

Y 

Х 

х 

O 

Рис. 2. 

–2 

O 

–1 

–3 

Y у 

Х 

х 

Рис. 3. 

O 
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Y
 2
 = 2X, 

где осью симметрии является ось Ох, вершина находится в точке O(–

1; –3) (рис. 3), являющейся началом координат новой системы коор-

динат. 

г) 9x
2
 + 4y

2
 + 18x – 16y + 25 = 0, аналогично предшествующему 

9(x
2
 + 2x) + 4(y

2
 – 4y) + 25 = 0, 

9(x
2
 + 2x + 1) + 4(y

2
 – 4y + 4) + 25 – 9 – 16 = 0, 

9(x + 1)
 2
 + 4(y – 2)

 2
 = 0, 

этому уравнению удовлетворяет только одна точка с координатами O(–

1; 2). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Результатом выполнения контрольной работы является закреп-

ление теоретических знаний, получение практических навыков при 

решении основных задач «Линейной алгебры» и «Аналитической 

геометрии». В частности: 

- системы линейных уравнений; 

- операции над векторами; 

- уравнения прямых и плоскостей. 
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