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1. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Задание 1.1. Найти и схематически изобразить область опреде-

ления функций. 

2 21.1.1. 4 .z x y     1.1.9. ln .z xy  

2 21.1.2. 4.z x y     1.1.10. ln 1 .z xy   

2 2

1
1.1.3. .

9
z

x y


 
  1.1.11. ln 3 .z x y    

2 2

5
1.1.4. .

9

x
z

x y


 
 

2 2

1.1.12. 1.
4 9

x y
z     

3 5
1.1.5. .

x y
z

x y





 

 1.1.13. arccos .z y x   

2
1.1.6. .

2

xy
z

x y



 

 1.1.14. arcsin 2 .z x y   

2

1
1.1.7. .

1

x
z

y





 

2 21.1.15. 100 25 4 .z x y    

1.1.8. .
y

z
x

  
 

 

1.1. Частные производные функции нескольких переменных 

Пример 1.1. Найти частные производные ;
z z

x y

 

 
 функции 

 5 cos 2z x x y   . 

Решение. При вычислении частной производной по одной пере-

менной все остальные переменные рассматриваются как константы.  

   5 2sin 2 ; sin 2
z z

x y x y
x y

 
     

 
. 
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Задание 1.2. Найти частные производные первого порядка для 

указанных функций. 
2 31.2.1. 5 2 3.z x y x y      1.2.6. ln 2 .z xy x   

41.2.2. 3 8 .z x xy y x     1.2.7. arctg 2 .
x

z
y

 
  

 
 

5
1.2.3. .

2 3

x y
z

y x





 1.2.8. .yz x  

2 5
1.2.4. .

1

x y
z

xy





 2 2 31.2.9. 5 3 4 .u x xz y z    

2 41.2.5. .x yz e   1.2.10. .xzu xyz y   

 
Пример 1.2. Найти значение частных производных функции 

3
y

z x
x

   в точке  1; 2M . 

Решение.Найдем частные производные 
2

1
3 ;

z y z

x y xx

 
   

 
.  

Подставив 1; 2x y   получим 
2

1
3 5; 1

11M M

z y z

x y

 
     

 
. 

 

Задание 1.3. Найти значение частных производных для указан-

ных функций в заданной точке  ;o oM x y .  

 2 31.3.1. 4 ; 2; 1 .z x y xy M     Ответ. 8; 11.
z z

x y

 
  

 
 

 
5 1

1.3.2. ; 0; 3 .
2

x
z M

y





 Ответ. 5; 5.

z z

x y

 
  

 
 

 5 4 21.3.3. 3 ; 1; 2 .z y x x y M     Ответ. 16; 77.
z z

x y

 
 

 
 

 
1

1.3.4. ; 3; 1 .
4

y
z M

x


 


 Ответ. 

1
2; .

2

z z

x y
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 1.3.5. cos 2 ; ; .
2 6

z x y M
  

   
 

 Ответ. 
3

; 3.
2

z z

x y

 
   

 
 

 1.3.6. sin ; 1; .
6

z xy M
 

  
 

 Ответ. 
3 3

; .
12 2

z z

x y

 
 

 
 

1.3.7. sin cos cos sin ; 0; .
3

z x y x y M
 

     
 

 

Ответ. 
1 1

; .
2 2

z z

x y

 
 

 
 

 2 2 21.3.8. , 1; 1; 1 .u x y y z x z M    

Ответ. 0; 3; 0.
u u u

x y z

  
  

  
 

   21.3.9. ln 3 ; 1; 2; 1 .u x y z M     

Ответ. 
1 2

1; ; .
3 3

u u u

x y z

  
    

  
 

 

Пример 1.3. Найти полный дифференциал функции 
2xy y

u
z


 . 

Решение. Применим формулу .
u u u

du dx dy dz
x y z

  
  
  

  

Так как 
2

2 2
; ;

u y u x u xy y

x z y z z z

    
   

  
, то 

2

2 2
.

y x xy y
du dx dy dz

z z z

 
    

 

Задание 1.4. Найти полный дифференциал функций. 
321.4.1. .x yz e   1.4.2. ctg .

x
z

y

 
  

 
 

 3 21.4.3. ln 2 .z x y    1.4.4. sin .z x y   
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 1.4.5. arctg 2 .z xy x    31.4.6. cos .z xy  

2 2

1.4.7. .
5 2

x y
z

x y





 1.4.8. .

xy yz
u

z x
   

 1.4.9. ln 5 .u xy z   1.4.10. .x x
u z

y
   

 

1.2. Частные производные высших порядков 

Пример 1.4. Найти значение производной 
3

2

z

x y


 

 функции 

y
xz e  в точке  1; 0M . 

Решение. Последовательно вычислим частные производные 

2
;

y
x

z y
e

x x

       
 

2

2 3 2 3 2

1 1
;

y y y y
x x x x

z z y y y
e e e e

x y y x y x x x x x

                               
3

2 3 2 3

1 1 1
.

y y
x x

z y
e e

xx y x x x

         
   

 

Значение производной 
3

2

z

x y


 

 определим, подставив 1, 0x y   

 
3

2
1 0 1 1 2.o o

M

z
e e

x y


        

 
 

 
Задание 1.5. Найти частные производные второго порядка 

2 2 2

2 2
; ;

z z z

x yx y

  
  

 функции  ,z f x y . 
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 21.5.1. ln 4 2 .z x xy    31.5.2. cos 5 4 .z x y   

 1.5.3. arcsin 2 .z x y   
3 221.5.4. .x yz e   

2

3
1.5.5. .

x
z

y
  

2 31.5.6. 4 5 6 2.z x xy y     

1.5.7. ln 1 .
x

z
y

 
  

 
  1.5.8. sin .z x y   

 1.5.9. arc tg 3 .z y x    1.5.10. c tg 3 .z y xy   

2

1.5.11. .xyz e  
3 21.5.12. 5 4 1.z xy x y    

2 1
1.5.13. .

2

x
z

y





 

1.5.14. sin cos .z x y   

2

1.5.15. tg .
y

z
x

 
   

 

 

 

 

Задание 1.6. Проверить, удовлетворяет ли заданная функция ука-

занному уравнению. 

 
2 2

sin 2

2 2
1.6.1. ; 4 0.

x y z z
z e

x y

  
  

 
 Ответ. Удовлетворяет. 

2 2

2 3
1.6.2. ; .

x y z z
z x y z

x yx y

  
   

 
 Ответ. Удовлетворяет. 

2 2
2 2

2 2
1.6.3. ; 0.xy z z

z e x y
x y

 
  

 
 Ответ. Не удовлетворяет. 

2

1.6.4. arctg ; 0.
1

x y z
z

xy x y

 
 

  
 Ответ. Удовлетворяет. 

 2 3 21.6.5. ln ; 3 2 3 6.
u u u

u x y z x y z
x y z

  
     

  
  

Ответ. Удовлетворяет. 
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1.3. Производная сложной функции 

Пример 1.5. Вычислить частные производные 
z

x




 и 

z

y




 сложной 

функции  2 2lnz u u v   , где 
2 2

sin cos , x yu y x v e    . 

Решение. Воспользуемся формулами 

;
z z u z v

x u x v x

    
   

    
 .

z z u z v

y u y v y

    
   

    
 

Находим частные производные 

2 2

2 2

2

2 2

1 2
2 ; ; sin sin ; ;

cos cos ; 2 .

x y x

x y

z z v u v
u y x e

u v x xu v u v

u v
y x y e

y y

 



   
      

    

 
    

 

 

Тогда  

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

1 2
2 sin sin 2 .

1 2
2 cos cos 2 .

x y

x y

z v
u y x x e

x u v u v

z v
u y x y e

y u v u v





  
        

   

  
        

   

 

 

 

Задание 1.7. Найти частные производные сложных функций. 

3 21.7.1. ;z u v v u   где  tg , ctg .u x y v x y     

2
1.7.2. arcsin ;

u
z

v
  где 

2 2

, arctg .x yu e v xy   

3 21.7.3. 3;z u v    где   2 3arcsin 3 , 5 .u x y v x y     

 21.7.4. ln 1 ;z uv u    где 2cos , 3 5.u x y v xy     

 1.7.5. arctg 3 5 ;z uv u   где , 5 2 .
x

u v x y
y
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1.7.6. ;
1

u v
z

w





 где  2 sin , ln ; arctg .u x y v x y w xy      

21.7.7. cos sin ;z u v v w     где 2 2 2, ln 1 ; .x y x
u e v w x y

y

  
     

 
 

1.7.8. ;
sin 1

u v
z

u





 где 2, .

x
u v x y

y
    

 1.7.9. arccos 3 4 ;z u v   где , .xy x y
u e v

y x
    

Найти
z

x




: 

 21.7.10. ln 2 1 ;z u u    где 25sin 3cos , 4.u x x v x     

2

1.7.11. arc tg ;
y

z
x

 
  

 
 

 где  2ln 1 .y x x    

 1.7.12. sin ;x yz e e   где arctg .y x  

1.7.13. ;vz u  где ctg 1, .xu x v x e     

2
1.7.14. ;

v
z

u
  где  2cos sin , arctg 1 .y x x v x     

2 31.7.15. 3;z x y    где  3ln 1 5 .y x x    

 

1.4. Производная неявно заданной функции 

Пример 1.6. Вычислить значение частных производных 
z

x




 и 

z

y




 неявно заданной функции 3 2 5x y z xz     в точке  

 2; 1; 1M  . 
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Решение. Приведем функцию к виду  , , 0F x y z   и воспользу-

емся формулами ; .
z F x z F y

x F z y F z

  
   

  
 

3 2 5 0. 3 ; 4;

2; 2; 1 ; 1.

M

M M

x y z xz F x z F x

F y F y F z x F z

         

          
 

Тогда 
4 2

4; 2.
1 1

z z

x y

  
      

   
 

 

Задание 1.8. Найти значение частных производных ,x yz z   не-

явно заданной функции  , , 0F x y z   в точке  ; ;o o oM x y z . 

 3 2 21 29
1.8.1. 5 2 ; 2, 1,1 .

3 3
x y xy z xz M        

Ответ. 1, 2.x yz z    

 3 2 3 21.8.2. 2 4 4 0; 1,0,1 .x x y x z z M       

Ответ. 
15

, 1.
2

x yz z    

 2 2 2 2 31.8.3. 1 0; 1,2, 1 .x y xy xz z M         

Ответ. 
5 3

, .
4 4

x yz z     

 1.8.4. 8 0; 3,2, 2 .xz xy yz xyz M       

Ответ. 
3 1

, .
7 7

x yz z    

   21.8.5. ln 3 3 ; 2,1, 2 .z xz yx z M      Ответ. 1, 1.x yz z    

 3 31.8.6. 3 27; 3,1,3 .x y xyz z M    Ответ. 2, 3.x yz z    

 1 21.8.7. ln 2 ; 1,1,1 .xye y z z x y M      Ответ. 2, 1.x yz z     
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2 3
1.8.8. tg cos cos sin cos sin ; , , .

2 4 4 4
z y z x x y M

   
       

 
  

Ответ. 0, 1.x yz z    

1.8.9. cos cos cos ; 0, , .
2 2

x y y z z x M
 


 

    
 

  

Ответ. 0, 1.x yz z    

 
2

2 2 2 31.8.10. 2 0; 1,1,1 .
x

x y z y z M
z

      

Ответ. 
3 5

, .
2 2

x yz z    

 1.8.11. 0; 2,1,1 .y z x y
x yz e M

z

 
     

Ответ. 
1

0, .
4

x yz z     

 21.8.12. 2 0; 1,1, 1 .
x y z

z x M
x yz

 
   


 Ответ. 3, 2.x yz z     

 2 2 21.8.13. 2 4 13 0; 2,1, 1 .x y z z y M        

Ответ. 
4 1

, .
3 6

x yz z     

 2 3 21.8.14. 2 2 15 0; 2, 1,2 .x y z xy xz yz M          

Ответ. 
2 1

, .
3 9

x yz z    

 2 2 2 3 31.8.15. 3 2 2 4 4 0; 2,1,2 .x y xyz x z y z M      

Ответ. 7 , 16.x yz z     
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1.5. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 

Пример 1.7. Найти уравнения касательной плоскости и нормали 

к поверхности 
2 22z x y   в точке  0 1, 1, 3M  . 

Решение. Вычислим значения частных производных функции: 

2 22z x y  ; 4 ; 2 ;
z z

x y
x y

 
 

 
 и их числовые значения в точке  

0M :  0 0( ) ( )
4 1 4; 2 1 2.

z M z M

x y

 
       

 
 

Получим уравнение касательной плоскости: 

   3 4 1 2 1z x y      или 4 2 3 0x y z    ;  

уравнения нормали: 
1 1 3

4 2 1

x y z  
 

 
. 

 

Задание 1.9. Найти уравнения касательной плоскости и нормали 

к заданной поверхности в точке  0 , ,o o oM x y z . 

 2 2
01.9.1. , 1, 2, 5 .z x y M    

Ответ.    5 2 1 4 2z x y     ,
1 2 5

.
2 4 1

x y z  
 


 

   2 2
01.9.2. ln , 1, 0, 0 .z x y M    

Ответ.  2 1 ,z x 
1

.
2 0 1

x y z
 


 

 
2

2
01.9.3. , 2, 1, 1 .

2

x
z y M     

Ответ.    1 2 2 2 1z x y     ,
2 1 1

.
2 2 1

x y z  
 


 

 
2 2

01.9.4. , 3, 1, 4 .
2

x y
z M
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Ответ. 3 4 0x y z    ,
3 1 4

.
3 1 1

x y z  
 

 
 

0

1
1.9.5. sin cos , , , .

4 4 2
z x y M

  
   

 
  

Ответ. 
1 1 1

2 2 4 2 4
z x y

    
       

   
,

1
4 4 2

1 1
2 2

.
1

x y z   
 

 
 

 2 2
01.9.6. 2 2 , 1, 1, 1 .z x xy y x y M       

 2 2
01.9.7. 1 2 , 1, 1, 3 .z x y x y M       

2 2
0

1 1 1
1.9.8. , 1, 1, .

4 4 2
z x y M

 
   

 
  

 2 2
01.9.9. 3 2, 2, 1, 0 .z x y xy x y M        

 2 2
01.9.10. 2 3 3 1, 1, 1, 2 .z x y xy x M         

 2 2
01.9.11. 2 3 , 1, 1, 1 .z y x xy y M       

 2 2
01.9.12. 2 2 2 , 1, 1, 6 .z x y xy x y M        

 2 21 1
02 2

1.9.13. , 3, 1, 4 .z x y M    

 2 2
01.9.14. 6 11, 1, 2, 5 .z x y xy x M        

 2 2
01.9.15. 3 4 2 4, 0, 0, 4 .z x y xy x y M         

 

Пример 1.8. Найти уравнения касательной плоскости и нормали 

к поверхности  

2 2

2
9 4

x y
z   в точке  0 3, 2, 1M  . 

Решение. Преобразуем уравнение поверхности к виду 
2 2

2 0
9 4

x y
z   . Вычислим значения частных производных в точ-

ке  0 3, 2, 1M  :  
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 0 0

0

( ) 2 2 2 ( ) 2 2
3 ; 2 1;

9 9 3 4 4

( )
2.

o oM M

F M F M
x y

x y

F M

z

 
          

 


 



 

Получим уравнение касательной плоскости:  

     
2

3 2 2 1 0
3

x y z       или 
2

2 2 0
3

x y z    ; 

уравнения нормали: 
2

3

3 2 1

1 2

x y z  
 


. 

 

Задание 1.10. Найти уравнения касательной плоскости и нормали 

к поверхности в точке  0 , ,o o oM x y z . 

 3 3 3
01.10.1. 6 0, 1, 2, 1 .x y z xyz M        

Ответ.      1 11 2 5 1 0x y z      ,
1 2 1

.
1 11 5

x y z  
   

 2 2 2
01.10.2. 1, 2, 2, 3 .x y z M      

Ответ. 2 2 3 1 0x y z    ,
2 2 3

.
2 2 3

x y z  
 


 

 2 2 2
01.10.3. 2 3 6, 1, 1, 1 .x y z M      

Ответ. 2 3 6 0x y z    ,
1 1 1

.
1 2 3

x y z  
 


 

 2 2 2
01.10.4. 9, 1, 2, 2 .x y z M      

Ответ. 2 2 9 0x y z    ,
1 2 2

.
1 2 2

x y z  
 


 

 
2 2

01.10.5. 2 , 3, 2, 1 .
9 4

x y
z M     

Ответ. 2 3 6 6 0x y z    ,
3 2 1

.
2 3 6

x y z  
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 2 2 2
01.10.6. 4 2 , 2, 1, 2 .x z y xy M       

 2
01.10.7. 0, 1, 1, 1 .z xy M   

 
2 2

1
0 2

1.10.8. 2 , 4, 0, .
16 9

x y
z M    

 2 2 2
01.10.9. 676, 6, 24, 8 .x y z M      

 2 2 2
01.10.10. 6 8 0, 0, 1, 1 .x y z xy z M        

 2 2
01.10.11. 2 3 4 0, 0, 2, 2 .xyz y yz M      

 2 2
01.10.12. 0, 0, 2, 2 .x y xz yz M      

 2 2 2
01.10.13. 2 6 2 6 0, 1, 1, 1 .x y z x y M         

 
2 2 2

01.10.14. 1, 4, 3, 3 .
16 9 1

x y z
M       

 2
01.10.15. 2 0, 1, 2, 2 .z xy M   

 

1.6. Экстремум функции двух переменных 

Пример1.9. Найти экстремум функции 
3 38 6 5z x y xy    . 

Решение. Находим частные производные первого порядка 

2 23 6 , 24 6
z z

x y y x
x y

 
   

 
 и критические точки: 

2

2

3 6 0,

24 6 0.

x y

y x

  


 
.  

Решая эту систему уравнений, получаем две точки  1 0, 0M  и 

 1
22 1,M .  

Находим значения частных производных второго порядка: 
2 2 2

2 2
6 , 6, 48 .

z z z
x y

x yx y

  
   

  
 

Для точки  1 0, 0M  имеем: 0, 6, 0A B C     и 2 0.AC B      
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Следовательно, в точке 1M  экстремума нет. 

Для точки  1
22 1,M : 6, 6, 24A B C     и 0.    

Следовательно, в точке 2M  заданная функция имеет минимум. 

Значение функции в этой точке min 4z  . 

 

Задание 1.11. Найти экстремумы функций. 
3 31.11.1. 3 1.z x y xy     Ответ. В точке  0, 0  экстремума нет, в 

точке  1, 1  функция имеет минимум. 

1.11.2. .z xy  Ответ. В точке  0, 0  экстремума нет. 

2 21.11.3. 6 9 .z x xy y x y      Ответ. В точке  1, 4  функция 

имеет минимум. 

1.11.4. 2 2 4 .z xy x y    Ответ. Экстремума нет. 

2 31.11.5. 3 18 30 .z x y y x y     Ответ. В точке  1, 3  функция име-

ет минимум. В точках  3, 1  и  3, 1   экстремума нет. В точ-

ке  1, 3    максимум. 

4 21.11.6. 4 2 .z x xy y    

2 21.11.7. 1.z x xy y x y       

  2 21.11.8. 4 .z x y x y     

2 21.11.9. 6 9 .z x xy y x y      

2 21.11.10. 2 2 4 .z xy x y    

 

1.7. Производная по направлению. Градиент 

Пример 1.10. Найти величину и направление градиента  

 2 2lnz x y   в точке  1, 1 .M  

Решение. Найдем частные производные данной функции:  
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2 2 2 2

2 2
;

z x z y

x yx y x y

 
 

  
 и их значения в точке М: 

   2 2
1; 1.

1 1 1 1

z M z M

x y

 
   

   
  

Следовательно, имеем  grad .z M i j   Величина градиента 

равна   2 2grad 1 1 2.z M     

Пример 1.11. Найти производную функции 
2 2z x y   в точке 

 3, 4M  по направлению l, заданному вектором  4, 3a  . 

Решение. Находим частные производные функции z и вычисляем 

их значения в точке М. 

   
2 2 2 2

3 4
; . ; .

5 5

z M z Mz x z y

x x y yx y x y

  
   

    

 

Находим направляющие косинусы вектора a : 

4 4 3 3
cos ; cos .

5 516 9 16 9
 


    

 
 

Следовательно, 
3 4 4 3

0.
5 5 5 5

z

l

  
      

  
 

 

Задание 1.12. Найти величину и направление градиента функции 

в точке М. 

 1.12.1. ln tg ; 1, .
4

z x y M
 

   
 

 

Ответ.    grad 2 ; grad 5.z M i j z M    

 2 2 21.12.2. 2 ; 1, 1, 2 .z x y z xyz M      

Ответ.    grad 6 6 6 ; grad 6 3.z M i j k z M     

 3 3 31.12.3. 3 ; 2, 1, 1 .z x y z xyz M      

Ответ.    grad 15 9 3 ; grad 3 35.z M i j k z M     



 20 

 2 21.12.4. 2 3 4 2 5; 7, 4 .z x xy y x y M       

 2 2 21.12.5. ; 1, 1, 1 .u x y y z z x M    

 2 2 21.12.6. 3 4 2 5 ; 1, 0, 1 .u x y z xy yz xz M       

 2 21.12.7. ln , 1, 1 .z x y M   

 3 3 31.12.8. ; 1, 1,1 .u x y z M     

 
1

1.12.9. ln , 1, 3 .z x M
y

 
  

 
 

 3 3 31.12.10. 6 ; 2, 1, 3 .u x y z xyz M       

 

Задание 1.13. Найти производную функции в точке М по направ-

лению вектора MN . 

   2 21.13.1. ; 1, 1 , 7, 9 .z x xy y M N    Ответ. 
7

.
5

 

   1.13.2. ; 5, 1, 2 , 9, 4, 14 .u xyz M N  Ответ. 
98

.
13

 

   1.13.3. 1; 0, 2, 1 , 12, 3, 4 .u xy yz M MN       Ответ. 1.  

   2 21.13.4. 3 ; 1, 2 , 1, 0 .z x y xy xy M N     

   4 4 2 21.13.5. 2 ; 1, 1 , 1, 1 .z x y x xy y M N       

   1.13.6. ; 2, 3, 4 , 3, 10, 6 .u xy xz yz M N    

   3 3 31.13.7. ; 1, 1, 1 , 0, 2, 3 .u x y z M N       

   3 31.13.8. 3 ; 0, 1 , 1, 1 .z x xy y M N     

   2 21.13.9. 4 ; 0, 1, 2 , 2, 1, 1 .u x y yz M N    

   2 2 21.13.10. 5 7 5 ; 1, 1, 0 , 9, 1, 8 .u x yz xy z xyz M N    
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2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

2.1. Дифференциальные уравнения I порядка с разделяющимися 

переменными 

Пример 2.1. Найти общее решение дифференциального уравне-

ния 
2 1xy y   . 

Решение. 
2 1

dy
x y

dx
  . Разделяем переменные:  

 2

2
1 ; .

1

dy dx
xdy y dx

xy
  


 

Интегрируем: 
2

;
1

dy dx

xy



  arctg ln .y x C   

 

Задание 2.1. Решить уравнения. 

22.1.1. sin .y y x    Ответ. 
1

.
cos

y
x C




 

   2.1.2. 2 1 0.x dy y dx     Ответ.  2 1.y C x    

2

2
2.1.3. .

2

xy
y

x
 


 Ответ.  2 2 .y C x   

 
432.1.4. ; 0 1.xy x e y    Ответ. 

4 41 1 5
; .

4 4 4

x xy e C y e        

   2 22.1.5. 1 0.x x y dx y x dy      

Ответ.  2 21 1 0y y C x     . 

3
2.1.6. .

y
y

x


   Ответ. 2 3 lny x C   . 

22.1.7. ln 0.xydy xdx   Ответ. 2 33 2ln .y x C   

2.1.8. 0.x ye dx ydy    Ответ.  1 .x yy e e y C     

 22.1.9. 2 1 0; 0 2.y x dy xdx y      
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Ответ. 
2 2 2 21 ; 1 1.y x C y x       

 
2

2
2.1.10. ; 0 12.

4

xy
y y

x
  


 Ответ.  2 24 ; 3 .y x C y x    

   2 22.1.11. 0.xy x dx x y y dy     Ответ.  2 1 1.y x C    

2 22.1.12. 1 1 0.x y dy y x dy     Ответ. 
2 21 1 .y x C     

2.1.13. ln 0.y ydx xdy   Ответ.  

   22.1.14. 1 0, 1 1.ydx x dy y     Ответ. 2 33 2ln .y x C   

 

2.2. Однородные дифференциальные уравнения I порядка 

Пример 2.2. Решить решение 
2 22 4xyy y x   . 

Решение. 
 

 

2
2 2

2 2
44

2 4 .
2 2

y

x

y

x

y x
xyy y x y y

xy


         

Данное уравнение является однородным. Сделаем замену 

.
y

u y xu
x

    Тогда .y x u xu u xu        Получаем 

2 24 4 4
.

2 2 2

u u du u
u xu xu u x dx

u u dx u

   
         

Интегрируем 

 

2 2

2 2 2

2 2 2

2 ( ) ( 4)

4 4 4

ln 4 ln ln ln 4 ln 4 .

udu dx d u dx d u dx

x x xu u u

C
u x C u C x u

x


        

  

          

     
 

Так как 
y

u
x

 , то 

2

2
4

y
C x

x

 
   

 

 или 
2 24 0y x Cx     об-

щий интеграл. 
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Задание 2.2. Проинтегрировать уравнения. 

 2 22.2.1. 2 0.x y dx xydy    Ответ. 
2 2 0x y Cx   . 

   2.2.2. 0.x y dx x y dy     Ответ. 
2 22x xy y C   . 

 2 22.2.3. 2 0.x y dx xydy    Ответ. 
2 2x y Cx  . 

2 22.2.4. 4 4 0.y xy x y    Ответ. 
4

.
ln

x
y

x C



. 

 22.2.5. 2 0.xydx y x dy    Ответ. 
2 2y x C y   . 

2.2.6. 0.
y

xy y xtg
x

     Ответ. sin
y

x C
x
 . 

2.2.7. .
y x

y
x y

    Ответ. 
2 3y x  . 

2.2.8. .

sin

x
xy y

y

x

    Ответ. ctg ln
y

x
x

  . 

 2 3 32.2.9. .xy dy y x dx   Ответ. 
3 33 lny x C x   . 

  32.2.10. ln , 1 .
y

xy y y e
x

 
   

 
 Ответ. 

1 2 1;Cx xy xe y xe   . 

2.2.11. .
y

xx y e y
 
   

 
 Ответ. ln

y

xe Cx

 . 

 2 22.2.12. , 1 2.xy y x y y      Ответ.  sin lny x x C   . 

 

2.3. Линейные дифференциальные уравнения I порядка 

Пример 2.3. Решить уравнение 
2y x y x   . 

Решение. Разделим уравнение на x , получаем 
y

y x
x

   . Здесь  
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1

;p x x q x
x

   .Значит, данное уравнение является линейным 

(общий вид линейного уравнения    y p x y q x   ).  

Делаем замену y u v  , тогда .y u v uv     Подставляем в 

уравнение 
y

y x
x

   ; получаем ;
uv

u v uv x
x

      

xdv dv dx
v v x

dx v x
       частное решение.  

Подставляем v x  в   2u xv v xu v x    , получаем 
2 2x u x   

или 1,u u x C     общее решение. Итак,  y x C x    общее 

решение. 

 

Задание 2.3. Решить уравнения. 

3
2.3.1. 4.

y
y

x
    Ответ.  4

3

1
y x C

x
  . 

22.3.2. 2 ln .xy x y x   Ответ. 
ln 1

.
x

y C
x x

    

2.3.3. ctg 2.y x y    Ответ. 2 cos .y C x   

2.3.4. 2.y y x     Ответ. 1 .xy x Ce    

22.3.5. 2 .xy y e    Ответ.   2 .xy x C e   

2.3.6. cos sin 1 0.y x y x       Ответ. sin cos .y x C x    

 
2

2.3.7. ; 0 2.
1

xe
y y y

x



   


 Ответ.  arctg 2 .xy e x   

2

2.3.8. 2 2 .xy xy xe    Ответ.  
22 .xy x C e   

2.3.9. cos .xy y x    Ответ.  
1

siny C x
x

  . 

2
2.3.10. .

cos

x
y ytgx

x
    Ответ. 

2

.
cos

x C
y

x
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2.3.11. 3 4 .xy x y    Ответ. 

4 4

3 3
; .

3 3 1

x x
y y

x C x
   

 
. 

 

2.4. Уравнение Бернулли 

Пример 2.4. Решить уравнение 
3 24

y y x y
x

   . 

Решение. В уравнении присутствуют ,y y  и 
my , значит, урав-

нение можно назвать уравнением Бернулли. Проверим. Общий вид 

уравнения Бернулли     my p x y q x y   . В нашем уравнении 

    34
, ; 2p x q x x m

x
   .  

Сделаем замену ,y uv y u v uv     , тогда 

3 2 3 24 4
u v uv uv x y u v v u v x y

x x

 
          

 
.  

Выберем функцию  v x  так, чтобы 
4

0v v
x

 
   

 
, получаем 

3 2u v x y  , т.е. 

4

3 2 2

0,

.

v
x

v

u v x u v

   

 

 

Из первого уравнения найдем :v  
4

, 4 ,
dv dv dx

v
dx x v x

       

4

4

1
ln 4ln lnv x x v

x


     .  

Подставляем 
4

1
v

x
  во второе уравнение 

3 2 2u v x u v  :  

4 3
3 2

4 8 2 8

1 1
.

du du x x
x u dx

dx x x u x
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1
2 1

ln ln ln .
1

dx u
u du x C xC

x u


      


   

Получаем 
4

1 1
; .

ln ln
u y u v

xC x xC
       

Задание 2.4. Найти общее решение или общий интеграл данного 

уравнения. 

22.4.1. .
y

y y
x

    Ответ. 
1

ln
y

x Cx
  . 

41
2.4.2. .

3

xy y e y    Ответ.  
3

1
3xe C x

y
  . 

32.4.3. .
dy

x y xy
dx
    Ответ. 

2

2

1

2
y

x Cx



. 

2 22
2.4.4. cos .y y x x y

x
       Ответ.  21

sinx x C
y
  . 

2 22.4.5. ln .xy y y x x    Ответ.  
1

1 lnC x x
xy

   . 

22.4.6. .
y

y xy
x

    Ответ. 

21

3

x C

y x
   . 

 2 32.4.7. 2 .xy y y x x     Ответ. 
3

1

ln
y

Cx x x x


 
. 

22.4.8. 4 .xy y x y    Ответ.  
24 ln ; 0y x x C y   . 

22.4.9. .xy y xy     Ответ. 
 

1

ln
y

x C x



. 

3

2
2.4.10. 3 2 .

x
xy y

y
    Ответ. 

3 2 3y Cx x  . 

22.4.11. ln .xy y y x    Ответ. 
1

ln 1 .x Cx
y
    

 

Интегрируем уравнение: 
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2.5. Дифференциальные уравнения высших порядков, допуска-

ющие понижение порядка 

Пример 2.5. Найти частное решение уравнения 
2cosIVy x , 

удовлетворяющее начальным условиям:  
1

0 ,
32

y    0 0,y   

   
1

0 , 0 0.
8

y y    

Решение. Найдем общее решение последовательным интегриро-

ванием данного уравнения: 

 2

1

1 1 1
cos 1 cos2 sin 2 .

2 2 4
y xdx x dx x x C         

2

1 1 2

1 1 1
sin 2 cos2 .

2 4 4 8

x
y x x C dx x C x C

 
        

 
  

2 3 2

1 2 1 2 3

1 1
cos2 sin 2 .

4 8 12 16 2

x x x
y x C x C dx x C C x C

 
          

 


3 2

1 2 3

4 3 2

1 2
3 4

1
sin 2

12 16 2

1
cos2 .

48 32 6 2

x x
y x C C x C dx

x C x C x
x C x C

 
      

 

     


 

Воспользуемся начальными условиями: 

1 1
0, , 0, , 0.

32 8
o o o o ox y y y y        

1 1 2 2 3 3

4 4

1 1 1
0 0; ; 0 0;

8 8 4

1 1
0.

32 32

C C C C C C

C C

          

   

 

Следовательно, искомое частное решение имеет вид: 
4 21

cos2 .
48 32 8

x x
y x    
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Задание 2.5. Решить уравнения. 

     2.5.1. sin , 0 0, 0 0, 0 2.y x x y y y        

Ответ. 
2cos 3sin 2 .y x x x x x      

42.5.2. sin sin2 .y x x    Ответ. 
2

1 2 3lnsin .y x C x C x C     

2 32.5.3. 2sin cos sin .y x x x    Ответ. 
3

1 2

1
sin .

3
y x C x C    

     2.5.4. , 0 0, 0 2, 0 2xy x e y y y        

Ответ.  
23

3 3.
2

x x
y x e      

52.5.5. 4 .xy e x    Ответ. 

4 2
5 1

2 3

1
.

125 6 2

x x C x
y e C x C      

   
1

2.5.6. ln , 1 0, 1 .
9

y x x y y      

Ответ. 

3 35 13 2
ln .

6 36 36 9

x x
y x x      

 

Пример 2.6. Найти решение уравнения ln
y

xy y
x

 
   

 
. 

Решение. Это уравнение не содержит искомой функции  y x .  

Полагая y p  , где  p p x , преобразуем уравнение к виду 

ln
p

x p p
x

 
    

 
. Отсюда имеем ln

p p
p

x x

 
    

 
  однородное 

уравнение первого порядка.  

Полагая 
p

u
x
 , откуда ,p u x p u x u      , получим уравне-

ние lnu x u u u      или  1 ln 0
du

x u u
dx

    . 
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Разделяя переменные, получим 
 

0.
1 ln

du dx

u u x
 


  

Интегрируя 
 

1ln
1 ln

du dx
C

u u x
 

  , получим  

1ln ln 1 ln lnu x C    или 
1ln 1u C x  , откуда 1 1C x

u e


 . 

Возвращаясь к функции y , приходим к уравнению  

1 1C x
y p x e

    .  

Следовательно, 1 1 11 1 1

22

1 1

1 1C x C x C x
y x e dx x e e C

C C

  
      . 

 

Задание 2.6. Решить уравнения. 

     2.6.1. 1 , 2 1, 2 1.
1

y
y x x y y

x


      


 

Ответ. 

4 3 23 4 36 72 8
.

24

x x x x
y

   
  

 22.6.2. 1 2.x y xy      

Ответ.  
2

1 2arcsin arcsin .y x C x C    

2.6.3. .y y x    Ответ. 
 

2

1 2

1
.

2

xx
y C e C


     

 2 22.6.4. 1 1 0.x y y       

Ответ.    2 1

1 1 1 21 ln 1 .y C C x C x C       

 2.6.5. 1 sin cos .x y x y     Ответ. 1 1 2cos .y C x C x C    

2.6.6. tg 2 .x y y    Ответ. 1 1
2

sin 2
.

2 4

C x C x
y C    

 

Пример 2.7. Решить уравнение 
21 y yy   . 
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Решение. Это уравнение не содержит независимую переменную 

х. Положим  y z y  . Тогда 
dz

y z
dy

   . Уравнение примет вид 

21
dz

z y z
dy

    . Это уравнение первого порядка относительно z с 

разделяющимися переменными. Далее разделяем переменные и ин-

тегрируем: 
2

;
1

zdz dy

z y



  2

1ln 1 2ln 2lnz y C    или 

2 2 2

11 ;z C y   
2 2

1 1z C y   . Возвращаясь к функции у, имеем  

2 2

1 2 2

1

1; .
1

dy
y C y dx

C y
     


  

Интегрируя получаем общий интеграл:  

 2 2

1 1 2

1

1
ln 1 .C y C y x C

C
      

Пример 2.8. Решить уравнение 
2 0,yy y     0 1,y   

 0 2y  . 

Решение. Положим  y z y  . Тогда y z z   . Уравнение при-

мет вид 
2 0y z z z     .  Разделим на z, тогда 0.

dz
y z

dy
     

Разделяя переменные и интегрируя, получим 

1 10, ln ln ln , .
dz dy

z y C z C y
z y
      

Возвращаясь к функции у, получаем 1y C y  . Разделяя пере-

менные и интегрируя, получаем 

1 2

1 1 2, ln , .
C x Cdy

C dx y C x C y e
y


     

Находим 1 20

1 1 22 1 2. 1 0.
C C

C C e C
 

         

Итак, частное решение 
2xy e . 
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Задание 2.7. Решить уравнения. 

  22.7.1. 2 3 2 0.y y y     Ответ. 1 20,5ln 2 3 .y C x C    

       
2 3

2.7.2. , 1 1, 1 1.y y y y y y          

Ответ. 2ln .y y x   

2.7.3. .
y

y
y


   Ответ. 1 1 20,5 ln 2 .y C y C C x     

2 32.7.4. 3 .y y y    Ответ. 

4

2

1

1
.

4

y
y C x

C

 
   

 
 

32.7.5. 0.y y    Ответ. 

2

2

1

1
.

2

y
y C x

C

 
   

 
 

32.7.6. 1 0.y y     Ответ. 
 

5
4

2 14 4 5
.

5

x C C
y

 
  

 

2.6. Линейные однородные ДУ II порядка с постоянными коэф-

фициентами 

Пример 2.9. Найти общее решение уравнения 5 4 0IIy y y   . 

Решение. Характеристическое уравнение данного дифференци-

ального уравнения имеет вид 2 5 4 0k k   . Его корни вещественные 

и различные 
1 21, 4k k  . Следовательно, общее решение исходного 

уравнения имеет вид 4

1 2

x xy C e C e  . 

Пример 2.10. Найти общее решение уравнения 6 9 0IIy y   . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 2 6 9 0k k   . 

Оно имеет кратный корень 3k  . Следовательно, общее решение 

имеет вид  3

1 2

xy e C C x  . 

Пример 2.11. Найти общее решение уравнения 

2 2 0IIy y y   . 

Решение. Соответствующее характеристическое уравнение име-

ет вид 2 2 2 0k k   . Так как дискриминант этого уравнения равен  
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(-4), то уравнение имеет комплексно-сопряженные корни 
1 1 ,k i   

2 1k i  . Следовательно, общее решение исходного уравнения зада-

ется формулой  1 2cos sinxy e C x C x   

Пример 2.12. Найти частное решение уравнения 

2 0IIy y y   , удовлетворяющее начальным условиям:  0 0,y   

 0 3y  . 

Решение. Характеристическое уравнение 2 2 0k k    имеет два 

различных корня 
1 22, 1k k   . Следовательно, общее решение 

имеет вид 2

1 2

x xy C e C e  . Подставляя начальные условия в общее 

решение и его производную 2

1 22 x xy C e C e   , получим систему 

уравнений относительно 
1 2иC C : 1 2

1 2

0

3 2

C C

C C

 


 
, откуда 

1 21, 1C C   . 

Значит, частное решение, удовлетворяющее поставленным началь-

ным условиям, имеет вид 2x xy e e  . 

 

Задание 2.8. Найти общее решение дифференциального уравне-

ния. 

2.8.1. 4 8 0.y y y     Ответ.  2

1 2cos2 sin 2 .xy e C x C x   

2.8.2. 9 0.y y     Ответ. 1 2cos3 sin3 .y C x C x   

2.8.3. 2 0.y y     Ответ. 
2

1 2 .xy C C e   

2.8.4. 6 13 0.y y y     Ответ.  3

1 2cos2 sin 2 .xy e C x C x   

2.8.5. 2 2 0.y y y     Ответ.  1 2cos sin .xy e C x C x   

2.8.6. 25 0.y y     Ответ. 1 2cos5 sin5 .y C x C x   

2.8.7. 4 0.y y     Ответ. 
4

1 2 .xy C C e   

2.8.8. 2 10 0.y y y     Ответ.  1 2cos3 sin3 .xy e C x C x   

2.8.9. 2 8 0.y y y      Ответ. 
4 2

1 2 .x xy C e C e   

2.8.10. 16 0.y y     Ответ. 1 2cos4 sin4 .y C x C x   
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Задание 2.9. Найти частное решение уравнения, удовлетворяю-

щее заданным начальным условиям. 

   2.9.1. 4 20 0, 0 0 1.y y y y y         

Ответ. 
2 1

cos4 sin 4 .
4

xy e x x
 

   
 

 

   2.9.2. 2 0, 0 2, 0 1.y y y y y         

Ответ.  3 2 .xy e x   

   2.9.3. 2 5 0, 0 2, 0 0.y y y y y         

Ответ.  2cos2 2sin 2 .xy e x x    

   2.9.4. 4 0, 0 0 2.y y y y      Ответ. 
2 21 3

.
2 2

x xy e e   

   2.9.5. 3 2 0, 0 1, 0 2.y y y y y         

Ответ. 
23 4 .x xy e e   

   2.9.6. 2 0, 0 1, 0 2.y y y y        Ответ. 
2xy e  . 

   2.9.7. 7 12 0, 0 0, 0 2.y y y y y         

Ответ. 
4 32 2 .x xy e e   

   2.9.8. 4 3 0, 0 2, 0 4.y y y y y        

Ответ. 4
24 14

.
5 5

x

xy e e   

   2.9.9. 4 5 0, 0 4, 0 0.y y y y y        

Ответ.  2 4cos 8sin .xy e x x   

   2.9.10. 4 4 0, 0 1, 0 2.y y y y y        

Ответ. 2
3

1 .
2

x

y e x
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2.7. Линейные ДУ II порядка с постоянными коэффициентами 

со специальной правой частью 

Пример 2.13. Решить уравнение 
II xy y x e   . 

Решение. Общее решение будем искать в виде  

*y y y  , 

где y   общее решение соответствующего однородного уравнения 

(ищется с помощью характеристического уравнения), 
*y   частное 

решение исходного уравнения (ищется по специальной правой части 

уравнения). 

Если      cos sinx

n mf x e P x x Q x x       , тогда  

   * cos sinr x

l ly x e P x x Q x x       , 

где r – показатель кратности корня i   в характеристическом 

уравнении,  lP x  и  lQ x   полные многочлены от х степени l с не-

определенными коэффициентами, где  max ,l m n . 

Составим характеристическое уравнение 2 1 0k   . Оно имеет 

корни 1 2,k i k i   , поэтому общее решение соответствующего од-

нородного уравнения имеет вид 1 2cos sin .y C x C x   

Частное решение исходного уравнения будем искать в виде  

 *

xy Ax B e  , где   ,xf x x e   1, 0, 1i       . Следова-

тельно, такого корня нет.  

Выражение Ax B  соответствует двучлену первой степени с не-

определенными коэффициентами, поскольку   xf x x e   и х  одно-

член первой степени. 

Для нахождения неопределенных коэффициентов А и В, подста-

вим частное решение 
*y  в исходное уравнение. Для этого найдем 

     * *, 2 .x x x x x x xy Ae Ax B e y Ae Ae Ax B e Ae Ax B e          

Подставляя в уравнение, получаем: 

   2 2 2 2 .x x x xy y Ae Ax B e Ax B e xe A Ax B x             

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в левой 

и правой части равенства, получаем:  



 35 

2 2 0 1 1
, .

2 1 2 2

A B
A B

A

 
   


 

Следовательно, общее решение исходного уравнения имеет вид  

1 2

1 1
cos sin .

2 2

xy C x C x x e
 

    
 

 

Пример 2.14. Решить уравнение 2 cos 3sinIIy y y x x    . 

Решение. Общее решение ищем в виде 
*y y y  . Для нахожде-

ния y  составим характеристическое уравнение для соответствую-

щего однородного уравнения 2 0y y y    : 2 2 0k k   . Оно 

имеет два различных корня 1 21, 2k k   . Следовательно, общее 

решение однородного уравнения 2

1 2

x xy C e C e  . 

Частное решение * cos siny A x B x  . Поскольку: 1) 0, 1,    

i i     не являются корнями характеристического уравнения, 

следовательно, 0r  ; 2) 0m n  , следовательно, 0l  . Получаем 

   ,o oP x A Q x B  . 

Подставим 
*y  в исходное уравнение. Имеем 

* *sin cos , cos sin .y A x B x y A x B x        

Следовательно, получаем  

cos sin sin cos 2 sin 2 cos cos 3sin .A x B x A x B x A x B x x x         

Группируя неизвестные коэффициенты при sin x  и cos x  получа-

ем    3 cos 3 sin cos 3sinB A x B A x x x      . Сравниваем коэф-

фициенты в левой и правой части тождества при  

3 1
0, 1.

3 3

B A
A B

B A

 
  

   
  

Решением уравнения будет 
2

1 2 sin .x xy C e C e x    

Пример 2.15. Найти частное решение уравнения 3siny y x   , 

удовлетворяющее начальным условиям:    0 0 0y y  . 

Решение. Найдем общее решение *y y y   данного уравнения.  



 36 

Характеристическое уравнение имеет вид 2 1 0k    и имеет два 

различных корня 
1 2,k i k i   . Следовательно, 

1 2cos siny C x C x  . 

Частное решение 
*y  ищем в виде  * cos siny x A x B x  . По-

скольку по правой части   3sin , 0, 1,f x x     i i     являют-

ся корнями характеристического уравнения кратности 1  1r  ; 

0m n l   . 

Подставим 
*y  в исходное уравнение  

   * sin cos cos siny x A x B x A x B x      , 

     * sin cos cos sin sin cos .y A x B x x A x B x A x B x           

Итак, 2 sin 2 cos 3sin .y y A x B x x       Откуда получаем  

3
2 3, 2 0 , 0.

2
A B A B        Следовательно, *

3
cos .

2
y x x   

Общее решение примет вид 1 2

3
cos sin cos .

2
y C x C x x x    

Постоянные 1 2иC C  найдем, используя начальные условия. 

Имеем 1 2

3 3
sin cos cos sin .

2 2
y C x C x x x x       Далее,  

  1 2 1

3
0 cos0 sin0 0 cos0 ,

2
y C C C       

  1 2 2

3 3 3
0 sin0 cos0 cos0 0 sin0

2 2 2
y C C C            

Получаем систему уравнений: 
1

1 2

2

0,
3

0, .3
20.

2

C

C C
C




  
 



 

Частное решение, удовлетворяющее заданным условиям имеет 

вид 
3 3

sin cos .
2 2

y x x x   

 

Задание 2.10. Решить уравнения: 

62.10.1. 12 40 2 .xy y y e     Ответ.  6 6

1 2

1
cos2 sin 2 .

2

x xy e C x C x e    
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2.10.2. 9 4cos 8sin .y y x x      

Ответ. 1 2

1
cos3 sin3 cos sin .

2
y C x C x x x     

2.10.3. 5 6 3cos 19sin .y y y x x       

Ответ. 3 2

1 2

11 8
cos sin .

5 5

x xy C e C e x x     

22.10.4. 6 21 .xy y y e     Ответ. 232
1 2 .

xx

xy C e C e e


    

52.10.5. 8 25 18 .xy y y e     Ответ.  4 5

1 2

1
cos3 sin3 .

5

x xy e C x C x e    

 

Задание 2.11. Найти частное решение ДУ, удовлетворяющего за-

данным начальным условиям. 

   22.11.1. 4 5 5 32 5, 0 4, 0 0.y y y x x y y           

Ответ.  2 22sin 3cos 8 7.xy e x x x x      

   2 22.11.2. 4 20 16 , 0 0 1.xy y y x e y y          

Ответ. 
2 2 21 1

cos4 sin 4 .
4 8

x xy e x x e x
   

       
   

 

   2.11.3. 4 4 25cos , 0 1, 0 2.y y y x y y          

Ответ.  2 2 3cos 4sin .
x

y e x x x      

   2.11.4. 2 1, 0 1, 0 0.y y x y y         

Ответ. 22 3 3 .xy e x x     

   2.11.5. 16 8cos4 , 0 2, 0 4.y y x y y       

Ответ.  2cos4 sin4 1 .y x x x    

 

2.8. Системы линейных ДУ II порядка с постоянными коэффи-

циентами 

Пример 2.16. Проинтегрировать систему ДУ: 
3

.
5

y y z

z y z

  

  

 

Решение. Дифференцируем первое уравнение 3y y z   . 
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Подставляем в правую часть полученного уравнения правые ча-

сти из системы:    3 3 5 4 2y y z y z y z        (*).  

Определяем z из первого уравнения исходной системы 

3z y y    и подставляем его выражение в (*): 

 4 2 3 2 2 2 2 0.y y y y y y y y y                

Решаем полученное уравнение. Имеем:  
2

1,22 2 0 1k k k i      . 

Находим y:  1 2cos sinxy e C x C x  . Поскольку 3z y y    и 

   1 2 1 2cos sin sin cos ,x xy e C x C x e C x C x       то имеем 

   1 2 1 2cos sin sin cosx xz e C x C x e C x C x        

     1 2 1 2 1 23 cos sin 2 cos 2 sin ,x xe C x C x e C C x C C x          

Следовательно, решение системы дифференциальных уравнений 

имеет вид: 

 1 2cos sinxy e C x C x  , 

   1 2 1 22 cos 2 sin .xz e C C x C C x        

 

Задание 2.12. Проинтегрировать систему ДУ. 

,
2.12.1.

.

y y z

z y z

  

  

  Ответ. 
 

 

1 2

1 2

cos + sin ,

sin - cos .

x

x

y e C x C x

z e C x C x




. 

3 2 ,
2.12.2.

2 .

y y z

z y z

  

  

  

 2

1 2

2 1 2 2 1

 . cos 3 + sin 3 ,

3 3
cos 3 sin 3 .

2 2

x

x

Ответ y e C x C x

C C C C
z e x x



  
   

 

 

2 ,
2.12.3.

4 .

y y z

z y z

  

  

  

Ответ. 
3 3 3 3

1 2 2 1+ , 2x x x xy C e C e z C e C e    . 
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4 5 ,
2.12.4.

3 4 .

y y z

z y z

  

  

  

Ответ. 1 2 1 2+ , 0,6x x x xy C e C e z C e C e    . 

3 ,
2.12.5.

5 3 .

y y z

z y z

  

   

  

Ответ. 
2 2 2 2

1 2 1 2+ , 5 .x x x xy C e C e z C e C e      

4 3 ,
2.12.6.

3 2 .

y y z

z y z

  

  

  

Ответ.     1
1 2 1 2 23

, .x x xy e C C x z e C C x C e      
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