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Рассматривается роль и место схематизации при расчетах мобильной машины как многомассовой сис
темы. В отличие от распространенных подходов «объект — уравнения — решение» обосновывается не
обходимость начального этапа корректной схематизации объекта и подход «объект — механическая 
система — расчетная модель — (символическая модель) — уравнения — решение». Предлагается и обо
сновывается концепция регулярной механической системы, правила построения корректных моделей ме
ханики из элементарных механических объектов.
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Введение. Главенствующими тенденциями в раз
витии транспортных средств на современном этапе 
выступают повышение безопасности и энергоэффек
тивности [1—4]. К  последней тенденции, помимо 
экономии топлива, непосредственное отношение 
имеет и сокращение вредных выбросов. Одним из 
направлений в рамках второй тенденции, является 
электрификация транспортных средств.

Как отмечается в [3], «...разработка электрифи
цированных транспортных средств требует не только 
большого внимания к замене двигателя внутреннего 
сгорания электрической двигательной установкой, 
но нуждается также и во всех компетентностях дина
мики систем транспортного средства, которые мы 
приобрели в течение 125 лет автомобильной исто
рии, и которая, казалось, стала старомодной дис
циплиной несколько лет назад».

Развитие подходов к повышению безопаснос
ти и энергоэффективности во все большей степе
ни связывается с использованием корректных ме
ханических моделей, а также основанных на них 
комбинированных (мультидисциплинарных) мо
делей не только при проектировании (расчеты, 
имитация, оптимизация). Особое значение приоб
ретает корректная работа таких моделей в режиме 
реального времени, при разнообразных, в том чис
ле экстремальных условиях эксплуатации и дей
ствиях оператора. Подобные случаи предъявляют 
повышенные требования к быстродействию моде

лей, их корректности при критических сочетаниях 
параметров. Кроме того, расчеты нагрузочных ре
жимов на базе механических моделей остаются тра
диционно важными в исследованиях мобильных 
машин с выходом на вопросы их безотказности и 
долговечности, включая вероятностные оценки 
показателей указанных свойств.

Становление механики связано с именами Нью
тона, Эйлера, Даламбера, Лагранжа, которые созда
ли математические основы для составления уравне
ний движения механических объектов. Поэтому во 
многих учебных и научных источниках основное 
внимание уделяется вопросам формирования матема
тических моделей как исходному этапу процесса ис
следования механических объектов.

С появлением методов компьютерной механи
ки ситуация изменилась. Аналитические подходы 
классиков механики оказались непригодными для 
формального описания систем и построения их ав
томатизированного математического описания. По
явилось достаточно много программных пакетов, в 
которых начальным этапом является построение ме
ханической, графовой или иной модели объекта. При 
этом уравнения движения формируются на последу
ющем этапе, и, как правило, это происходит автома
тически, без привлечения пользователя. Таким обра
зом, все очевиднее становится положение о том, что 
начальным этапом исследования механического объек
та является его схематизация в виде объектной меха
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нической модели, т.е. модели, состоящей из элементар
ных механических объектов (масс, упругих звеньев, 
демпфирующих элементов, фрикционных пар, раз
нообразных соединений и т.д.). При этом возникает 
проблема, каким образом формировать систему? 
Следует ли придерживаться каких-либо правил, ог
раничений, или можно соединять элементарные 
объекты произвольным способом? Каков начальный 
этап представления системы?

В этой связи можно принять во внимание отра
ботанные правила представления заявок на изобре
тения. В них (например, Инструкция к Договору
0 патентной кооперации (РСТ), имеющая силу с
1 июля 2011) указывается, что при представлении 
изобретений в области механики и электротехники 
обязательно требуются чертежи заявляемого объек
та. Описание объекта должно быть выполнено так, 
чтобы не было догадок и предположений о его кон
структивном исполнении. Описание объекта начи
нают с описания его конструкции, рассматриваемой 
в статическом состоянии, затем дается описание ра
бочего процесса объекта.

Проведя аналогию, можно полагать, что чер
теж играет роль механической модели, а описание 
рабочего процесса — это математическая модель, 
отражающая движение объекта. Следовательно, 
объектная модель предшествует формулам, кото
рые описывают поведение объекта.

Формирование исходной механической моде
ли — это творческий процесс. Исходная модель 
подлежит критическому анализу, обсуждению, в 
какой степени она отражает реальный объект. Со
ставление математической модели — процесс фор
мализованный или происходящий на основе опре
деленных формализмов.

Ключевые вопросы, затрагиваемые в статье: 1) что 
первично, механическая модель или математическое 
описание объекта; 2) все ли механические модели 
корректны; 3) для всех ли математических моделей 
можно составить соответствующую механическую 
модель; 4) как квалифицировать математическую 
модель, которая не имеет механического аналога?

Цель и основная идея работы — показать целе
сообразность схематизации механических объек
тов в виде регулярных механических систем. Вводит
ся понятие регулярной механической системы и 
динамической схемы. Подход, основанный на ре
гулярных структурах, обеспечивает корректное 
представление объектов механики и возможность 
формирования их математических моделей в авто
матизированном режиме по виртуально представ
ленной механической системе.

Понятия «Multibody system» и «Multibody Dynamics». 
С развитием вычислительных методов и их приме
нения к решению задач механики в англоязычной 
литературе начинаю т использоваться термины  
«Multibody system» и «Multibody Dynamics». В рус
скоязычной литературе их устоявшихся аналогов 
пока нет. Автор статьи в своих работах использует

термины «М ногомассовая система», «Динамика 
многомассовых систем». Есть и иные переводы, 
например, «Динамика систем твердых тел», «Ди
намика многокомпонентных систем».

Англоязычная Wikipedia говорит о Multibody system 
следующее [5]: «Многомассовая система использует
ся для того, чтобы моделировать динамическое пове
дение взаимосвязанных твердых и гибких тел, каждое 
из которых может подвергаться большим поступатель
ным или вращательным перемещениям».

Таким образом, многомассовая система исполь
зуется для решения задач кинематики и динамики в 
тех случаях, когда система совершает большие пере
мещения, особенно в робототехнике, транспортных 
средствах. Важной особенностью формализма, осно
ванного на понятии многомассовой системы, являет
ся возможность алгоритмизации и компьютерной под
держки при моделировании, анализе и оптимизации 
систем произвольного вида, состоящих из многих тел.

Одной из первых монографий по данной тема
тике является переведенная на русский язык кни
га Й. Виттенбурга [6]. Следует отметить, что в ней 
рассматриваются в основном твердые тела, соеди
ненные шарнирами, и для практического приме
нения в расчетах транспортных средств эта работа 
мало пригодна.

В монографии, изданной в 2011 году под эгидой 
IFToMM (International Federation for the Promotion of 
Mechanism and Machine Science — Международная 
федерация по теории механизмов и машин [7]), со
держится глава [8], посвященная развитию направ
ления Multibody Dynamics. В ней указывается, что 
историческое развитие динамики многомассовых 
систем рассмотрено в работах [9] и [ 10]. Первый меж
дународный симпозиум по динамике многомассовых 
систем прошел в Мюнхене, Германия, в 1977 [11]. 
С тех пор по данному направлению регулярно про
водятся форумы мирового уровня. В 2005 году 
IFToMM учредил Technical Committee for Multibody 
Dynamics (Технический комитет по динамике мно
гомассовых систем). Его цель — продвигать деятель
ность международного сообщества по динамике 
многомассовых систем и служить каналом комму
никации среди его участников. Комитет сосредота
чивает свою деятельность по следующим трем аспек
там: координация и поддержка конференций по 
своему направлению, публикация отобранных ста
тей в журналах по динамике многомассовых систем, 
ведение веб-сайта [12].

Программные средства для расчета многомас
совых систем. В работе [13] программные пакеты 
классифицированы на четыре класса. В таблице 1 
представлены перечень и особенности характер
ных программных средств, обновленные с момен
та опубликования работы [13], предлож енная 
классификация при этом сохраняет свою актуаль
ность. За каждым из выделенных четырех классов 
программных пакетов стоит определенный мето
дологический подход.
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Таблица 1 — Классификация программного обеспечения для расчета многомассовых систем

Программное
обеспечение

Разработчик (веб-сайт)
Назначение программного пакета, особенности

Класс 1 «Тела и связи»
Работа с трехмерными объектами, имеются средства для формирования связей между ними

ADAMS
MSC.Software (httpy/www.mscsoltware.com'I’roducts/CAE-Tools/Adams.aspx) 
Моделирование широкого спектра механических систем

SimPack
INTEC GmbH (http://www.simpack.com)
Механические системы, включая сложные многомассовые системы

CarSim, TruckSim, 
BikeSim, SuspensionSim

Mechanical Simulation Corp (http://www.carsim.com) 
Динамические испытания транспортных средств

Multibody Dynamics 
Simulation (MDS)

Concurrent Dynamics International (http://www.concurrent-dynamies.com)
Моделирование многомассовых динамических авиационных, автомобильных и других 
приложений

SAMCEF Mecano
Samtech (www.sameefcom)
SAMCEF Mecano allows the numerical simulation o f 3D flexible multibody systems with any kind of 
kinematical joints or contact conditions between flexible bodies.

VORTEX

CMLabs Simulations (http://www.cm-labs.com)
Внедорожные автомобили, машины и роботы
Vortex puts your vehicles, robots, heavy equipment and more into high-fidelity synthetic environments for 
operator training, mission rehearsal, virtual prototyping and testing. .

Класс 2 «Уравнения»
Возможности составлять математическую модель объекта

acsIX

The AEgis Technologies Group (httpУ/www.aegistg.com)
Динамика автомобиля и его компонентов
The AEgis Technologies Group is now the largest provider o f 3D visualization and embedded training 
devices for unmanned systems.

ExpertControl
ExpertControl GmbH (http:7www.expertcontrol.com) 
Динамические модели на основе экспериментальных данных

SDX
Eclipse Software (http://www.sdynamix.com)
Динамические системы на основе уравнений матанализа

SimCreator
Realtime Technologies (http://www.simcreator.com) 
Распределенные модели в реальном времени

VisSim
Visual Solutions (http://vissim.com)
Комплексные динамические системы
VisSim is a visual language for modeling and simulating nonlinear dynamic systems.

Класс 3 «Библиотеки узлов»
Использование библиотек типов распространенных узлов

20-SIM Controllab Products B.V. (http://www.20sim.com)
Электро-, гидро- и механические системы, включая их комбинации

LMS
Imagine. Lab 
AM ESim

LMS International (http://www.lmsintl.com/imagine-amesim-suite)
LMS Imagine.Lab AMESim offers a complete ID  simulation suite to model and analyze 
multi-domain, intelligent systems and predict their multi-disciplinary performance.
Model components are described using validated analytical models that represent the system’s 
actual hydraulic, pneumatic, electric or mechanical behavior

DYMOLA
Dynasim AB (http://www.3ds.com/products/catia/portfolio/dymola) 
Системы для автомобильных и технологических приложений

ITI-S1M
Simulation

ITI ( jmb Н (http y/www. iti.de)
Динамическое поведение технических объектов и систем
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Окончание таблицы /

EASY5

MSC.Software (http://w w w m scsoftw are.com /Products/CAE-Tools/Easy5.aspx) 
М оделирование динамических систем на основе схем
Typical applications o f Easy5 include control systems, hydraulics (including therm al effects), 
pneum atics, gaseous flow, therm al, electrical, m echanical, refrigeration, environm ent control, 
lubrication or fuel systems, and sam pled-data/discrete-tim e behavior

Kinematic 3.0
О бъединенный институт маш иностроения HAH Беларуси (http://www.oim .by) 
Объекты, представленные на основе типовых компонентов трансмиссии [14]

Класс 4 «Структурные компоненты»
О писание объектов на уровне структуры

M otionGenesis Капе 
5.3

O n lin e  Dynamics (www.M otionGenesis.com)
С имвольное описание многомассовых объектов
M otionG enesis Капе 5.3 is a  fast, com pact, highly-advanced symbolic m anipulator w ith expert 
tools for m athem atics code generation, and forces and m otion

Visual Statics 
Dynamics

О бъединенный институт маш иностроения HAH Беларуси (http://www.oim .by) 
С коростной и силовой расчеты (Visual Statics) и динамический расчет (Dynamics) 
объектов, представленных на основе регулярных структурных компонентов 115], [16]

MapleSim
M aplesoft (http://w w w .m aplesoft.com /products/m aplesim /index.aspx)
It combines graph theory w ith engineering m echanics in algorithms tha t autom atically generate 
the system equations from the system model

N EW EU L

Institute o f Engineering and C om putational M echanics, University o f Stuttgart 
(http://w w w .itm .uni-stuttgart.de/research/new eul)
N EW E U L  comprises the com putation o f the symbolic equations o f m otion and the simulation 
o f  the dynamic behaviour

MBDyn
Politecnico di M ilano (www.aero.polimi.it/~mbdyn)
M BD yn is a full-featured initial-value problem  solver for m echanical, aeroelastic and 
multidisciplinary problems

Класс 1 «Тела и связи». К  этому классу отнесены 
универсальные программные пакеты, которые ори
ентированы на 3D-моделирование тел со связями 
между телами.

Класс 2 «Уравнения». В него вошли пакеты, об
легчающие составление математической модели 
объекта. Их основные преимущества состоят в 
удобном применении для Hardware- и Software-in- 
Ш е-Ьоор-моделирования и удобном взаимодей
ствии с другими классами.

Класс 3 «Библиотеки компонентов». Этот класс 
составляют пакеты, в которых используются биб
лиотеки типов и видов распространенных узлов. 
Они представляют собой достаточно удобные при
ложения, которые не требуют детального описания 
исследуемого объекта, что важно для сложных мно
гомассовых систем, таких как роботы или автомо
били. Однако пространство компонентов в любом 
пакете ограничено, что сужает универсализм и об
ласти применения пакетов данного класса.

Класс 4 «Структурные компоненты». Рассматри
ваемый класс охватывает пакеты программ, опери
рующие более абстрактными объектами по сравне
нию с классом «Библиотеки компонентов». Такие 
пакеты используют символические, лингвистичес
кие и другие удобные виды представления объектов. 
Однако ряд методик и приложений в этом классе 
имеют определенные трудности применения, воз

никающие из-за их чрезмерной абстрактности. Кро
ме того, они не представляют реальную конфигура
цию объекта и модель конструкции в привычной для 
инженерных дисциплин форме. Разработанные в 
Объединенном институте машиностроения НАН 
Беларуси базовые версии пакетов 115], [16] призва
ны сохранить достоинства 4-го класса и при этом 
использовать изображения систем в максимально 
понятном пользователю-механику виде.

Представленные программные пакеты отража
ют разнообразие подходов к  схематизации объек
тов механики. Наличие пакета, предоставляюще
го пользователю  возм ож ность  «собирать» из 
компонентов систему, казалось бы, снимает про
блему схематизации. Однако, как будет показано 
ниже, не все возможные варианты построения си
стемы приводят к корректным решениям. Это еще 
раз подчеркивает актуальность проблемы постро
ения корректных моделей механических систем.

Характерные примеры некорректной и неудачной 
схематизации механических объектов. В качестве 
примера, поясняющего проблему, рассмотрим ме
ханические модели, показанные на рисунке 1.

В случае, представленном на рисунке 1 а , мо
мент в упругом звене £ всегда равен нагружающему 
моменту М0. Этот случай не воспроизводит динами
ку, которая имеет место в реальных системах, обла
дающих массой. Введение в модель инерционной
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массы с любым, сколь угодно малым моментом 
инерции J, принципиальным образом изменяет по
ведение модели. В случае, приведенном на рисунке 
1 б, получается динамическая система, в которой 
происходит колебательный процесс. Максималь
ный момент в упругом звене Мтт = 2М0. При этом 
не имеет значения величина податливости Е. Как 
видно, некорректная схематизация приводит к су
щественной ошибке при динамическом расчете.

Второй пример представлен на рисунке 2. Схе
ма по рисунку 2 а часто используется в учебной и 
научной литературе для моделирования ведущего 
колеса [17]—[19], а ее зеркальное отображение — 
для моделирования сцепления силового агрегата 
мобильной машины [20].

Анализ этой схемы показывает, что в ней упру
гое звено нагружается моментом, равным Мр а, кро
ме того, невозможно осуществить замыкание фрик
циона, в котором действует момент Мр поскольку 
нельзя вычислить координаты безмассового конца 
упругого вала Е. В работе [21 ] данная модель тести
ровалась в пакете Dymola с использованием стан
дартной библиотеки Modelica.Mechanics.Rotational. 
Показано, что модель не позволяет получить реше
ние, процесс имитации прерывается. Таким обра
зом, подобную модель нельзя использовать для ими
тации контакта колеса с дорогой или работы 
сцепления силового агрегата.

Очевидно, что модель по рисунку 2 6 — коррек
тная, в ней упругий момент может существенно пре
вышать момент трения фрикциона, и его величина 
зависит от соотношения инерционных параметров, 
процесс замыкания может быть обеспечен при ана
лизе скоростей замыкаемых масс JКА и JA.

Следующий пример (рисунок 3 а) иллюстри
рует ситуацию, когда неудачная схематизация — 
присоединение демпфирующих элементов не к 
массе — существенно затрудняет формирование 
математической модели.

Для схемы, изображенной на рисунке 3 а, имеем

1) J j<P| + М j£ + М ^  — 0,

2) J2ф2 + ~̂>Е ^ 2 К =
3) Л/1£=(<Р, - % ) /Е 1;
4) М 2Е — (<Ро — (р2)/ Е2,

5) Л/] к (Ф] ~~ Фо ) ’
6) М2̂  — —ф2\
7) М1Е + М1К : М2Е + М2К

( 1)

где М.,
М..

. jE упругии момент звена с индексом г;
,.к - демпфирующий (диссипативный) момент 

звена; (р. — угол поворота маховой массы / .
Чтобы сформировать расчетные зависимости 

необходимо исключить из уравнений угол (р{]. Вы
полним следующие преобразования.

Из 3) и 5), 4) и 6) соответственно получим
Мхк — М хеЕ\К{, М 2К — М 2ЕЕ2К2. ( 2)

2Л/о

м,■у Е  У/

Рисунок 1 — Простейшая однозвенная механическая модель 
с приложенной нагрузкой: а — модель без массы; б — модель 

с массой

М  > Мj  m ax

с^г-1 Ю Ю
М , JA J«' М - J .

Рисунок 2 — Простейшая однозвенная механическая модель 
с фрикционом: а — модель без массы, примыкающей 

к фрикциону; б — модель с массами, примыкающими 
к фрикциону

/о

t  * j,  j . 1

а

Рисунок 3 — Простейшие механические модели 
с демпфированием: а — модель, имеющая связи демпфирующих 
звеньев с безмассовой точкой 0; б — модель с демпфирующим 

звеном, связывающим массы

С учетом того, что со = ф имеем 
ю, -ю 2 = М\ЕЕ{ + М 2ЕЕ2. (3)

После элементарных преобразований систе
му уравнений (1) можно записать в следующем 
виде:

1)/,®, + А'Дю, -со2)+ М п + AM = 0;
2)J2a>2 — А',(<х>1 -со2) - М и -A M  = 0;

3 )MlE =

4 )M2E =

(со, -co2)K2 -  M iE + M2 
В Д  + * 2)

(соj -со2)К1 + М 1Е — М 2
Е2(К, + К2)

(4)

где А; =  K ^ /iK ^ + K J - Мп =
e , + e 2 Et +E2

д М - __ ------------------- (М - М  )
(Et + E2)(Kt + K2y  1Е М2Е>-

При определенном сочетании параметров уп
ругих и диссипативных звеньев получаем А М =  0, 
и уравнения (4) полностью соответствуют механи
ческой модели по рисунку 3 б.

Условия эквивалентности можно записать в виде 
ЕхК, = Е2К2, или С, /С 2 = K J К2,

или М1Е / М2Е = М хк/ М 2К, (5)
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где С — жесткость — величина, обратная податли
вости: С=\/Е).

Данный пример показывает, что неудачная схе
матизация приводит к сложным и неформальным 
аналитическим действиям при получении расчетных 
уравнений даже для простой механической модели. 
В рассматриваемом случае достаточно добавить при 
схематизации массу / в  точку 0 (см. рисунок 3 а), и 
проблема с формированием уравнений снимается.

Подобные примеры можно продолжить. Они 
широко представлены в работах [22]—[24]. И здан
ных примеров следует, что произвольное соедине
ние элементарных механических объектов может 
приводить к некорректным механическим систе
мам и/или к существенной сложности формиро
вания их математических моделей.

Регулярные механические системы. У. Гренандер в 
работе [25], рассматривая проблему регулярности, от
мечает: «Поиск регулярности — это доминирующая 
тема в попытках человечества понять окружающий 
мир. Любая попытка такого рода базируется на неяв
ном или явном допущении о том, что явления при
роды и события искусственного мира, созданного че
ловеком, подчиняются определенным законам, 
определяющим упорядоченность и структуру».

Однородный хаотичный мир был бы неустой
чивым, непредсказуемым. Отдельные хаотические 
образования имеют место. Однако они не являют
ся доминирующими. В доступном для понимания 
человеком подходе мир можно трактовать как со
вокупность достаточно устойчивых разнообразных 
образований — объектов, находящихся в различ
ной степени взаимодействия.

Объект как часть окружающего мира есть ис
ходный пункт изучения. В объекте в зависимости 
от интересов исследователя выделяются опреде
ленные системы.

Технические объекты, несомненно, регулярны. 
Термин «регулярность» используется, например, в 
работе [26], чтобы выделить зубчатые механизмы 
определенного типа из всего множества возмож
ных вариантов зубчатых механизмов, которые мо
гут быть образованы при любом неупорядоченном 
соединении зубчатых колес.

Сходная задача имеет место и в рассматриваемом 
нами вопросе: каким образом корректно схематизи
ровать в виде механических систем объекты техни
ки, в частности, мобильные машины и механизмы?

Предлагается концепция регулярной механичес
кой системы, смысл которой состоит в следующем.

Положение 1. Механическая система как исход
ный этап схематизации объекта механики, представ
ляет собой совокупность основных звеньев (сосредо
точенных масс) и безынерционных устройств (Devices), 
которыми эти массы соединяются (рисунок 4). Мас
сы могут вступать в контактное взаимодействие.

Устройства, которые играют роль соединителей 
для инерционных компонентов и неподвижных зве
ньев, могут быть упругими и жесткими. Непосред

Basic parts (Concentrated

Рисунок 4 — Представление механической системы. Mechanical 
system = Basic parts (Concentrated masses) + Connecting Devices

ственная связь (не через массу) для соединителей 
запрещена. В этом состоит принцип регулярности 
рассматриваемых систем. Его нарушение может при
вести к  неправильной схематизации, ошибкам, ко
торые демонстрировались ранее, и другим.

Положение 2 (касается использования при 
схематизации конечных и бесконечных масс и 
жесткостей): массы, существенно превышающие 
величины остальных компонентов, заменяются 
неподвижными звеньями (стойками), а ком по
ненты с высокой жесткостью — звеньями, не со
держащими упругих составляющих.

Это положение направлено на получение коррек
тных результатов для объектов, у которых упомяну
тые параметры имеют существенное расхождение. 
Оно вытекает из особенностей моделирования меха
нических систем средствами компьютерной техни
ки. В работе [27] показано, что чрезмерное повыше
ние жесткости одного из звеньев механической 
системы приводит, начиная с определенного значе
ния, к искажению результатов компьютерного дина
мического расчета. Кроме того, компьютер наклады
вает ограничения и на максимальные (минимальные) 
по абсолютной величине значения корректно вос
принимаемых чисел. Поэтому возможность исполь
зования абсолютно жестких звеньев необходимо пре
дусматривать при схематизации объектов механики.

Положение 3 отражает широкое использование 
в мобильных машинах муфт и тормозов в трансмис
сионных системах, колес, взаимодействующих с 
опорной поверхностью, и формулируется следу
ющим образом. Для описания узлов переменной 
структуры, с тем чтобы избежать рассмотрения мно
гочисленных вариантов структурной организации 
механической системы под действием внешних и 
внутренних факторов, необходимо присутствие масс 
сопрягаемых узлов в явном виде, при всех возмож
ных их состояниях: разомкнутом и замкнутом. 
В последнем случае они должны удерживаться как 
единое целое за счет действующих между ними свя
зей (например, создаваемых силами трения).

Использование приведенных положений по
зволяет структурировать и автоматизировать фор
мирование уравнений кинема тики и динамики ме
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ханической системы, сделать их универсальными, 
не зависящими от состояния компонентов с пере
менной структурой.

Универсальная математическая модель, описыва
ющая поведение регулярной механической системы, 
в общем случае содержит: 1) дифференциальные урав
нения динамики упруго-инерционных и диссипатив
ных фрагментов; 2) алгебраические уравнения для рас
чета фрагментов, включающих массы и их постоянные 
неупругие соединители; 3) логические уравнения, оп
ределяющие состояние элементов с переменной струк
турой (блокировка или проскальзывание).

До сих пор объект реального мира рассматривал
ся в механическом представлении с использованием 
сходных понятий «механическая система», «механи
ческая модель», «модель механической системы». 
Такое представление является необходимой первич
ной идеализацией реального объекта. Однако мно
гие механические узлы на математическом макро
уровне имеют одинаковое по структуре описание, 
отличающееся отдельными параметрами. При этом 
не воспроизводятся механические микроособенно
сти, а применяются обобщенные характеристики. 
Например, для механических передач с одной степе

нью свободы (W =  1) к таким характеристикам от
носятся передаточное число ип и КПД цп передачи 
(где 1 — входное, 2 — выходное звенья); для планетар
ных передач ( W =  2) — аналогичные характеристики 
при остановленном звене 3: передаточное число йЦ и 
КПД ijf2 и т.д. Такие характеристики определяют в ре
зультате испытаний узлов, и более детальную инфор
мацию по узлам обычно не приводят. Поэтому при 
описании сложных механических узлов целесообраз
но использовать их символическое представление и 
уже для него составлять математическую модель.

Символическое представление фрагментов меха
нических систем. Динамические схемы. Для разнооб
разных по схемно-конструктивному исполнению 
устройств-соединителей, которые имеют различный 
вид, но одинаковое по структуре уравнений мате
матическое описание, предлагается использовать 
обобщающие символические изображения. Приме
ры таких изображений для устройств «передача» и 
«дифференциал» показаны на рисунках 5 и 6.

Изображения механических систем, содержа
щие обобщенные символические виды устройств, 
названы динамическими схемами (в отличие от ис
ходных механических моделей).

W=1

Рисунок 5 — Разнообразные виды устройств «передача» (а) и их обобщенное символическое изображение (б).
Число степеней свободы устройств W= 1

5)

2) F K  3) 4> _ p - i

&  Ж  - M L

6)

(t ...... I—
’х Г .

ш

к

W=2

и т.д.

Рисунок 6 — Разнообразные виды устройств «дифференциал» (а) и их обобщенное символическое изображение (б).
Число степеней свободы устройств W= 2
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Пример изображения планетарной коробки 
передач в виде механической модели и динамичес
кой схемы показан на рисунке 7.

Однородные механические системы. Однородные 
механические системы состоят только из поступатель
но (линейно) движущихся элементов или только из 
элементов вращательного движения. Базовые компо
ненты однородных систем приведены в таблице 2.

«Линейное звено» и «вал» могут быть жесткими 
либо упругими с податливостями е й  Е  (см. табли
цу). С некоторыми оговорками этими же признака
ми наделены «передача» «дифференциал».

Для описания внутреннего момента устройств с 
переменной структурой — муфт, тормозов — предла
гается использование индикаторов состояния Я. Их 
применение позволяет получить универсальные урав

нения движения для динамической схемы, которые не 
зависят от состояния (блокировка или скольжение) 
этих элементов [28]. В устройстве альтернативно дей
ствуют момент трения MF (при пробуксовке) либо кру
тящий момент M v который удерживает подвижные 
части муфты/тормоза в блокированном состоянии. 
Альтернативное действие указанных моментов опре
деляется величиной Я, которая в зависимости от пара
метров процесса и муфты/тормоза может принимать 
значения «1» (пробуксовка) либо «О» (блокировка).

Поступательно-вращательные системы (ПВС). 
Типичной ПВС для мобильной машины является 
колесо. Н а рисунке 8 представлена модель колеса 
как многомассовой системы, предлагаемая в каче
стве базовой содержательной модели разумной сте
пени сложности, которая пригодна для воспроиз-

F i ФТ> Q J(i р4 фТ1

LHU ф

Рисунок 7 — Механическая модель (а) и динамическая схема (б) планетарной коробки передач 

Таблица 2 — Базовые компоненты для построения однородных поступательных и вращательных систем

Компонент Вид Параметр

Н еподвижное звено (стойка)
1

SJs/sJ?
—

П оступательная система

Масса 1 1 т

Л инейны й демпф ер

ыо•Ч к

Контакт с трением 1 О------— ------о  2 F

Л инейное звено (упругое или жесткое) i c ^ A / W ^ 2 Л,(е)

Вращ ательная (крутильная) система

Маховая масса о J

Демпфер 1 О-------------------О 2 К

Вал (упругий или жесткий) 1 2 ЧЛЕ)

Передача W12’ Л12»

Д иф ф еренциал V «4> Ли, (Я>
М уфта, контакт с трением при вращении 7 ° — |Н>2 М(=( 1 -  А,) М, +ХМ,
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а

Рисунок 8 — Механическая модель (я)

ведения режимов с упругим и неупругим буксова
нием колеса.

Ключевой элемент модели — разветвляющий 
узел «Jk2-mk]-mk2», который трансформирует крутя
щий момент Мк в пару сил Fk, действующих на мас
сы ткл и ткГ При этом масса тк2 механической мо
дели, строго говоря, вклю чает массы  колеса, 
контактирующие с опорной поверхностью, и «при
липающие» к ним массы опорной поверхности, ко
торые в случае неупругого буксования перемещают
ся вместе с ш иной. Элемент тк2 динамической 
схемы связан через фрикционный контакт с опор
ной поверхностью и может быть неподвижным либо 
буксующим. Его поведение описывается универ
сальными уравнениями динамики (вид которых не 
зависит от состояния контакта), составленными на 
основе метода внутренних моментов [28]:

тк2^2 = Fk -  (6>
Rx = {\ -  X)Fx +XF V, (7)

где F сила в неподвижном контакте колеса с опор
ной поверхностью; F  — сила трения в контакте при 
буксующем колесе; Я — индикатор состояния кон
такта, значение которого определяется в ходе реше
ния уравнений динамики (Я =  1 — при буксовании; 
Я =  0 — при неподвижном контакте). Сила трения 
в контакте F  описывается аналитически либо гра-<Р
фиком в зависимости от параметров движения ко
леса; сила Fx определяется в ходе решения общей 
системы дифференциальных, алгебраических и 
логических уравнений динамики трансмиссион
ных и связанных с ними подсистем.

Колесо не исчерпывает класс ПВС. На рисун
ке 9 представлена классификация типовых ПВС 
применительно к автомобилю. В основе класси
фикации лежат два признака: число степеней сво
боды W  и тип ПВС. Тип М  соответствует жест
ким, а тип Е — упругим ПВС.

Для ПВС могут быть использованы правила схе
матизации в строгой формулировке первого поло
жения о регулярных механических системах. Одна
ко в ряде случаев целесообразно его представить в

б

динамическая схема (б) ведущего колеса

более широкой формулировке Положения 1А: уст
ройства-соединители могут присоединяться к сосре
доточенным инерционным массам и жестко связанным 
с ними звеньям.

При этом в модель вводятся геометрические 
параметры для указания точки присоединения. Это 
позволяет сократить число инерционных компо
нентов в исходной механической модели.

Структура ПВС может быть описана так же, как 
и для трансмиссионных систем, построением ре
гулярной динамической схемы и использованием 
матричного представления [28]. Связь между узлом 
е. и связанными с ним массами определяется ко
эффициентами «1» и «—1». Кроме того, матрица 
имеет коэффициенты, соответствующие линейным 
параметрам модели:

$isjk =  Smi — Sejk, (8)
где Smj — координата центра масс т.; SeJk — коорди
ната к-й  точки крепления узла е...

Пространственная П ВС характеризуется двумя 
основны ми элементами: «Body (Тело)» и «Link 
(Связь)». «Body» — узел с массой и моментом инер
ции {т, /} ,  s — х, у, Z- Он может иметь несколько 
точек крепления для расположенных на определен
ном расстоянии связей «Links». Под «Link» пони
мается упруго-диссипативный узел {es, к ) , s = х, у, 
z; е Ф 0, где индекс .v описывает ориентацию узла 
вдоль определенной оси.

Заключение. Обоснована концепция регуляр
ной механической системы и построенные на ее 
осн ове п рави ла схем ати зац и и  м еханических 
объектов. Исходным этапом исследования объек
та механики является рассмотрение механической 
системы и построение предметной регулярной 
механической модели. М атематическая модель 
может формироваться только после завершения 
указанного этапа схематизации.

Для структуризации системы и последующего 
построения на этой основе математической модели 
может быть сформирована регулярная динамичес
кая схема, в которой разнообразные по схемно-кон-
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Рисунок 9 — Типовые регулярные модули ПВС, их механические модели и динамические схемы
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структивному виду но одинаковые по математичес
кому описанию узлы представляются в единой сим
волической (графовой) форме.

Исходная механическая модель с целью рацио
нализации и сведения к более простому виду может 
быть подвергнута упрощению, приведению и другим 
операциям, которые наряду с вопросами автомати
зированного формирования уравнений движения си- 
стемы заслуживают отдельного рассмотрения.
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Algin V.B.
Schematization and calculation of mobile machine presented as multibody system. Regular mechanical systems

T he role and  place o f  schem atization  is considered in  calculating th e  m obile m achine w hich is regarded as a multibody 
system . U nlike w idespread app roaches «O bject — E quations — Solution», it is proved necessity  o f  th e  in itial stage for 
co rrect schem atization  o f  the object and  the approach  «O bject — M echanical system  — C alcu lated  m odel — (Sym bolical 
m odel) — E quations — Solution». T he concep t o f  regular m echanical system , rules for construction  o f  correct m echanical 
m odels consisting  o f  e lem en tary  m echan ica l objects is offered and  proved.
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