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Приводятся результаты исследований различных гидромеханических процессов 
(стесненное падение одиночного шара в жидкости, взвешивание однородного монодис-
персного зернистого слоя восходящим потоком жидкости, фильтрация однородной 
жидкости в пористом зернистом слое). Путем обобщения результатов теоретических  
и экспериментальных исследований с использованием теории подобия установлено, что 
законы гидравлических сопротивлений для данных гидромеханических процессов име-
ют общую основу и описываются общим уравнением, на основе которого получены 
частные формулы для расчета исследованных гидромеханических процессов. Формулы 
представлены в безразмерных критериях подобия, которые отражают соотношение ос-
новных действующих сил. 

Представленные научные результаты вносят вклад в развитие теории прикладных 
гидромеханических явлений, а полученные новые формулы дают возможность для со-
вершенствования методик расчетов сооружений и установок, в которых реализуются 
исследованные гидромеханические процессы. Так, результаты исследований стесненно-
го падения одиночного шара в жидкости могут быть использованы в технике виско- 
зиметрии и при решении задач, связанных с расчетами различных видов движения  
и отдельных узлов в технологиях, в которых реализуются гидравлические процессы 
стесненного падения одиночных шаров в жидкостях. 

Процессы взвешивания (псевдоожижения) зернистых слоев широко применяются  
в различных отраслях промышленности, например в химических технологиях при ад-
сорбции, десорбции, растворении, выщелачивании, отмывке. Появление новой общей 
расчетной формулы дает возможность осуществлять технологические расчеты при  
любых режимах работы. Процесс фильтрации используется в промышленности, а также 
встречается в природных условиях, например при движении грунтовых вод. В настоя-
щее время основой для методик расчетов служит одночленная формула Дарси, опреде-
ляющая скорость фильтрации в зависимости от гидравлического уклона при введении 
коэффициента фильтрации. При этом возникают проблемы с определением режимов 
фильтрации и пределов применимости формулы Дарси. Появление общей формулы, 
предлагаемой в статье, решает данную проблему и позволяет производить расчеты  
с высокой точностью в широком диапазоне изменяющихся условий. 

 

Ключевые слова: уравнение закона гидравлического сопротивления, одиночный 
шар, движение жидкости, зернистый слой. 
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FOR HINDERED FALLING OF AN INDIVIDUAL BALL  
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Belorussian National Technical University 
 

The article presents the results of a research into various hydromechanical processes such 
as hindered falling of an individual ball in a liquid; suspension of a homogeneous monodis-
persed granular layer with ascending fluid flow; homogeneous liquid filtration in a porous 
granular layer. The authors generalize the results of theoretical and experimental studies, em-
ploy the theory of similarity, and establish that the laws of hydraulic friction for the mentioned 
hydromechanical processes share the common ground described by one general equation that 
provides basis for obtaining the individual formulae computing the studied hydromechanical 
processes. The formulae appear in dimensionless similitude parameters that reflect correlation 
of the essential action forces.  

The presented scientific results contribute to the theory development of the applied hy-
dromechanical phenomena and the new obtained formulae enable enhancement of the calcu- 
lation procedures for structures and installations that realize the studied hydraumechanical 
processes. Thus, the research results for the hindered falling of an individual ball in a liquid 
can apply in viscosimetry techniques and in handling the problems related to calculations of 
various movement types and separate units in technologies realizing the hydraulic processes 
of hindered falling of individual balls in liquids.  

Fluidization processes (pseudo-liquefaction) of the granular layers enjoy wide application 
in various segments of industry for instance in chemical engineering at adsorption, desorption, 
dissolution, dealkalization, ablution. A new general calculating formula incipiency provides  
a possibility for technological computations realization under any operational mode. The filt- 
ration process is used in industry as well as occurs in nature, for example, in movement of the 
ground water. At present, the basis for calculating techniques is the monomial Darcy formula 
defining the filtering rate as function of the hydraulic gradient with bringing in the filtration 
coefficient. Thereat, the problems appear with determination of the filtration regime and the 
validity limits for the Darcy’s equation. The incipiency of the proposed in the article new  
general formula resolves this problem and allows estimating with high accuracy in a wide 
range of changing conditions. 

 

Keywords: the equation of the hydraulic friction law, an individual ball, liquid motion, 
the granular layer. 

 

Fig. 5. Ref.: 12 titles. 
 

В настоящее время во многих отраслях техники имеют дело с обтекани-
ем жидкостью движущихся или покоящихся одиночных тел и зернистых 
материалов. Во всех случаях при гидравлических расчетах необходимо 
определять различные параметры, которые находятся в зависимости от ве-
личин гидравлических сопротивлений. Использовать для этих целей из-
вестные дифференциальные уравнения гидродинамики невозможно, так 
как они не замкнуты (искомых параметров больше имеющихся уравнений). 
Поэтому для замыкания дифференциальных уравнений требуются допол-
нительные зависимости, которые, как правило, не представляется возмож-
ным вывести теоретическим путем в силу многофакторности и недоста-
точной изученности гидромеханических процессов. Их можно получить 
лишь из опыта при наблюдении за движением реальной жидкости, а затем 
из обобщения результатов опытных наблюдений. 

Существенно облегчить подготовку экспериментальных исследований 
и обобщение опытных данных позволяет применение теории подобия. 

 86 

Ре
по
зи
то
ри
й Б
НТ
У



Теория подобия определяет такую совокупность условий, подлежащих вы-
полнению при экспериментальных исследованиях гидромеханических 
процессов, которая обеспечивает возможность правильного обобщения их 
результатов [1]. Использование безразмерных критериев подобия позволя-
ет получить форму закона гидравлических сопротивлений при ограничен-
ном числе опытов. Кроме того, анализ закономерностей, в которых дей-
ствующие силы представлены в критериальной форме, дает возможность 
легко проследить за соотношениями этих сил при реализации конкретных 
процессов. Решение задач с использованием теории подобия состоит  
в определении основных закономерностей течения жидкостей, установле-
нии зависимостей для расчета касательных напряжений, определении рас-
четных коэффициентов, входящих в соответствующие формулы, а также  
в определении самих характеристик потоков жидкости. Именно таким пу-
тем в данной статье раскрываются основные законы гидравлических со-
противлений для ряда гидромеханических процессов: стесненное осажде-
ние одиночных шаров, взвешивание (псевдоожижение) зернистых матери-
алов восходящим потоком воды, фильтрация жидкости в однородных 
монодисперсных зернистых материалах. Для этих целей приводится си-
стематизированный перечень критериев подобия, использование которых 
позволило получить ряд искомых закономерностей и дать их эксперимен-
тальное обоснование. 

Рассмотрим только равномерное движение в направлении оси х. Тогда 
компонент скорости частицы жидкости в направлении оси х обозначим  
через u, а среднюю скорость натекающей на тело жидкости – через v.  
Расчетные формулы для различных случаев движения получим путем ком-
бинации действующих сил, выраженных через безразмерные критерии по-
добия. Сформируем эти критерии из действующих в каждом конкретном 
случае сил, отнесенных к единице объема, через характерные длины, ско-
рости и т. д. За характерную длину можно принять, например, диаметр те-
ла d, а за характерную скорость – скорость потока жидкости v. Свойства 
жидких сред и тел, обтекаемых жидкостью, обозначим: ρт и ρ – плотность 
тела и жидкости; μ – динамический коэффициент вязкости жидкости;  
g – ускорение свободного падения тел. 

Представим перечень сил, которые могут действовать в конкретных 
случаях [1–3]. Выражение для силы трения Т, отнесенной к единице объе-
ма, легко получить, если рассматривать элемент жидкости, ось x которого 
расположена по направлению его движения. Тогда разность сил сдвига, 
возникающих при движении такого элемента, будет равна 

 

,dy dxdz dxdz dxdydz
y y

 ∂τ ∂τ
τ + − τ = ∂ ∂   

 

откуда и получаем выражение для силы трения на единицу объема в сле-
дующем виде: 

.T
y
∂τ

=
∂  

 

В соответствии с гипотезой Ньютона касательные напряжения трения 
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μ .u
y
∂

τ =
∂  

 

С учетом этого получим 
2

2 .uT
y
∂

= µ
∂

                                                  (1) 

 

Выражением силы инерции I на единицу объема будет произведение 
массы на ускорение. Если u есть компонент скорости частицы жидкости  
в направлении оси х, то соответствующим компонентом ускорения при 

установившемся движении будет .uu
x
∂
∂

 Следовательно, сила инерции на 

единицу объема 

.uI u
x
∂

= ρ
∂

                                                   (2) 
 

К силам трения T и инерции I добавим силу тяжести G и эффективный 
вес Gэф, отнесенные к единице объема: 

 

 
;G g= ρ                                                      (3) 

 

 
( )эф т .G g g= ρ −ρ = ∆ρ                                         (4) 

 

Из названных сил сформулируем комбинированные безразмерные  
соотношения (критерии подобия). Используя эти соотношения, решим  
вопрос, как изменяются действующие силы, когда изменяются величи- 
ны, характеризующие рассматриваемое явление: скорость движения нате-
кающей на тело жидкости v; размер тела, например диаметр d; плотность ρ 
и динамический коэффициент вязкости жидкости μ. 

Очевидно, что для механически подобных течений скорость частицы 
жидкости u в любой точке объема движущейся жидкости пропорциональна 
скорости невозмущенного течения v. Поэтому, обозначая знаком «~» про-
порциональность двух величин, можно написать 

 

u ~ v. 
 

Разности скоростей в соседних точках также пропорциональны скоро-
сти v 

du ~ v. 
 

Теперь, если учесть, что для механически подобных течений вокруг 
геометрически подобных тел разности координат каждых двух подобно 
расположенных соседних точек пропорциональны соответствующим ли-
нейным размерам геометрически подобных тел (например, в случае паде-
ния шаров – их диаметрам), то оказывается, что изменение компонен- 
та скорости жидкости в направлении оси х в какой-нибудь точке течения,  

т. е. ,u
x
∂
∂

 пропорционально v
d

 и, следовательно, сила инерции I пропор-

циональна 
2ρ .v

d
 Так как по тем же основаниям 
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2

2 2 ,u u v
y yy d
 ∂ ∂ ∂

= ≈ ∂ ∂∂    
 

то сила трения пропорциональна 2
μv
d

 и для отношения силы инерции к си-

ле трения получаем: 
 

2

2

22

ρρ ρ Re,μ μμ

u vuI vdx d
vT u

dy

∂
∂= = = =
∂
∂

                                   (5) 

 

где Re – это число Рейнольдса.  
Таким образом, в (5) представлен первый безразмерный критерий по-

добия для геометрически и механически подобных потоков, характеризу-
ющий отношение силы инерции к силе трения. Найдем теперь выражение 
закона подобия для действующих сил инерции I и тяжести G. В этом слу-
чае должно быть одинаково отношение этих сил 

 

 

ρ
.

ρ

uuI x
G g

∂
∂=                                                  (6) 

 

Ранее было установлено, что 
x
uu
∂
∂  изменяется пропорционально 

2v
d

 

(где v – характерная скорость течения, а d – характерный линейный раз-
мер). Следовательно, (6) можно представить 

 

2

Fr,I v
G dg
= =                                                  (7) 

 
где Fr – число Фруда (критерий Фруда), используется там, где проявляется 
действие силы тяжести. 

Рассмотрим еще несколько комбинаций единичных сил, из которых 
конструируются известные безразмерные величины (критерии подобия). 
Часто в гидромеханике используют сложные критерии. Например, когда 
при движении тела в жидкости определяющими являются силы вязкости  
и тяжести, комбинируют критерии Рейнольдса и Фруда, получая критерий 
Галилея, в котором учтены силы G, I и T: 

 

2 2 2 2 3 2

2
ReGa .
Fr

G I gd v d d g
T T v d v

ρ ρ ρ
= = = =

µ µ µ
                         (8) 

 
Известно, что при свободном равномерном падении одиночного шара  

в вязкой несжимаемой жидкости эффективный вес Gэф уравновешивается 
силой инерции I (обе силы рассматриваются отнесенными к единице объе-
ма), т. е. 
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эф
2

ρ ρ ψ,
ρFrρ

G dg
I v

∆ ∆
= = =                                        (9) 

 

где 
ρ

ρρ
ρ
ρ т −=

∆  – симплекс Архимеда; ψ – коэффициент сопротивления. 

Поиск расчетной формулы коэффициента сопротивления ψ составляет 
одну из главных проблем гидромеханики. Многие ученые прилагали уси-
лия для раскрытия функции ψ = f(Re). Этот многотрудный путь пока не 
привел к желаемым результатам. 

Критерий Архимеда Аr получается, если критерий Галилея (8) помно-
жить на симплекс Архимеда. Тогда 

 

3 2 3

2 2
ρ ρ ρ ρρAr =Ga .

ρ ρμ μ
d g d g∆ ∆ ∆

= =                              (10) 

 

С учетом (5) и (9) критерий Архимеда может быть представлен в сле-
дующем виде: 

 

23Ar = ψRe .
4

                                            (10*) 
 

В соответствии с обобщением результатов теоретических и экспери-
ментальных исследований [2–11] установлено, что законы гидравлических 
сопротивлений для рассматриваемых гидромеханических процессов имеют 
общую основу и описываются следующим уравнением: 

 

( )

( )

2
ст.1

2
ст.2

4 GaKr 1
3Re ,

4 GaKr
31

K

a b
K

−
=

+
−

                               (11) 

 
где Re, Ga – соответственно критерии Рейнольдса и Галилея, которые  
учитывают главные действующие силы – трения, инерции и тяжести;  
Kr – критерий, учитывающий дополнительные действующие силы при реа-
лизации определенного гидромеханического процесса; Kст.1, Kст.2 – коэф-
фициенты стеснения; а, b – коэффициенты, учитывающие влияние разного 
вида сопротивлений (определяются опытным путем). 

Для подтверждения права на существование общего закона в виде фор-
мулы (11) рассмотрим несколько примеров гидравлических явлений, свя-
занных с падением одиночных шаров в ограниченном стенками объеме 
вязкой несжимаемой жидкости, взвешиванием слоев зернистых однород-
ных монодисперсных частиц восходящим потоком жидкости (псевдоожи-
жение) и движением жидкости в порах зернистых монодисперсных непо-
движных слоев (фильтрация). Из общего вида закона гидравлических со-
противлений (11) частные законы для отдельных видов движения 
получаются путем учета дополнительных действующих сил и граничных 
условий (определяют значения параметров Kr, Kст.1 и Kст.2). Так, при паде-
нии в жидкости одиночного шара в стесненных стенками усло- 
виях [7] Kr = Δρ/ρ; Kст.1 = Kст.2 = d/D (d и D – диаметр шара и сосуда соот-
ветственно). В этом случае с учетом (10) формула (11) принимает вид 
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2

2

2

4 Ar 1
3

Re .
4 Ar
3

1

d
D

a b
d
D

 
− 

 =
+

 − 
 

                                    (12) 

 

В результате обработки опытных данных определены постоянные ко-
эффициенты в (12): a = 20,6; b = 2/3. Результаты сопоставлений расчетных 
по (12) и опытных данных [5] для случая стесненного падения шаров в во-
де и водоглицериновых растворах представлены на рис. 1, 2. 

 

Рис. 1. Сопоставление расчетных по (12) (линии) и опытных данных [5] (точки)  
стесненного осаждения одиночных шаров в водно-глицериновых растворах  

при постоянном отношении d/D 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Сопоставление расчетных по (12) (линии) и опытных данных [5] (точки)  
стесненного осаждения одиночных шаров в водно-глицериновых растворах  

при постоянном Ar 
 
При взвешивании (псевдоожижении) слоев зернистых однородных мо-

нодисперсных частиц восходящим потоком жидкости в (11) следует при-
нять [8]: 

с т

с т

ρ (1 )(ρ ρ)Kr ;
ρ ρ ρ(1 )

с
с с

∆ − −
= =

+ −
  ст.1

3 β ;
2

K с=   ст.2 0
3 β ,
2

K с=  

 

где ∆ρс = ρт − ρс; ρт, ρс – плотности твердого зернистого материала и сус-
пензии; с – объемная концентрация взвешенного зернистого материала;  
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β, β0 – постоянные величины для среднестатистической формы частицы 
зернистого материала). 

С учетом приведенных соотношений формула (11) приводится к виду 
 

2

0

4 3Ar 1 β
3 2Re ,

4 Ar
331 β

2

c

a b

c

 ′ − 
 =

′+
 
− 

 

                               (13) 

где 
с

с

ρ
ΔρGarA =′  – модифицированный критерий Архимеда. 

Обработка результатов опытных данных показала [8], что коэффициен-
ты в формуле (13) следующие: 

• для частиц естественных зернистых материалов (песок и гравий):  
a = 15,5; b = 1,1; β = 0,725; β0 = 0,5; 

• для частиц искусственно дробленых материалов с остроугольной 
формой (антрацит, керамзит и т. п.): a = 59,8; b = 1,09; β = 0,890;  
β0 = 0,315. 

Сопоставления расчетных и опытных данных из [8, 12] о взвешивании 
однородных монодисперсных зернистых слоев из частиц керамзита, квар-
цевого песка, гравия и антрацита приведены на рис. 3, 4. Во всех исследо-
ванных диапазонах (всего 439 опытных значений при концентрациях от 
0,05 до 0,53) параметров взвешенных слоев для различных зернистых ма-
териалов относительные среднеарифметические погрешности не превыси-
ли 0,05 (5,00 %). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                       0               0,1              0,2               0,3              0,4              0,5    c         0,6  
 

Рис. 3. Сопоставление расчетных по (13) (линии) и опытных данных [12] (точки)  
взвешивания зернистых слоев из частиц кварцевого песка и гравия  

(ρт = 2470–2670 кг/м3) в воде 
 
При переходе от процесса взвешивания зернистых слоев (фильтрации 

жидкости в деформированной зернистой среде) к фильтрации жидкости  
в плотной зернистой среде общий вид зависимости сохранится. Однако 
при выборе безразмерных комплексов следует учесть, что в случае филь-
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трации жидкости в плотной зернистой среде подъемная (архимедова) сила, 
обусловленная разностью плотностей твердого тела и жидкости (∆ρ =  
= ρт – ρ), больше не оказывает влияния на ход процесса. Тогда как интен-
сивность взаимодействия, а следовательно, и гидравлический уклон i  
в значительной степени зависят от отношения пористости зернистой сре- 
ды m к объемной концентрации частиц в слое зернистой загрузки с = 1 – m. 
Поэтому заменим симплекс Kr = Δρc/ρ в (13) на безразмерный комплекс  
Kr = iC (здесь С = m/c = (1 – с)/с). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             0      0,05   0,10   0,15    0,20    0,25    0,30    0,35       с      0,45  
 

Рис. 4. Сопоставление расчетных по (13) (линии) и опытных данных (точки)  
взвешивания зернистых слоев из частиц антрацита [12] (ρт = 1661 кг/м3)  

и керамзита [8] (ρт = 1900 кг/м3) в воде 
 
С учетом вышеизложенного в случае фильтрации воды через непо-

движные пористые монодисперсные зернистые среды обобщенная форму-
ла (11) принимает вид [9] 
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                             (14) 

 

Или, решив уравнение (14) относительно i и v с учетом (5), получим: 
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                             (16) 

 

где vф – скорость фильтрации. 
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В (14)–(16) коэффициенты β и β0 постоянны для заданного вида зерни-
стого материала и отражают влияние формы частиц. В результате обработ-
ки опытных данных о фильтрации воды в плотных зернистых средах из 
песка, гравия, антрацита [5, 12] и керамзита [9] оказалось, что постоянные 
коэффициенты a, b, β и β0 в (14)–(16) равны: 

• для песка и гравия: а = 27,0; b = 1,91; β = 0,725; β0 = 0,5; 
• для частиц дробленых материалов с остроугольной формой (антрацит, 

керамзит и т. п.): а = 91,5; b = 1,67; β = 0,89; β0 = 0,315. 
Сопоставление расчетных по (15) и опытных данных о фильтрации во-

ды в плотных зернистых средах из частиц гравия, антрацита и керамзита, 
по данным исследований авторов статьи, показало, что относительные 
среднеарифметические отклонения равны: 

• 0,046 – для гравия (по 29 опытным точкам при i = 0,0598–5,28); 
• 0,053 – для антрацита (по 148 опытным точкам при i = 0,00188–6,36); 
• 0,028 – для керамзита (по 40 опытным точкам при i = 0,175–4,78). 
Всего при сопоставлениях использовано 217 опытных значений при из-

менении гидравлических уклонов i от 0,00188 до 6,36. Сопоставления по-
казали, что общая формула (15) обеспечивает высокую точность расчетов 
во всем исследованном диапазоне гидравлических уклонов и для различ-
ных видов зернистых материалов. Сопоставительные графики приведены 
на рис. 5. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   –0,5            0             0,5           0,1            1,5          2,0           lgRe         3,0  
 

Рис. 5. Сопоставление расчетных по (15) (линии) и опытных данных (точки) 
 о фильтрации воды в плотных зернистых средах из частиц гравия  

и антрацита [5, 12], керамзита [9] 
 
Отметим, что при расчетах скоростей фильтрации однородных жидко-

стей по (16) для полидисперсных зернистых материалов следует знать так-
же эффективный диаметр частиц и объемную концентрацию, значения ко-
торых могут уточняться на основе изучения гранулометрического состава 
и пористости среды в лабораторных условиях. Опытным путем установле-
но [5], что песок и гравий при монодисперсной зернистой среде образуют 
пористую среду с объемной концентрацией 0,525–0,608, а антрацит, керам-
зит и т. п. – 0,450–0,480. Поэтому для расчетов скоростей фильтрации од-
нородных жидкостей в пористых средах по (16) можно принять макси-
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мальные значения объемной концентрации (минимальные значения пори-
стости): для частиц песка и гравия с = 0,608; для частиц дробленых мате-
риалов с остроугольной формой (антрацит, керамзит и т. п.) с = 0,480. 

С получением общей формулы (14) для расчетов установившегося рав-
номерного фильтрационного потока в плотной пористой зернистой среде 
отпадает необходимость использования для практических расчетов част-
ных формул со всеми проблемами, связанными с определением постоян-
ных коэффициентов в них, пределов их применения и т. д. При использо-
вании общей формулы возрастает точность практических расчетов пара-
метров фильтрационного потока. 

 
В Ы В О Д Ы 

 
На основе систематизации и обобщения результатов исследований раз-

личных гидромеханических процессов (стесненное падение одиночного 
шара в жидкости, взвешивание однородного монодисперсного зернистого 
слоя восходящим потоком жидкости, фильтрация однородной жидкости в 
пористом зернистом слое) предложены общий вид закона сопротивлений  
и частные формулы с учетом граничных условий. Полученные зависи- 
мости могут использоваться для расчетов технологических параметров ап-
паратов и сооружений в различных отраслях техники, а также при разви-
тии теоретических основ гидромеханики. 
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