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Как известно [3, 5] функцию f(x), периодичную с периодом T=2l и 

удовлетворяющую условиям Дирихле, можно разложить в ряд Фурье на отрезке 

[-l, l]: 

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+∑(𝑎𝑛 cos 𝛿𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

где: 

𝛿𝑛 =
𝜋𝑛

𝑙
,        𝑎𝑛 =

1

𝑙
∫𝑓(𝑥) cos 𝛿𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑙

−𝑙

,       𝑛 = 0,1, …  

Если f(x) – четная функция, то bn=0, n=1,2,…, 

𝑎𝑛 =
2

𝑙
∫𝑓(𝑥) cos 𝛿𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑙

0

, 𝑛 = 0,1, …  

В некоторых случаях заданную на отрезке [0, l] функцию достаточно 

разложить в ряд только по косинусам, а затем продолжить ее четным способом 

на отрезок [-l, 0]. В точке разрыва первого рода ряд Фурье функции сходится к 

значению f(x)=0,5[f (x + 0) + f (x – 0)]. 

Рассмотрим оператор  

𝑇𝑙[𝑓(𝑥)] =
f(x + l) − f(x − l)

2
 (3.1) 

Используя известные тригонометрические формулы, определяем:  

𝑇𝑙[cos 𝛿𝑛𝑥] = −𝑠𝑖𝑛 𝛿𝑛𝑥 sin 𝜋𝑛 = 0 (3.2) 
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Аналогично: 

𝑇𝑙[cos 𝛿𝑛𝑥] = (−1)
𝑛𝑙 cos 𝛿𝑛𝑥 (3.3) 

Кроме Tl введем оператор Vn: 

𝑉𝑛[𝑓(𝑥)] =
𝑓(𝑥)

1 + 𝑑𝑥
2 𝛿𝑛

2⁄
 (3.4) 

На основе принципа суперпозиции устанавливаем свойства операторов D0 

и D2: 

𝐷0 =
𝑠ℎ(𝑙𝑑𝑥)

𝑙𝑑𝑥
 

𝐷0[cos 𝛿𝑚𝑥] = 0, 𝐷0[𝐶] = 𝐶 

𝐷2 =
𝑙𝑑𝑥𝑠ℎ(𝑙𝑑𝑥)

1 + 𝑑𝑥
2/𝛿𝑛

2
 

𝐷2[cos 𝛿𝑚𝑥] = {
(−1)𝑛𝑙2𝛿𝑛

2

2
cos 𝛿𝑛𝑥        при 𝑚 ≠ 𝑛

0                                          при 𝑚 = 𝑛
; 𝐷2[𝐶] = 0 

Рассмотрим конкретные примеры нахождения коэффициентов рядов 

Фурье операторным методом. 

Пусть 𝑥2𝑟 = ∑𝑎𝑘 cos 𝛿𝑘𝑥

∞

𝑛=1

,       𝑟 = 0,1,2, … 

Непосредственно установим: 

𝐷0[𝑥
2𝑟]|𝑥=0 =

𝑙2𝑟

2𝑟 + 1
, 𝐷0 [∑𝑎𝑘 cos 𝛿𝑘𝑥

∞

𝑛=1

] = 𝑎0, 

𝐷0[𝑥
2𝑟]|𝑥=0 = 2𝑟𝑙

2𝑟 +⋯+ (−1)𝑟−1
(2𝑟)! 𝑙2

𝛿𝑛
2𝑟−2

, 𝐷2 [∑𝑎𝑘 cos 𝛿𝑘𝑥

∞

𝑛=1

] |𝑥=0 =

= 𝑎𝑛
(−1)𝑛𝑙2𝛿𝑛

2

2
 

Окончательно получим: 

𝑥2𝑟 =
𝑙2𝑟

2𝑟 + 1
+ 2∑(−1)𝑛 [

2𝑟(2𝑟 − 1)𝑙2𝑟−2

𝛿𝑛
2

+⋯+ (−1)𝑟−1
(2𝑟)!

𝛿𝑛
2𝑟
]

∞

𝑛=1

cos 𝛿𝑛𝑥  (3.5) 
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Выражение (3.5) после подстановки в него значений r=4 и l=π, а также 

r=5 и l=π принимает соответственно следующий вид: 

𝑥8 =
𝜋8

9
+ 2∑(−1)𝑛 [

8𝜋6

𝑛2
−
6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 𝜋4

𝑛4
+
4 ∙ 5 ∙ 6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 𝜋2

𝑛6
−
8!

𝑛8
]

∞

𝑛=1

cos 𝑛𝑥 

𝑥10 =
𝜋10

11
+ 2∑(−1)𝑛 [

10𝜋8

𝑛2
−
8 ∙ 9 ∙ 10 ∙ 𝜋6

𝑛4
+
6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 9 ∙ 10 ∙ 𝜋4

𝑛66

∞

𝑛=1

−
4 ∙ 5 ∙ 6 ∙ 7 ∙ 8 ∙ 9 ∙ 10 ∙ 𝜋2

𝑛8
−
10!

𝑛10
] cos 𝑛𝑥 

Таким образом приходим к разложению четных степенных функций в 

ряды Фурье. 

 
  


