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применением классических волновых принципов распространение интенсивных воз
действий в технологической среде и моделировать изменение и передачу состояния и 
свойств конструкционного материала.

Таким образом, с позиций теории распределенных систем границу распростране
ния технологических воздействий в конструкционном материале -  технологический 
барьер, целесообразно представить вырождением распространения фронта волны воз
буждения, для определения которого требуется знать необходимые и достаточные ус
ловия невырожденного распространения и топологию связей фронта волны возбужде
ния.
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Разработка многих новых аналитических решений трехмерных граничных задач 
анизотропного тела основывается на подходе и методах построения решений для изо
тропных тел.

При решении задачи об определении напряженно-деформированного состояния 
в изотропном полупространстве в зависимости от заданной нормальной нагрузки на 
поверхности 2  = 0 , Галин Л.А., следуя Лурье А.И. [2], воспользовался функциями, 
введенными Папковичем П.Ф. и Нейбером [3]. Компонены перемещений были выра
жены через гармонические функции ф.(/=Г4). Вследствие отсутствия при z = 0 каса
тельных напряжений xX!=Tyz=0 получены два соотношения, связывающие между со
бой ф,. Воспользовавшись свойством регулярности гармонических функций и введя 
новую гармоническую функцию, Г алии Л. А. выразил ф( через нее. В итоге оказалось, 
что компоненты напряжений и перемещений выражены через одну гармоническую 
функцию [1].

Ниже излагается новый подход к решению вышеописанной задачи, который в 
дальнейшем положен в основу построения решения граничных задач для упругих тел, 
обладающих анизотропными свойствами материала.

Уравнением равновесия ст -о  (/,_/ = 1,2,3) при отсутствии объемных сил удов
летворим, если положим
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<*, = Э2Ф, I8y2 + Э2Ф3Idz2, tv = -5 2Ф,/дхду,

а у = 8 2 Фх/д х 2 + д 2Фг 1дг2, Хуг = - д 2Фг /дудг> ( 1 )

а г = д 2Фу/ д х 2 + д 2Ф 2/ д у 2, т „ = - 3 2Ф / & & ,

где Ф.(х,у,г) - некоторые дифференцируемые функции; остальные обозначения обще
приняты.

Уравнения закона Гука для касательных напряжений будут тождественно удов
летворены, если компоненты перемещений U,V,W запишем в виде

U = -О ^ д /с ^ Ф , -  Ф2 + Ф ,),
V = -0,5а665/ау(Ф, + Ф2 - Ф3) , (2)
W = -0 ,5 ^ 5 /ЗгС-Ф, + Ф2 +Ф3); 

здесь «збб = 2(аи - а и ), а  у - постоянные упругости.
Представим функции ф, в форме

Ф, =г(а<р + а,ф,) + ч/ + Р,ф/ +аф> ■ (3)
где а .а^р , - произвольные коэффициенты; ср, у, <р„ у, - некоторые гармонические

функции; ф _ |y(x,y,z)dz’ dqldz  = - y ( x , y , z ) ,  d y / d z  = - d 2q>/dz2-
Z

С учетом формул (2), (3) потребуем обращения в тождества трех уравнения за
кона Гука для нормальных напряжений. Условие будет выполнено, если ф/ = 0 ,
i|/ = vj/2 = vj/3 =0,

р|МУ|=-2 ?(ди.̂ ) ф.
ап

где а  = (аи - а пу'-
Таким образом, компоненты напряжений и перемещений выражаются по фор

мулам (1) и (2) с учетом найденных выражений для Ф (
Ф, = zacp + р,ц/, + аф > Ф2 =Ф3 = 2а(р + аф-

Полученные формулы для напряжений и перемещений совпадают с известными 
формулами Галина Л.А. [1].

Предположим, что полупространство является анизотропным и имеет три плос
кости упругой симметрии. Требуется получить общие формулы для расчета напряжен
но-деформированного состояния упругого тела при действии на его границу нормаль
ной нагрузки.

Уравнениям равновесия удовлетворим если положим, что компоненты напряже
ний представлены в форме (1), при этом ф, = Ф 1(х1, у ], г 1) - некоторые дифференцируе
мые функции переменных х ,, у х = \ i y , z x = \ z ; ц, X - безразмерные коэффициенты. 

Выразим компоненты перемещения в виде
U = -д/дх(сп Ф, + с12Ф2 +с13Ф3),
V = -д/ду(с21 Ф, + с22Ф2 + с23Ф3) , (4)
W = -Э/5г(с31Ф, + с32Ф2 +с33Ф3), 

где Су - произвольные коэффициенты.
Удовлетворяя уравнениям закона Гука для касательных напряжений [4] при по

мощи равенств (1), (4) найдем Су

си ~ с г\ = _c3i =0*50^9 с = с 32 = - с 12 = 0 , 5 а м , С33 =С13 =  ~ с 2ъ ~  0?5а55,
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где а и - постоянные упругости, а = 4*6 •
Представим функции ф. = <bj(xuyi,zx) в виде

Ф, (х, ну, Xz) = P(zcp(x, цу, Xz) + ф(х, НУ, Xz) + уф(х, ну, Xz)),
Ф2 (х, НУ, Xz) = р(гг|ф(х, НУ, Xz) + дф(х, НУ, Xz)), (5)
Ф3 (х, ну, Xz) = Р(^ф(х, ну, Xz) + Щ х,  НУ, Xz)),

где ф, \|/ - квазигармонические функции, удовлетворяющие дифференциальным урав
нениям

(X + pT2Y + Хг2г)ф = 0, (X + н 2 Y + r 2Z )Ф = о • (6)
Здесь Х = д2/дх2, Y = д2/ду2, Z = d2ldz2;

ф = “f a x ^ y ^ d z ’ дф/& = - Ф; Р, г)- произвольные постоянные.
г

Удовлетворим уравнениям закона Гука для нормальных напряжений на основа
нии выражений (1), (4), (5). Следуя методике решения задачи для изотропного тела по
лучим три выражения, каждое их которых представим в виде суммы двух выражений, 
одно их которых будет содержать множитель z . Приравнивая нулю каждое из выраже
ний, получим две системы дифференциальных уравнений. Наличие произвольных по
стоянных, требование выполнения условия совпадения соответствующих левых частей 
уравнений и исследование их независимости позволили найти выражения Хф и У\д. С 
учетом найденных выражений на основании второго уравнения (6 ) определен явный 
вид функции \|/

V = -2{(а13 - а2Ън 2){ап% + а12г\) + (а22н 2 -  (апа22)хп) х 
* №  + «ззЛ + 0,5(-об6 + aur\ + a5St)]}{l:2{aua22 -  

— ̂ 2 3 (̂ 11^22 — ̂ 2 3 0 1̂1^22 ) ) (̂ 22  ̂ (^ 1 1  ̂ 22) 0 ,5 й66} ф
где х ц = (̂ гз "̂ з̂з̂ ^С^и "*"̂ ззЛ)’ ^ —̂ 22^бв 2̂ А, т\ — /2А,
^  = ^2 2 (2 ^1 1 ^ 4 4 / абб ~ ^ 1 3  — 0,5д55) — аи(2апа44 / я66 + 0,5# 44 — я2з) •

Таким образом, представление функций Ф (. через комбинацию квазигармониче- 
ских функций ф и ф ,  позволило получить общие формулы для расчета напряженно- 
деформированного состояния анизотропного полупространства. Данное представление 
общих формул имеет место, если постоянные упругости удовлетворяют соотношениям

^66 ^ (^ /^ 1 1 ^ 2 2  ^ 1 2 ) ’ ^55 =  2(^/йГцОзз — а |3) ’ ^44 — 2(-\/^22^33 — ^23) (^ )

Формулы (7) могут быть использованы для расчета модулей сдвига в главных 
плоскостях симметрии анизотропного тела, а также при моделировании новых мате
риалов с заданными анизотропными свойствами. Численный расчет модулей сдвига для 
некоторых анизотропных упругих материалов дал удовлетворительное совпадение с 
аналогичными величинами, полученными экспериментально. В итоге компоненты на
пряжений и перемещений выражаются через одну квазигармоническую функцию ф, 
явный вид которой определим исходя из решения конкретной граничной задачи [4].
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