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Прочность, жесткость и надежность работы элементов машиностоения зависит 

от эксплуатационных условий их функционирования. Изложен метод решения статиче-

ской задачи для призматического ферромагнитного монокристалла с эффектом памяти 

формы, находящегося в жесткой заделке в магнитном поле. Показано, что для уравнове-

шивания силы, действующей со стороны магнитного поля на межфазную границу, на сво-

бодном торце кристалла должна возникать уравновешивающая сила. Дано решение  

динамической задачи для границы раздела аустенит / мартенсит в магнитном поле. 

 

Введение. Экспериментальному исследованию уникальных физико-механических 

свойств ферромагнитных материалов с памятью формы посвящено большое количество 

работ [1–12]. Исследования посвящены преимущественно сплавам Гейслера системы  

Ni–Mn–Ga. Назрела необходимость в создании и развитии теории границ раздела аусте-

нит / мартенсит (в работах [1–12] данная граница называется двойниковой) для приме-

нения ее результатов в технологии изделий и устройств, функционирующих на основе 

ферромагнитных смарт-кристаллов. 

В работе [13] на основе методов механики деформируемого твердого тела решена 

статическая и динамическая задача в случае находящегося в жесткой заделке механиче-

ски нагруженного призматического ферромагнитного монокристалла с единичной гра-

ницей раздела аустенит / мартенсит при отсутствии магнитного поля. При решении ди-

намической задачи в [13] было решено уравнение движения границы раздела аусте-

нит / мартенсит, предложенное в [13]. 

Целью данной работы стало решение статической и динамический задачи для гра-

ницы раздела аустенит / мартенсит в случае механически ненагруженного ферромагнит-

ного призматического монокристалла, находящегося в жесткой заделке и магнитном поле. 

Постановка статической задачи. Задача схематически проиллюстрирована на 

рис. 1. Призматический механически не нагруженный ферромагнитный монокристалл с 

памятью формы находится в жесткой заделке. Разделяющая аустенитную и мартенсит-

ную части кристалла граница ориентирована к поверхности под углом ψ (рис. 1). В ре-

зультате бездиффузионных фазовых превращений мартенситная часть кристалла повер-

нулась таким образом, что изначально параллельные торцевые плоскости стали непарал-

лельными. Силу BmagF


 (рис. 1) будем считать заданной. Возникновение этой силы на 

границе раздела аустенит / мартенсит обусловлено наличием магнитного поля. Величина 
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и направление силы BmagF


 зависит от величины и направления магнитного поля. В дан-

ной работе не будем рассматривать природу этой силы и примем экспериментально [2; 

5–7; 12] доказанный факт ее существование за постулат. 

 

 
 

Рис. 1. Схематическое изображение находящегося в жесткой заделке и в магнитном поле 

призматического монокристаллического образца с границей раздела 

аустенит / мартенсит 

 

Действующая в точке B сила BmagF


 в точке C будет уравновешиваться силой СF


 , 

направленной к оси XB   под неизвестным углом γ (рис. 1). 

В точке A действует сила AR


, для которой справедливо: 

 

 jYiXR AAA


 ; 

22
AAA YXR  ; tg ,A AY R    (1) 

 

здесь i  и j  – единичные векторы ортонормированного базиса, направленные вдоль 

осей AX и AY, соответственно;  

AX  и AY  – составляющие силы AR  ( AX  и AY  – модули составляющих AX


и AY


); 

α – неизвестный угол наклона вектора AR


 к оси AX. 

Аналогично для сил BmagF


 и СF


, действующих в точках B и C, соответственно, 

можно записать: 

 

jYiXF BmagBmagBmag



; 
22

BmagBmagBmag YXF  ; BmagBmag FY tg , 
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 jYiXF CCC



; 
22

CCC YXF  ; CC FY tg  (2) 

 

здесь i 


 и j 


 – единичные векторы ортонормированного базиса, направленные вдоль 

осей XB   и YB  , соответственно;  

BmagX   и BmagY   – модули составляющих силы BmagF


;  

β – угол наклона вектора BmagF


 к оси XB  ;  

CX   и CY   – модули составляющих силы СF


. 

Проекция силы BmagF


 но ось AX есть  cosBmagBmagX FF , где ϑ – угол наклона 

BmagF


 к оси AX. Соответственно, вдоль границы раздела аустенит / мартенсит будет 

действовать сила magF


, величина которой находится по формуле: 

 

  cosBmagmag FF , (3) 

 

где δ – угол наклона BmagF


 к границе раздела аустенит / мартенсит. 

По умолчанию принято допущение о том, что рассматриваемый смарт-кристалл не-

весомый. 

Решение статической задачи. Пусть при включении магнитного поля в точке B 

на границе раздела аустенит / мартенсит начала действовать сила BmagF


. Для нахожде-

ния мартенситного объема (рис. 1) в равновесии на свободном ненагруженном торце 

кристалла в точке C должна возникать уравновешивающая сила СF


. Тогда справедливо: 

 

 0 CBmag FF


. (4) 

 

Отсюда следует: 

 

 0cos   СBmag

i

Xi XFF , (5) 

 0sin   СBmag

i

Yi YFF , (6) 

 

где 

  cosСС FX ,  sinСС FY . (7) 

 

Для моментов сил, действующих на мартенситный объем (рис. 1) в статическом 

равновесии, справедливо уравнение: 



134 

 

   0sin  BmC

i

iB MlFFM , (8) 

 

где ml  – длина мартенситной части образца (рис. 1). 

В результате из (5), (6) и (8) получим: 

 

  coscosγ BmagC FF ,  sinsinγ BmagC FF ,  sinmCB lFM . (9) 

 

Принимая  , из (9) получим 

 

 BmagC FF  . (10) 

 

Исходя из представленной на рис. 1 схемы, получим 

 

  coscos CBmagmag FFF .  (11) 

 

В частном случае, когда 0 , будем иметь 

 

 Cmag FF  . (12) 

 

Аналогично (5), (6) и (8) для аустенитной части кристалла можно записать: 

 

 0cos  BmagA

i

iX FXF , (13) 

 

 0sin  BmagA

i

iY FYF , (14) 

 

 0sin  BAaBmag

i

iA MMlF)F(M , (15) 

 

где al  – длина аустенитной части образца; ϑ – угол наклона вектора BmagF


 к оси AX (рис. 1). 

В (13) и (14) принято: 
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  cosBmagA FX , (16) 

 

  sinBmagA FY . (17) 

 

С учетом (9) и (10) из (15) получим 

 

 )sinsin(sinsin  maCaBmagmCA llFlFlFM . (18) 

 

Решение динамической задачи. 

По аналогии с [15] для межфазной границы раздела аустенит / мартенсит уравне-

ние движения примем в виде: 

 

  aL bL cL F t   , (19) 

 

где a, b и k – эмпирические коэффициенты;  

L – положение межфазной границы на оси AX (рис. 1). 

Введем обозначения: 

 

 2 b a  , 
2
0

c a  . (20) 

 

Тогда (19) с учетом (20) запишем в виде: 

 

  tF
a

LLL
1

2 2
0   . (21) 

 

Как и в [12], примем 

 

   magFtF  const . (22) 

 

Пусть выполняются начальные условия 

 

   00 LL  ;   00 VL  , (23) 

здесь 0L  – положение межфазной границы в начальный момент времени ( 0t );  
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0V  – начальная скорость границы раздела аустенит / мартенсит. 

Решение однородного уравнения 

 

 02 2
0  LLL   (24) 

 

имеет вид [16; 17] 

 

   tata
o eCeCtL 21

21  . (25) 

 

здесь 1С  и 2С  – постоянные величины;  

1a  и 2a  – характеристические числа, которые находятся из соотношений [16]: 

 

 
2
0

2
1 a , 

2
0

2
2 a . (26) 

 

При 02
0   пусть частное решение уравнения (21) имеет вид 

 

 PL*  . (27) 

 

Подстановка (27) в (21), с учетом (22), даст 

 

 
2
0


a

F
L

mag*
. (28) 

 

Решение уравнения (21) есть [16] 

 

 
*

o LLL  . (29) 

 

Подстановка (25) и (28) в (29) даст 

 

  
2
0

21
21




a

F
eCeCtL

magtata
. (30) 

 



137 

Начальные условия (23) из (30) позволяют получить уравнения для нахождения не-

известных констант 1С  и 2С : 

 

 














22110

2
0

210

CaCaV

a

F
CCL

mag

. (31) 

 

Отсюда получаем: 

 

 

21

02
0

01

2
0

01
aa

V
a

F
La

a

F
LC

mag

mag



































 , (32) 

 

 

21

02
0

01

2
aa

V
a

F
La

C

mag




















 . (33) 

 

При 00 L , 00 V  из (32), (33) будем иметь 

 

 
 21

2
0

2

1
aaa

Fa
C

mag


 , (34) 

 
 21

2
0

1

2
aaa

Fa
C

mag


 . (35) 

 

В ферромагнитных материалах с эффектом запоминания формы при бездиффузи-

онных фазовых превращениях межфазная граница раздела, как правило, имеет высокую 

подвижность [12]. Это в уравнении (21) позволяет принять 0 . Тогда получим урав-

нение: 

 

  tF
a

LL
12

0  . (36) 

 

Решение данного уравнения имеет вид (29), где oL  есть решение уравнения 
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 02
0  LL . (37) 

 

Известно [16], что  

 

   tAtAtLo 0201 sincos  , (38) 

 

Или 

 

     tAtLo 0cos . (39) 

 

Здесь 1A  и 2A  – постоянные; 
2
2

2
1 AAA  ; 12tg AA . 

Частное решение уравнения (36) примем в виде (28). Тогда решение уравнения (36) 

примет вид: 

 

    
2
0

0cos



a

F
tAtL

mag
. (40) 

 

Заключение. Таким образом, решена задача о статическом равновесии призмати-

ческого ферромагнитного монокристалла с эффектом памяти формы, находящемся в 

жесткой заделке в магнитном поле. Показано, что для уравновешивания силы, действу-

ющей со стороны магнитного поля на межфазную границу, на свободном торце кри-

сталла возникает уравновешивающая сила. Решена динамическая задача для границы 

раздела аустенит / мартенсит, находящейся под действием магнитного поля. 
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В НАГРУЖЕННОМ ПРИЗМАТИЧЕСКОМ ФЕРРОМАГНИТНОМ 
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Решена статическая и динамическая задача для находящегося в жесткой заделке 

нагруженного призматического монокристалла с памятью формы с находящейся в нем 

мартенситной прослойки. Показано, что в статическом равновесии мартенситной 

прослойки при данной схеме нагружения в плоскостях границ раздела аустенит / мар-

тенсит действуют силы противоположного знака. При этом изменение ширины мар-

тенситной прослойки линейно зависит от разности скоростей границ раздела. 

 

Введение. В современном машиностроении широко используются материалы с эф-

фектом памяти формы. Структура используемого материала существенно влияет на 

прочностные и деформационные характеристики в реализуемых изделиях при действии 
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