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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ С ПОМОЩЬЮ 

ПЕРЕД АТОЧНЫХ ФУНКЦИЙ
массовой крутильной динамическом системы, рис.
1 . '

д. пи н. Молибошко Л.А.
П овы ш ение прочности и долговечности машин 

и механизмов достигается конструктивными и тех­
нологическими мероприятиями, т.е. за счет исполь­
зования новых материалов с более высокими меха­
ническими свойствами, применения более совер­
шенных технологических процессов, соверш енство­
вания методов расчета деталей, уточнения нагру­
зочных режимов их работы .

Н агрузочны й режим определяется внешними  
воздействиями и преобразую щ ими свойствами ма­
шины или механизма, т.е. способностью  механизма  
изменять подводим ое к нему возмущ ение. При этом  
статические свойства определяются, в основном , 
коэффициентами передачи (передаточными от н о­
шениями), а динамические - параметрами объекта  
как колебательной системы.

Таким образом , оказывается возможны м сф ор­
мировать оптимальный нагрузочный режим с п о­
мощью целенаправленного вы бора параметров  
объекта как динамической системы. Все сказанное 
будет поясняться на примерах крутильных динам и­
ческих систем (двигателей внутреннего сгорания, 
трансмиссий машин и др.).

При расчетах такие объекты представляются в 
виде динамической системы (модели), состоящ ей из 
дискретных масс, соединенны х между собой  безы ­
нерционными упругими звеньями, и математически 
описываются нелинейными дифференциальными  
уравнениями. Их реш ение на компьютере не пред­
ставляет проблем. Для расчета собственных частот, 
форм колебаний, амплитудных частотных характе­
ристик, максимально возможны х динамических 
моментов в упругих звеньях достаточно ограни­
читься линейной областью .

Реш ение таких задач удобн о выполнять с ис­
пользованием не дифференциальных уравнений  
движения, а их эквивалентов - передаточных функ­
ций в ф орм е преобразований Лапласа. И х нахож де­
ние в общ ем  случае сводится к составлению уравне­
ний движения, преобразованию  (по Лапласу) и на­
хож дению  отнош ений изображ ений интересующ их 
переменных.

А нализ получаемых передаточных функций п о­
казывает, что их мож но записывать без составления  
уравнений движений непосредственно по виду ис­
ходной  динамической модели [1, 2]. Поясним это на 
примере простейш ей цепной неразветвленной 5 -
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Рис. 1. Неразветвленная динамическая система 
Если в качестве входной координаты  принят 

внешний момент Мо, приложенный к массе G i, а в 
качестве вы ходной - например, момент Мг во вто­
ром  упруго-диссипативном звене gz , то передаточ­
ная функция равна произведению  инерционных Gi 
и упруго-диссипативны х gi параметров звеньев сис­
темы, располож енны х по пути прохож дения вход­
ного сигнала Мо д о  вы ходной координаты  Mz, ум ­
нож енному на дробь, числитель которой равен ха­
рактеристической функции (определителю ! Кз4 п од­
системы, располож енной вне пути прохож дения  
сигнала д о  вы ходной координаты , а знаменатель -  
характеристической функции (определителю ) R 
всей системы:

Mz(s) R34 ft
Wo,z(s) = -----------= G iG z g ig z — — , (1)

Mo(s) R ]
где Gi - подвижность i -  ой  массы (величина, о б ­
ратная моменту инерции: Gi = 1 / Ii); gi = biS + сі, где 
bi и Ci - соответственно коэффициент дем пф ирова­
ния и жесткость i -  го упруго-диссипативного зве­
на. Здесь и далее нижний индекс при R указывает 
номера упруго-диссипативны х звеньев, входящ их в 
подсистему, а верхний -  номер неподвиж но закреп­
ленной (защ емленной) массы Gi.

Если в качестве вы ходной координаты  взять 
угол поворота (pz массы Gz ,то

Cpz(s) R(̂ Ẑ34
W o,z(s)="----------= G i G z g i - : ----------. (2)

Mo(s) R ,
Для динамических систем, имеющ их несколько 

путей прохож дения сигнала, искомая передаточная  
функция равна сумме передаточных функций, опре­
деляемых отдельно для каж дого пути. При этом  
массы, располож енны е по пути прохож дения сиг­
нала, считаются закрепленными, а упруго-диссипа­
тивные звенья -  разорванны ми.

Такое правило записи передаточной' функции 
представляет собой  механическую трактовку из­
вестного в математике правила Крамера.

И з формул (1) и (2) следует, что для нахождения  
передаточной функции н еобходи м о найти характе­
ристические определители всей системы и ее п од­
систем. Для их вычисления использую т правило 
Лапласа, позволяю щ ее последовательно понижать  
порядок определителя путем его развертывания по 
элементам строк или столбцов. Т акое разлож ение 
по своему физическому смыслу соответствует рас­
щ еплению исходной динамической системы на не­
которое количество подсистем. Таким образом , ха­
рактеристический определитель всей системы, со-
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стоящий из определителей подсистем более низкого 
порядка, можно записать непосредственно по гео­
метрическому виду динамической системы путем ее 
последовательного расщепления.

На рис. 2 процесс последовательного расщеп­
ления показан на примере 5 -  массовой динамиче­
ской системы.

' Gi G2 G3 G4 G5 '

«12 «34

iGi G2 G^ 'Сз G4 Ggl

Rx «4
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Puc. 2. Графическая интерпретация последователь­

ного расщеплениядинамической системы 
Сначала система делится на две подсистемы с 

повторением какой-либо массы, например, массы 
Оз, как показано на рис. 2. Характеристическая 
функция всей системы R равна произведению ха­
рактеристических функций полученных подсистем 
R i2 и R34 минус произведение коэффициента связи 
У23 между ними на характеристические функции 
подсистем, получающихся в результате отбрасыва­
ния параметров, входящих в коэффициент связи угз. 
Аналогичным образом выполняется дальнейшее 
расщепление системы. Для приведенного на рис. 2 
примера
R=Ri2R34-y23RiR4; Ri2=RiR2-yi2; R34=R3R4-y34. (3) 

Ri=S2+^i; Xi=gi(Gi+Gi+i); i = 1,4; yuj+i = gjgj+i GV«- 
Передаточные и характеристические функции 

для других типов динамических систем приведены 
на рис. 3

R=Rl2R3456-y23RlR4R^^  ̂56-y25RlR6 R̂ ^̂  34;
Ri2=RiR2-yi2; R3456=R34R56-y3sR4R6; (4)
R(3)34=R(3>3R4_ У34 . R(3)56=R(3)5R6
R(3)3=s2+g3G4; R(3)5=s2+g5G6 .

R~Ri2R345~Y23RiR4R 5; R345—R34R5-y3sR4; (5)
Ri2=RiR2-yi2; R34=R3R4-y34; R3=s^+g3(G3+G4+Gó).
Puc. 3. Передаточные и характеристические функ­

ции динамических систем:
а) -  с разветвлением на массе; б) -  с дифференциаль­

ным разветвлением на упругом звене.

Для нахождения частотных характеристик сис­
темы достаточно, как известно, заменить в переда-

ТОЧНОЙ функции оператор s на jco. В результате 
получается комплексная частотная характеристика  
(К Ч Х ) системы W(j©), которую  м ож но представить  
состоящ ей из вещ ественной и мнимой частей: 

W (j(o)=ReW +jIm W  (6)
Т огда квадрат модуля амплитудной частотной  

характеристики А((со) будет равен
А2((о) =  (ReW)2 +  j (Im W )2. (7)
О дной их основны х задач расчета динам иче­

ской системы является определение частот ее собст­
венных колебаний. В общ ем случае задача сводится  
к составлению в каком-либо виде уравнения частот  
и нахождению  его корней, которы е и являются 
собственными частотами системы. Существует  
больш ое количество методов их нахождения. Один  
из наиболее простых состоит в преобразовании  
характеристической функции в искомое частотное 
уравнение. Для этого достаточно считать динам и­
ческую систему консервативной (b i  =  0) и прирав­
нять характеристическую функцию нулю, предва­
рительно заменив на - со̂ .

Н апример, для динамической системы, рис. 1, 
имеем:

R=Rl2R34-y23RlR4=(RlR2-yi2) (R3R4 - УЗ4) -  
- Y23 R 1R4 > (8)

R~2.i—со , Ci(Gi+Gj+i), i — 1 >4, Yjyj+i~CjCj+iG j+i.
П ередаточны е функции являются удобны м ис­

ходным материалом для анализа динамичности  
системы. П од  динамичностью  понимаю т сп особ ­
ность системы преобразовывать прикладываемый к 
ней внешний крутящий момент (обы чно ступенча­
тый) за счет ее упругих и инерционных свойств. 
Диссипативны е силы мало сказываются на макси­
мальных моментах, что связано со скоротечностью  
протекания переходного процесса, поэтом у систему 
в таких расчетах считают консервативной. Д и н а­
мичность оцениваю т коэффициентами динам ично­
сти моментов в упругих звеньях:

ki — Мітах/ Mo, (9)
где Mimax - максимально возможны й момент в i -  ом  
упругом звене при ступенчатом приложении внеш ­
него момента Мо.

Для i -  го упругого звена
R (0) п Rj(coi)

ki=kio(l +kis)=kio(l +--------- 1 |----------1), (10)
Rj(0) 1 co2iR’(coi)

где kio -  инерционный коэффициент, зависящий от 
соотношения масс системы; kis -  сумма динамиче­
ских составляющих коэффициента динамичности ki; 
R(coi) и Rj(coi) - частотные функции соответственно 
всей системы и подсистем, лежащих вне прямого 
пути прохождения входного сигнала; R ’(coi) -  про­
изводная частотной функции системы; соі -  i - собст­
венная частота системы.

Н апример, для системы, показанной на рис. 1, 
ІЗ + І4 + І5  R (9) 4 R34(C0i)

к2=— ---------------- (1 + --------- S | --------- I). (11)
Ii + І 2 + І З + І 4 + І 5  R34(0) 1 C0̂ iR4C0i)

Каждый коэффициент динамичности состоит из 
статической составляющ ей, равной единице, и сум ­
мы динамических составляющ их kis, определяемых  
амплитудами моментов на соответствую щ их собст­
венных частотах.
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Анализ (10) показывает, что динамические со­
ставляющие kis зависят от относительной ширины 
частотного диапазона, в котором расположены 
собственные частоты, и их взаимного расположе­
ния. С увеличением ширины диапазона kis уменьша­
ется до своего предельного значения, равного еди­
нице. Значение kis для звена, наиболее близко рас­
положенного к внешнему моменту, всегда равно 
единице и не зависит от колебательных свойств 
системы. Для остальных звеньев kis больше единицы 
и при определенных условиях может принимать 
теоретически сколь угодно большие значения [1].

С помощью предложенного метода выполнен 
анализ динамических свойств трансмиссий грузо­
вых автомобилей МАЗ, ЗИЛ и ГАЗ с колесной фор­
мулой 4x2. Их динамические системы соответствуют 
рис. 3 б. Расчеты показали, что они динамически 
подобны, т.е. для снижения максимальных нагрузок 
при трогании автомобиля с места и длительно дей­
ствующих переменных нагрузок от неровностей 
дороги применимы одни и те же конструктивные 
мероприятия. Это связано с единой природой их 
возникновения. Определены условия, при которых 
нагрузки в трансмиссии минимальны. Одним из 
условий является равенство между собой парциаль­
ных частот подсистем R4 и Rs, упругие звенья кото­

рых соответствуют: С4 -  тангенциальной жесткости 
ведущих колес, С5 -  жесткости рессор ведущего мос­
та на выкручивание. В этом случае одна из собст­
венных (резонансных) частот трансмиссии совпада­
ет с антирезонансной частотой, что приводит к 
исчезновению (компенсации) резонансной зоны на 
данной частоте. Наибольшее влияние на макси­
мальные моменты в трансмиссии оказывает жест­
кость полуосей. Как правило, при их уменьшении 
максимальные моменты в ’ трансмиссии также 
уменьшаются.

Расчеты показывают, что за счет оптимизации 
динамических свойств нагруженность деталей 
трансмиссии можно снизить на 15..25 % .

Результаты расчетов хорошо согласуются с экс­
периментальными данными.
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РЕПЛИКА

О ВИБРОУСТОЙЧИВОСТИ, ВИБРОЗАЩИТЕ 
К ЗАДАЧЕ ОПРЕДЕЖ НИЯ СОБСТВЕННЫХ 

ЧАСТОТ КОЛЕБАНИЙ КОНСТРУКЦИЙ МАШИН
К он драт ю к В .Ф ., доц, каф едры  ^^Сопротивление м ат ериалов и т еория  упругост и'^  

К руш евски й  А .Е ., проф ессор каф едры  т еорет ической  м ехан ики

Решение вопросов вибро­
устойчивости, виброзащиты -  не­
отъемлемая часть обеспечения 
безопасных условий эксплуатации 
машин. Это касается как строи­
тельного, так и машинострои­
тельного комплексов. Создание 
виброзащищенных машин приоб­
ретает особую актуальность в 
горнодобывающей отрасли.

Одной из главных задач про­
блемы является определение спек­
тра частот собственных колеба­
ний конструкций. Эта информа­
ция нужна не только для предот­
вращения опасного резонанса при 
вынужденных колебаниях, но 
также и для изучения возникнове­
ния нелинейных колебаний (авто­
колебаний).

Имеется значительное количе­
ство литературы, посвященной 
расчету на вибрационную на­
грузку, например, энциклопедиче­
ский труд под редакцией С.Д. По­
номарева “Расчеты на прочность

в машиностроении” (1959), фун­
даментальный шеститомный 
справочник под редакцией В.В. 
Болотина “Вибрации в технике” 
(1978).

С развитием вычислительной 
техники появился ряд компьютер­
ных программ с мощной сервис­
ной поддержкой, которые позво­
ляют моделировать рабочий про­
цесс и проектировать вибробезо­
пасную машину. Здесь следует от­
метить указанные выше работы 
[1], [2] и последующие разработки 
этих авторов.

В инженерной практике чаще 
всего в расчетах используют 
приемы замены конструкции сис­
темой материальных точек с уп­
ругими связями и демпферами. 
Такой приближенный подход не 
позволяет с достаточной точно­
стью определить спектр частот, 
так как этот спектр зависит, пре­
жде всего, от упругих связей ме­
жду элементами, а эти связи опре­

деляются лишь приближенно и, 
что самое главное, неоднозначно.

Поэтому привлечение более 
надежных и строгих методов оп­
ределения спектра собственных 
частот колебаний остается акту­
альной задачей в расчетной прак­
тике.

По мнению авторов данной 
статьи перспективным методом 
определения спектра собственных 
частот колебаний можно считать 
вариационное уравнение Ла­
гранжа равновесия полного объ­
ема:

\{divT л- К -  ę y ^ ) ^ b u d V  -
V дГ
- l ( n -T -F „ )8 u d S  = 0,

S
где Т - тензор напряжений, К - 
вектор объемных сил, р - плот­
ность материала, й  - вектор пе­
ремещений, Ъй - вариация век-
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