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РЯДЫ 
 

Теоретические вопросы 
 
1. Определение числового ряда. Сходимость и сумма ряда. 
2. Основные свойства сходящихся рядов. 
3. Необходимое условие сходимости ряда. 
4. Теоремы сравнения рядов с положительными членами. 
5. Признак Даламбера для сходимости ряда с положительными 

членами. 
6. Радикальный признак Коши. 
7. Интегральный признак Коши. 
8. Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходи-

мости. 
9. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница. 
10. Равномерная сходимость функционального ряда. При-

знак Вейерштрасса. 
11. Свойства равномерно сходящихся функциональных ря-

дов. 
12. Степенные ряды. Теорема Абеля. Радиус сходимости. 

Интервал сходимости. 
13. Ряды Тейлора и Маклорена. Разложение основных эле-

ментарных функций в ряд Тейлора. 
14. Применение рядов в приближенных вычислениях. 
15. Ряд Фурье. Теорема Дирихле. Разложение функций в 

ряд Фурье на отрезке   , . 
16. Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций. 
17. Разложение в ряд Фурье функций с произвольным пе-

риодом. 
 

Теоретические упражнения 
 

1. Написать ряд, члены которого образуют геометрическую 
прогрессию, если сумма ряда равна a, первый член равен b. 
Для каких a и b это возможно? 
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2. Доказать, что если остатки ряда образуют геометрическую 
прогрессию, то члены ряда также образуют геометрическую 
прогрессию. 

3. Доказать, что если сходятся ряды 
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4. Пусть 
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Может ли сходиться ряд 
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n
nn ba ? Приведите примеры. 

5. Дан условно сходящийся ряд. Изменится ли сумма ряда, 
если его первые 1000 членов переставить, а порядок следова-
ния остальных членов оставить без изменения? 

6. Доказать, что если ряд 
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7. Если ряд 
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В задачах 1, 2 исследовать сходимость числового ряда. 
В задаче 3 исследовать сходимость знакочередующегося 

ряда. В случае сходимости исследовать его на абсолютную и 
условную сходимость. 

В задаче 4 найти область сходимости функционального ряда. 
В задачах 5, 6 определить область сходимости степенных 

рядов. 
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В задаче 7 разложить функцию )(xf  в ряд по степеням x, 
используя разложения основных элементарных функций. 

В задаче 8 найти четыре первых, отличных от нуля, члена 
разложения в ряд функции )(xf  по степеням 0xx  . 

В задаче 9 вычислить с помощью ряда определенный инте-
грал с точностью до 0,001. 

В задаче 10 найти с помощью ряда решение дифференци-
ального уравнения при указанных начальных условиях. 

В задаче 11 разложить в ряд Фурье функцию  xf  на ука-
занном промежутке. 

 
В а р и а н т  1 

 

1.  







1 5

21

n

n

n
;               2. 




1 2

1
n n

n
;              3. 

 









1

1

13

1
n

n

n
; 

4. 


1

1
n

xn
;                     5. 

 









1

1

)1(

1
n

nn

nn

x
;  6.   



1
1

3

1
n

n

n
x

n

n
; 

7.   xxxf 22 cossin ;        8.   1,
1

0  x
x

xf ; 

9. 
1

0

2

2

dxe
x

;    10. ;0 yyxy        11.  .; ;3  xy  

                                  20,10  ye  
 

В а р и а н т  2 
 

1. 



1
2 1

1

n n

n
;            2.  



1 2

12
n

n

n
;               3. 

 









1
2

11
n

n

nn
; 

4. 
 




 



1
212

)12sin(

n n

xn
;          5. 












1

2

2n

n
x

n ;    6. 
 








1
2

21

n

n

n

xn
; 



 6 

7.  
41 x

x
xf


 ;           8.   2, 0  xexf x ; 

9. 
1,0

0

2cos3 xdxx ;  10. 0 yyxy ;   11. 








.21,1

10,

x

xx
y  

 
  ;10

,20,1)0(




y

yy
 

 

В а р и а н т  3 
 

1. 


 


1 23

1

n n

n
;              2. 



2 ln

1

n nn
;         3.    











1

1

1

12
1

n

n

nn

n
 

4. 


1 3
sin2

n
n

n x
;           5. 












1 3

1

n

n
x

n

n
;   6. 

 







1

5

n

n

nn

x
; 

7.    
x

x
xf




1ln
;      8.  

20,cos  xxxf ; 

9.  
5,0

0

dxex x ;    10. ;0 yyxy     11.  .1;112 2  xy  

                                            ;11,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  4 
 

1. 






1 3

13

n nn

n
;           2. 












2
2ln

1

n nn
;       3.  
















1 13

12
1

n

n
n

n

n
; 

4. 






1n

nxne ;            5. n

n
n

x
n








1 2

13
;        6.  






1
3

n

nn xn ; 

7.   xxxf ch ;       8.   4, 0
1  xxf
x

; 

9. 
1,0

0

2sin xdxx ; 10. 22 yxxyy   11. 








.0 ;0

;0 ;

x

xx
y . 

  ;1)0( y  



 7 

В а р и а н т  5 
 

1. 






1 4

12

n
n

n
;         2. 















1 12

2

n

n

n

n
;        3.  
















1 13

12
1

n

n
n

n

n
; 

4. 






1
2

n

nxn ;          5. n

n
n

x
n

)3(
2

13

1







;  6. 

 







1

3

9

1

n
n

n

n

x
; 

7.   3 8 xxf  ;   8.  
40

2 ,cos  xxxf ; 

9.  
5,0

0

2 )1ln( xdxxx ;       10. xyyxy sin22   

          ;
2

1
)0( y   

11. 








.20 ,1

;02 ,

x

xx
y  

 

В а р и а н т  6 
 

1. 


1

3

)!2(n n

n
;                2. 



 


1 110

1

n n

n
;              3.  






1

ln
1

n

n

n

n
; 

4.  


 1 12

1

n
nxn

;       5 


1

2
n

n
n

x
n

;                6. 
 




1
2

3
n

n

n

x
; 

7.   




  21ln xxxf ;              8.   1, 0

3  xexf x ; 

9. 


2,0

0
3 21 x

dx
;   10. 22 2xyey x  ;   11.  1;1   ;2  xy . 

 ;1)0( y  
 

В а р и а н т  7 
 

1. 


 


1
3 2

3

n n

n
;          2. 



 1 )12(3

5

n
n n

n
;        3.  



 


1 10

ln
1

n

n

n

n
; 



 8 

4. 


1

!

n
nx

n
;                  5. 







1

1

3n
n

n

n

x
;          6. 

 
   



 


1 1ln1

2

n

n

nn

x
; 

7.  
24 x

x
xf


 ;        8.   40,ctg  xxxf ; 

9. 
 


2,0

1,0

1ln
dx

x

x
;  10. xyeyxy  2 ;  11. 













.21,1

;11,

;12,1

x

xx

x

y  

    ;1)0( y  
 

В а р и а н т  8 
 

1. 


2 ln

1

n nn
;              2. 



 


1 15

23

n n

n
;                3. 

 






1

11

n
p

n

n
; 

4. 


 1
21

1

n x
;                5. 

n

n

x

n

n











 211

;          6. 
 



 



1
2 1

4

n

n

n

x
; 

7.  
34

53
2 




xx

x
xf ;   8.   1 ,sh 0  xxxf ; 

9. 
5,0

2,0

arcsin
dx

x

x
;      10. ;yexy        11.  .; ;2  xy  

        ;0)0( y  
 

В а р и а н т  9 
 

1. 









 

1 3

1

n

n

n

n
;      2. 



 1
2 52

1

n nn
;     3.  



 


1 46
1

n

n

n

n
; 

4. 





1

2

5
sin3

n n

x
n ;        5. 



1n
n

n

n

x
;                    6. 

 



 


1
3 1

5

n

n

n

xn
; 



 9 

7.  
29

1

x
xf


 ;    8.   40

1 ,ctg  xxxf x ; 

9. 
5,0

1,0

arcsin
dx

x

x
;  10. ;02  yxy   11.  1;0 ;12 2  xy . 

      ;10,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  10 
 

1. 









 

1 3

1

n

n

n

n
;          2. 



 1
2 52

1

n nn
;           3. 

 






1

1

n
n

n

n
; 

4.  





1

ln
1 1

1
n

x
n

n
;   5. 

 







1

11

n

nn

n

x
;        6. 










 

1 2

2

n

n
x

n ; 

7.    xxf  2ln ;   8.   0,tg 0  xxxf ; 

9. 
4

2

1

dxe x ;             10. ,22 yxy          11. 








.21 ,2

,10 ,2

x

xx
y  

   ;1)0( y  
 

В а р и а н т  11 
 

1. 














1
2

2
2

1

2

n

n

n

n
;           2. 







1

3

!

1

n n

n
;            3. 

 






1 3

1

n
n

n

n
; 

4. 


1n
nx

n
;      5.    






1

2 3121
n

nn x ;    6. 
 

   


 


1 112

3

n

n

nn

x
; 

7.     xxf cos ;         8.   3, 0  xxxxf ; 

9. 
1

5,0

sh
dx

x

x
;    10. ,02  yxyy     11.   ; ;34 2xy . 

            ;30 ,1)0(  yy  



 10

В а р и а н т  12 
 

1. 


 


1
21

1

n n

n
;                  2. 



1 !

3

n

n

n

n
;             3. 

 



 



1 1

)1)(1(

n

n

nn

n
; 

4. 
 



 1 12n
nx

n
;          5. 







1

12

12n

n

n

x
;         6.    









1 3

4
1

n
n

n
n

n

x
; 

7.   2sin xxxf  ;            8.   2 ,
1

1
0 

 x
x

xf ; 

9. 
9
1

0

dxex x ;   10. ,0 xyyyx   11. 








.0;2

,0;2

x

x
y  

             ;10,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  13 
 

1. 














1

2

13

12

n

n

n

n
;          2.  



 1 1

1

n nn
;          3.  



 


1

3

1
1

n

n

n

n
; 

4. 


1
2!

1

n xn
;                  5. 



1 2n
n

n

n

x
;                 6. 

 



 



1 2 1

13

n

n

n

x
n

; 

7.  
x

x
xf




1

6

;            8.   1  ,ch 0  xxxf ; 

9.  
4
1

0

21 dxx ;  10. ,0 yxyyx  11. 












.21 ,1

,11 ,

,12 ,1
2

x

xx

x

y  

   ;10,0)0(  yy  
 

В а р и а н т  14 
 

1. 







1 2 1
tg

n
n

n ;    2. 
  



 1
21323

1

n nn
;    3.  





 


1
2

1 1
1

n

n

n

n
; 



 11

4. 
 



 1 2n
nx

n
;    5. 

 






1
2

11

n

nn

n

x
;      6.  










 


1 4

2
13

n

n

x
n ; 

7.   xxf 2cos ;  8.   1  ,
3 0 

 x
x

x
xf ; 

9. 
1

3,0

sin
dx

x

x
;   10. ,0 xyyyx   11. 









.21 ,0

;10 ;2

x

xx
y  

  ;10  ,0)0(  yy  
 
В а р и а н т  15. 

 

1. 


1

1
2sin

n n
;             2.  



 1 !12

1

n n
;         3.    



 


1 !12

1
1

n

n

n
; 

4.  





1

1 1
1

n
x

n

n
;      5. 

 



 


1
2

25

1

1

n

n

n

xn
;     6. 

 







1 5

3

n
nn

x
n

; 

7.   2xxexf  ;       8.     2 ,1ln 0  xxxf ; 

9. 
1

0

3 cos xdxx ;  10. ,0 yyxyx   11.  2;2;34  xy . 

   ;10,0)0(  yy  
 

В а р и а н т  16 
 

1. 





1
12n

n

n
;                 2. 



 


1
2 2

1

n nn

n
;               3.  






1
2

1
1

n

n

n
; 

4. 
 



 


1
251

12

n
nxn

n
;        5. 

 
 



 


1
22

1

n

nx
n

nn
;         6. 

 







1

1

n n

x
n

; 

7.  
2sh xxf  ;             8.   40

2  ,sin  xxxf ; 



 12

9.   
5,0

0

1ln dxx ;       10. ,2 22 yxy   

             ;10,1)0(  yy  

11. 








.21 ,2

,10 ,1

x

x
y x  

 
В а р и а н т  17 

 

1.  


 


1
2 12

1

n
n n

n
;       2. 



 


1
2 2

1

n nn

n
;      3. 






1
1||,sin

n

n rnr ; 

4.  





1

1 1
1

n
x

n

n
;        5. 

 



 


1
2

25

1

1

n

n

n

xn
;  6. 

 


 


2
3ln

1

n nn

x
n

; 

7.   xexxf 22  ;      8.   40,tg  xxxf ; 

9. 


1

0
41

dx
x

dx
;      10. ,0 yyyy      11.  .;;3  xy  

     ;10 ,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  18 
 

1. 






1 3
sin2

n

n
n ;           2. 



 


1 12

3

n n

n
;         3.  



 


1 ln

1
1

n

n

nn
; 

4. 


 1
3 44

1

n xn
;            5. 



 1
2 2n

n

n

x
;              6. 

 







1 10

2

n
n

n

x
; 

7.     xxxf cos1 ;    8.   1 ,ln 0
2  xxxf ; 

9. 
1

0

23 dxex x ;     10. ,0 yyyx     11. 








.10 ;

,01 ;

xx

xx
y  

   ;10,1)0(  yy  
 



 13

В а р и а н т  19 
 

1. 


 


1
21

2

n n

n
;            2.  



 1 !1

3

n

n

n
;          3.  











1

2
1

1

3
1

n

n

n

n
; 

4. 
 
 










1

1

33

1

n
nn

n

xn
;     5. 



1 !

3

n

n
n

x
n

;            6. 
 
 



 


1 1

4

n
nn

x
n

; 

7.  
21

1

x
xf


 ;     8.   0,1ln 0

2 




  xxxxf ; 

9. dx
x

ex


5,0

2,0

;      10. ,0sin  xyyx      11.  1;1 ;32  xy . 

  ;10,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  20 
 

1. 









 

1

2

3

12

n

n

n

n
;   2. 



 1
2 134

1

n nn
;   3.  











1

2
1

1

31
1

n

n

n

n
; 

4. 


1
3

sin

n n

nx
;            5. 

 







1 2

!1

n

n
n

x
n

;        6. 
 



 


1 )1(

4

n
n

n

n

x
; 

7.   xxf arcsin ;      8.   2 ,
1

0
2

 x
x

xf ; 

9. dxxx
2,0

0

10 sin ;    10. ,02  yyx      11. 








.21 ;0

10 ;1

x

xx
y  

        ;10 ,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  21 
 

1.    


 1
2 1ln1

1

n nn
;       2. 



 


1 43

12

n n

n
;          3. 

 










1

1

3

1

n
n

n

n
; 



 14

4. 


 1
22

1

n nx
;          5. 



1
!

n

nxn ;     6. 

  
 

 









1
3

1

21

n

n
n

x
n

nn
; 

7.   xxf arctg ;      8.   1,
1

1
0 

 x
x

xf ; 

9. dx
x

ex


2,0

1,0
2

;       10. ,02  xyyyx       11.  .2;2 ;3 1  xy  

   ;10 ,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  22 
 

1. 


 


1
4 1

5

n n

n
;              2.  



 1 23

10

n

n

nn
;               3. 

 


 


1
2 1

1

n

n

n
; 

4. 
 

 


 





1
21

1

12

1

n
n

n

xn
;     5. 



 1 1n

n

n

x
;     6. 

 
  



 


1 21

33

n

nn

nn

x
; 

7.    21ln xxxf  ;         8.   1 ,
2 0 

 x
x

x
xf ; 

9. 
2,0

1,0

cos
dx

x

x
;      10. ,0 xyy     11. 









.20,0

,10,1 2

x

xx
y  

     ;20,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  23 
 

1. 
 
 







1

3

!3

1

n n

n
;             2. 



 


1
2

2

43

2

n n

nn
;                3. 

 
 



 


1 1

1

n

n

nn
; 

4. 
 



 1
22

1

n
n

xa
;         5. 



1 2n
n

n

n

x
;                   6. 

 


 


1 23

8

n

n

n

x
; 



 15

7.  
2

2

1 x

x
xf


 ;          8.   1,

1

1
02



 x

x
xf ; 

9. 


1,0

0
21 x

dx
;                 10. ,sin xey             11.  2;2;2  xy . 

              ;0)0( y  

 
В а р и а н т  24 

 

1. 






1 5

1

n
n

n
;                  2. 


















1

1

1

2

n

n

n

n
;                3. 



1 2

sin

n
n

n
; 

4. 


1 3

sin

n
n

nx
;            5. 

  







1 !2

1212

n

nx
n

nn
;    6. 

 
 



 


1 1

1

n

n

nn

x
; 

7.  
x

x
xf




1
;         8.     2 ,11 0  xxxxf ; 

9.  
2,0

0

cos xdxx ; 10. ,0 xyxyx  11. 








.10;12

,01;12

xx

xx
y  

       ;20 ,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  25 
 

1. 






1 4

2

n
nn

n
;              2. 















1

2

32

21

n n

n
;            3. 










1
3

1

1

3)1(

n

nn

n
; 

4. 


 1
22

1

n nx
;           5. 

 



 


1 32

1

n

nx
n

nn
;          6. 

 



 


1 1

1

n

n

n

xn
; 

7.  
21 x

x
xf


 ;       8.   1 , 0   xxexf x ; 

9. 
5,0

2,0

1
dx

x

x
;   10. ,22 yxyxy     11.  .1;1 ;1  xy  

   ;1)0( y  



 16

В а р и а н т  26 
 

1. 


 


1 43

32

n n

n
;          2.  



 1 1ln)1(

1

n nn
;          3. 







1 !

cos

n n

n
; 

4. 


 1
2 1

sin

n n

nx
;              5. 



1
2

n

n

n

x
;                      6. 

 



 


1 3

2

n

n

n

xn
; 

7.   5 1 xxxf  ;      8.  
40 ,2sin  xxxf ; 

9.   
2,0

0

21 dxxx ;  10. ,0 yyx   11  .2;2;  xey  

         ;21,2)1(  yy  
 

В а р и а н т  27 
 

1. 


 


1
2 2

12

n n

n
;                 2. 







1 23

13

n
n

n
;                   3. 







1 5

cos

n
n

n
; 

4. 


 1
2 1

sin

n n

nx
;               5. 



1
2

n

n

n

x
;                6. 

 










1

1

32

23

n

nn

n

x
; 

7.  
x

e
xf

x 2

 ;              8.   2 ,1 0  xxxf ; 

9. 
4,0

1,0

arctg
dx

x

x
;  10. ,01 xyyx 11.  









.31 ,3

10 ,2

xx

xx
y  

     ;10 ,1)0(  yy  
 

В а р и а н т  28 
 

1. 


 


1
2 2

12

n n

n
;           2. 



 


1 1

4)32(

n

n

n

n
;          3. 

 


 


1 3)12(

1

n
n

n

n
; 



 17

4. 


1 4

sin

n
n

nx
;              5. 







1

12
n

nn x ;                6. 
 




 


1
3 3

3

n

n

n

x
; 

7.     xexxf 1 ;    8.   ;1,
1

1
0 

 x
x

xf  

9. 
1

0

cos dxx ;   10. ,2 2yyxy     11.  3;3 ;3 2  xxy . 

;1)0( y  
 

В а р и а н т  29 
 

1. 


 


1
2 1

32

n n

n
;               2.  



 1 !4

1

n n
;                  3. 







1 8

cos

n
n

n
; 

4. 











1 3

||1

n

n
x

n
;           5. 



1n

n

n

x
;                       6. 

 



 


1
1 12

1

n
n

nx
; 

7.   xxxf 2cos ;      8.   2,
1 0 

 x
x

x
xf ; 

9. 
6,0

5,0

sin
dx

x

x
;  10. ,0cos  xyy    11. 













.21,0

;11,1

;12,0

x

x

x

y  

             ;21,2)1(  yy  
 

В а р и а н т  30 
 

1. 














1 54

13

n

n

n

n
;            2. 



 1
2 4

1

n nn
;                3. 

 






1

1

n

n

nn
; 

4. 


1
2

cos

n nn

nx
;       5. 






1
)3(

n

nn nx ;      6. 
 

  


 


1 21

1

n

n

nnn

x
; 

7.   2cos xxf  ;      8.  
40,cos2  xxxf ; 



 18

9. 
4,0

1,0

sin
dx

x

x
; 10. ,0cos  xyy  11. 









.42,0

,20,2

x

xx
y  

           ;20,1)0(  yy  
 

Образец выполнения варианта типового расчета по теме «Ряды» 
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Решение 

 
1). Исследуем на сходимость ряд с помощью признака Да-

ламбера. 
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ряд сходится. 
Ответ: сходится. 
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2). Исследуем на сходимость ряд с помощью радикального 
признака Коши. 
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ряд расходится. 
Ответ: расходится. 

 

3). Это знакочередующийся ряд. Проверим, выполняются 
ли условия теоремы Лейбница. 
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Условия теоремы Лейбница не выполняются, следователь-
но, ряд расходится. 

Ответ: расходится. 
 

4). Найдем область сходимости ряда, используя признак 
Коши. 
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Для  0,x  ряд сходится. Проверим ряд на сходимость 
в точке 0x : 
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Это знакоположительный ряд. Он расходится, т.к. 
.0lim 


n

n
a  Область сходимости ряда  .0,x  

Ответ:  .0,x  
 

5). Исследуем ряд на сходимость с использованием призна-
ка Даламбера. 
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Для  1;3x  ряд сходится. Проверим ряд на сходимость 

на концах интервала. 

Пусть 3x , тогда 
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 Это знакочере-

дующийся ряд, по признаку Лейбница сходится. 

Пусть 1x , тогда 
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. Это гармонический 

ряд, он расходится. 
Ряд сходится при  1;3x . 

Ответ:  1;3x . 
 
6). Исследуем ряд на сходимость с помощью радикального 

признака Коши. 
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При  1,1x  ряд сходится. Проверим ряд на сходимость на 
концах интервала. 

Пусть х =–1, тогда 
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. Это знакочередующийся ряд, 

по теореме Лейбница сходится. 

Пусть х = 1, тогда 
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n n
. Это обобщенный гармонический 

ряд  12 p , он сходится. Область сходимости  1,1x . 
 

Ответ:  1,1x . 
 

7). Запишем разложение в ряд Тейлора функции uey  . 
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Запишем представление функции 
24xe  в виде ряда 

 







0

2242
4

!

4

!

)4(

!2

16

!1

4
1

2

n

nnn
x

n

x

n

xxx
e  . 

 

Умножим полученный ряд на 2x  и получим искомый ряд 
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Ответ: 
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8). Ряд Тейлора для функции )(xfy   в окрестности точки 

0xx   имеет вид 
 

 





 n
n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0  

 

Найдем значения функции xy 2  и ее производных в точ-

ке 10 x : 
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Подставим найденные значения в ряд: 
 

  n
n

x x
n

xx )1(
!

2ln2
)1(

!2

2ln2
)1(

!1

2ln2
22 2

2

 

 

Ответ: .)1(
!

2ln2
2

0

n

n

n
x x

n
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Так как полученные ряды являются знакочередующимися, то 

остаток по абсолютной величине не превосходит суммы абсо-
лютных величин первых отбрасываемых членов обоих рядов. 
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10). Решение дифференциального уравнения ищем в виде 

ряда Тейлора 
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Подставим в ряд: 
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11). По условию дана 2 – периодическая функция. Запи-
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Подставим найденные значения коэффициентов в ряд: 
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КРАТНЫЕ, КРИВОЛИНЕЙНЫЕ,  
ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ  
И ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

 

Перечень вопросов для самоподготовки 
 

1. Интеграл по фигуре. Основные понятия и определения. 
2. Геометрический и механический смысл интегралов по 

фигуре. 
3. Основные свойства интегралов по фигуре. 
4. Вычисление двойных интегралов в декартовых прямо-

угольных координатах. 
5. Вычисление тройных интегралов в декартовых прямо-

угольных координатах. 
6. Вычисление двойных интегралов в полярных координатах. 
7. Вычисление тройных интегралов в цилиндрических и 

сферических координатах. 
8. Криволинейные интегралы первого и второго рода, их 

основные свойства и физический смысл. 
9. Поверхностные интегралы первого и второго рода, их 

основные свойства и физический смысл. 
10. Зависимость между криволинейными интегралами пер-

вого и второго рода. 
11. Зависимость между поверхностными интегралами пер-

вого и второго рода. 
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12. Вычисление криволинейных интегралов первого и вто-
рого рода. 

13. Вычисление поверхностных интегралов первого и вто-
рого рода. 

14. Формула Грина. 
15. Применение формулы Грина к вычислению площадей. 
16. Условия независимости криволинейного интеграла от 

пути интегрирования. 
17. Формула Остроградского. 
18. Формула Стокса. 
19. Векторное поле. Векторные линии. 
20. Поток вектора через поверхность. 
21. Дивергенция векторного поля. 
22. Формула Остроградского в векторной форме. 
23. Соленоидальное векторное поле и его свойства. 
24. Линейный интеграл в векторном поле. Работа силового 

поля. Циркуляция векторного поля. 
25. Ротор и вихрь векторного поля и их физический смысл. 
26. Формула Стокса в векторной форме. 
27. Потенциальное векторное поле. Вычисление линейного 

интеграла в случае потенциального поля. 
28. Оператор Гамильтона. Оператор Лапласа. 
29. Операционное исчисление. Основные определения. Свой-

ства оригиналов. 
30. Свойства изображений. 
31. Дифференцирование изображения. 
32. Интегрирование изображения. 
33. Теорема подобия. 
34. Теорема запаздывания (сдвига). 
35. Теорема смещения (затухания). 
36. Теорема опережения (упреждения). 
37. Изображение периодических оригиналов. 
38. Определение и свойства свертки функций. 
39. Теорема о произведении изображений (теорема Бореля). 
40. Дифференцирование оригиналов. 
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41. Интегрирование оригиналов. 
42. Обратное преобразование Лапласа. Теорема обращения. 

Формулы обращения. 
43. Применение преобразования Лапласа к решению линей-

ных дифференциальных уравнений и систем линейных диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффициентами. 

44. Формулы Дюамеля и их применение при решении ли-
нейных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-
фициентами. 

45. Таблица основных операционных соотношений. 
 

З а д а н и я 
 

В а р и а н т  1 
 
1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями  cos;sin3 arar . 
2. Определить массу пирамиды, образованной плоскостями 

0 ;0 ;  yxazyx , 0z , если плотность в каждой точке 
равна аппликате этой точки. 

3. Вычислить 
L

dly2 , где L – дуга кривой yx ln  между 

точками )1,0(A  и ),1( eB . 

4. Применяя формулу Грина, вычислить  
c

dyyxdxy 22 )(  

по контуру треугольника ABC с вершинами 
),0();,();0,( aCaaBaA . 

5. Пользуясь формулой Остроградского, вычислить 
yzdxdzxydydzxzdxdy

S

 , где S – внешняя сторона поверх-

ности пирамиды, ограниченной плоскостями 
 

12 ;0 ;0 ;0  zyxzyx . 
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6. Найти циркуляцию вектора jxiyF


  по окружности 

1)1( 22  yx . 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0()0(  ,2  yyeyyy t . 
 

8. 







,2

;2

tyxy

tyxx




 где .4)0(  ,2)0(  yx  

 
В а р и а н т  2 

 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями 1 ; ; 2  xeyey xx . 
2. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 

;2 22 yxaz   2222 3azyx  , если плотность в каждой 
точке равна аппликате этой точки. 

3. Вычислить 
L

dlx2 , где L – верхняя половина окружности 

222 ayx  . 
4. Выяснить, будет ли интеграл  
 

   dyyxyxdxyxy
AB

 615 52 223   

 

зависеть от пути интегрирования и вычислить его по линии 
AB, соединяющей точки )2,2(),0,0( BA . 

5. Вычислить ydydzxdxdzzdxdy
S

 , где S – внешняя сто-

рона треугольника, образованного пересечением плоскости 
1 zyx  и координатными плоскостями. 
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6. Найти a


rot , если  
 

   kzyxjyzxixzyxa


 32 33 2333222  . 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0(,sin  ytyy . 
 

8. 











,2

2

yxz

xzy

zyx

, 

 
где .0)0()0(,1)0(  zyx  

В а р и а н т  3 
 
1. Изменив порядок интегрирования, записать данное вы-

ражение в виде двойного интеграла 



)4(3/1

0

4

10

1

0

2 xx
dydxdydx .  

Вычислить интеграл. 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

;6 22 yxz   22 yxz  . 

3. Найти массу дуги кривой )223( ln  xxy , если 
плотность в каждой точке равна квадрату ее абсциссы. 

4. Вычислить  
L

dyxyydx )( 2 , где L – дуга параболы 

22 xxy  , расположенная над осью x0 , пробегаемая по хо-
ду часовой стрелки. 
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5. Применяя формулу Остроградского, вычислить 
yzdxdzxzdydzxzdxdy

S

 , где S – внешняя сторона поверхно-

сти, образуемой плоскостями 12;0;0 ;0  zyxzyx . 
6. Найти дивергенцию градиента функции  

 
222333 3 zyxzyxu  . 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

7. 0)0(,  ytyy . 
 

8. 







,02

;02

xy

yx
,  

 
где 1)0(,0)0(  xx ,  .1)0()0(  yy  

 
В а р и а н т  4 

 
1. Найти массу половины круга R с центром в начале коор-

динат, лежащей в области 0y , если плотность равна квад-
рату полярного радиуса.  

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

0;
2

;4
2

2  x
x

yyz , 0z . 

3. Вычислить  
L

dlzyx )253( , где L – отрезок прямой 

между точками )6,1,4(A  и )8,3,5(B . 

4. Поле образовано силой jaiyF


 . Определить работу 
при перемещении массы m по контуру, образованному осями 
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координат и эллипсом 







tby

tax

sin

,cos
, лежащим в первой чет-

верти. 

5. Найти площадь поверхности части конуса 22 yxz  , 

заключенного внутри цилиндра xyx 222  . 

6. Найти ],div[ vu


, где kxjziyvkzjyixu


 2;2 . 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0(,cos  ytyy . 
 

8. 







,2cos22

,02

ttyx

yxx
 

где ,1)0(,0)0(  xx   .0)0(,
2

1
)0(  yy  

 

В а р и а н т  5 
 

1. Изменив порядок интегрирования, записать данное вы-

ражение в виде двойного интеграла 



yy

dxdydxdy
2

0

2

10

1

0

. Вы-

числить интеграл. 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями  
 

0;14 22  zzyx . 
 

3. Вычислить массу дуги кривой 3/23/23/2 ayx  , лежа-
щей в первой четверти, если плотность в каждой ее точке рав-
на абсциссе этой точки. 
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4. Доказать, что 




AB

ydyxydx 2sectg  не зависит от пути ин-

тегрирования. Вычислить его, если 





 







 

4
,2;

6
,1 BA . 

5. Найти массу полусферы 222 zyRx  , если поверх-

ностная плотность в каждой точке пропорциональна квадрату 
расстояния этой точки до начала координат. 

6. Найти циркуляцию векторного поля kxjziyF


  
вдоль замкнутого контура, полученного от пересечения сферы 

2222 Rzyx   координатными плоскостями в первом ок-
танте. 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 
7. 0)0(,  ytyy . 
 

8. 







,02

,02

xy

yx
 

 
где ,1)0(,0)0(  xx   .0)0()0(  yy  

 
В а р и а н т  6 

 
1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями xyaxxay  ;22 . 
2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 

byyxy  ;22 , если плотность в каждой точке пропор-

циональна ординате этой точки. 
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3. Вычислить 
L

xyzdl ,  

где L – дуга кривой )10(
3

8
;;

2

1 32  ttztytx . 

4. Найти работу силы jyxixyF


)(   при перемещении 
массы m из начала координат в точку А(1,1) по параболе 

2xy  . 
5. С помощью формулы Стокса показать, что 

 
c

xydzxzdyyzdz  по любому замкнутому контуру равен ну-

лю. Проверить, вычислив интеграл по контуру треугольника с 
вершинами )1,1,1();0,1,1();0,0,0( BAO . 

6. Вычислить поток вектора kzjyixa
 333   через по-

верхность шара 2222 azyx  . 
 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0(,sin  ytyy . 
 

8. 







,2cos22

,02

ttyx

yxx
 

 

где ,1)0(,0)0(  xx   .0)0(,
2

1
)0(  yy  

 
В а р и а н т  7 

 
1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

422  yx  и )1(42 xy   (вне параболы). 
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2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 

;4222  zyx  zyx 322  , если плотность в каждой точке 
равна аппликате точки. 

3. Вычислить 
L yx

ds
22

 по отрезку прямой 2
2

1
 xy  от 

точки )2,0( A  до точки )0,4(B . 

4. Вычислить 
L

xydx  по дуге синусоиды xy sin  от точки 

x  до 0x . 
5. Вычислить площадь части поверхности 1226  zyx , 

лежащей в первом октанте. 

6. Вычислить поток вектора kzjxyiyxa


 )()(  че-
рез поверхность шара единичного радиуса с центром в начале 
координат. 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0()0(,10 2  yyeyy t . 
 

8. 







,0

,03

yxy

yxx
 

 
где .1)0()0(  yx  
 

В а р и а н т  8 
 

1. Найти массу фигуры, ограниченной линиями 

2;2  yxxy , если плотность ее в каждой точке равна ор-
динате этой точки. 
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2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 

3;;1 22 xyxyyxz   и расположенного в первом 
октанте. 

3. Вычислить  
L

dlyx 22 , где L – кривая, 

 

)20(  
)cos(sin

),sin(cos









t
tttay

tttax
. 

 
4. Найти функцию z  по ее полному дифференциалу 
 

dy
y

x

x
dx

x

y

y
dz 



















22

11
. 

 

5. Вычислить  
S

zdxdyydxdzxdydz , где S – внешняя сто-

рона поверхности куба, ограниченного плоскостями 
4;4;4;0;0;0  zyxzyx .  

Вычислить непосредственно и с помощью формулы Остро-
градского. 

6. Найти )graddiv( u


, где )sin( zyxu  . 
 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0()0(,  yytyy . 
 

8. 







,062

,044

yxy

yxx
 

 
где 15)0(,3)0(  yx . 
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В а р и а н т  9 
 

1. Построить область, площадь которой выражается 

интегралом 




2

2

1

)1(2/1

1

0

x

x

dydx . Вычислить этот интеграл. Поменять 

порядок интегрирования. 
2. Определить объем тела, ограниченного поверхностями 

hzzyx  ;0222 , если плотность в каждой точке про-
порциональна аппликате этой точки. 

3. Вычислить 
L x

xdl
2

2

cos1

cos
,  

где L – дуга кривой )0(sin  xxy . 

4. Доказать, что выражение dyexdxex yy )1(3 32   является 
полным дифференциалом некоторой функции. Найти эту 
функцию. 

5. Вычислить  
S

dydzzx )( 22 , где S – внешняя сторона по-

верхности 29 yx  , отсеченной плоскостями 2;0  zz . 

6. Найти 

















ar  ,rot , где kjiakzjyixr


 2 ;2 . 

 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0()0(,1  yyyy . 

8







,1

,

yx

exyx t
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где ,0)0(,1)0(  xx  2)0(,1)0(  yy  
В а р и а н т  10 

 

1. Найти массу фигуры, ограниченной параболой 21 xy   

и осью Ox , если плотность 22),( yxyx  . 
2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями  
 

.0;;2 2222  zyxzxyx  
 

3. Вычислить 
L

xdl  по параболе 2xy   от точки )1 ,1(  до 

точки )4 ,2( . 

4. Вычислить     
C

dyyxdxyx 2222 , применяя форму-

лу Грина, где C  – контур треугольника с вершинами в точках 
 1 ,1A ,  2 ,2B ,  3 ,1C , пробегаемый против часовой стрелки. 

5. Вычислить  
S

dszyx 222 , где S  – поверхность ко-

нуса 222 yxz  , ограниченного плоскостью 0;  zhz . 

6. Найти F


rot , если kzjxiyF
 222  . 

 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0()0(,3  yyyy . 
 

8.











,725

,22

,422

zyxz

zyxy

zyxx

, 

 
где .1)0(,2)0(,1)0(  zyx  
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В а р и а н т  11 

 
1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями  cos);cos1( arar . 
2. Определить массу сферического слоя между поверхно-

стями  22222222 4; azyxazyx  , если плотность в 
каждой точке обратно пропорциональна расстоянию точки от 
начала координат. 

3. Вычислить  L yx

dl
, где L – отрезок прямой 2

2

1
 xy , 

заключенный между точками А(0, -2); В(4, 0). 
4. Показать, что  

c

dyyxydx )(  по любому замкнутому 

контуру равен нулю. Проверьте, вычислив интеграл по конту-

ру фигуры, ограниченной линиями .4;2  yxy  
5. Вычислить массу поверхности xz  , ограниченной 

плоскостями 0;0;1  xyyx , если поверхностная 
плотность в каждой точке равна абсциссе этой точки. 

6. Найти циркуляцию вектора iyF
 2  по замкнутой кри-

вой, составленной из верхней половины эллипса 
tytx sin;cos4   и отрезка оси Ох. 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 4)0(,0)0(,2cos24  yytyy . 
 

8.










,332

,943
2

2

t

t

eyyx

eyxx
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где 0)0(,2)0(  yx . 
В а р и а н т  12 

 

1. Вычислить  
D

dxdyxyx ,)2( 2  где область D ограничена 

прямыми 6;2;  yxxyxy . 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями  
 

222222 ; azxayx  . 
 

3. Вычислить массу дуги кривой  
 

ttytx  arctg2);1ln( 2  от t = 0 до t = 1, 
 

если плотность равна 
xe

y
. 

4. Поле образовано силой jxiyxF


2)(  . Вычислить 
работу по перемещению единицы массы по окружности 

taytax sin;cos  . 

5. Вычислить массу поверхности 222 yxz  , заключен-
ной между плоскостями 1;0  zz , если поверхностная плот-

ность пропорциональна  22 yx  . 

6. Найти F


rot , если kxzjzyiyxF
 3322  . 

 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. .1)0(,0)0(,29  yytyy . 
 

8. 









 t

t

eyyxx

teyyx

2
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где .0)0()0(,2)0(,1)0(  yyxx  
В а р и а н т  13 

 
1. Двойным интегрированием найти объем тела, ограни-

ченного поверхностями yzzRyx  ;0;222 . 

2. Вычислить  
V

dxdydzzxy ,)cos(  где V  – область, огра-

ниченная цилиндром xy   и плоскостями 0;0;
2




 zyzx . 

3. Найти массу дуги xy ln1 , если плотность в каждой ее 
точке обратно пропорциональна абсциссе этой точки: 

31  x . 

4. Применяя формулу Грина, вычислить dyxyydxx
C

22  , 

где С – окружность 222 ayx   (в положительном направле-
нии). 

5. Найти площадь поверхности 
2

2
22 yx

z


 , располо-

женной над плоскостью хОу. 

6. Найти поток вектора kxjziya


  через часть плоско-
сти azyx  , расположенной в первом октанте. 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 
7. 0)0()0(,2sin  yyxyy . 
 

8. 







0

,1

xy

yx
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где ,0)0(,1)0(  xx  .1)0(,0)0(  yy  
В а р и а н т  14 

 
1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями 03;42  yxxy . 
2. Определить объем тела, ограниченного поверхностями 

0;0;;2 222  yzaxyxaxz . 
3. Найти массу дуги винтовой линии 

atztaytax 3,sin4,cos4  , если плотность ее в каждой 
точке пропорциональна аппликате этой точки;  20 t . 

4. Вычислить dy
yx

yx
dx

yx

x









)2,3(

)1,1(
22 )(

2

)(
. 

5. Используя формулу Остроградского, вычислить  
 

 
S

zdxdydxdzxydydzyx )()(  

 

через поверхность шара  1222  zyx . 
 

6. Найти F


rot , если kxzjzyiyxF
 22322 23  . 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 0)0()0()0(,cos  yyytyy . 
 

8. 







,1

,

yx

exyx t

 

 
где ,0)0(,1)0(  xx  .2)0(,1)0(  yy  
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В а р и а н т  15 
 

1. С помощью двойного интеграла вычислить площадь фи- 
гуры, ограниченной линиями ).0(2;;2  aayxyaxy  

2. Определить массу полушара 0;2222  zazyx , 
если плотность его в каждой точке равна аппликате этой точ-
ки. 

3. Вычислить 
L

xdl
3

sin , где L – дуга кривой xy sinln  от 

41


x  до 
22


x . 

4. Вычислить  
C

x dyxydxye )21()( 22 , где С – треуголь-

ник, сторонами которого являются прямые xyxy  ;0;2 . 
Доказать, что данный интеграл по любому замкнутому конту-
ру равен нулю. 

5. Найти площадь части поверхности 22 zxy  , вырезан-

ной цилиндром 122  xz  и расположенной в первом октан-
те. 

6. Найти  VU


,div , где kzjyixU


32  ; kxjziyV


 3 . 
 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. 1)0(,32 2  ytyy . 
 

8. 







,0

,1

xy

yx
 

где .0)0()0()0()0(  yxyx  
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В а р и а н т  16 
 

1. Вычислить dxdy
yx

yx

D





22

22 )ln(
, где область D – кольцо 

между окружностями радиусов e и 1 с центром в начале коор-
динат. 

2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 
,0;0;0;0622  zyxzyx  если плотность в каждой 

точке равна абсциссе этой точки. 

3. Вычислить 
L

xdlx 32 cossin ,  

где L – дуга кривой ).
4

0(cosln


 xxy  

4. Найти функцию z по ее полному дифференциалу 
).)(sin( dydxyxdz   

5. Вычислить  
S

dxdyzy )( 22 , где S – верхняя сторона по-

верхности 22 xaz  , отсеченная плоскостями .;0 byy   

6. Найти циркуляцию поля iyF


  по окружности 
tbbytbx sin;cos  . 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 
7. 0)0(,  ybayy . 
 

8. 





,cosch

,sinsh
ttxy

tttyx  

 
где ,2)0(,0)0(  xx   .0)0(,1)0(  yy  
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В а р и а н т  17 
 

1. Вычислить dxdyyxa
D
  222 , где D – круг .22 axyx   

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями  
 

.0;0;1223;2  yzyxxz  
 

3. Вычислить массу одной арки циклоиды 
),cos1();sin( tayttax   если плотность в каждой точке 

кривой равна ординате точки. 

4. Вычислить  
L

xdxdxyxy )( 2  от точки А(0, 0) до точки 

В(1, 2) по кривой xy 2 . 
5. Вычислить с помощью формулы Остроградского 

 
S

dxdyzdxdzydydzx 222 , где S – внешняя поверхность тела, 

ограниченного поверхностями .0;0;0;2 222  zyxaazyx  

6. Найти  ar


,rot , где kjiakzjyixr


 ; . 
 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 
7. 0)0(,1)0(,26  yyyyy . 
 

8. 








,sin2

,cos

teyyx

tyxx
t

 

 
где ,1)0(,2)0(  xx   .1)0(,0)0(  yy  
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В а р и а н т  18 
 
1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

.3;1;ln  xyxxy  
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

.;;34 222 hzaxyaxay   
3. Найти массу дуги полуокружности ,sin;cos taytax   

если плотность ее в каждой точке равна .2 yx  

4. Найти работу, производимую силой jxyixF


 24  при 

перемещении массы m вдоль дуги 3xy   от точки О (0, 0) до 
точки С (1, 1). 

5. Вычислить  
S

dxdyzdxdzydydzx 222 , где S – внешняя 

сторона части сферы, расположенной в первом октанте. 

6. Доказать, что поле 

2

3
222 )( zyx

kzjyix
F









 является потен-

циальным. 
 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. .1)0(,32 2  xtxx  
 

8. 








,1

,0
teyx

yx
 

 
где ,0)0()0(  xx   .1)0(,2)0(  yy  
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В а р и а н т  19 
 
1. Построить область, площадь которой выражается инте-

гралом  
1

0

2 2

.
x

x

dydx  Изменить порядок интегрирования. Вычис-

лить интеграл. 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

.; 2222 yxzyxz   

3. Найти массу винтовой линии  
 

),20(;sin;cos  tbtztaytax  
если плотность в каждой ее точке пропорциональна квадрату 
расстояния этой точки до начала координат. 

4. Вычислить  
L

dyyxdxyx )()( , где L – отрезок пря-

мой, соединяющий точки А (2, 3) и В (3, 5). 
5. Вычислить площадь поверхности той части плоскости 

42  zyx , которая расположена в первом октанте. 

6. Найти F


rot , если .4 2223 kxyjxzizyF


  
 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 
7. .0)0(,0)0(,sin  yytyy  
 

8. 







,0572

,039

yyyxxx

yyyxxx
 

 
где ,0)0()0(  yy   .1)0()0(  xx  
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В а р и а н т  20 
 
1. С помощью двойного интеграла найти площадь фигуры, 

ограниченной линиями .2;;   yeyey xx  

2. Вычислить объем той части шара 2222 4Rzyx  , ко-

торая лежит внутри цилиндра 222 Ryx  . 

3. Найти массу дуги кривой )10(
2

1
; 2  ttytx , если 

плотность равна y2 . 

4. Вычислить  
L

dzyxydyxdx )1( , где L – отрезок, со-

единяющий точки А (1, 1, 1) и В (2, 3, 4). 

5. Найти площадь части поверхности 22 zxy  , вырезанной 

цилиндром 122  xz  и расположенной в первом октанте. 

6. Найти поток вектора kxjziya


  через плоскость 
azyx  , расположенную в первом октанте. 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7. .0)0()0(,  yyteyy t  
 

8. 









 ,6

,52
2t

t

eyxy

exyx
 

 
где .1)0(,1)0(  yx  
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В а р и а н т  21 
 
1. Построить область, площадь которой выражается инте-

гралом 
 222

0

xa

x

a
dydx . Вычислить этот интеграл. Поменять по-

рядок интегрирования. 
2. Определить объем тела, ограниченного поверхностями 

2222222 ;0 azyxzyx   (внутри конуса). 

3. Найти массу дуги параболы 
2

2x
y  , лежащей между 

точками  2,2и
2

1
,1 






 , если плотность равна 

x

y
. 

4. Вычислить  
AB

yxdxy 2sin2cos , если 





 







 

4
,2;

6
,1 BA . 

5. С помощью формулы Остроградского вычислить 

 
S

dxdyzdxdzydydzx 222 , где S  – внешняя сторона куба 

azayax  0;0;0 . 

6. Найти a


rot , если kxzjxyizxa
 333  . 

 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     .000;  yyeyy t  
 

8. 







,cos

,sin34

tyx

txyx
 

 
где .1)0(,2)0(  yx  
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В а р и а н т  22 
 

1. Вычислить dydxe
D

yx  22
, где D  – круг радиуса r  с 

центром в начале координат. 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

0;14 22  zzyx . 

3. Вычислить массу дуги эллипса 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, лежащей в 

первой четверти, если плотность   xyyx  , . 

4. Вычислить  


L ay

dy

y

dxx
 по отрезку циклоиды 

)cos1();sin( tayttax   от точки 
61


t  до точки .
32


t  

5. Вычислить  
S

dydxzdzdxydzdyx  по верхней стороне 

части плоскости azyx  , лежащей в первом октанте. 
6. Доказать, что поле 

 2
3

222 zyx

kziyix
F







  является потен-

циальным. 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     .000;132  yyyyy  
 

8. 











,

,

,

yxz

xzy

zyx

 

 

где .2)0(,1)0(,3)0(  zyx  
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В а р и а н т  23 
 

1. Построить область, площадь которой выражается инте-

гралом 





22

0

ya

ya

a
dxdy . Вычислить этот интеграл. Поменять поря-

док интегрирования. 
2. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 

0;;0;0;  zayyxazx , если плотность его в 

каждой точке равна .22 yx   

3. Вычислить 
L

dlx , где L – отрезок прямой от точки  0,0  

до точки  2,1 . 

4. Вычислить работу силы   jxyiyF


  при переме-

щении единицы массы по дуге параболы 
a

x
ay

2

  из точки 

 0,aA   к точке  aB ,0 . 
5. Вычислить  

S

dxdyzdxdzydydzx 222 , где S  – внешняя 

сторона поверхности конуса 30;
3

2
2

22  xz
R

yx . 

6. Найти линейный интеграл вектора iyixa
 33   вдоль 

первой четверти окружности tytx sin3;cos3  . 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     000;2  yytyy . 
 

8. 












,282

,2

,8

zyxz

zy

yx
 

 
где .1)0(,0)0(,2)0(  zyx  
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В а р и а н т  24 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

0;2; 22  yxyxxy . 
2. Определить массу тела, ограниченного поверхностями 

 00;;;22 2  yyaxyazxazx , если плот-
ность в каждой его точке равна ординате этой точки. 

3. Вычислить 
L

dly , где L – первая арка циклоиды 

   tyttx cos13;sin3  . 

4. Вычислить  
c

dxydyx , где C  – треугольник со сторо-

нами 1;0;0 
b

y

a

x
yx . Доказать, что данный интеграл 

по любому замкнутому контуру равен нулю. 

5. Вычислить   
S

dszyx 422 , где S  – часть поверхно-

сти 2292 zxy  , отсеченная плоскостью  00  yy . 

6. Найти циркуляцию векторного поля kxjziyF


  
вдоль замкнутого контура, полученного от пересечения сферы 

4222  zyx  координатными плоскостями в первом ок-
танте. 

 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     000;sin  yytyy . 
 

8. 







,045

,023

yyyxx

yyxxx
 

 

где .1)0(,0)0()0()0(  yyxx  
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В а р и а н т  25 
 

1. C помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями 22 ;2 xyxxy  . 
2. Найти массу тела, ограниченного поверхностями 

0;;2 222  zazxazyx , если плотность в каж-

дой его точке равна 22 yx  . 

3. Вычислить  
L

dlzyx )( 222 , где L – дуга винтовой ли-

нии   20;sin;cos tbtztaytax . 
4. Найти функцию z по ее полному дифференциалу 

  dyxdxxyedz xy 21  . 
5. Применяя формулу Остроградского, вычис-

лить  
S

dydxzdzdxydzdyx 333 , где S  – внешняя сторона 

поверхности сферы 2222 azyx  . 

6. Найти циркуляцию вектора iyF
 2  по замкнутой кри-

вой, составленной из верхней половины эллипса 
tbytax sin;cos   и отрезка оси Ox. 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     000;8  yyteyy t . 
 

8. 










026

068

yyx

yxx
 

 
где .0)0()0()0(,1)0(  yyxx  
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В а р и а н т  26 
 
1. Построить область, площадь которой выражается инте-

гралом 


0

4

0

2 2y

dxdy . Изменить порядок интегрирования. Вычис-

лить интеграл. 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

0;0;04;22  zyxyxyxz . 

3. Вычислить  
L

dlyx 22 , где L – верхняя половина кар-

диоиды   cos1a . 

4. Поле образовано силой     jxyiyxF


82  . Найти 
работу поля при перемещении материальной точки массы m  
по дуге окружности от точки  0  ,a  до точки  a  ,0 . 

5. Вычислить массу поверхности 222 yxz  , заключен-
ной между плоскостями 1;0  zz , если поверхностная 

плотность пропорциональна 22 yx  . 

6. Найти циркуляцию поля iyF


  по контуру окружности 
tytx sin22;cos2  . 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     000;32 3  yyeyyy t . 
 

8. 







,1

,

xy

eyxy t

 

 
где ,0)0(,1)0(  yy  .2)0(,1)0(  xx  
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В а р и а н т  27 
 
1. C помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями    cos2;cos12 rr . 
2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

0;2;2  zzyxy . 

3. Найти массу дуги кривой 
3

2 xx
y   от точки  0,0O  до 

точки 







3

16
,4B , если плотность пропорциональна длине дуги. 

4. Вычислить 




L yx

dyxdxy
22

, где L – окружность 

taytax sin;cos   (в положительном направлении). 
5. С помощью формулы Остроградского вычис-

лить  
S

dydxzdzdxydzdyx 222 , где S  – внешняя сторона 

конуса hzz
h

R
yx  0;2

2

2
22 . 

6. Найти F


rot  если kyxjxzizyF
 222  . 

 
Применяя операционное исчисление, найти решение диф-

ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     .10,00;2   yyeyyy t  
 

8. 







,0

,03

yxy

yxx
 

 
где .1)0()0(  yx  
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В а р и а н т  28 
 

1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
0;22  yxayyax . 

2. Определить массу тела, ограниченного поверхностями 

0,222  zyxaaz , если плотность его в каждой точке 
пропорциональна аппликате этой точки. 

3. Вычислить 
L

dlxy  по периметру прямоугольника, огра-

ниченного прямыми 2;4;0;0  yxyx . 
4. Вычислить   

L

dydxyx , где L – верхняя половина ок-

ружности 222 Ryx   (в положительном направлении). 
5. Найти площадь части поверхности 42  zyx , кото-

рая распложена в первом октанте. 
6. Найти дивергенцию градиента функции 

 zyxU 32ln  . 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.       .00;10,00;06116  yyyyyyy  
 

8. 







,2cos22

,02

ttyx

yxx
 

 

где ,1)0(,0)0(  xx  .0)0(,
2

1
)0(  yy  

 

В а р и а н т  29 
 

1. Найти массу плоской фигуры, ограниченной линиями 

10;
3 22  yx
x

y , если плотность каждой ее точки равна 

абсциссе этой точки. 
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2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

hzyxhz  ,22 . 

3. Вычислить dlayx
L
  222 , где L – дуга спирали Ар-

химеда )0(  aar  между точками ). ,( );0 ,0( 2 aaAO  

4. Вычислить с помощью формулы Грина dyxdx
x

y

c

ln2 , 

где C  – треугольник, сторонами которого являются прямые 
.0;1;24  yxxy  

5. Вычислить 
S

dsz2 , где S – часть плоскости 1 zyx , 

лежащей в первом октанте. 

6. Найти криволинейный интеграл вектора iyixa
 33   

вдоль дуги окружности tRytRx sin;cos  , лежащей в 
первой четверти. 

 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     00,10;2  yyeyyy t . 
 

8. 







,034

,123

xxy

xyy
 

 

где .0)0()0(  yx  
 

В а р и а н т  30 
 

1. C помощью двойного интеграла вычислить площадь фи-

гуры, ограниченной линиями 4824;816 22  xyxy . 
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2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
2222 ;2 yxzyxz  . 

3. Вычислить  
L

dlyx 22 , где L – окружность .22 axyx   

4. С помощью формулы Грина вычислить  
 

dy
y

x

y
dx

x

y

xc

arctg
2

arctg
1

 , 

 

где C  – замкнутый контур, образованный дугами двух окруж-
ностей  04;1 2222  yyxyx  и отрезками прямых 

xy   и  03  yxy , заключенных между окружностями. 

5. Найти массу полусферы 222 yxaz  , если поверх-

ностная плотность в каждой точке равна 
2z . 

6. Найти F


rot  если   kjxyziyxF


 222 . 
 

Применяя операционное исчисление, найти решение диф-
ференциального уравнения и системы дифференциальных 
уравнений: 

 

7.     000;09  yyyy . 
 

8. 







,0

,1

xy

yx  

 

где .0)0()0()0()0(  yyxx  
 

Пример решения варианта. 
 

1. Найти массу плоской фигуры, ограниченной кривыми 
0;0;2  yxyx , плотность которой в любой точке 

пропорциональна квадрату абсциссы этой точки. 
Если пластинка занимает область D и имеет переменную 

поверхностную плотность  yx , , то ее масса M выражается 
двойным интегралом
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D

dydxyxM , . 

 

В нашем случае   2, xyx  , т.е.  
 








 
   



D

x
dx

x
yxdyxdxdydxxM

2

0

2

0

2
2

0

22

0

2
 

 

   
3

4

43

2
202

432

0

2

0

322 











  

xx
dxxxdxxx . 

 

Ответ: 
3

4
M . 

 

2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхно-

стью 1222  zyx . 
Объем представляет собой шар радиуса 1. Согласно теории 


T

dzdydxV , где T – внутренний объем сферы. Переходя к 

сферическим координатам  cos,sinsin,cossin zyx  

и учитывая якобиaн перехода  sin2I  и симметрию 
объема, имеем  

T

dddV sin8 2 , где Т – первый октант. 

 

 
2

0

2

0

1

0

2

0

2

0

1

0

22 cos8sin8


  

      dddddV = 

 

3

4

3

1

2
80cos

2
cos8

2

0

1

0

2 







 


  



dd . 

 

Ответ: 
3

4
V . 
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3. Вычислить криволинейный интеграл dl
x

y

AB




, где АВ – 

дуга полукубической параболы 32

9

4
xy   от )32,3(A  до 

)
3

232
,8(B . 

Если кривая АВ задается как )(xfy  , то 

dxxydl )(1 2 , xxyxxy
3

2
,

3

2
 , учитывая, что 

0y , берем 2

3

3

2

3

2
xxxy  , тогда 2

1

2

1

2

3

3

2
xxy  . 

 

 dxxdxxdl 1)(1 2  
 










 


tdtdx

tx

tx

tx

dxxxdxx

x

x
dl

x

y

AB

2

1

1

1

1
3

2
)1(3

2

2

28

3

8

3
2

1

2

3

 

 

.82,47
45

2152

353

4
)(2

3

2
2)1(

3

2
3

2

353

2

24
3

2

2 











 

tt
dttttdttt  

 

4. Вычислить с помощью формулы Грина  
C

dyxydx
x

y
ln2 2

2
, 

где C – треугольник, сторонами которого являются прямые 
.0,1;4  yxxy  

Формула Грина имеет вид 
 

  















D

dydx
Y

X

X

Y
dyydxx . 
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В нашем случае: 
 

;
1
22 xx

y

yy

X
















 

 

  







x

y
xy

xx

Y 2
2 2

ln2  

 




































  

x

D

x

C x

y

x

y
dxdy

xx

y
dxdydx

xx

y
xdyydx

x

y
4

0

4

1
2

34

1

4

0
2

2

2

2
2

2 3

21212
ln2

 

     
   
















4

1

4

1

4

1
2

3

2
3 44

3

2
4

1
4

3

2
dx

x

x
dx

x

x
dxx

x
x

x
 

 
















   

4

1

4

1

4

1

4

1

32
2

32

12

12
48ln64

3

2
4

124864

3

2 xx
xx

x

dx
dxxdx

x

xxx  

 

.78,129
1

4
ln

1
4

1





 x

x
 

 

5. Вычислить  
S

dsyx )( 22 , где S – часть поверхности 

224 yxz  , заключенной между плоскостями 40  zz .  
 

Имеем:  
 

224 yxz  , ,2,2 y
y

z
x

x

z









  

 

.441)()(1 2222 dxdyyxdxdy
y

z

x

z
ds 
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Тогда искомый интеграл преобразуется в двойной: 
 

.)(41)( 2222 dxdyyxyxI
D
 

 
 

Областью интегрирования D является круг ,222  yx  
 поэтому при переходе к полярным координатам 

,sin,cos  yx  имеем: 
 

  ddddI
DD

22222 41
2

1
41  

 

.
60

)1525(

158

)2550(
15

2550

8

1
2

2

1
41

2

1 22
2

0

1

0

2












  


dd
 

 

Отдельно вычислим 
 

.
15

2550

8

1
)

15

2
55

3

2
(

8

1
)

5

1

3

1

3

55
55(

8

1
)

3

1

5

1

3

55

5

525
(

8

1

358

1

)(
8

1

24

)1(

24

2
4

1

14

14

41

4141

5

1

35

5

1

24
5

1

21

0 2

2

2

222
1

0

2








 































 

zz

dzzzdz
zzz

dz
zzdz

dt

z
t

zt

zt

zt

tdtttd

 
 

6. Найти F


rot , kzjyixF
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.0rot
333333

333




































y

x

x

y
k

t

x

x

y
j

t

y

y

z
i

zyx

zyx

kji

F




  

 

Решить дифференциальное уравнение операционным методом: 
7. .1)0(,02  yyy  
Переходя к изображениям )0()()();()( ypyptypyty  , 

имеем .
2

1
)(1)2)((0)(21)(




p
pyppypypyp  

Пользуясь таблицей изображений элементарных функций, 
находим оригинал .)( 2 tepy   

 

Ответ: tех 2 . 
 

8. .5)0(,0)0(,12
,2 





 yxyxy

yxx

  

 

Переходим к изображениям 
 

).0()()();()(
),0()()();()(

ypyptypyty
xpxptxpxtx


  

 

В нашем случае 






.1)()(25)(
),(2)(0)(

pypxpyp
pypxpxp  

 

Решая систему относительно )( px  и )( py , имеем  
 

)3)(1(

145
)(

)3)(1(

210
)(

2










ppp

pp
py

ppp

p
px ; 

 

Найдем )( px , представив его в виде 
 











31)3)(1(

210

p

C

p

B

p

A

ppp

p  
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)3)(1(

)1()3()3)(1(





ppp

pCppBpppA  

 
и методом неопределенных коэффициентов, найдем А, В, С: 

 

)()3()32(210 222 ppCppBppAp  . 
 

.23                      
                   

,1032                       

 ,0                     

0

2







Ap

CBAp

CBAp

 

 

Решая данную систему, получим 
.3

8
,2,

3

2
 СВА  

Следовательно, 
 

tt eetx
ppp

px 3

3

8
2

3

2
)(

3

1

3

8

1

1
2

1

3

2
)( 





  . 

 

Аналогично находим   tt eety 3

3

8
2

3

1
  . 

 

Ответ: tt eetx 3

3

8
2

3

2
)(   , 

tt eety 3

3

8
2

3

1
)(  

. 
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