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Введение 
 

Современная инженерная практика требует решения задач, свя-
занных с оценкой материалоемкости и энергопотребления проекти-
руемых машин, технологического оборудования и средств автома-
тизации, с расчетом их деталей на прочность. В связи с этим интен-
сификация учебного процесса в вузе нацеливает на развитие у сту-
дентов навыков использования полученных знаний для решения 
указанных задач в процессе самостоятельной работы, в частности 
при выполнении курсового проекта по теории механизмов и машин. 

Решение задач по оценке материалоемкости и энергопотребле-
ния машин, их динамической нагруженности наиболее важно на 
стадии выбора и обоснования той или иной схемы машины. Такая 
оценка динамических свойств включает в себя обоснование и со-
ставление динамической модели (расчетной схемы) машины с уче-
том механических характеристик двигателя и выполняемого ею 
процесса, математическое моделирование и проведение численного 
исследования с помощью ЭВМ.  

На начальном этапе проектирования динамическую нагружен-
ность машины в целом оценивают неравномерностью вращения 
главного приводного вала (звена приведения) и коэффициентом ди-
намичности. Динамическая же нагруженность передаточных и ис-
полнительных механизмов машины, определяемая величиной и на-
правлением реакций в кинематических парах, может быть установ-
лена только после определения действительных скоростей и уско-
рений их звеньев, зависящих от закона движения звена приведения 
(обобщенных скоростей и ускорений). Использование ЭВМ в дан-
ном случае не только значительно повышает производительность 
счетных работ, но и позволяет на основе численной информации 
выявить и оценить взаимосвязь параметров технологического про-
цесса (его механических характеристик) с типом исполнительного 
механизма, используемого в конкретной машине, длиной кинема-
тической цепи привода, величиной и распределением масс подвиж-
ных звеньев.  

Наиболее эффективно использование ЭВМ в диалоговом режиме 
с выводом промежуточных и конечных результатов в виде графиче-
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ской информации на экран дисплея. При этом пользователю будет 
необходимо творчески осмысливать свои решения и действия. 

Графическая и численная информация, получаемая с помощью 
ЭВМ, может быть использована как в учебных целях для освоения 
методов теории механизмов и машин, так и в решении инженерных 
задач по совершенствованию схем механизмов и машин. В частно-
сти, к числу таких задач можно отнести следующие:  

1) освоение методики количественной оценки динамических ха-
рактеристик и динамической нагруженности машины, мето-
дов ее снижения; 

2) установление количественной взаимосвязи динамических ха-
рактеристик и динамической нагруженности с материалоем-
костью и энергопотреблением машины, с износом в кинема-
тических парах, с погрешностью позиционирования рабочего 
органа, с кинематическими и динамическими ошибками; 

3) количественная и качественная оценка влияния характеристик 
приводного двигателя, масс звеньев и длины кинематической 
цепи привода на выходные параметры процесса, выполняемо-
го машиной. 

Данное пособие посвящено исследованию динамики машинного 
агрегата в установившемся режиме движения, который является ос-
новным режимом работы для большинства технологических машин.  

 
1. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ МАШИННОГО 

АГРЕГАТА 
 

1.1. Задачи исследования. Динамическая модель 
машинного агрегата и ее характеристики. Блок-схема  

исследования динамики машинного агрегата 

 
Задачами исследования динамики машинного агрегата являются:  
1) оценка динамической нагруженности машины в целом; 
2) оценка динамической нагруженности отдельных механизмов, 

входящих в состав машины.  
Оценка динамической нагруженности машины включает опреде-

ление уровня неравномерности вращения главного вала проектиру-
емой машины и приведение его в соответствие с заданным коэф-
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фициентом неравномерности вращения (динамический синтез ма-
шины по заданному коэффициенту неравномерности движения),  
а также определение закона вращения главного вала машины после 
достижения заданной неравномерности вращения (динамический 
анализ машины). Параметром, характеризующим динамическую на-
груженность машины, является коэффициент динамичности. 

Динамическая нагруженность отдельных механизмов машины 
оценивается величиной и направлением реактивных сил и моментов 
сил в кинематических парах (динамический анализ механизмов). 
Поскольку при определении реактивных нагрузок используется ки-
нетостатический метод расчета, то динамический анализ механиз-
мов включает последовательное выполнение кинематического ана-
лиза, а затем кинетостатического силового расчета.  

Блок-схема машинного агрегата показана на рис. 1.1. 
В движении входного звена исполнительного рычажного меха-

низма имеют место колебания угловой скорости, основными при-
чинами которых являются:  

1)несовпадение законов изменения сил сопротивления и дви-
жущих сил в каждый момент времени; 

2)непостоянство приведенного момента инерции звеньев испол-
нительного и некоторых вспомогательных механизмов. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1.1 

 
Чтобы учесть влияние названных причин на закон движения 

входного звена исполнительного механизма, составляется упрощен-
ная динамическая модель машинного агрегата и на ее основе – ма-
тематическая модель, устанавливающая функциональную взаимо-
связь исследуемых параметров. 

 

 

Двигатель 

Вспомогательные (кулачковые, 
рычажные и др.) механизмы 

Передаточный 
механизм 

Основной (испол-
нительный) рычаж-
ный механизм
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Наиболее простой динамической моделью машинного агрегата 
может быть одномассовая модель, представленная на рис.1.2. 

 

Рис. 1.2 
 

В качестве такой модели рассматривается условное вращающееся 

звено – звено приведения, которое имеет момент инерции ПI  относи-
тельно оси вращения (приведенный момент инерции) и находится под 

действием момента сил ПM  (приведенного момента сил). В свою 

очередь, С
П

Д
ПП MMM  , где Д

ПM  – приведенный момент движу-

щих сил; С
ПM  – приведенный момент сил сопротивления. Кроме того, 
///
ППП III   где /

ПI  – постоянная составляющая приведенного мо-

мента инерции; //
ПI  – переменная составляющая приведенного момен-

та инерции. В величину /
ПI  входят собственный момент инерции кри-

вошипа ( ОI ), приведенные моменты инерции ротора электродвигате-

ля и передаточного механизма ( П
ДВРI . , П

МПЕРI . ), а также момент инер-

ции МI  добавочной массы (маховика), причем необходимость уста-
новки маховика определяется на основании заданной степени нерав-
номерности движения звена приведения. 

Динамические характеристики ПM  и ПI  должны быть такими, 
чтобы закон вращения звена приведения был таким же, как и у глав-
ного вала машины (кривошипа 1 основного исполнительного ры-
чажного механизма) т. е. 1,П    1,П   1.П    

Блок-схема исследования динамики машинного агрегата показа-
на рис. 1.3. 
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ис
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Из схемы видно, что в исследовании можно выделить следую-
щие этапы: 

1. Исследование динамики машины:  
1.1. Определение кинематических характеристик исполнитель-

ного механизма, которое включает нахождение крайних положений 
рабочего органа и соответствующих ему значений обобщенных  
координат, вычисление функций положений, аналогов скоростей  
и ускорений для ряда последовательных положений за 1 цикл  
движения. 

1.2. Определение динамических характеристик звена приве-
дения: 

а) приведенных моментов сил полезного сопротивления и дви-
жущих сил; 

б) приведенного момента инерции ( ///
ППП III  ) и его произ-

водной. 
1.3. Определение закона вращения звена приведения и оценка 

динамической нагруженности по коэффициенту динамичности.  
2. Динамический анализ исполнительного механизма: 
2.1. Кинематический анализ, включающий определение скоро-

стей и ускорений точек и звеньев с учетом полученного закона 
вращения звена приведения.  

2.2. Силовой расчет, целью которого является определение реак-
ций в кинематических парах и уравновешивающего момента. 

 
1.2. Определение динамических характеристик 

и закона вращения звена приведения 
 

1.2.1. Определение кинематических характеристик 
рычажных механизмов 

 
При решении задач динамики машины необходимо знать кине-

матические характеристики механизмов машины, зависящие от 
обобщенной координаты 1 . Такими характеристиками являются 
функции положений точек и звеньев, передаточные функции (ана-
логи скоростей) и их производные (аналоги ускорений). Определить 
их можно либо графически (построением планов положений, анало-
гов скоростей и ускорений), либо аналитически. Во втором случае 
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целесообразно использовать метод замкнутых векторных конту- 
ров 2. 

Ниже рассмотрены примеры аналитического решения указанных 
задач для простейших рычажных механизмов. 

 

Шарнирный четырехзвенник (рис. 1.4) 

Рис. 1.4 
 

OAll 1  ,   
ABll 2

 ,  
CBll 3

 ,  CDll 4  , 

25 ASll   ,  
36 CSll   ,  

BDll 7
 ,  

OCll 0
. 

 

За положительное направление отсчета углов примем направле-
ние против часовой стрелки. 

Звенья механизма представляются как замкнутый векторный 
контур. Для него составляется уравнение замкнутости в виде про-
екций на оси координат:  

 

;coscoscos 332211 Cxlll                     (1.1) 

.sinsinsin 332211 Cylll                       (1.2) 
 

Решив систему уравнений (1.1) и (1.2), можно было бы опреде-
лить углы 2  и 3 . Однако решение можно получить проще, введя 

в рассмотрение дополнительный вектор CAll  , равный  
 

    ,22
CACA yyxxl   

 

где ,cos 11  lx A  .sin 11  lyA  
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Угол   наклона вектора l  определяется из выражений: 
 

;cos
l

xx CA 
        .sin

l

yy CA   

 

Угол   между векторами l  и 3l  на основании теоремы косину-

сов определяется как 
 

;
2

cos
3

2
2

22
3

ll

lll 


    ,cos1sin 2 a  

 
где a  – признак сборки шарнирного четырехзвенника: 

 1a , если обход контура АВС совершается по часовой стрелке; 
 1a , если обход контура АВС происходит против часовой 

стрелки. 
Тогда  

.3   

 
Координаты точки В 
 

;cos 33  lxx CB
    .sin 33  lyy CB

 

 
Угол 

2  определяется из выражений 

 

;cos
2

2 l

xx AB 
    .sin

2
2 l

yy AB 
  

 
Координаты точки S2 

 

;coscos 25112  llxS
   .sinsin 25112  llyS

    (1.3) 

 
Аналогично определяются координаты точек  S3 и D. 
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После дифференцирования уравнения (1.1) по обобщенной коор-
динате 1  получим 

 
,0sinsinsin 3313221211  ilill              (1.4) 

 

где ;
1

2
21 




d

d
i  

1

3
31 




d

d
i  – аналоги угловых скоростей (переда-

точные функции) звеньев 2 и 3. После поворота осей координат  
на угол 3  из (1.4) получим 

 
 
 ,sin

sin

322

311
21 




l

l
i

 

 
а после поворота осей координат на угол 2  получим 

 
 .sin

sin

233

211
31 




l

l
i

 

 
Дифференцируя уравнения (1.3) по 1 , получим проекции ана-

лога скорости точки S2: 
 

;sinsin 252111
/

2
 lilxS

                         (1.5) 

.coscos 252111
/

2
 lily S

                           (1.6) 

 
Подобным образом определяются аналоги скоростей точек S3  

и D.  
Для получения аналогов ускорений (производных передаточных 

функций) 
2
1

2
2

/
21






d

d
i  и 

2
1

3
2

/
31






d

d
i  выражение (1.4) продифферен-

цируем по 1  и последовательно повернем оси координат на углы 

3  и 2 .  

Тогда получим 
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  ;

sin

coscos

322

2
31332

2
212311/

21 




l

ilill
i

 

 

   
  .

sin

coscos

233

23
2
313

2
212211/

31 




l

ilill
i

 

 

Проекции аналога ускорения точки S2 получим после дифферен-
цирования (1.5) и (1.6) по 1 : 
 

;sincoscos 25
/
2125

2
2111

//
2  lililx S

 

.cossinsin 25
/
2125

2
2111

//
2  lilily S

 

 
Подобным образом определяются аналоги ускорений точек S3  

и D. 
 

Кривошипно-ползунные механизмы 
 
Рассмотрим схемы механизмов с горизонтальным (рис. 1.5, а, б) 

и с вертикальным (рис. 1.5, в, г) движением ползуна.  
 

 
Рис. 1.5 
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OAll 1
,   

ABll 2
,   

23 ASll  . 

 
Для горизонтальных механизмов выражения кинематических ха-

рактеристик получаем следующим образом.  
Координаты точки А  
 

;cos 11  lxA
       .sin 11  ly A

 

 
Тогда координата точки В 
 

  ,22
2 ABAB yylaxx   

 
где a  – признак сборки механизма: 

 1a , если ползун расположен справа от начала координат; 
 1a , если ползун расположен слева от начала координат. 
Перемещение ползуна, отсчитываемое от крайнего положения 

равно  

.BMAXВB xxS   

 
Координата 

МАХВx  точки В равна 

 

  .22
21 BМАХВ yllx   

 
Угол 

2  определяется из выражений  

 

;cos
2

2 l

xx AB 
         .sin

2
2 l

yy AB 
  

 
Уравнения замкнутости векторного контура в проекциях имеют 

вид 

;coscos 2211  llxB
                            (1.7) 

.sinsin0 2211  llyB
                         (1.8) 
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После дифференцирования (1.7) и (1.8) по 1  и преобразований 
получим 

 

;sinsin 221211
/

31  illxi B
                      (1.9) 

 

221211 coscos0  ill ,                        (1.10) 

 
откуда 

.
cos

cos

22

11
21 




l

l
i

                                  (1.11) 

 
Подставляя (1.11) в (1.9), получим значение 31i . Аналоги уско-

рений 
2
1

2
/
31




d

xd
i B  и 

2
1

2
2

/
21





d

d
i  получим после дифференцирования  

(1.9) и (1.10) по 1  и преобразований:  
 

;
cos

sinsin

22

2
2
21211/

21 




l

ill
i

 

 
.cossincos 2

2
2122

/
21211

/
31  ililli  

 
Кинематические характеристики точки S2 имеют вид, аналогич-

ный выражениям (1.3) для шарнирного четырехзвенника. 
Как правило, требуется определять кинематические характери-

стики для ряда последовательных  положений механизма, напри-
мер, через 30 по углу поворота кривошипа. Предварительно опре-
деляется значение начальной обобщенной координаты 0 , соответ-
ствующей наиболее удаленному крайнему положению ползуна. Так, 
для схемы (рис. 1.6) получим  

 

0
1 2

arcsin .By

l l
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Рис. 1.6 
 
Начальное положение считается первым. 
Текущее значение обобщенной координаты 1  для i-го положе-

ния равно 
 

 1 0 11 ,i i        

 

где 1
360

n
    (град) – шаг изменения обобщенной координаты;  

 знак «плюс» соответствует вращению кривошипа против часо-
вой стрелки;  

 знак «минус» – вращению кривошипа по часовой стрелке;  
 n – число интервалов деления 1 оборота кривошипа. 
При делении через 30 
 

3012/3601   град. 

 
Алгоритм вычислений, полученный на основании приведенного 

вывода, для горизонтальных механизмов имеет вид: 
 

1. .cos 11  lxA  

2. .sin 11  ly A  

3.   .22
2 ABAB yylaxx   

4. .cos
2

2 l

xx AB 
  

5. .sin
2

2 l

yy AB 
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6. .cos

cos

22

11
21 




l

l
i  

7. .sinsin 22121131  illi  

8. .
cos

sinsin

22

2
2
21211/

21 




l

ill
i  

9. .cossincos 2
2
2122

/
21211

/
31  ililli  

10. .cos 232  lxx AS  

11. .sin 232  lyy AS  

12. .sinsin 232111
/

2  lilx S  

13. .coscos 232111
/

2  lily S  

14. .cossincos 2
2
2132

/
21311

//
2  ilillx S  

15. .cossinsin 2
/
2132

2
21311

//
2  ililly S  

16.   22
21 BMAXB yllx   

17. .BMAXBB xxS   

 
Примечания:  
1. В формуле (3) 1a , если ползун расположен справа от начала ко-

ординат, или 1a , если слева;  
2. eyB   со знаком «плюс» или «минус» в системе координат XOY. 

 

Для вертикальных механизмов (рис. 1.5 в, г) алгоритм вычисле-
ний имеет вид: 

 
1. .cos 11  lxA  

2. .sin 11  ly A  

3.   .22
2 ABAB xxlayy   

4. .cos
2

2 l

xx AB 
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5. .sin
2

2 l

yy AB 
  

6. .
sin

sin

22

11
21 




l

l
i  

7. .coscos 22121131  illi  

8. .
sin

coscos

22

2
2
21211/

21 




l

ill
i  

9. .cossinsin 2
/
2122

2
21211

/
31  ililli  

10. .cos 232  lxx AS  

11. .sin 232  lyy AS  

12. .sinsin 232111
/

2  lilx S  

13. .coscos 232111
/

2  lily S  

14. .cossincos 2
2
2132

/
21311

//
2  ilillx S  

15. .sincossin 2
2
2132

/
21311

//
2  ililly S  

16.   22
21 BMAXB xlly  . 

17. BMAXBB yyS  . 

 

Примечания:  
1. В формуле (3) 1a , если ползун расположен сверху от начала ко-

ординат, или 1a , если снизу.  
2. eB x  со знаком «плюс» или «минус» в системе координат XOY. 

 
1.2.2. Определение приведенных моментов 

сил сопротивления и движущих сил 
 

Для  рабочих  машин  приведенный момент движущих сил Д
ПM  

принимается постоянным ( constM Д
П  ), а приведенный момент 

сил сопротивления С
ПM  определяется в результате приведения силы 

полезного сопротивления ПСF  и сил тяжести звеньев. Сила полез-
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ного сопротивления ПСF , действующая на рабочий орган, опреде-

ляется из механической характеристики технологического процес-
са. Чаще всего такая характеристика представлена в виде графиче-
ской зависимости от хода ползуна  BПС SF . Для решения динами-

ческих задач необходимо получить зависимость ПСF  от обобщен-

ной координаты. Для этого производится привязка механической 
характеристики к крайним положениям ползуна в соответствии  
с технологическим процессом и ее обработка. Так, для показанной 
на рис. 1.7 механической характеристики процесса высадки рабочий 
ход происходит при движении ползуна слева направо (точки 6/, 
7…12, 13), а холостой ход – справа налево (точки 1, 2…6, 6/). Сле-
дует обратить внимание, что крайнее правое положение характери-
зуется двумя значениями силы ПСF : в начале холостого хода 

(пол. 1) 01 ПСF , а в конце рабочего хода (пол. 13) .13 МАХПСПС FF   

 

 
Рис. 1.7 
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Как отмечено ранее, приведенный момент сил ПM  представля-
ется в виде алгебраической суммы 

 

.СП
Д
ПП MMM   

 
Определение С

ПM  выполняется из условия равенства мгновен-

ных мощностей  
 

.1 iiii
С
П MVFM    

 
Откуда 
 

    ,11
//  signiMyFxFM iiiYiX

С
П     (1.12) 

 
где 

XF  и 
YF  – проекции силы 

iF  на оси координат; 

 /
ix  и /

iy  – проекции аналога скорости точки приложения  

силы 
iF ; 

 
1ii  – передаточная функция от i-го звена, к которому приложен 

момент iM , к звену 1; 

   11 sign  при направлении вращения звена 1 против часо-

вой стрелки;  
   11 sign  - при направлении вращения звена 1 по часовой 

стрелке. 

В формуле С
ПM  (1.12) силы 

ХF , 
YF  и моменты iM  берутся со 

знаками, соответствующими правой системе координат (положи-
тельное направление вращения – против часовой стрелки).  

Так, для горизонтального механизма (рис. 1.8, а) С
ПM  определя-

ется из равенства  
 

,3221 BSBПС
С
П VGVGVFM   
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откуда 
   .1

/
3

/
22

/  signyGyGxFM BSBПС
С
П

 

 

 
Рис. 1.8 

 
Учитывая, что 

31
/ ixB  , 0/ By ,   11 sign , получим 

 

  ./
2231 SПС

С
П yGiFM   

 
В рассматриваемом положении сила ПCF  имеет отрицательное 

значение, так как она направлена против положительного направле-
ния оси X.  

Для вертикального механизма (рис. 1.8, б) аналогичным образом 
можно получить 

 
      .313

/
22311

/
3

/
22

/ iGyGiFsignyGyGyFM SПСBSBПС
С
П   

 
Сила ПCF  в изображенном случае положительна. 

Приведенный момент движущих сил Д
ПM определяется из усло-

вия, что при установившемся режиме движения изменение кинети-
ческой энергии машины за цикл равно нулю, т.е.  
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0 СЦДЦ АAТ , 

 
откуда за цикл .ЦСЦД АА   

Работа сил сопротивления вычисляется как  
 

.
0

1





i

dМА С
ПС

 

 
Интегрирование выполняется численным методом по правилу 

трапеций: 

 
 

,
2 1

1
1 


 

 
С

iП
С

iП
iСiС

MM
AA  

 

где 1  – шаг интегрирования в радианах. 
n




2
1

, 

 n – число интервалов деления одного оборота кривошипа. 

С учетом Ц
Д
ПДЦ МA   при  2Ц  

 

2
СЦД

П

А
М  . 

 
1.2.3. Определение переменной составляющей  

приведенного момента инерции 
//
ПI  

 
Переменная составляющая //

ПI  определяется из условия равен-

ства кинетических энергий, т.е. кинетическая энергия звена приве-
дения, имеющего момент инерции //

ПI , равна сумме кинетических 

энергий звеньев, характеризуемых переменными передаточными 
функциями: 

 

.
222

222
1

//
iSiiiSП

VmII
 




 . 
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Разделив это выражение на 2
1 , с учетом того, что ,222

iSiSiS yxV    

получим  
 

    .2/2/2
1

//
iSiSiiiSП yxmiII    

 
Для звеньев 2, 3 кривошипно-ползунного механизма (рис. 1.8) 

 

     .2
313

2
212

2/
2

2/
22

// imiIyxmI SSSП   

 

Производная 

1d

dIП , необходимая в последующем для определе-

ния закона движения звена приведения, имеет вид 
 

    .2 1
/
31313

/
21212

//
2

/
2

//
2

/
22

1




signiimiiIyyxxm
d

Id
SSSSS

П  

 
1.2.4. Определение постоянной составляющей 

приведенного момента инерции 
/
ПI   

и момента инерции маховика МI  

 
В основу расчета положен метод Н.И Мерцалова 4. Для опре-

деления изменения кинетической энергии машины Т  предвари-
тельно определяем работу движущих сил ДА . Для i-го положения  

 
,1i

Д
ПiД MА   

 
где                                    .111  ii   

 
Тогда 

.iСiДi AAT   
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Изменение кинетической энергии 
/T  звеньев с постоянным 

приведенным моментом инерции /
ПI  равно  

 
,/// iii TTT   

 
где 

iT//
 – кинетическая энергия звеньев, создающих переменную 

составляющую //
ПI . По методу Н.И. Мерцалова, iT//  определяется 

приближенно по средней угловой скорости cр1 : 

 

.
2

2
1

//

//
рсiП

i

I
T


  

 
Далее из полученного за цикл массива значений 

/T  (рис. 1.9) 

находим максимальную 
aT/  и минимальную 

bT/  величины, ис-

пользуя которые, вычисляем максимальный перепад кинетической 
энергии:  

 

./// baab TTT   

 

 
Рис. 1.9 
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Тогда необходимая величина /
ПI , при которой имеет место вра-

щение звена приведения с заданным коэффициентом неравномер-
ности , равна 

 

,
2
1

//

cр

ba
П

T
I



               .

30
1

1

n
ср


                    (1.13) 

 
Момент инерции маховика определяется как 
 

,0/
ППМ III   

 
где 0

ПI  – приведенный момент инерции всех вращающихся масс 

машины (ротора двигателя, зубчатых колес, кривошипа).  
Иногда величина 0

ПI  может оказаться больше полученного зна-

чения /
ПI . Это означает, что не требуется установки маховика. Ре-

альный коэффициент неравномерности вращения в этом случае из 
(1.13) равен  

.
2
1

0

/

cрП

ab

I

T




  

 
1.2.5. Определение закона вращения 

 звена приведения 
 

С помощью зависимости )( 1/ T , используемой при определе-

нии постоянной составляющей приведенного момента инерции /
ПI  

по методу Мерцалова, можно получить зависимость угловой скоро-
сти звена приведения )( 11  . 

Из рис. 1.9 видно, что для любого положения кинетическая энер-
гия звеньев, обладающих постоянным приведенным моментом 
инерции /

ПI , равна  

,//// iсрсрi ТТTT   

где
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где ,
2

2
1

/

/
срП

ср

I
T


   .

2
//

/
bа

ср
ТТ

Т


  

Так как 
2

2
1

/

/
iП

i

I
T


 , то текущее значение угловой скорости  

 

 /
1 1/

2
sign .i

i
П

T

I
    

 
Угловое ускорение 1  определяется из дифференциального 

уравнения движения звена приведения: 
 

 

2
1

1
1 1/ / /

2
sign .

i П iД С
П iП

i
П П i

d I
M М

d

I I


 


  


 

 
1.2.6. Схема алгоритма программы исследования 

динамической нагруженности  
машинного агрегата 

 
Рассмотренные в предыдущих параграфах материалы позволяют 

разработать программу исследования динамической нагруженности 
машинного агрегата. В качестве объекта исследования взята техно-
логическая машина, в которой основным исполнительным меха-
низмом является кривошипно-ползунный механизм (например, го-
ризонтально-ковочная машина). Примерная схема алгоритма такой 
программы приведена на рис. 1.10.  

Осуществляется ввод исходных данных (блок 1). Пример подго-
товки исходных данных показан в табл. 1.1. Следует обратить вни-
мание на соответствие направления вращения кривошипа cр1 , зна-

ка ПСF  по отношению к положительному направлению соот-
ветствующей оси координат, а  также на знак величины эксцент-
риситета е .  
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Начало

Исходные данные 

)(,1 MAXBMAXB yx

01   

01 CA  

ni ,1  

Кинематические харак-
теристики 

C
iПM , //

iПI ,

1d

dI iП ,
iT//
 

1i  

CiA

111  

A 

нет 

да 

Рис. 1.10 
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Окончание рис. 1.10 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Окончание рис. 1.10 

Поиск  
максималь-
ного и мини-
мального 
элементов 

A 

Д
ПM  

ni ,1

iДA ,
iT ,

iT/  

aT/ ,
bT/  

abT/ , /
ПI ,

MI cрT/
,

срT/  

ni ,1

iT/
,

i1 ,
i1  

Печать 
результатов 

Конец
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Таблица 1.1 
 

№ 
пп 

Параметр 
Условное 
обозначение

Единица 
измерений

Величина

1 2 3 4 5 
1 
 

2 
 

 
 
 

3 
 
 

4 
 
 
 
 

5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Схема кривошипно- 
ползунного механизма 
Размеры звеньев 
 
 

 
 
Начальная обобщенная  
координата 
 

Массы и моменты  
инерции звеньев 
 
 
 

Сила полезного  
сопротивления 

ПСF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

- 
 
 

OAll 1
 

23 ASll   

ABll 2
 

e  
 

о 
 
 
 

2m  

3m  

2SI  

 
1ПСF  

2ПСF  

3ПСF  

4ПСF  

5ПСF  

6ПСF  

7ПСF  

8ПСF  

9ПСF  

10ПСF  

11ПСF  

12ПСF  

13ПСF  

 

- 
 
 
м 
м 

 

м 
м 

 

град 
 
 
 
кг 
кг 

 

кгм2 

 
H 
H 

 

H 
 

H 
 

H 

H 
 

H 
 

H 
 

H 
H 

 

H 
 

H 
 

H 
 
 

 

 
 
 

0,0742 
0,0741 
0,2225 

0,01335 
 

2,58 
 
 
 

400 
500 

 

8,35 
 

0 
0 

 

0 
 

0 
 

0 
0 

 

0 
 

0 
 

0 
0 

-12321 
 

-27142 
 

-125000 
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Окончание табл. 1.1 
 

1 2 3 4 5 
6 
 

7 
 
 

8 
 
 

Средняя угловая скорость 
кривошипа 
Коэффициент 
неравномерности вращения 
вала кривошипа 
Приведенный к кривошипу 
момент инерции всех 
вращающихся звеньев 

 

ср1  

 
 
 
 
 

0
ПI  

 

рад/с 
 
 
 
 

 
кгм2 

 

-10,472 
 
 

0,0556 
 
 

90,264 
 
В блоке 2 вычисляются угловой шаг 1 , максимальная коор-

дината ползуна MAXВх  (или MAXВy ) и присваивается начальное 

значение обобщенной координате 01  . 

Далее в цикле по 1  (блоки 4-9) вычисляются кинематические 
характеристики рычажного механизма (см. п. 1.2.1.), динамические 

характеристики ,СПM  ,//
ПI  

1d

dIП , кинетическая энергия ,//T  работа 

сил сопротивления CA . 
По окончании цикла определяется приведенный момент движу-

щих сил Д
ПM  (блок 10).  

В новом цикле (блоки 11-12) производится вычисление ДA , T , 

/T . 
В подпрограмме (блок 13) из массива 

/T  находятся экстре-

мальные значения 
aT/  и 

bT/ , что позволяет в блоке 14 опреде-

лить величины /
ПI , МI , а также cрT/  и cрT/  (см. 1.2.4 и 1.2.5). 

После вычисления в цикле (блоки 15,16) 
/T , 

1 , 
1 производится 

печать результатов расчета (блок 17). 
Пример листа курсового проекта, выполненного по приведенным 

в пособии алгоритмам приведен в приложении 1.  
 



 31 

2. ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ  
РЫЧАЖНЫХ МЕХАНИЗМОВ 

 
2.1. Задачи динамического анализа 

рычажных механизмов 
 
Конечной целью динамического анализа рычажного механизма 

является определение реакций в кинематических парах и уравнове-
шивающего (движущего) момента, действующего на кривошипный 
вал со стороны привода. Указанные задачи решаются методом кине-
тостатики, основанным на принципе Даламбера. Этот метод предпо-
лагает введение в расчет инерционных нагрузок (главных векторов  
и главных моментов сил инерции), для определения которых требу-
ется знать ускорения центров масс и угловые ускорения звеньев. По-
этому силовому расчету предшествует кинематический анализ меха-
низма по известному уже закону вращения кривошипа (

1 , 
1 ). 

 
2.2. Кинематический анализ 

 
Кинематический анализ рычажного механизма производится по-

сле того, как в результате динамического анализа машинного агре-
гата установлен закон движения звена приведения (  11  ,  11  ). 

Учитывая, что закон движения кривошипа рычажного механизма 
такой же, как и звена приведения, при кинематическом анализе тре-
буется определить соответствующие этому закону движения линей-
ные скорости и ускорения отдельных точек, а также угловые скоро-
сти и ускорения звеньев механизма. 

Известно, что угловая скорость к-го звена равна 
 

,11
1

1










 К
КК

К i
dt

d

d

d

dt

d  

 
т.е. угловая скорость к-го звена равна произведению аналога угло-
вой скорости этого звена на угловую скорость звена приведения 1.  

Аналогичные выражения можно получить для проекций скоро-
сти какой-либо точки звена (например, точки М): 
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,1
/1

1





 M

MM
M x

td

d

d

xd

td

xd
x  

.1
/  MM yy  

 
Угловое ускорение к-го звена 
 

 
.1

11
111

td

d
i

td

id

td

id

td

d
К

ККК
К








  

 
Так как  
 

,1
/

1
1

1

11 



 К

КК i
td

d

d

id

td

id  

то 
 

.11
2
1

/
1  ККК ii  

 
Аналогично рассуждая, получим проекции ускорения точки М: 
 

,1
/2

1
//  MMM xxx     .1

/2
1

//  MMM yyy  

 
Алгоритм определения скоростей и ускорений для кривошипно-

ползунных механизмов (рис. 1.5) имеет вид 
 
1. .1212  i  
2. .131 iVB  

3. .1
/

22  SS xx  

4. .1
/

22  SS yy  

5. .121
2
1

/
212  ii  

6. .131
2
1

/
31  iiaB  

7. .1
/

2
2
1

//
22  SSS xxx  

8. .1
/

2
2
1

//
22  SSS yyy  
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Модули и направления векторов абсолютной скорости и ускоре-
ния точки S2 определяются на основании выражений: 

9. ;2
2

2
22 SSS yxV       ;cos

2

2
S2

S

S
V V

x
     .sin

2

2
2

S

S
V V

y
S


  

10. ;2
2

2
22 SSS yxа       ;cos

2

2
S2

S

S
а a

x
     .sin

2

2
2

S

S
a a

y
S


  

 
2.3. Силовой расчет 

 
При силовом расчете механизма рассматриваются статически 

определимые кинематические цепи (группы Ассура), причем расчет 
начинается с группы, наиболее удаленной от начального звена. 

Расчетные схемы группы Ассура 2-го вида показаны на рис. 2.1. 
 

 
Рис. 2.1 

 
К звеньям (2,3) группы приложим внешнюю нагрузку ПСF , силы 

тяжести звеньев G2, G3. Реакцию 
21F  во вращательной кинематиче-

ской паре А представим в виде проекций 
XF21

 и 
YF21

. Реакция 30F  

в поступательной кинематической паре В перпендикулярна на-
правлению перемещения ползуна и в данном случае проходит через 
точку В.  

В соответствии с принципом Даламбера приложим к звеньям (2, 3) 
инерционные нагрузки.  
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Проекции главного вектора сил инерции звена 2  
 

,222 SXИ xmF       ,222 SYИ ymF   

 
главный момент сил инерции звена 2 
 

,222  SИ IM  

 
главный вектор сил инерции звена 3 
 

33 BИ amF  . 

 
Силы тяжести звеньев равны 
 

,81,9 22 mG        .81,9 33 mG   

 
Реакции в кинематических парах группы с горизонтально распо-

ложенным ползуном вычисляются в следующей последовательно-
сти (рис. 2.1.а).  

1. Из условия, что 0XF , определятся XF21  

 
.3221 ПСИXИX FFFF   

 
2. Реакция YF21  определяется из уравнения равновесия момен-

тов сил для звена 2 относительно точки В: 
 
        2222121 GFxxFyyFxx YИBSXBAYBA

  0y 22S2  ИXИB MFy , 

 
откуда  

 
      2222121 GFxxFyyF YИBSXBAY  

    ./222 BAИXИBS xxMFyy   
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3. Реакция 30F  определяется из условия равновесия проекций 
сил, действующих на группу (2,3), на ось Y, т.е.  

 
.2221330 GFFGF YИY   

 

Для определения проекций XF23  и YF23  реакции во внутренней 
кинематической паре В рассмотрим равновесие звена 2 под дей-
ствием приложенных сил: 

 

,023232222121  YXYИXИYX FFGFFFF  

 
откуда, проектируя на оси координат, получим 
 

;22123 XÈXX FFF   

.222123 GFFF YИYY   

 
Модули реакций 

21F  и 
23F  определяем по формулам 

 

,2
21

2
2121 YX FFF   

.2
23

2
2323 YX FFF   

 
Направление реакций 21F  и 23F  установим, определив углы 

наклона их к оси Х:  
 

;cos
21

21
21 F

F X
F          ;sin

21

21
21 F

F Y
F   

;cos
23

23
23 F

F X
F          .sin

23

23
23 F

F Y
F   

 
Реакции в кинематических парах группы (2,3) с вертикальным 

расположением ползуна (рис. 2.1, б) вычисляются в следующей 
очередности:  
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1. Из условия, что 0YF , определяется YF21 : 
 

.323221 GGFFFF ПСИYИY   
 

2. Реакция 
XF21

 определяется из уравнения равновесия момен-

тов сил для звена 2 относительно точки В: 
 

        XИBSYИBSYBAX FyyGFxxFxxF 222222121

  ./2 BAИ yyM   
 
3. Реакция 

30F  определяется из условия равновесия проекций 

сил, действующих на группу (2,3), на ось Х: 
 

.22130 XИX FFF   
 

Определение реакций 
XF23

 и YF23 , их модулей и направлений 

осуществляется по тем же формулам, что и для  группы с горизон-
тальным расположением ползуна.  

Далее рассматривается кривошип 1 (рис. 2.2). 
 

 
Рис. 2.2 

 

В точке А приложена известная реакция 
12F , проекции которой 

равны 
,2112 XX FF   

.2112 YY FF   
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В точке О расположена сила тяжести 11 81,9 mG   и неизвестная 

реакция 10F . Кроме того, к звену приложен известный главный мо-
мент сил инерции 

 

.1
/

1  ПИ IM  

 
Для того чтобы звено 1 двигалось по заданному закону, к нему 

приложен уравновешивающий момент сил 
УM , который является 

реактивным моментом со стороны отсоединенной части машины. 
Его величина определяется из уравнения моментов сил относитель-
но точки О: 

 
.11212 ИXAYAУ MFyFxM   

 
Реакция 10F  в проекциях имеет вид: 

 
,1210 XX FF   

.11210 GFF YY   

 
Модуль  

.2
10

2
1010 YX FFF   

 
Направление 10F  определяется углом 10F  по формулам 

 

10

10
10cos

F

F X
F      и    .sin

10

10
10 F

F Y
F   

 
На основании вышеизложенного можно представить алгоритм 

силового расчета кривошипно-ползунных механизмов: 
 
1. .11 mgG   

2. .22 mgG   
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3. .33 mgG   

4. .1
/

1  ПИ IM  
5. .222 SXИ xmF   

6. .222 SYИ ymF   

7. .33 BИ amF   

8. .222  SИ IM  
 

При горизонтальном расположении ползуна:  
 

9.  .3221 ПСИXИX FFFF   

10.         BSYИBSXBAY yyGFxxFyyF 22222121  

  ./22 BAИXИ xxMF   

11. .2221330 GFFGF YИY   
 

При вертикальном расположении ползуна:  
 
9. .323221 GGFFFF ПСИYИY   

10.         BSYИBSYBAX yyGFxxFxxF 22222121
 

  ./22 BAИXИ yyMF   

11. .22130 XИX FFF   

 
Далее для обеих схем: 
 
12. .2112 XX FF   

13. .2112 YY FF   

14. .22123 XИXX FFF   

15. .222123 GFFF YИYY   

16. .11212 ИXAYAУ MFyFxM   

17. .1210 XX FF   
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18. .11210 GFF YY   

19. .2
10

2
1010 YX FFF   

20. .2
21

2
2121 YX FFF   

21. .2
23

2
2323 YX FFF   

 

Алгоритм динамического анализа реализуется с помощью про-
граммы «Динамический анализ кривошипно-ползунных механиз-
мов» [2]. В табл. 2.1 и 2.2 приведены исходные данные, необходи-
мые для работы с программой. 

Видно, что параметры /
ПI , 

1  и 
1 , берутся из результатов ис-

следования динамики машинного агрегата. 
 

Таблица  2 .1 
 

№ Параметр 
Условное 

обозначение 
Единица  
измерений 

Величина 

1 Схема кривошипно- 
ползунного механизма 

- - 

2 Размеры звеньев OAll 1  м 0,0742 

23 ASll   м 0,0741 

ABll 2 м 0,2225 
e м 0,01335 

3 Начальная обобщенная 
координата о град 2,58 

 
 
 

Массы и моменты 
инерции звеньев 

1m кг 30 

2m кг 400 

3m кг 500 

2SI кг м2 8,35 
5 Постоянная составляю-

щая приведенного мо-
мента инерции 

I
ПI  кг м2 84,327 
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Таблица  2 .2 
 

№ положения 
кривошипа 

Угловая скорость 

1 , рад с-1 
Угловое ускорение 

1 , рад с-2 

Сила полезного 
сопротивления 

FПС,, H 
1 9,1631 1,6165 0 
2 9,2337 0,9562 0 
3 9,2864 1,1061 0 
4 9,3660 1,6733 0 
5 9,4682 1,8654 0 
6 9,5653 1,6277 0 
7 9,6441 1,2586 0 
8 9,7000 0,4781 0 
9 9,7000 -2,4470 0 

10 9,5000 -3,9791 0 
11 9,3000 -3,0910 -12321 
12 9,1000 -0,9313 -27142 
13 9,1631 1,6165 -125000 

 
Результаты определения реакций в кинематических парах дают 

возможность выполнять прочностные расчеты звеньев, правильно 
подойти к конструктивному оформлению подвижных соединений 
(выбор подшипников, условий смазки и т.д.), количественно оце-
нить трение и износ, а также коэффициенты полезного действия. 

Пример листа курсового проекта, выполненного по приведенным 
в пособии алгоритмам приведен в приложении 2.  
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