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Перечень материалов 

 

Курс лекций с примерами решения задач, лабораторные занятия, задание 

к контрольной работе, материалы для самостоятельной работы, контрольные 

вопросы, тематический план дисциплины. 

 

Пояснительная записка 

 

 Электронный учебно-методический комплекс по учебной дисциплине 

«Сопротивление материалов» предназначен для студентов специальности 1-70 

01 01  «Производство строительных изделий и конструкций» и 1-70 02 02 «Экс-

пертиза и управление недвижимостью». Объем изучаемого раздела дисципли-

ны в соответствии с учебным планом составляет 34 часа лекций, 34 часа лабо-

раторных занятий. 

Целью ЭУМК является научить студентов проводить расчеты типовых 

элементов строительных конструкций на прочность, жесткость, устойчивость и 

долговечность.  Правильно выбирать конструкционные материалы и форму се-

чений конструкций, обеспечивающие требуемые запасы надежности, безопас-

ность их эксплуатации и экономичность сооружений. 

Структурирование и подача учебного материала. Материал дисципли-

ны представлен в виде лекционного материала, лабораторных занятий, кон-

трольной (самостоятельной) работы студентов и консультаций. Учебный мате-

риал четко разделен по темам дисциплины и излагается в соответствии с учеб-

ной программой и в объеме, предусмотренном учебным планом. 

Рекомендации по организации работы с ЭУМК. Изучение учебного 

материала в ЭУМК может быть использовано студентами дневной и заочной 

форм обучения. Предварительно следует изучить тему лекционного материала, 

затем ознакомиться и проанализировать решение задач соответствующей темы. 

Самостоятельно решить индивидуальные задачи в соответствии с вариантом 

исходных данных. В случае появления вопросов при изучении учебного мате-

риала необходимо обратиться за консультацией к преподавателю. 
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1 ЛЕКЦИИ 

 

1.1 Общие понятия и определения 

 

1.1.1 Сопротивление материалов и его место среди других курсов  

по механике твердого тела  

Все науки, изучающие поведение твёрдых тел, объединены в одно науч-

ное направление, которое называется механикой твердого деформируемого 

тела. Самой общей наукой этого направления, в которой изучается поведение 

не только твердых, но и газообразных и жидких тел, является реология. Меха-

ника твердого тела включает основные разделы: теоретическая механика; со-

противление материалов; строительная механика; линейная (классическая) тео-

рия упругости; нелинейная теория упругости; теория пластичности; теория 

ползучести; теория упругости анизотропного тела и др. 

Сопротивление материалов - это инженерная дисциплина изучает рас-

пределение внутренних сил в прямых (или кривых) брусьях. В основу исследо-

ваний положена гипотеза плоских сечений. Изучаются вопросы прочности ма-

териалов при различных воздействиях на строительные конструкции, детали 

машин и механизмов.  

Предметом исследования в сопротивлении материалов является брус 

(прямолинейные и криволинейные, постоянного и переменного сечений). 

Задачей сопротивления материалов и других родственных дисциплин 

является создание прочных, устойчивых, долговечных и экономически выгод-

ных сооружений и механизмов.  

 

1.1.2 Внешние силы и их классификация  

Характер приложения нагрузки (статические, динамические, вибрацион-

ные, мгновенно приложенные нагрузки) оказывают существенное влияние на 

прочность и долговечность строительных конструкций. Поэтому оценке харак-

тера нагрузки следует придавать большое значение. Для того, чтобы такую 

оценку упростить нагрузку классифицируют. 

Сосредоточенные силы – это нагрузки, передающиеся на тело через 

площадку, размеры которой несравнимо малы по сравнению с размерами само-

го тела. Обозначается буквой F. Имеет размерность Н, кН. 

П р и м е р ы.Действие колеса локомотива на рельс, действие балки на 

консоль колонны (рис. 1) и пр. 
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Распределенные нагрузки – это нагрузки, передающиеся на тело через 

площадки, размеры которых сравнимы с размерами самого тела.  

Если нагрузка распределена по площади, то она обозначается обычно 

буквой  p и имеет размерность кН/м2, если нагрузка распределена по линии, то 

она обозначается буквой q и имеет размерность кН/м.  

П р и м е р. Действие напора воды на дамбу (рис. 2). 

 

 
 

Поверхностные силы – это силы, возникающие в результате взаимодей-

ствия двух тел: 

 твердого и твердого; 

 твердого и жидкого; 

 твердого и газообразного 

и приложены к их поверхностям. 

Примеры поверхностных сил приведены на рисунке 3.  

F 

F 

Рис. 1. – Действие колеса вагона на рельс и балки на консоль колонны 

Рис. 2. – Давление воды на дамбу 

p 
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Объемные силы – это силы, возникающие в результате взаимодействия 

полей (гравитационного (собственный вес), силы инерции, центробежные силы, 

электромагнитные силы и пр.). Эти силы распределены по всему или по части 

объема тела. Размерность таких нагрузок – 3кН/м . 

П р и м е р ы. Действие сил на якорь электродвигателя и пр. 

Постоянные нагрузки – это нагрузки, действующие на сооружение на 

протяжении всего срока службы самого сооружения.  

П р и м е р. Собственный вес сооружения. 

Временные нагрузки – это нагрузки, действующие ограниченный срок, 

меньший, чем срок службы самого сооружения. 

П р и м е р ы. Нагрузка на кровлю от веса снега, нагрузка от давления 

ветра, нагрузка от технологического оборудования  и др. 

Статическая нагрузка – это нагрузка, изменяющаяся во времени 

настолько медленно, что ускорениями точек конструкции, а, следовательно, и 

силами инерции можно пренебречь. 

П р и м е р ы. Собственный вес конструкции, нагрузка от веса снега и др. 

Динамические нагрузки – это нагрузки, изменяющие свою величину или 

положение достаточно быстро. Поэтому силами инерции пренебречь нельзя, 

так как они соизмеримы с силами, вызванными статическими нагрузками. 

П р и м е р ы. Движение мостового крана, действие кузнечного молота на 

заготовку, забивка свай и др. 

Вид нагрузки устанавливается исходя из субъективных предпосылок кон-

структора или в соответствии с нормами проектирования при выборе расчетной 

схемы строительной конструкции. 

 

1.1.3 Типы элементов строительных сооружений  

Элементы сооружений по своей геометрической форме делятся на четыре 

типа – брус, пластина, оболочка и массив. 

Брус – тело, у которого два основных размера малы по сравнению с тре-

тьим размером (рис. 4). 

p 

p 

Рис. 3. – Давление жидкости на стенки безнапорного трубопровода и  

давление газа на стенки трубы 



 8 

 
 

Осью бруса называется линия, соединяющая центры тяжестей всех попе-

речных сечений. Брус с прямолинейной осью называется стержнем. 

П р и м е р ы. Балки, стойки рам, колонны. 

Пластина (пластинка) – это тело, ограниченное двумя плоскими по-

верхностями, расстояние между которыми мало по сравнению с прочими раз-

мерами (рис. 5). 

 
Пластины различаются по своей форме – прямоугольные, треугольные, 

круглые, эллиптические и др. 

Оболочка – это тело, ограниченное двумя криволинейными поверхностя-

ми, расстояниие между которыми мало по сравнению с прочими (генеральны-

ми) размеры (рис. 6, а). 

a 

b 


 
 

d 

Рис. 5. – Примеры прямоугольной и круглой пластин 

ось 

ось 

Рис. 4. – Примеры прямолинейного и криволинейного  брусьев  
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Оболочки различаются своей формой кривизны – цилиндрические, сфе-

рические, гауссовой кривизны и др.  

Массив – это тело, у которого все три основные размеры одного порядка 

(рис. 6, б). 

 

1.1.4 Основные гипотезы (допущения) в сопротивлении  

материалов  

Как и во всякой науке в сопротивлении материалов реальная природа 

рассматривается односторонне и идеализируется. Это достигается введением 

понятий, принятием гипотез и допущений. 

1. Материал тела имеет сплошное (непрерывное) строения, то есть не прини-

мается во внимание дискретное, атомарное строение вещества. 

2. Материал элемента конструкции однороден, то есть во всех его точках меха-

нические свойства одинаковые. 

3. Материал тела изотропен, то есть в любой его точке по всем направлениям 

механические свойства совершенно одинаковые. У анизотропных тел, напри-

мер, у древесины механические свойства по разным направлениям разные. Под 

механическими свойствами следует понимать прочность или жесткость. Отме-

тим, что прочность древесины вдоль волокон значительно (в два или три раза) 

больше чем прочность поперек волокон (рис. 7). 

 

  
 

4. В твердом теле до приложения нагрузки внутренние начальные силы от-

сутствуют. В действительности в элементах строительных конструкций или 

Рис. 6. –Примеры цилиндрической оболочки (а) и фундаментной подушки (б) 

b 

L 


 

а) б) 

Рис. 7. – Пример анизотропного материала          

(древесины) 
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сооружения всегда имеются начальные внутренние силы, которые могут быть 

вызваны; 

– неравномерным остыванием; 

– неравномерной усадкой; 

– неравномерным высушиванием; 

– механической обработкой. 

5. Принцип суперпозиций или принцип независимости действия сил. Ре-

зультат действия на тело системы сил равен сумме результатов действия тех же 

сил, прикладываемых к телу последовательно и в любом порядке. Принцип не-

зависимости действия сил справедлив при соблюдении двух условий: 

а) геометрической линейности – перемещения точек механической системы, 

вызванные деформацией, малы по сравнению с ее размерами;  

б) физической линейности – перемещения, являющиеся результатом дефор-

мации системы, линейно зависят от нагрузки (то есть, если выполняется закон 

Гука). 

6. Принцип Сен-Венана – в точках тела, достаточно далеко удаленных от места 

приложения нагрузки, величина внутренней силы весьма мало зависит от спо-

соба приложения нагрузки. Примером может служить разрезание стального ли-

ста ножницми (рис. 8). 

 

  
 

1.1.5 Понятие о деформациях  

Изменение формы или размеров тела, вызванное нагрузкой, изменением 

температуры или другими воздействиями называется деформацией. Деформа-

ции делятся на два вида – линейные и угловые. 

Изменение линейных размеров тела называется линейной деформацией. 

Линейную деформация тела разделяют на абсолютную S и относительную ли-

нейную деформации . 

Относительная линейная деформация в точке тела равна пределу от-

ношения абсолютной деформации отрезка волокна к длине отрезка, если длина 

отрезка стремится к нулю 

       
0

ε= lim
S

S

S


,       (1) 

 

где  S – длина отрезка волокна; S – деформация (удлинение или укорочение) 

отрезка волокна (рис. 9). 

Q 

F 

F 

Рис. 8. – Иллюстрация к принципу Сен-Венана (резание листа ножницами) 
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Изменение угловых размеров тела (рис. 10) называется угловой деформа-

цией. 

 

 

      
δ

γ= α β
a
  ,        (2) 

 

где   – абсолютная угловая деформация (обычно не употребляется в расче-

тах); 

 – относительная угловая деформация (угол сдвига), величина безразмерная. 

 

1.1.6 Основные свойства твердого деформируемого тела  

Все материалы в сопротивлении материалов характеризуются тремя ос-

новными свойствами – упругость, пластичность и ползучесть. 

Деформации, полностью исчезающие после разгрузки тела, называются 

упругими деформациями. 

Свойства тела восстанавливать после разгрузки свою первоначальную 

форму и размеры называется упругостью. 

Рис. 9. – Линейная деформация волокна тела 

F1 

F2 F3 

F4 

F5 
F6 F7 

S 

S S 

Рис. 10. – Угловая деформация элемента 

 

 

a
 

 
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Деформации, сохраняемые телом после снятия нагрузки, называются 

остаточными (пластическими) деформациями. 

Свойство материала давать остаточные деформации называется пла-

стичностью материала. 

Для некоторых материалов при определенных условиях наблюдаются де-

формации во времени. Свойства таких материалов изучается теорией ползуче-

сти. В теории ползучести выделяют два понятия: релаксация и ползучесть. 

Явление увеличения деформаций во времени при постоянной нагрузке 

называется ползучестью. 

Явление уменьшения напряжений во времени при постоянной деформа-

ции называется релаксацией. 

Пластичность материала проявляется обычно при больших механических 

напряжениях, а ползучесть – при большой температуре. 

 

1.1.7 Внешние и внутренние силы. Метод сечений  

В сопротивлении  материалов различают внешние и внутренние силы. 

Внешние силы – это силы взаимодействия между отдельными телами. 

Внутренние силы – это силы взаимодействия между частями одного и 

того же тела.  

Внутренние силы передаются через межатомарные или межмолекуляр-

ные связи, которые всегда присутствуют в твердых телах. 

Разрушение тел происходит за счет внутренних сил. Поэтому одной из 

главных задач сопротивления материалов является определение внутренних сил 

в конструкциях. 

Для определения внутренних сил используется метод сечений. Суть ме-

тода сечений состоит в следующем. 

1) Тело мысленно разделяется сечением на две части в том месте, где тре-

буется определить внутренние силы. 

2) Одна часть вместе с приложенными к ней внешними силами, отбрасы-

вается, а к оставшейся части, кроме приложенных к ней внешних сил, прикла-

дываются внутренние силы, то есть силы действия отброшенной части на 

оставшуюся. 

3) Считается, что оставшаяся часть вместе с приложенными к ней внут-

ренними и внешними силами  находится в состоянии равновесия. Используя 

уравнения равновесия, определяют внутренние силы. 

4) По законам теоретической механики система внешних сил, приложен-

ных к рассматриваемой части, приводится к главному вектору сил P   и главно-

му вектору момента M . Так как рассмотренная часть находится в состоянии 

равновесия, то главные вектора P  и M  внешних сил должны быть равны глав-

ным векторам силы и момента внутренних сил. 

5) Главные вектора внутренних сил можно разложить на составляющие 

 

    ;
X Y X Y

P N , Q , Q M M , M , T .       (3) 
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6) Для определения составляющих внутренних сил используются уравне-

ния равновесия рассматриваемой части стержня (4).  

 

  

=0, определяется составляющая ;

=0, определяется составляющая ;

=0, определяется составляющая ;

=0, определяется составляющая ;

=0, определяется составляющая ;

=0, определяется составляюща

x

y

x x

y y

z

X Q

Y Q

Z N

M M

M M

M











я T .

    (4) 

 

Отметим, что каждое уравнение содержит только одну составляющую 

внутренних сил, Поэтому для их определения даже не приходиться решать си-

стему уравнений. 

Дадим определения. 

Продольная сила  , кНN  – это внутренняя сила численно равная сумме 

проекций всех внешних сил, приложенных к рассматриваемой части стержня, 

на продольную ось стержня. 

Поперечная сила  или , кНx yQ Q  – это внутренняя сила, численно рав-

ная сумме проекций всех внешних сил, приложенных к рассматриваемой части 

стержня, на соответствующую поперечную ось X  или Y. 

Крутящий момент  , кНмT  – это внутренняя сила, численно равная 

сумме моментов всех внешних сил, приложенных к рассматриваемой части 

стержня, относительно продольной оси стержня. 

Изгибающий момент  или кНмx yM M ,  – это внутренняя сила, числен-

но равная сумме моментов всех внешних сил, приложенных к рассматриваемой 

части стержня, относительно соответствующей поперечной оси X или Y, прохо-

дящей через центр тяжести этого сечения. 

 

1.1.8 Виды простых деформаций (сопротивлений) бруса  

В сопротивлении материалов различают четыре вида простых сопротив-

лений бруса. 

1. Центральное растяжение (сжатие) – вид сопротивления, при котором во 

всех поперечных сечениях участка стержня появляются только продольные си-

лы N. Пример центрально сжатая колонны приведен на рисунке (рис. 11, а). 
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2. Сдвиг (срез) – вид сопротивления, при котором в поперечных сечениях появ-

ляются только поперечные силы xQ  или yQ . Например, действие среза испы-

тывают стержни заклепки (рис. 11, б).  

3. Кручение – вид сопротивления, при котором во всех поперечных сечениях 

участка стержня появляются только крутящие моменты T. 

П р и м е р ы. Работа вала машины (механизма), иногда элементов простран-

ственных конструкций. Чистый сдвиг можно также получить и при кручении 

тонкостенной трубки. 

4. Чистый изгиб – это такой вид сопротивления, при котором во всех попереч-

ных сечениях участка стержня появляются только изгибающие моменты xM  

или yM . Примером может служить средняя часть оси локоматива (рис. 12). 

 
 

1.1.9 Понятие о напряжениях  

 Внутренние силы иx y x yN , Q , Q ,M ,M T  в поперечном сечении стержня в 

действительности не являются сосредоточенными силами. Они распределены в 

пределах площади сечения по некоторым законам. Определение этих законов 

является одной из основных задач сопротивления материалов. 

F F 

Рис. 11. – Пример работы колонны среднего ряда  

на центральное сжатие (a) и стержня заклепки  на 

срез (сдвиг) (б) 

F/2 

F/2 

F 

а) б) 

F F 

Рис. 12. – Средняя часть оси железнодорож-

ного вагона испытывает чистый изгиб 
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 Распределение внутренних сил характеризуется их интенсивностью, кото-

рая измеряется напряжениями (механическими напряжениями). Введем поня-

тие о напряжениях. Рассмотрим поперечное сечение стержня и напряжения в 

его точке. 

 

 
Около произвольной точки выделим малую площадку A, через которую 

передается малая внутренняя сила P  (рис. 13). 

Полным напряжением p (МПа) в точке называется величина, характери-

зующая интенсивность внутренней силы, равная пределу отношения внутрен-

ней силы P, передающейся через площадку A, если площадь A площадки 

стремится к нулю  

 

      
0

= lim
A

P
p

A 




.        (5) 

 

В расчетах полное напряжение редко используется. Обычно используют-

ся нормальное и касательное напряжения. 

Нормальным напряжением σ (МПа) в точке называется величина, рав-

ная проекции полного напряжения на нормаль рассматриваемой площадки. Ес-

ли нормальное напряжение вызывает сжатие, то оно считается отрицательным, 

если вызывает растяжение – принимается положительным. 

Касательным напряжением   (МПа) в точке называется величина, рав-

ная проекции полного напряжения на плоскость рассматриваемой площадки. 

Правило расстановки знаков для касательного напряжения будет рассмотрено 

ниже.  

Такое разложение полного напряжения на нормальное и касательное 

сложилось исторически и вполне обосновано. Опыты показывают, что матери-

алы по-разному сопротивляются растяжению (сжатию) и сдвигу. 

 

 

Рис. 13. – Полное, нормальное и касательное напряжения в точке 

P 

p 

σ 

 

Z 

X 

Y 

A 

A 
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1.1.10 Связь напряжений и внутренних сил  

Для исследований характера распределения внутренних сил по площади 

сечения установим связь между внутренними силами и напряжениями. Полага-

ем, что распределение напряжений в пределах сечения выражается непрерыв-

ными функциями (рис. 14). 

 

 
Элементарная продольная сила, передающаяся через площадку dA равна 

 

       =dN dA.         (6) 

 

Предполагается, что в пределах элементарной площадки из-за ее малости 

напряжения σ распределены равномерно. Проинтегрируем левую и правую ча-

сти записанного выражения (6) и получим 

 

       = σ
A

N dA .       (7) 

 

Элементарный момент относительно оси X, вызванный элементарной си-

лой dA, передающейся через площадку dA, равен 

 

       σ σxdM dA y y dA      .     (8) 

 

Проинтегрируем левую и правую части выражения (8) и получим 

 

       = σyx
A

M dA .       (9) 

 

Рис. 14. – Внутренние силы, передающиеся через сечение, и напряжения в 

произвольной точке, передающиеся через площадку dA 

X 

Y 

Z 

N 

QX 

QY 

y 

x 

σ 
X 

Y 

MX 

MY 

T 

dA 

A 
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Остальные четыре связи напряжений и внутренних сил рекомендуется 

получить самостоятельно. 

 

1.2 Центральное растяжение (сжатие) 

 

1.2.1 Общие понятия. Определение продольных сил при центральном 

         растяжении (сжатии)  

Центральное растяжение (сжатие) появляется в тросе при буксировке или 

подъеме груза, в колоннах промышленных и гражданских зданий и пр. 

Для удобства условимся всегда продольную ось обозначать буквой Z, а 

поперечные оси, то есть оси расположенные в плоскости поперечного сечения, 

буквами X и Y. 

Центральное растяжение (сжатие) – это такой вид сопротивления, при 
котором в поперечных сечениях стержня появляются только продольные силы. 

Продольная сила принимается положительной, если она вызывает растя-

жение материала или отрицательной – если сжатие. 

В тех случаях, когда знак продольной силы неизвестен заранее, ее следует 

принимать положительной. В результате расчета знак силы уточняется. 

Для вычисления продольной силы используется метод сечений. 

Разделим стержень, показанный на рисунке 15, поперечным сечением S 

на две части – левую и правую. Отбросим правую часть и рассмотрим левую 

часть стержня. К этой части стержня приложены левая силой F и продольная 

сила N. При этом продольную силу N прикладываем так, чтобы она растягивала 

материал рассматриваемой левой части стержня, то есть была положительной. 

Составим уравнение равновесия левой части стержня, которое будет содержать 

внешнюю силу F и продольную силу N 

 

     =0, - + =0, =Z F N N F .     (10) 

 

 
Решение уравнения (10) дает положительное значение продольной силы 

N, что подтверждает сделанное предположение о том, что продольная сила рас-

тягивающая. 

S 

S 

N 

F F 

F 

Z 

Z 

Рис. 15. – Определение продольной силы методом сечений 
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В последствие будем полагать, что нагрузка, какая бы она не была, всегда 

положительная, а ее действие определяется направлением. 

Эпюрой продольной силы N называется график, каждая ордината кото-

рого равна значению продольной силы в данном сечении. Эпюры и не только 

продольных сил N отличаются от других графиков тем, что они построены по 

специальным правилам. 

Основные правила построения эпюр: 

1) ординаты откладываются перпендикулярно к линии отсчета; 

2) эпюры всегда строятся в удобном масштабе и так, чтобы они легко читались, 

то есть без наложений и без затенения самой конструкции; 

3) значения подписываются без указания знака и размерностей; 

4) знаки проставляются на знаковых полях эпюры обычно в кружочках; 

5) вся эпюра подписывается наименованием той величины, для которой она по-

строена, и там же указывается размерность этой величины. 

 

1.2.2 Дифференциальная зависимость между продольной силой и 

нагрузкой  

Пусть дан стержень (рис. 16), загруженный распределенной по некоторо-

му закону нагрузкой  q z .  

Рассмотрим элементарный участок стержня длиной dz. Учитывая условие  

равновесия 

 

    =0; - + 0,Z N N dN qdz      (11) 

 

получим 

     = ; или =
l

z

dN
q N qdz.

dz
       (12) 

 

 

 
 

 

Рис. 16. – Равновесие элементарного участка стержня, 

загруженного распределенной нагрузкой 

z 

l 

Z 

d
z d
z 

q(z) 
q(z) 

N 

N+dN 
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Таким образом, производная от продольной силы N равна интенсивности 

распределенной нагрузки q. Полученная зависимость используется для провер-

ки эпюры N, а так же для вывода некоторых формул. 

   

1.2.3  Напряжения в поперечном сечении бруса при центральном  

 растяжении (сжатии) 

Рассмотрим длинный стержень, испытывающий центральное растяжение, 

(рис. 17).  

 
 Опыты показывают, что сечение b-d в результате деформации выделенного 

участка стержня переместиться параллельно само себе, оставаясь при этом 

плоским. Это означает, что волокна a-b и  c-d удлиняются одинаково. Отсюда 

следует утверждение. 

Гипотеза Бернулли (гипотеза плоских сечений). Поперечные сечения 

плоские до деформации остаются плоскими и после деформации. 

На основании гипотезы Бернулли все продольные волокна стержня де-

формируются одинаково. Следовательно, напряжения в них также одинаковые, 

а значит напряжения и по всей площади поперечного сечения распределены 

равномерно. 

       σ=const .        (13) 

 

Используя зависимость (7) между напряжениями σ и продольной силой 

N, получим 

      = σ σ σ
A A

N dA dA A           (14) 

или 

     σ= σ
N

, N A.
A

       (15) 

 

c 

b a 

d 

z 

F F 

N N 

d 

b 

c 

a 

Рис. 17. – Деформации волокон участка стержня при центральном  

растяжении длинного стержня 
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Здесь N – продольная сила в поперечном сечении стержня; A – площадь 

поперечного сечения. 

 

1.2.4 Напряжения в наклонном сечении стержня при центральном 

растяжении (сжатии) 

Рассмотрим длинный центрально растянутый стержень. В средней части 

стержня проведем сечение под углом  к поперечному сечению 

 

 
На рисунке 18 отмечены: A – площадь поперечного сечения; A– площадь 

наклонного сечения; – угол наклона сечения; N– продольная сила в растяну-

том стержне; N– нормальная сила в наклонном сечении; Q–поперечная (сдви-

гающая) сила в наклонном сечении. 

 

  α α αcos(α); cos(α); sin(α)A A N N Q N .       (16) 

 

Отсюда выразим нормальное напряжение 

 

  

 
   

 

 
     

2 2α
α

α

α
α

α

cos α
σ cos α σ cos α ;

cos(α)

sin α σ
τ sin α cos α sin 2α

cos α 2

NN N

A A A

NQ N
.

A A A


     


      

   (17) 

 

Окончательно имеем 

 

      
 

2
α

α

σ σ cos α;

τ σ 2 sin 2α .

 

 
       (18) 

 

F F 

F N 

ν 

 

 

Q 

N A 

A 

ν 

Рис.18. – Внутренние силы в наклонном сечении центрально растянутого стержня 

A 
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Здесь  σ – нормальное напряжение в поперечном сечении стержня. 

Проведем анализ напряженного состояния стержня:  

  при  =0,          σ=σ,        =0; 

  при  =450,         σ=σ/2,        =σ/2; 

  при  =900,         σ=0,         =0. 

Очевидно, что максимальные нормальные напряжения появляются при 

=00 , то есть в поперечном сечении стержня. Максимальные касательные 

напряжения появляются в наклонном под углом 450 сечении и равны половине 

нормального напряжения.    

 

1.2.5 Продольные и поперечные деформации центрально растянутого 

(сжатого) бруса. Закон Гука 

Рассмотрим длинный стержень, подвергнутый центральному растяжению 

(рис. 19) 

 

 
 

Согласно определению относительная продольная деформация волокна 

равна 

       
0

ε= lim
S

S

S


.       (19) 

 

Здесь длина волокна S равна длине элементарного участка dS. Поэтому  

 

       ε=
dz

dz


.        (20) 

 

Предел не записывается, потому что дифференциал dz и так стремится к 

нулю. Из полученной формулы следует 

 

       εdz dz   .       (21) 

 

Рис. 19. – Продольные и поперечные деформации центрально растянутого стержня 

l/2 l/2 l 

dz+dz 

dz 

Z 

a 

a/2 a/2 


b
/2

 

b
 


b
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Согласно гипотезе Бернулли все волокна находятся в одинаковых усло-

виях. Кроме того, будем полагать, что и по всей своей длине волокна деформи-

руются одинаково, так как рассматривается длинный стержень. Поэтому 
ε=const. 

Проинтегрируем (то есть просуммируем) деформации по длине волокна и 

получим 

     
0

= ε ε ε
l l l

0 0

l dz dz dz l        .     (22) 

Окончательно имеем 

 

      =ε или ε=
l

l l .
l


       (23) 

 

Аналогичные рассуждения для поперечных деформаций приводят к вы-

ражениям 

      ε и εa b
a b

.
a b

 
        (24) 

 

Если материал изотропен, то 

       ε ε ε .a b           (25) 

 

Отношение относительной поперечной деформации к относительной 

продольной деформации, взятое по абсолютной величине называется коэффи-

циентом поперечной деформации или коэффициентом Пуассона.  

 

       
ε

ν
ε


 .        (26) 

Здесь  ε  – относительная линейная поперечная деформация, то есть де-

формация по направлению перпендикулярному к направлению действия силы 

или нормального напряжения; ε  – относительная линейная продольная дефор-

мация, то есть деформация по направлению действия силы или нормального 

напряжения. 

Коэффициент Пуассона ν – величина безразмерная и теоретически для 

изотропных материалов может принимать значения 

 

       0 ν 0,5  .        (27) 

   

Если известен коэффициент Пуассона ν, то, зная продольную деформа-

цию, всегда можно найти поперечную деформацию 

 

       ε νε   .        (28) 
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Продольная и поперечная деформации всегда имеют разные знаки. Ко-

эффициент Пуассона характеризует способность материала давать поперечные 

деформации. 

 С п р а в к а. 
Чугун серый ν = 0,23  0,27. Бетон ν = 0,16  0,18. 

Углеродистая сталь ν = 0,24  0,28. Пробка ν = 0,01  0,0. 

Алюминий катанный ν = 0,32  0,36. Резина ν = 0,49  0,05. 

 

Закон Гука. Для некоторых материалов экспериментально установлено, что 

до некоторого предела деформации изменяются упруго и прямо пропорцио-

нально напряжениям. 

 

       
σ

ε=
E

.       (29) 

 

Здесь E – модуль упругости первого рода или просто модуль упругости, 

измеряется в Па, МПа, ГПа. 

 

 С п р а в к а 
Чугун серый E = 113  157 ГПа. 

Углеродистая сталь E = 196  206 ГПа. 

Алюминий катанный E = 68 ГПа. 

Бетон при пределе прочности 20 МПа E = 17,8  22,8 ГПа. 

Древесина вдоль волокна E = 10  12 ГПа. 

  

Модуль упругости характеризует жесткость материала, то есть является 

мерой сопротивления материала продольному деформированию.  

Физические коэффициенты E и  могут быть найдены только испытанием 

материала. 

Деформация  и напряжение  – относительные величины 

 

      ε= ; σ
l N

.
l A


        (30) 

 

Подставим их в закон Гука (29) 

 

      
σ

ε
l N

.
l E EA


          (31) 

 

Отсюда имеем закон Гука при центральном растяжении (сжатии) в абсо-

лютных величинах 

 

       =
Nl

l
EA

 ,        (32) 
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где  N – продольная сила на рассматриваемом участке стержня; 

l – длина участка стержня; 

E – модуль упругости материала стержня; 

A – площадь поперечного сечения на рассматриваемом участке стержня. 

Полученная формула справедлива, если стержень на рассматриваемом 

участке постоянного сечения и продольная сила во всех его поперечных сече-

ниях постоянная.  

Величина EA называется жесткостью стержня при центральном растяже-

нии (сжатии). 

 

1.2.6 Перемещения сечений бруса 

Перемещение (смещение) сечения бруса равно деформации части бруса, 

расположенной между защемлением (опорой) и рассматриваемым сечением.  

Перемещения, совпадающие с положительным направлением продольной 

оси Z, считаются положительными. 

Если начало координат всегда располагать в защемлении бруса, а ось Z 

направлять в сторону самого бруса, то знак перемещения будет совпадать со 

знаком суммы деформаций участков стержня, расположенных между защемле-

нием и рассматриваемом сечении. 

 

1.2.7 Пример расчет стержня переменной жесткости на статические 

нагрузки 

Д а н о. Стержень переменной жесткости, закрепленный верхним концом 

и загруженный двумя центрально приложенными силами –  сила 1 72кН,F   

направленная вверх, и 2 48кН,F   направленная вниз. Стержень состоит из двух 

ступеней. Площадь поперечного сечения верхней ступени равна 
2

1 6смA ,  а 

площадь поперечного сечения нижней ступени – 2
2 8смA .  Модуль упругости 

материала стержня 200ГПа.E   Размеры и место приложения сил показаны на 

рисунке 20. 

Р е ш е н и е.  Продольную ось стержня Z направим от опоры в сторо-

ну стержня – в данном случае это вниз. Пронумеруем особенные сечения, 

начиная от опоры. Направим неизвестную реакцию опоры Z0 в любую сторону, 

например, вверх. 
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Составим уравнение статического равновесия и решим его 

 

0 1 2 0 72 48 0Z Z F F Z         ;  0 24кНZ   . 

 

Знак “минус” означает, что направление реакции Z0 выбрано ошибочно. В 

действительности реакция Z0 направлена вниз. Внесем исправления на рисунке 

20, и значение реакции будем считать положительным. 

Используя метод сечений, определим продольную силу на участке 1-2. 

Для этого проведем сечение S1 в произвольном месте участка 1-2. Это сечение 

разделит стержень на две части 1 11 и 5– S S – . Рассмотрим часть 11– S . Будем 

полагать, что в сечении 1S  действует растягивающая сила 12N  (рис. 21, а). Со-

ставим уравнение статического равновесия выбранной части стержня и решим 

его 

 

0 12 1224 0Z Z N N     .  12 24кНN   . 

 

Знак “минус” означает, что мы ошиблись, предполагая продольную силу 

растягивающей. В действительности продольная сила на участке 1-2 вызывает 

сжатие материала. В отличие от внешних сил, для внутренней силы 12N  знак 

“минус” сохраняется. 

 

Рис. 20. – Стержень переменной жесткости, загруженный двумя сосредоточенными 

силами, и эпюры внутренних сил, напряжений и перемещений 
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Затем, в произвольном месте участка 2-3 проведем сечение и рассмотрим 

верхнюю от сечения часть стержня (рис. 21, б). Составим уравнение статиче-

ского равновесия для рассматриваемой части стержня и решим его. 

 

    0 1 23 2324 72 0Z Z F N N       .  23 48кНN  . 

 

Знак “плюс” означает, что продольная сила N23, как и предполагалось, 

растягивает материал участка 2-3. 

Проведем сечение в произвольном месте участка 3-4 (рис. 21, в) и рас-

смотрим верхнюю часть стержня. Составим уравнение равновесия и решим его. 

 

 0 1 23 3424 72 0Z Z F N N       .  34 48кНN  . 

 

Очевидно, что материал участка 3-4 также испытывает растяжения. 

На участке 4-5 стержня нет приложенных сил, поэтому продольная сила 

на этом участке равна нулю и материал его и не растягивается и не сжимается. 

По результатам расчета построим эпюру продольных сил (рис. 20). 

Вычислим значения нормальных напряжений на участках стержня. 

 

     
3

12
12 4

1

24 10
40МПа;

6 10

N

A 

 
    


 

3
23

23 4
1

48 10
80МПа;

6 10

N

A 


   


 

3
34

34 4
1

48 10
60МПа;

8 10

N

A 


   


 

Рис. 21. – Отсеченные части стержня сечениями, проведенными на разных  

его участках: а) на участке 1-2; б) на участке 2-3; в) на участке 3-4 

Z0=24 кН 

Z 

F1=72 кН 
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Z 
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45
45 4

2

0 0
0 0

8 10

N ,
, .

A 
   


 

 

Построим эпюру нормальных напряжений (рис. 20). 

Используя закон Гука, вычислим деформации (изменения длины) участ-

ков стержня. 

 
3

12 12
12 9 4

1

24 10 3 2
0 64мм;

200 10 6 10

N l ,
l ,

E A 

   
    

   
  

3
23 23

23 9 4
1

48 10 3 0
1 20мм;

200 10 6 10

N l ,
l ,

E A 

  
   

   
 

3
34 34

34 9 4
2

48 10 1 8
0 54мм;

200 10 8 10

N l ,
l ,

E A 

  
   

   
 

3
45 45

45 9 4
2

0 0 10 2 0
0 0

200 10 8 10

N l , ,
l , .

E A 

  
   

   
 

 

Вычислим перемещения отмеченных сечений стержня, используя рекку-

рентную формулы 1 1k k k ,kW W l .     

 

1 0W   (по условию закрепления); 

2 1 12 0 0 64 0 64мм;W W l , ,        

3 2 23 0 64 1 20 0 56мм;W W l , , ,        

4 3 34 0 56 0 54 110мм;W W l , , ,       

5 4 45 110 0 0 110мм.W W l , , ,       

 

Построим эпюру перемещений. Отметим, что перемещения со знаком 

плюс совпадают с направлением продольной оси Z, а со знаком минус не сов-

падают, то есть направлены против направления оси Z. Направление перемеще-

ний можно указывать и стрелками (рис. 20). 

 

1.2.8 Особенности расчета плоских стержневых систем 

 Ограничимся рассмотрением механических систем, содержащих хотя бы 

один абсолютно жесткий (очень жесткий) и шарнирно прикрепленный к непо-

движной опоре стержень (элемент). Это ограничение упрощает ее расчет. Кро-

ме того, также для упрощения расчета сделаем следующие предположения: 

 абсолютно жесткий стержень может только поворачиваться около непо-

движного шарнира; 

 все точки диска, за исключением точки в неподвижном шарнире, движутся 

по дугам окружностей с центром в неподвижном шарнире; 
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 перемещения точек диска малы по сравнению с размерами самого диска, 

поэтому для упрощения расчета принимаем, что точки движутся не по дугам 

окружностей, а по касательным к ним; 

 считаем, что стержни системы деформируются по закону Гука; 

 зависимости перемещений точек и радиусов, описываемых ими дуг, имеет 

вид 

     
δ δ δA B K

A B K

....
r r r

   .      (33) 

 

Здесь  A B K, , ,...    – перемещения точек диска; A B Kr , r , r ,... – радиусы 

дуг, по которым движутся эти точки при повороте диска около неподвижного 

шарнира С (рис. 22).  

 
 

1.2.9 Деформация стержня от собственного веса 

Рассмотрим стержень, загруженный собственным весом (рис. 23). 

Пусть   – плотность материала;  g – ускорение свободного падения;  A – 

площадь поперечного сечения. В этом случае интенсивность распределенной 

нагрузки равна весу стержня длиной в один метр (34) 

 

       =ρq g A.         (34) 

 

 

Рис. 22. – Перемещения точек абсолютно жесткого диска при его  

повороте около неподвижного шарнира C 
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Составим уравнение равновесия выделенного элементарного участка 

стержня 

     =- + =0Z N dN qdz N  .     (35) 

Отсюда имеем 

       =dN qdz .        (36) 

 

Найдем продольную силу в выделенном сечении стержня. Эта продоль-

ная сила создается весом части стержня, расположенной ниже выделенного се-

чения.  Для этого проинтегрируем левую и правую часть уравнения (36) на от-

резке от l до z.  

      
z

= ρ
l l

l

z
z

N dN qdz qz ql qz q l q gA l z         .   (37) 

 

Окончательно имеем 

 

         =ρ -N z gA l z .      (38) 

 

Найдем нормальные напряжения, вызванные собственным весом 

 

      
 

 
ρ

σ = ρ
gA l zN

z g l z
A A


   .    (39) 

Имеем 

         σ ρ -z g l z .      (40) 

 

Найдем деформации стержня от собственного веса. Вначале выразим от-

носительную линейную деформацию 

 

z 

A 

z 
d
z 

l 
N 

N+dN 

qdz 

z 

q 

Рис. 23. – Схема загружения стержня собственным весом 
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 ρσ

ε=
g l zdz

dz E E


  .      (41) 

 

Отсюда получаем абсолютную деформацию элементарного участка 

стержня 

      
 ρ -

=
g l z

dz dz
E

 .       (42) 

 

Проинтегрируем левую и правую части выражения (42) по всей длине 

стержня 

  

 
   

2 2l

0 0 0

ρρ ρ ρ
=

2 2 2 2

l
l l z g A l lg g gl A G l

l dz l z dz .
E E E A EA EA

     
            (43) 

 

Окончательно имеем 

     =
2

Gl
l

EA
         (44) 

G – вес стержня. 

 
1.2.10 Потенциальная энергия стержня, подвергнутого центральному 

растяжению (сжатию) 

Внешние силы вызывают деформации тела. Их точки приложения пере-

мещаются, а поэтому они (силы) совершают работу.  При этом в теле накапли-

вается энергия деформации – потенциальная энергия. При снятии нагрузки за 

счет накопленной энергии тело восстанавливает свою первоначальную форму и 

размеры. Принимая форму выделенной элементарной полоски в виде трапеции  

(рис. 24), определим элементарную работу, совершенную силой на деформации 

dl.  

 

         

 
 

 

=
2 2

2

F l F l d l F l F l dF l
dA d l d l

dF l d l
F l d l F l d l.

         
     

  
       

 (45) 

 

Слагаемым 
 

2

dF l d l  
 пренебрегаем, как малой величиной более высо-

кого порядка. То есть имеем 

 

       =dA F l d l.         (46) 
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По закону сохранения энергии работа внешних сил равна приобретенной 

телом за счет их действия потенциальной энергии. Проинтегрируем левую и 

правую части полученного выражения и получим 

 

       
1 1

1 1

0 0

= = =

A l

dA A W F l d l.



        (47) 

 

Чтобы взять интеграл необходимо иметь функцию, выражающую зави-

симость силы от деформации  F l . Будем полагать, что материал подчиняет-

ся закону Гука 

      
 

=
F l l

l .
EA


        (48) 

 

Отсюда следует зависимость силы от деформации 

 

       
EA

F l l.
l

         (49) 

 

Подставим эту зависимость под интеграл и получим 

  
1 1

0 0

=
2 2 2

1ll l 22 2 2
1 1 1

0

EA EA EA l E A l EA F l F l
W l d l l d l .

l l l l l EA 2EA

 
    

             
 

 

  (50) 
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Рис. 24. – Схема накопления потенциальной энергии при  

центральном растяжении 
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Окончательно имеем 

 

      
2

1= =
2

F l
A W .

EA
       (51) 

 
 

1.3 Механические характеристики материалов 
 

Механические характеристики материалов делятся на две группы – ха-

рактеристики прочности и характеристики пластичности. 

 
1.3.1 Механические характеристики прочности 

К механическим характеристикам прочности материалов относятся пре-

дел пропорциональности, предел текучести и предел прочности. 

Пределом пропорциональности σ  Па( )Мpr ,  называется механическая 

характеристика прочности равная максимальному напряжению, до которого 

еще справедлив закон Гука. 

Пределом текучести (σ ),МПаy  называется механическая характеристи-

ка прочности равная напряжению, при котором происходят большие деформа-

ции без заметного изменения нагрузки. 

Пределом прочности σ , ( )МПаu  называется механическая характеристи-

ка прочности равная отношению максимальной нагрузки, которую способен 

выдержать образец, к первоначальной площади поперечного сечения. 

Обратите внимание, что предел прочности – это не напряжение, а услов-

ная величина, равная отношению максимальной нагрузки и первоначальной 

площади поперечного сечения, но обозначается она так же, как и напряжение 

буквой σu . Это объясняется тем, что при испытании площадь поперечного се-

чения может меняться, особенно у пластичных материалов. Однако при расчете 

элементов строительных конструкций изменение площади их поперечных се-

чений не учитывается. Поэтому для определения предела прочности прихо-

диться силу относить к первоначальной площади поперечного сечения до ис-

пытания. 

Иногда в качестве механических характеристик принимают касательные 

напряжения – иpr y u,  , если речь идет о сдвиге. 

 

1.3.2 Механические характеристики пластичности 

Обычно выделяют две основные характеристики пластичности материа-

лов – это относительное остаточное удлинение r  и относительное остаточное 

сужение χr . Выражаются эти характеристики в процентах. 
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Относительным остаточным удлинением (ε ,%r ) называется механи-

ческая характеристика пластичности равная отношению абсолютного остаточ-

ного удлинения к длине образца до испытания, выраженная в процентах 

      0

0

100r
r

l l

l


   .      (52) 

 

Относительным остаточным сужением (χ , %r ) называется отноше-

ние разности площадей поперечного сечения до испытания и после испытания 

к площади сечения до испытания, выраженной в процентах. 

 

      0

0

100r
r

A A

A


   .      (53) 

 

1.4 Методы расчета на прочность 
 

В истории развития науки о прочности можно выделить три основных 

метода расчета на прочность – это метод разрушающих нагрузок, метод допус-

каемых напряжений и метод предельных состояний. 

 

1.4.1 Метод разрушающих нагрузок 

В качестве условия прочности ставится требование, чтобы наибольшая 

нагрузка на сооружение не превышала некоторой допускаемой нагрузки admF , 

которая равна разрушающей (опасной) нагрузки, деленной на коэффициент за-

паса прочности  

      dan
max adm

F
F F

n
  .      (54) 

 

Коэффициент запаса прочности n принимается с учетом:  

 разброса механических характеристик материала; 

 отклонения величины нагрузок; 

 качества и степени однородности материала; 

 долговечности и назначения сооружения. 

Разрушающая нагрузка при центральном растяжении (сжатии) для упру-

гопластических материалов принимается с учетом диаграммы Прандтля (рис. 

25). 
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Разрушающая нагрузка при центральном растяжении (сжатии) для хруп-

ких материалов вычисляется по формуле (55), а для упругопластических мате-

риалов по формуле (56)  

 

       dan σuF A  .       (55) 

 

 dan σyF A  .       (56) 

 

Здесь  A – площадь поперечного сечения стержня; 

σ y  – предел текучести; 

σu  – предел прочности (временное сопротивление). 

Этот метод использовался при расчете строительных конструкций, ма-

шин и механизмов до 50-х годов прошлого столетия. 

  

1.4.2 Метод допускаемых напряжений 

На смену методу разрушающих нагрузок пришел другой метод – метод 

допускаемых напряжений. В этом методе ставится требование, чтобы наиболь-

шее напряжение не превышало допускаемого напряжения  

 

      max admσ
N

A
   .      (57) 

 

Допускаемое напряжение равно опасному напряжению, деленному на ко-

эффициент запаса 

      dan
admσ

n


 .       (58) 

 

Для хрупких материалов опасным напряжением является предел прочно-

сти σu , а для пластических материалов – предел текучести σ y . Коэффициент 

запаса прочности принимается из тех же соображений, что и для метода разру-

шающих нагрузок. 

 

σ 

 0 

σy 

Fdan = σyA 

Рис. 25. – Диаграмма зависимости напряжений и деформаций для упругопластических 

материалов – диаграмма Прандтля 

растяжении 
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1.4.3 Метод предельных состояний 

Начиная с 60-лет прошлого столетия, в строительной отрасли при расчете 

конструкций перешли к более детальному методу – методу предельных состоя-

ний. Этот метод учитывает каждый фактор воздействия на сооружение в от-

дельности. Прежде всего следует объяснить, что такое предельное состояние. 

Предельным состоянием называется такое состояние конструкции, 

при котором она перестает удовлетворять заданным эксплуатационным 

требованиям. 

Целью этого метода является не допустить предельных состояний при 

эксплуатации и возведении сооружений. В нормах предельные состояния де-

лятся на две группы: 

1.  По потере несущей способности. 

2.  По непригодности к нормальной эксплуатации вследствие недопустимых 

перемещений, колебаний и трещин. 

Условие прочности имеет вид 

 

       σ =
N

R
A
 .       (59) 

  

Здесь R – расчетное сопротивление материала (сопротивление, принима-

емое при расчете данной конструкции). 

Расчетное сопротивление равно 

 

       =
nR

R
K

.        (60) 

 

где nR  – нормативное сопротивление материала, устанавливаемое нормами 

проектирования ( nR  может быть равно пределу прочности σu  или пределу те-

кучести σ y ); 

K – коэффициент безопасности по материалу, устанавливается нормами 

проектирования и принимается не менее 1,0); 

N – расчетное усилие, определяемое при расчете сооружений 

 

     1 1 2 2= n n n
m mN N n N n ... N n      ,     (61) 

 

где 1 2
n n n

mN ,N ,...,N  – внутренние силы, возникающие в элементах конструкции 

от различных видов нормативных нагрузок – собственный вес, вес снега, дав-

ление ветра и пр. 

1 2 mn ,n ,...,n  – коэффициенты перегрузки, учитывающие случайные отклонения 

нагрузки от нормативных значений (вследствие изменчивости нагрузки); 
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A – геометрическая характеристика поперечного сечения, соответствующая ви-

ду сопротивления элемента (площадь, осевой и полярный моменты сопротив-

ления поперечного сечения). 

 

1.4.4  Пример расчета плоской стержневой системы 

Д а н о: Плоская стержневая система, состоящая из двух деформируемых 

стержней 1 и 2, а также  одного абсолютно жесткого элемента, соединенного с 

деформирумыми стержнями и опорой шарнирами. Модуль упругости и расчет-

ное сопротивление принято равными 200ГПа, =210МПаE R . Исходные дан-

ные приведены на рисунке 26. 

Р е ш е н и е. Разрежим стержень 1 и стержень 2 сечениями. Будем пола-

гать, что оба деформируемые стержни растянуты продольными силами 1N  и 

2N . То есть эти продольные силы считаем положительными. В результате име-

ем три неизвестных 1 2AX ,N ,N .  

Из уравнения статического равновесия определим реакцию kX  и про-

дольные силы 1 2N ,N . 
2 2

2 2
2

360 3 48 2 0
2 2

k
b

M F a q N b N            ;   2 588кН;N    

 

2 48 2 ( 588) 0k kX X q b N X            ;           492кН;KX   

 

1 1 360 0Y N F N       ;        1 360кН.N    

 

 

 
 

Полученные значения продольных сил отрицательные. Значит наши  

предположения о том, что эти стержни растнуты ошибочные. В действительно-

сти стержень 1 и стержень 2 сжаты. Реакция на опоре K получилась положи-

тельной. Значит наше предположение о том, что она направлена влево подтвер-

Y 

X 

  1,0 м 

  0,5 м 

S 

G 

 

 

 

Рис. 26. – Схема плоской стержневой системы (а) и обозначение неизвестных  

реакции и продольных сил (б) 
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дилась. Если значения какой-либо реакции оказалась бы отрицательной, то сле-

дуе изменить ее направление на противоположное и считать ее положительной.  

Проверим соблюдение условий равновесия стержневой системы. Для это-

го выберем точку S так, чтобы при составления уравнения равновесия оно со-

держало бы все внешние и внутренние силы. Для этого расположим точку S, 

так как это показано рисунке 26. Составим уравнение равновесия 

 

 

2 2

2 1

2 2

0 5 1 5
0 5 1 0 1 5 2 0

2 2

0 5 1 5
492 0 5 360 1 0 48 48 ( 588) 1 5 ( 360) 2 0 0

2 2

S k
, ,

M X , F , q q N , N ,

, ,
, , , , .

             

             


 

 

Условие равновесия выполняется. 

Из условия прочности  

  
1

1
1

N
R

A
    

 

определим требуемую площадь поперечного сечения для первого деформируе-

мого стержня. 

 

    
3

4 2 21
1тр 6

360 10
17 14 10 м 17 14см

210 10

N
A , ,

R


    


. 

 

Из таблицы прокатных равнополочных уголков подберем два уголка так, 

чтобы их суммарная площадь была бы не меньше требуемой. Принимаем два 

уголка 2L80 5 . Тогда площадь поперечного сечения первого стержня равна 
2

1 2 8 63 17 26смA , ,   . 

Проверим по условию прочности первый стержень 

 

 

3
1

1 4
1

360 10
208 6МПа <R=210МПа.

17 26 10

N
,

A , 


   


 

 

Недогрузка первого стержня составляет  

 

     
 1 210 208 6

100 100 0 67%
210

R ,
,

R

  
    . 

 

Из условия прочности  
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 
2

2
2

N
R

A
    

 

определим требуемую площадь поперечного сечения для второго деформируе-

мого стержня. 

 

    
3

2 22
2тр 6

588 0 10
0 0028м 28 0см

210 10

N ,
A , , .

R


   


 

 

Из таблицы прокатных равнополочных уголков подберем два уголка так, 

чтобы их суммарная площадь была бы не меньше требуемой. Принимаем два 

уголка 2L80 10 . Тогда площадь поперечного сечения второго стержня равна 
2

2 2 15 14 30 28смA , ,   . Проверим по условию прочности второй стержень 

 

 

3
2

2 4
2

588 0 10
194 2МПа < =210МПа

30 28 10

N ,
, R

A , 


   


. 

 

Недогрузка второго стержня составляет  

 

     
 2 210 194 2

100 100 7 5%
210

R ,
,

R

  
    . 

 

Определим длину первого и второго деформируемых стержней 

 

    1 2 0м;l b ,    2 3 0м.l a ,   

 

Используя закон Гука, вычислим деформации первого и второго стерж-

ней. 

 

   
3
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1 9 4

1
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N l , ,
l , ,

EA , 

  
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3

2 2
2 9 4

2

588 0 10 3 0
0 0029м=-2,9мм.

200 10 30 28 10

N l , ,
l ,

EA , 

  
    

  
 

 

Учитывая условие закрепления 1-го стержня точка K будет смещаться 

вниз на величину равную деформации этого стержня 2 1ммK ,  .  

Покажим радиус окружности, по которой движется точка G, и его угол 

наклона  к горизонтади =arctan(b/a)=arctan(2/3)=33,70. 

Перемещение точки G определим по треугольнику, построенному вблизи 

узла G 
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   
2

0

2 9
5 2мм.

sin sin 33 7
G

l ,
,

,


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
      

   

1.5 Геометрические характеристики плоских сечений 

 

1.5.1 Основные понятия и определения геометрических  

характеристик плоских сечений 

Рассмотрим два случая изгиба пластины прямоугольного сечения (рис. 

27).  

Очевидно, что прогиб в случае (рис. 27, б) гораздо больше прогиба в слу-

чае (рис. 27, а). При этом материал стержней и площадь поперечного сечения в 

обоих случаях одинаковые, а прогибы разные. Следовательно, площадь сечения 

не может полностью характеризовать сопротивление стержня изгибу. Поэтому 

при изгибе, кручении и других видах сопротивления следует использовать 

иные более сложные геометрические характеристики. 

 

 
Дадим определения некоторым геометрическим характеристикам плоских 

поперечных сечений. Для этого на рисунке 28 покажем декартовые и полярные 

координаты.  

Статическим моментом ( )x yS S  плоского сечения относительно оси X 

(Y) называется геометрическая характеристика равная интегралу 

 

    
3; , смx y

A A

S ydA S xdA   .    (62) 

 

Статический момент может быть равным нулю, меньше или больше нуля.  

F 

F 

а) 

б) 

Рис. 27. – Изгиб пластины в двух плоскостях 
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Центром тяжести плоского сечения является точка, координаты ко-

торой вычисляются по формулам 

 

     ;
y x

c c

S S
x y .

A A
       (63) 

 

X, Y – произвольные оси координат. 

Отметим, что название этой очень важной в механике точки имеет 

ограниченный смысл. Ведь она (эта точка) существует и в том случае, когда 

тяжести нет. Но отдавая дань всей истории механики, оставим и будем 

пользоваться этим названием и впоследствии. 

Отсюда (64) следует, что статические моменты плоского сечения можно 

вычислить по формулам 

 

     ;x c y cS A y S A x .         (64) 

 

Очень важным выводом является то, что если оси X и Y являются цен-

тральными, то координаты центра тяжести сечения равны нулю 0 и 0c cx y  . 

А это значит, что статические моменты относительно центральных осей всегда 

равны нулю 

 

     =0; =0.
c cx yS S      (65) 

 

Центр тяжести всегда располагается на оси симметрии, если она имеется 

у сечения. К такому выводу можно прийти, рассуждая чисто логически. 

Например, пусть сечение имеет ось симметрии, и центр тяжести лежит не на 

оси симметрии, а где-то слева или справа от нее. Тогда по законам симметрии 

такая же точка должна располагаться по другую сторону от оси симметрии. От-

сюда следует, что сечение имеет два центра тяжести, что невозможно по усло-

вию. 

dA 

Y 

X 0 

x 

y  

Рис. 28. – Декартовые и полярные координаты точки сечения 

 



 41 

Осевым (экваториальным) моментом инерции сечения называется 

геометрическая характеристика численно равная интегралу 

 

     
2 2;x y

A A

I y dA I x dA.        (66) 

 

Отметим, что x yI ,I  – всегда величины положительные и измеряются в см4, м4. 

Полярным моментом инерции сечения называется геометрическая ха-

рактеристика равная интегралу 

       
2ρp

A

I dA  .       (67) 

 

Полярный момент инерции всегда величина положительная, измеряется в 

см4, мм4. 

Между полярными координатами и декартовыми координатами суще-

ствует связь 

       
2 2 2ρ x y  .       (68) 

Подставим зависимость (68) в выражение для полярного момента инер-

ции (67) 

   2 2 2 2 2ρp y x

A A A A

I dA x y dA x dA y dA I I           .   (69) 

То есть, имеем связь полярного и осевых моментов инерции при условии, 

что оси X и Y взаимноперпендикулярные, а полюс расположен в точке пересе-

чения этих осей 

 

       p x yI I I  .       (70) 

 

Центробежным моментом инерции сечения называется геометриче-

ская характеристика равная интегралу 

 

       xy

A

D xydA  .       (71) 

 

Центробежный момент инерции может быть положительным, отрица-

тельным или равным нулю, и измеряется в см4, м4 и пр. 

 

1.5.2 Зависимость между моментами инерции относительно  

параллельных осей 

 Пусть для сечения произвольной формы (рис. 29) заданы значения 

x y p xy x yA,I ,I ,I ,D ,S ,S  и известно положение центра тяжести. Требуется найти 
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(выразить) моменты инерции этого сечения относительно осей 1 1X ,Y , прове-

денных параллельно осям X ,Y на расстоянии, соответственно, 0 0иx y .  

 

 
  

Очевидно, что между координатами выделенной точки существует связь 

 

     1 0 1 0;x x x y y y .          (72) 

 

Найдем моменты инерции сечения относительно осей X1 и Y1 

  

   22 2 2
1 1 0 0 0

2 2 2
0 0 0 0

2

2y 2

x

A A A

x x

A A A

I y dA y y dA y y y y dA

y dA ydA y dA I y S y A.

       

     

  

  
   (73) 

 

Аналогично для момента инерции  1yI . 

Найдем связь для центробежных моментов инерции (74) 

 

    
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

x y

A A A

xy x y

A A A A

D x y dA x x y y dA xy x y y x x y dA

xydA x ydA y xdA x y dA D x S y S x y A.

        

       

  

   
 (74) 

 

Окончательно имеем 

 

X1 

X 

01 

Y1 Y 

dA 

x0 x 

x1 

y 

y0 

y1 

0 
A 

Рис. 29. – Координаты точки сечения в исходной и производной системах 

координатных осей 
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2
1 0 0

2
1 0 0

1 1 0 0 0 0

2 ;

2 ;

x x x

y y y

x y xy x y

I I y S y A

I I x S x A

D D x S y S x y A.

  

  

   

    (75) 

 

Пусть оси X и Y будут центральными. Тогда статические моменты сече-

ния относительно этих осей будут равны нулю 0 0x yS ,S  . Зависимости меж-

ду моментами инерции (75) в этом случае упрощаются и принимают вид 

 

 
2 2

1 c 0 1 0 1 1 0 0; ;x x y yc x y xcycI I y A I I x A D D x y A.        (76) 

 

Здесь x0 и y0 являются расстояниями между соответствующими осями ко-

ординат Xc, X1 и Yc, Y1. 

Из полученных зависимостей можно выразить моменты инерции сечения 

относительно центральных осей координат. 

 

 
2 2

1 0 1 0 1 1 0 0; ;xc x yc y xcyc x yI I y A I I x A D D x y A.        (77) 

 

Очевидно, что осевой момент инерции относительно центральной оси 

всегда меньше осевого момента инерции относительно любой нецентральной 

оси параллельной центральной. 

 

1.5.3 Моменты инерции сечений простых геометрических форм 

Наиболее часто употребляемые формы сечений элементов конструкций 

являются сечения прямоугольной, треугольной и круглой форм. 

Получим формулы для определения моментов инерции сечения прямо-

угольной формы (рис. 30, а). 

Согласно определению (66) выразим момент инерции относительно оси X1 

 

   
3 3

2 2 2
1

0 0 0
3 3

h
h h

x

A

by bh
I y dA y bdy b y dy .          (78) 

 

Таким образом, момент инерции прямоугольного сечения относительно 

оси, проходящей через его основание, равен 

 

       
3

1
3

x
bh

I .        (79) 
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Получим формулу для момента инерции прямоугольного сечения относи-

тельно центральной оси, параллельной его основанию. Для этого используем 

зависимость моментов инерции относительно параллельных осей (76). 

 

   

23 3 3 3
2

1 0
3 2 3 4 12

xc x
bh h bh bh bh

I I y A b h .
 

         
 

   (80) 

Окончательно имеем 

 

      
3

12
xс

bh
I .        (81) 

 

В формулах (79) и (81) в куб возводится размер той стороны, которая 

перпендикулярна оси, относительно которой вычисляется момент инерции. 

Получим формулы для вычисления моментов инерции сечения круглой 

формы (рис. 30, б) 

В качестве элементарной площадки здесь удобно выбрать кольцо толщи-

ной равной дифференциалу d. Тогда полярный момент инерции равен по 

определению (67)  

Согласно определению (67) выразим полярный момент инерции относи-

тельно полюса О (центра круглого сечения) 

 

22 2 4 4 4
2 2 3

0 0 0

2πρ 2π π
ρ ρ 2πρ ρ 2π ρ ρ

4 4 16 32

DD D

p

A

D D
I dA d d .     

     (82) 

 

Окончательно имеем 

 

0 X1 

XC C 

b 

Y 

h
 

h
 

Y
 

d
y 

dA=bdy 

Рис. 30. – Сечения прямоугольной (а) и круглой (б) форм 

Y 

D 

dA=2d d 

 

0 X 

а) 
б) 
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4

32
p

D
I .


        (83) 

 

Выведем формулу для вычисления осевого момента инерции круглого 

сечения, используя ранее полученные зависимости между полярным и осевыми 

моментами инерции (70), 

    
4

; 2
32

x y p x y x
D

I I I I I I .


         (84) 

 

Отсюда следует, что осевой момент инерции сечения круглого сечения 

относительно центральной оси равен 

 

      
4

64
x y

D
I I .


         (85) 

 

Получим формулы для вычисления моментов инерции сечения тре-

угольной формы. 

В качестве элементарной площадки выберем элементарную полоску, па-

раллельную оси X1 (рис. 31). Ширина элементарной полоски меняется в зави-

симости от ее положения, то есть является функцией от y (86). 

 

        
b

b y b y
h

   .      (86) 

 

Проверим, так ли это 

    при  =0, (0)= - 0= ;
b

y b b b
h
  

    при  = , ( )= - =0
b

y h b h b h .
h
  

 

 
 

X1 

Y1 b(y) 

b 0 

h
 

h
/3

 

d
y 

y 

XC 

YC 

C 

dA=b(y)dy 

Рис. 31. – Сечение треугольной формы 

 



 46 

Очевидно, что выбранная функция подходит. 

Момент инерции относительно оси X1 равен 

 

 

 2 2 2 2 3
1

0 0 0 0

3 4 3 4 3 3 3

0 0

y

3 4 3 4 3 4 12

h h h h

x

A

h h

b b
I y dA y b y dy y b y dy b y dy y dy

h h

b b y bh bh bh bh bh
.

h h

 
        

 

       

    

  (87) 

 

Окончательно имеем формулу для вычисления момента инерции тре-

угольного сечения относительно оси, проходящей через его основание. 

 

       
3

1
12

x
bh

I .        (88) 

 

Используя зависимость моментов инерции относительно параллельных 

осей (76), получим 

 
3 23 3 2 3 3 3

1
1

3 12 3 2 12 9 2 12 18 36
xc x

h bh h bh h bh bh bh bh
I I A bh .

   
               

   
 (89) 

Окончательно имеем 

       
3

36
xc

bh
I .        (90) 

 

Обратим внимание на то, что ось XC является центральной осью, парал-

лельной основанию треугольника. 

 

1.5.4 Зависимость моментов инерции при повороте осей 

Пусть для сечения произвольной формы (рис. 32) известны x yI , I ,  

иxyD A . Требуется выразить моменты инерции сечения относительно осей X1 и 

Y1, повернутых по отношению к осям X, Y на угол α. Отметим, что оси X и Y мо-

гут быть и не центральными. 
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Связь между координатами двух систем координатных осей установим по 

рисунку 32. 

  1 1cos(α) sin(α) cos(α) sin(α)x x y ; y y x .          (91) 

 

Осевой момент инерции относительно оси X1 равен 

 

  

 
 22

1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

cos(α) sin(α)

cos (α) 2 cos(α) sin(α) sin (α)

cos (α) 2 sin(α) cos(α) sin (α)

cos (α) sin(2α) sin (α)

x

A A

A

A A A

x xy y

I y dA y x dA

y xy x dA

y dA xydA x dA

I D I .

     

       
 

        

  

 



  

  (92) 

 

Аналогично получим выражение для момента инерции относительно оси 

Y1 Центробежный момент инерции сечения относительно осей X1 и Y1 равен 

 

 

  

   

1 1 1 1

2 2 2 2

2 2 2 2

cos(α) sin(α) cos(α) sin(α)

cos (α) cos(α) sin(α) sin(α) cos(α) sin (α)

sin(α) cos(α) cos (α) sin (α)

x y

A A

A

A

D x y dA x y y x dA

xy x y yx dA

y x xy dA

        

           
 

        
 

 





   

Y 

X 

X1 

Y1 

0 

x 

y 

x1 

y1 

α 

α 

α 

Рис. 32. – Координаты точки сечения в исходных и произвольных системах 

координатных осей 
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 2 2 2 2sin(α) cos(α) cos α sin α

sin(2α) cos(2α)
2

A A A

x y
xy

y dA x dA xy dA

I I
D .

 
       

 
 


   

  
   (93)  

 

Окончательно имеем 

 

    

1

1

1 1

2 2

2 2

cos (α) sin (α) sin(2 );

sin (α) cos (α) sin(2 );

sin(2 ) cos(2 )
2

x x y xy

y x y xy

x y
x y xy

I I I D

I I I D

I I
D D .

   

   


    

    (94) 

 

Сложим моменты инерции относительно произвольных взаимно перпен-

дикулярных осей X1 и Y1. 

 

   

 

 

   

2 2
1 1

2 2

2 2 2 2

cos sin sin2

sin cos sin2

cos sin sin cos

x y x y xy

x y xy

x y x y

I I I I D

I I D

I I I I .

       

      

         

  (95) 

 

Таким образом, выражение (95) подтверждает, что сумма моментов инер-

ции относительно любой пары взаимно перпендикулярных осей, пересекаю-

щихся в одной и той же точке (не обязательно в центре тяжести сечения), явля-

ется величиной постоянной и равной полярному моменту сечения относительно 

точки пересечения этих осей.  

 

1.5.5 Главные оси и главные моменты инерции 
Рассмотрим сечение произвольной формы. Пусть оси поворачиваются 

около неподвижной точки C (рис. 33).  

При изменении угла α изменяются и моменты инерции сечения относи-

тельно поворачивающихся осей. Так как моменты инерции выражаются непре-

рывными функциями (94) с аргументом α, то они должны иметь экстремальные 

значения. Обозначим оси, относительно которых моменты инерции принимают 

экстремальные значения буквами U и V. Причем условимся – ось с максималь-

ным моментом инерции обозначать буквой U, а ось с минимальным моментом 

инерции буквой V. Найдем положение этих осей, то есть угол α. 
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    2 2cos α sin α sin2α 0.
α

u
y y xy

dI
I I D

d


        (96) 

 

 
 

Отсюда получим уравнение 

 

   - 2cosα sinα 2sinα cosα 2 cos2α 0.x y xyI I D        (97) 

 

Преобразуем и получим 

 

    - sin2α sin2α 2 cos2αx y xyI I D .       (98) 

 

Разделим на cos2α и получим 

 

    - tg2α tg2α 2x y xyI I D         (99) 

или 

      - tg(α) 2x y xyI I D .         (100) 

 

Отсюда получаем формулу для определения положения двух взаимно 

перпендикулярных осей, относительно одной из которых момент инерции при-

нимает максимальное значение, а относительно другой – минимальное. 

 

      
2

tg2α
xy

x y

D
.

I I
 


      (101) 

 

Покажем, что центробежный момент относительно этих осей равен нулю. 

Для этого найдем угол поворота осей, относительно которых центробежный 

момент становится равным нулю. 

 

   1y1 sin2α cos2α 0
2

x y
y xy

I I
D D .


       (102) 

X 

Y U 
V 

C 

Рис. 33. – Поворот осей относительно неподвижной точки C 

 
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Разделим уравнение (102) на cos2α, на (IX -IY) и умножим на 2. В результа-

те получим 

 

      
2sin2α

0.
cos2α

xy

x y

D

I I
 


     (103) 

 

И окончательно получим выражение для угла наклона этих особенных 

осей инерции по отношению к первоначально взятым осям координат 

 

      
2

tg2α=-
xy

x y

D
.

I I
      (104) 

 

Очевидно, что угол наклона осей с экстремальными моментами инерции 

и угол наклона осей, относительно которых центробежный момент инерции ра-

вен нулю одинаковые. Следовательно, высказанное предположение справедли-

во. Дадим название этим особенным осям инерции. 

Главными осями инерции называются две взаимно перпендикулярные 

оси, относительно которых центробежный момент инерции равен нулю, а 

осевые моменты принимают экстремальные значения. 

Моменты инерции относительно главных осей называются главными 

моментами инерции. 

Если главные оси проходят через центр тяжести сечения, то они назы-

ваются главными центральными осями инерции, а моменты относительно 

этих осей – главными центральными моментами инерции. 

Если сечение имеет ось симметрии, то эта ось и ей перпендикулярная ось, 

неважно является ли она сама осью симметрии или нет, будут главными осями 

инерции. 

Если сечение имеет более чем две оси симметрии, то согласно определе-

нию, любая центральная ось является главной центральной осью инерции. 

Примеры приведены на рисунке 34. 

Главные моменты инерции плоского поперечного сечения вычисляются 

по формуле (без вывода) 

 

    
2 2

,
1

4
2 2

x y
u v x y xy

I I
I I I D .


         (105) 

 

Здесь IU – больший главный момент инерции; IV – меньший главный момент 

инерции, то есть 
U V

I I . 



 51 

 
В некоторых случаях для определения знака или положения объектов 

удобно использовать правила построения и знаки квадрант координатной плос-

кости. Отметим, что квадранты образуются разделением координатной плоско-

сти координатными осями на четверти. Квадранты ограничены с двух сторон 

координатными осями и неограниченны с двух других сторон (рис. 35). 

 
Примем правило расстановки знаков квадрант. Будем считать, что если 

произведение координат точки величина положительная, то квадрант, в ко-

тором расположена эта точка, считается положительным, если произведе-

ние координат отрицательное, то квадрант считается отрицательным. 

Правило построения главных осей инерции. 

Ось V с меньшим главным моментом инерции IV всегда откладываем на 

угол α от оси X или Y  с меньшим моментом инерции так, чтобы ось V прохо-

дила через квадранты, имеющие знак, совпадающий со знаком центробежного 

момента инерции DXY. 

Очень часто в составных сечениях встречаются элементы в виде равнопо-

лочных и неравнополочных уголков. На рисунке 36 для уголков показаны по-

ложения главных центральных осей инерции V с меньшим главным моментом 

инерции IV. 

Рис. 34. – Любая центральная ось для сечений в форме квадрата, равностороннего 

треугольника, равностороннего многоугольника, круга является главной 

центральной осью инерции 

X 

Y 

x<0 

x<0 

x>0 

x>0 

y>0 y>0 

y<0 y<0 

+ 

+ 

- 

- 

0 

Рис. 35. – Расстановка знаков на квадрантах координатной плоскости 
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1.5.6 Центробежный момент инерции прямоугольного треугольника 

При поиске положения главных осей инерции и значений главных мо-

ментов инерции сечений сложной геометрической формы требуется определять 

центробежный момент инерции. А для этого требуется знать центробежные 

моменты инерции частей сечения простых геометрических форм. Для сечений 

прямоугольного и круглого сечений центробежный момент равен нулю. А вот 

для сечения треугольной формы его необходимо найти. Рассмотрим сечения в 

виде прямоугольного треугольника (рис. 37). 

В качестве элементарной площадки примем полоску по ширине сечения 

параллельную оси X1 толщиной dy. 

Зависимость ширины элементарной полоски от ее положения, то есть от 

y, имеет вид 

 
b

b y b y
h

   .      (106) 

 

 
 

X1 

XC 

Y1 YC 

b 

b/3 

h 

h/3 

b(y) 

d
y 

y 

dA=b(y)dy 
x 

U 

V 

C 

Рис. 37. – Положение главных осей инерции сечение в форме  

прямоугольного треугольника 

X 

Y 
V 

С 

X 

Y V 

С 

X 

Y V 

С X 

Y V 

С 

DXY>0 

DXY>0 

DXY<0 

DXY<0 

Рис. 36. – Положение главной центральной оси инерции Iv с меньшим 

главным моментом инерции в сечениях, имеющих форму уголков 
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Зависимость координаты центра тяжести элементарной полоски от ее по-

ложения, то есть от y, имеет вид 

 

    
  1

=
2 2

b y b
x b y

h

 
    

 
.     (107) 

 

В этом можно убедиться подстановкой y = 0 и  y = h. 

По определению 

  
2

2 2
1 1 2

0 0

2 2 2 2 3 2 4
2 2 3

2 2
0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
2

2 2

1 1 2
2

2 2 2 3 4

1 1 6 2 4 3

2 2 3 4 2 12

h h

x y

A

h

b b b b
D xydA b y y b y dy y b b y y dy

h h h h

b b b y b y b y
b y b y y dy

h hh h

b h b h b h b h b h b h

    
                     

   
            

   

     
      

  

  



2 2

24

b h
.


 



(108) 

 

В результате имеем зависимость центробежного момента прямоугольного 

треугольника относительно осей, проведенных через его катеты  

 

      
2 2

24
xcyc

b h
D .        (109) 

 

Воспользуемся зависимостью центробежного момента относительно па-

раллельных осей и получим 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
1

3 3 24 2 3 3 24 18 72
xcyc x y

b h b h b h b h b h b h
D D A b h .              (110) 

 

Окончательно имеем формулу для вычисления центробежного момента 

инерции сечения прямоугольной треугольной формы относительно централь-

ных осей, параллельных катетам треугольника. 

 
2 2

72
xcyc

b h
D .        (111) 

 

Примерное положение главных центральных осей инерции для сечений в 

виде прямоугольного треугольника показано на рисунке 37. 
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1.5.7 Геометрические характеристики сечений сложной формы 

Сечения сложной формы делятся на части, имеющие простые геометри-

ческие формы – прямоугольники, треугольники, круги и др. К сечениям, име-

ющим простые формы, относятся те сечения, для которых легко можно указать 

положение центра тяжести, площадь, значения осевых и центробежного момен-

тов инерции. 

Статические моменты и моменты инерции сечения сложной формы вы-

числяются по формулам 

   

; ; ; ;x xk y yk x xk y yk xy xkykS S S S I I I I D D .           (112) 

 

ВНИМАНИЕ. Суммирование статических моментов и моментов инерции от-

носительно разных осей не допускается. 

 

1.5.8 Пример расчета геометрических характеристик плоского сечения 

сложной геометрической формы 

Дано сечение сложной геометрической формы (рис. 38). Размеры сечения 

обозначены буквами a=12 см и b=9 см. Требуется найти положение центра тя-

жести, моменты инерции относительно центральных осей XC и YC, главные цен-

тральные моменты инерции IU и IV, положение главных осей инерции U и V. 

 

 
Рис. 38. Плоское сечение сложной геометрической формы 

 

Разделим сечение на части в виде треугольника и прямоугольника 

(рис.39).  

 

a a a 

b
 

b
 

Y2 

Y1 YC 

X1 

X2 

U 

V 

C2 

C1 

C 

 

Y 

0 
X 

XC 



 55 

 
Рис. 39. – Части сечения – а) равнобедренный треугольник; б) прямоугольник 

 

Проведем вспомагательную ось X по нижнему краю сечения, а ось Y по 

левому краю сечения (рис. 38). Найдем координаты центров тяжести, площади 

и моменты инерции отдельных фигур относительно их собственных централь-

ных осей. 
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x a y b ,

        

    
 

 

   

2
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2 2
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36 36 12 12

2 9 2 122 2 12 9
1458см ; 10368см
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x y

x y
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I I .

          

  
      

  
     

 

  

Найдем площадь всего сечения 

 

    
2 2

1 2
1

108 216 324смk
k

A A A A .


       

 

Вычислим статические моменты сечения относительно вспоматегельных 

осей X и Y 

  

2 3
1 1 2 2

1

2 3
1 1 2 2

1

108 12 216 4 5 2268см ;
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Определим координаты центра тяжести всего сечения 
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5184 2268

16см; 7см.
324 324

y x
c c

S S
x y

A A
       

 

Покажем на сечении центр тяжести и центральные координатные оси XC 

и YC. Вычислим новые координаты центров тяжестей отдельных фигур. 

 

   ; ;ck k c ck k cx x x y y y     

 

   1 124 16 8 м; 12 7 5см;c cx с y       

 

   2 212 16 4 м; 4 5 7 2 5см.c cx с y , ,         

 

Вычислим моменты инерции всего сечения относительно центральных 

осей XC и YC. 

 

     
2 22 2 4

1

486 108 5 1458 216 2 5 5957см ;xc xk k ck
k

I I A y ,


          
  

  

 

     
2 22 2 4

1

2592 108 8 10369 216 4 23328см ;yc yk k ck
k

I I A x


          
  

  

 

      
2 4

1

0 108 8 5 0 216 4 2 5 6480смxcyc xkyk k ck ck
k

D D A x y , .


               

 

Вычислим значения главных центральных моментов инерции сечения 

 

 
 

 

2 2

2 2

1
4

2 2

5994 23328 1
5957 23328 4 6480 14661 10822

2 2

xc yc
u,v xc yc xcyc
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
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
      

 

 

 
4 414661 10822 25483см 14661 10822 3836смu vI ; I .       

 

Определим угол наклона оси V с меньшим моментом инерции 
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Ось V откладываем от оси CX  на угол , потому что XC YCI I , так, чтобы 

ось V проходила через положительные квадранты, так как 0XCYCD  . 

 

1.5.9 Пример расчета геометрических характеристик плоского сечения 

составленного из прокатных профилей 

Дано сечение, состоящее из прокатных неравнополочного уголка 

№160х100х9 и швеллера №24 (рис. 40). Требуется найти положение центра тя-

жести, значения главных центральных моментов инерции и их положение на 

сечении.  

Вычертим эскизы прокатных профилей из таблиц и выпишим значения 

необходимых геометрических характеристик (рис. 41). При этом будем считать 

уголок первой фигурой, а швеллер – второй фигурой. 

 

 1. Уголок неравнополочный 160х100х9 

 01 0116см; 10см; 0,9см; 2,24см; 5,19см;B b t x y      

 4 4 4 2
1605,97см ; 186,03см ; 194,см ; 22,87см .x y xyI I D A     

 2. Швеллер с уклоном полок №24 

 
2

0224см; 9см; 1,0см; 2,42см ; 0,56 ;h b t x s см      

 4 4 4 2
22900,0см ; 208,0см ; 194,см ; 30,6см .x y xyI I D A     

 

 
Рис. 40 – Схема составного сечения 
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Рис. 41 – Прокатные профиля: уголок неравнополочный (а) и швеллер (б) 

 

Проведем вспомогательную ось X по нижнему, а ось Y по левому краю 

сечения (рис. 40). 

Определим координаты центров тяжестей элементов сечения во вспомо-

гательных осях X и Y. 

 

 1 01 1 0116 0 5 16 10 81см; 24 0 2 24 21 76см;x B y , , , y h x , , ,           

  

2 02 216 0 2 42 18 42см; 2 24 0 2 12 0см.x B x , , , y h , ,         

 

 

Вычислим площадь всего сечения 
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          

 

Вычислим статические моменты сечения относительно вспомогательных 

осей X и Y. 
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Определим координаты центра тяжести сечения 

 

а) 

B 

b 

t 

y01 

x01 

Y 

X C C 

x02 

t 

s 

h 

b 

б) 
Y 

X 



 59 

  
810 88 864 85

15 17см; 16 17см.
53 47 53 47

y x
c c

S S, ,
x , y ,

A , A ,
       

 

Вычислим новые координаты центра тяжести элементов сечения в цен-

тральных осях XC и YC. 

 

 ;ck k cx x x        ;ck k cy y y   

 1 10 81 15 17 4 36см;cx , , ,      1 21 76 16 17 5 59см;cy , , ,    

 2 18 42 15 17 3 26см;cx , , ,      2 12 0 16 17 4 18см.cy , , ,     

 

Вычислим центральные моменты инерции сечения 

 

     
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186 03 22 87 5 59 2900 30 6 4 18 4332 8см ;xc xk k ck
k

I I A y , , , , , ,


          
 
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   
2 22 2 4

1

605 97 22 87 4 36 208 30 6 3 26 1571 93см ;yc yk k ck
k

I I A x , , , , , ,


            
  

  
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

          

        


 

 

Вычислим главные центральные моменты инерции сечения 

 

 
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1 4332 8 1571 93
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 
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42952 35 1807 93 4759 38см ;

u
I , , ,      

42952 35 1807 93 1145 30см
v

I , , , .    

 

Найдем угол наклона главных центральный осей инерции 

 

  
  02 2 1166 101 1

α arctan arctan 20
2 2 4332 8 1571 93

xcyc

xc yc

D ,
.

I I , ,

    
         

 

 

Угол  откладываем от оси CY , так как 
c cy xI I , в ту сторону, чтобы ось V 

проходила через отрицательные квадранты, потому что 0
c cx yD  . 
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1.6 Изгиб прямых стержней 

 

1.6.1 Основные понятия и определения в сопротивлении изгибу прямых 

стержней 

Для удобства будем всегда обозначать продольную ось буквой Z, а попе-

речные оси, то есть оси, перпендикулярные продольной оси, буквами X и Y. 

Прямые стержни, загруженные поперечной нагрузкой, в результате своей де-

формации искривляются. Стержни, работающие преимущественно на изгиб, 

называются балками. На изгиб работают плиты покрытия и перекрытия, под-

крановые балки, ригеля и др. Примером плоского изгиба  может служить мо-

стовая балка (рис. 42) 

Чистый изгиб – это такой вид сопротивления, когда в поперечном сече-

нии появляются только изгибающие моменты, а все другие внутренние силы 

равны нулю. 

Если в поперечных сечениях действует еще и поперечная сила, то такой 

вид сопротивления называется поперечным изгибом.  

Если плоскость действия изгибающего момента содержит одну из глав-

ных центральных осей инерции сечения, то изгиб называется плоским или 

простым. 

 

 
 

1.6.2 Типы опор и типы балок 

Шарнирно неподвижная цилиндрическая опора – допускает свободный 

поворот сечения в одной плоскости, но не допускает смещения по горизонталь-

ному и по вертикальному направлениям. На такой опоре могут появиться толь-

ко две реакции – XA и YA, так как она (опора) имеет две связи (рис. 43). 

F q 
плоскость действия 

изгибающего момента 

Рис. 42. – Пример балки, испытывающей плоский поперечный изгиб 
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Шарнирно-подвижная цилиндрическая опора – допускает поворот и 

смещение опоры по одному из направлений. На такой опоре может появиться 

только одна реактивная сила XA или YA, так как она (опора) имеет только одну 

связь (рис. 44). 

 

 
Считается, что в шарнирных опорах силы трения отсутствуют. 

Заделка (защемление) – не допускает поворота и смещений сечений. На 

такой опоре появляются две реактивные силы и реактивный момент, так как 

она имеет три связи (рис. 45). 

 

 

MA 

XA 

YA 

Рис. 45 – Заделка (защемление): а) конструктивная схема; 

б) изображение опоры в сопротивлении материалов;  

в) изображение опоры в строительной механике 

 

а) б) в) 

Рис. 43 – Шарнирно-неподвижная опора: а) конструктивная схема;  

б) изображение опоры в сопротивлении материалов;  

в) изображение опоры в строительной механике 

XA 

YA 

A 

а) б) в) 

YA 

A 

а) б) в) 

Рис. 44 – Шарнирно-подвижная опора: а) конструктивная схема;  

б) изображение опоры в сопротивлении материалов;  

в) изображение опоры в строительной механике 
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В зависимости от способа прикрепления балки к опоре различают типы 

балок (рис. 46) – простая шарнирная балка (а), балка защемленная (б) и балка с 

консолями (в). 

 

 
Часть балки, выступающая за левую (правую) крайнюю опору называет-

ся консолью балки.  

Часть балки, расположенная между соседними опорами (в том числе и 

защемлением) называется пролетом балки. 

 

1.6.3 Вычисление внутренних сил при поперечном изгибе балки 

При изгибе балки в поперечных сечениях возникают поперечные силы и 

изгибающие моменты. Для определения внутренних сил используется метод 

сечений (см. ниже). Поперечная сила и изгибающий момент определяются из 

уравнений равновесия отсеченной части балки (рис. 47) 

 

    ;Y X XQ F M M .       (113) 

 

 
Поперечная сила, вызывающая сдвиг по ходу часовой стрелки, принима-

ется положительной (рис. 48). 

 

YA YB 

MX 

QY 

F1 F2 F3 

Рис. 47 – Иллюстрация метода сечения при определении внутренних сил в 

балках 

 

а) 

пролет 

б) 

консоль 

в) левая 
консоль 

правая 
консоль 

пролет 

Рис. 46 – Типы балок: а) простая шарнирная балка;  

б) консоль; в)  балка с консолями 
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Изгибающий момент, вызывающий растяжение нижних волокон балки, 

считается положительным (рис. 49). 

 

 
 

1.6.4 Дифференциальная зависимость между изгибающим моментом, 

поперечной силой и интенсивностью нагрузки. 

Рассмотрим консольную балку (рис. 50). 

Составим уравнения равновесия для элементарного участка балки 

 

    0 0
2 2

x x x y y y
dz dz

M M M dM Q Q dQ .           (114) 

 

 
 

Отсюда получим 

 

Рис. 50 – Внутренние силы, действующие на элементарный участок балки  

 

z dz 

q(z) 

Mx 
Mx+dMx 

Qy+dQy Qy 

dz 

q 

0 

Mx>0 Mx>0 

Mx<0 Mx<0 

Рис. 49 – Правило знаков для изгибающих моментов в балках 

 

 

>0YQ  >0YQ  <0YQ  <0YQ  

Рис. 48 – Правило знаков для поперечных сил в балках 
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      x
y

dM
Q .

dz
        (115) 

 

      0.y y yY q dz Q Q dQ          (116) 

 

Отсюда имеем зависимость  

 

      
ydQ

q .
dz

         (117) 

 

Выполним подстановку формулы (115) в формулу (117) и получим 

 

     =
y x

dQ dMd
q .

dz dz dz

 
  

 
      (118) 

 

      
2

2
= xd M

q .
dz

       (119) 

 

1.6.5 Пример построения эпюр внутренних сил способом составления  

аналитических выражений 

При построении эпюры Qy положительные ординаты откладываем вверх, 

а отрицательные вниз. 

При построении эпюры Mx положительные ординаты откладываем вниз, а 

отрицательные вверх. 

Используя метод сечений, составляются аналитические выражения 

(функции) для Qy и Mx на каждом характерном участке балки. По полученным 

функциям строятся графики (эпюры) поперечных сил и изгибающих моментов  

(рис. 51). Реакции опор равны друг другу. Поэтому каждая из них равна поло-

вине равнодействующей от нагрузки q    

 

      
2

A B
ql

Y Y  .         

 

Для более четкого понимания выполним расчет от каждой внешней силы 

отдельно.  Вначале приложим к левой части балки только реакцию YA на опоре 

A (рис. 52) и выразим поперечную силу и изгибающий момент как функции ар-

гумента z – координаты сечения.  
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Реакция YА сдвигает рассматриваемую часть балки вверх. Материал со-

противляется этому сдвигу. Поэтому появляется поперечная сила QY, равная 

реакции YА и направленная вниз (рис.  52, а). Так как сдвиг, вызванный парой 

сил YА и Qy, направлен по ходу часовой стрелки, то знак поперечной силы, со-

гласно принятым правилам, принимается положительным. 

 

2
y A

ql
Q Y .            

 

Для наглядности изгибающий момент изобразим в виде пары сил (рис. 52, 

б). Реакция YА “пытается” повернуть  левую часть балки относительно сечения 

S по ходу часовой стрелки. Поэтому изгибающий момент Mx направлен против 

хода часовой стрелки. Из рисунка (рис. 52, б) очевидно, что верхняя стрелка 

пары сил, изображающей изгибающий момент, направлена в сторону продоль-

ных волокон, поэтому вызывает их сжатие. Нижняя стрелка пары сил, изобра-

q 

YA=ql/2 YB=ql/2 

ql/2 

ql/2 

ql2/8 

z 

l 

Эп. QY 

Эп. MX 

YA=ql/2 YB=ql/2 z 

l 

q Y 

X 

Z 

Qy(z) 

Mx(z) 

Рис. 51 – Построение эпюр внутренних сил методом составления  

аналитических выражений (функций)  

 

- 

+ 

+ 
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жающих изгибающий момент Mx, направлена вправо, то есть из материала. 

Значит, она вызывает растяжение нижних продольных волокон. Отсюда следу-

ет согласно правилу знаков для изгибающих моментов, что изгибающий мо-

мент положительный. 

 
Затем приложим к левой части балки только часть равномерно распреде-

ленной нагрузки q (рис. 53, а) и так же выразим поперечную силу и изгибаю-

щий момент как функции аргумента z – координаты сечения.  

 

 

x A
ql

M Y z z.
2

              

Равнодействующая от части равномерно распределенной нагрузки, при-

ложенной к рассматриваемой части балки, сдвигает рассматриваемую часть 

балки вниз. Материал сопротивляется этому сдвигу. Поэтому появляется попе-

речная сила Qy, равная равнодействующей qz и направленная вверх (рис. 53, а). 

Так как сдвиг, вызванный парой сил qz и Qy, направлен против хода часовой 

стрелки, то знак поперечной силы, согласно принятым правилам, принимается 

отрицательным. 

 

yQ qz.           

 

Для наглядности изгибающий момент изобразим в виде пары сил (рис. 53, 

б). Равнодействующая части равномерно распределенной нагрузки q “пытает-

ся” повернуть левую часть балки относительно сечения S против хода часовой 

стрелки. Поэтому изгибающий момент Mx направлен по ходу часовой стрелки. 

YA=ql/2 
z 

Y 

X 
Z 

Qy(z) 

YA=ql/2 

z 

Y 

X Mx(z) 

растяжение 

сжатие 

а) б) 

Рис. 52. Определение внутренних сил в сечении балки от реакции на левой 

опоре: а) поперечной силы; б) изгибающего момента 

z 

Y 

X 
Z 

Qy(z) 

Рис. 53 – Определение внутренних сил в сечении балки от части  

равномерно распределенной нагрузки q   

на левой опоре: а) поперечной силы; б) изгибающего момента 

аналитических выражений (функций)  
 

z 

Y 

X Mx(z) 

сжатие 

растяжение 

а) б) 
q 
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Из рисунка (рис. 53, б) очевидно, что верхняя стрелка пары сил, изображающей 

изгибающий момент, направлена из материала, поэтому вызывает растяжение 

верхних волоко. Нижняя стрелка пары сил, изображающих изгибающий момент 

Mx, направлена влево, то есть в сторону материала. Значит, она вызывает сжа-

тие нижних продольных волокон. Отсюда следует согласно правилу знаков для 

изгибающих моментов, что изгибающий момент от части равномерно распре-

деленной нагрузки положительный. 

 
2

2
x

z qz
M q z .

2
              

 

Учитывая принцип независимости сил, суммируем обе поперечные силы 

и оба изгибающих момента. В результате получим аналитические выражения 

для поперечной силы и для изгибающего момента, вызванные всей нагрузкой 

на балку.  

 

 
2 2

y
ql q( l z )

Q qz .


           

    

 
 
2

x

qz l zql z
M z q z .
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
            

 

Используя полученные функции, вычислим значения поперечных сил и 

изгибающих моментов в отдельных сечениях балки: 

при z=0 

     ; 0;
2

y x
ql

Q M          

при z=l/2 

     
2

0; ;
8

y x
ql

Q M         

при z=l 

   ; 0.
2

y x
ql

Q M           

 

По полученным значениям строим эпюру Qy, учитывая, что график имеет 

вид прямой, и эпюру Mx, учитывая, что график имеет вид квадратной параболы 

(рис. 51). 

Отметим, что при составлении аналитических выражений для попереч-

ных сил и изгибающих моментов можно отбрасывать часть балки, расположен-

ную левее от сечения или правее от сечения. Результаты в этом случае – анали-

тические выражения для Qy и Mx, должны быть такими же, как в первом случае. 

Это часто используют для проверки. 
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1.6.6 Построение эпюр внутренних сил в балках способом характерных 

сечений. Десять (золотых) правил анализа 

Этот способ более быстрый. На балке выделяются особые сечения – точ-

ки приложения сосредоточенных сил и моментов, начало и конец распределен-

ной нагрузки, места расположения опор, начало и конец балки. Такие сечения 

следует отметить буквами или пронумеровать слева направо. Отмеченные се-

чения делят балку на участки. В этих сечениях вычисляются значения внутрен-

них сил и наносятся на эпюры. Полученные точки соединяются с соблюдением 

очень важных и полезных следующих правил. 

1. Анализ эпюр всегда выполнять слева направо. При анализе должны выйти 

из нуля и прийти в ноль. 

2. В точке приложения сосредоточенного момента на эпюре изгибающих мо-

ментов Mx наблюдается разрыв (скачок) вниз, если момент направлен по ходу 

часовой стрелки, и вверх, если он направлен против хода часовой стрелки. 

3. В точке приложения сосредоточенной силы на эпюре поперечных сил Qy 

наблюдается разрыв (скачок) вниз, если сила направлена вниз, и разрыв (ска-

чок) вверх, если сила направлена вверх. 

4. В точке приложения сосредоточенной силы на эпюре изгибающих момен-

тов Mx наблюдается излом с острием, направленным вниз, если сила направлена 

вниз, и вверх, если сила направлена вверх. 

5. Если на участке балки нет распределенной нагрузки q, то поперечная сила 

Qy на этом участке постоянная, а эпюра изгибающих моментов Mx имеет пря-

молинейный характер (линейная). 

6. На участке балки, где приложена равномерно распределенная нагрузка q, 

эпюра поперечных сил Qy имеет прямолинейный характер. Если нагрузка q 

направлена вниз, то поперечная сила Qy уменьшается при движении по балке 

слева направо, а если вверх, то она увеличивается. 

7. На участке, где приложена равномерно распределенная нагрузка q, эпюра 

изгибающих моментов Mx имеет вид квадратной параболы с выпуклостью вниз, 

если q направлена вниз, и вверх, если q направлена вверх. 

8. В поперечном сечении, где поперечная сила Qy равна нулю на эпюре изги-

бающих моментов My наблюдается экстремум. 

9. Площадь эпюры поперечных сил Qy на участке балки равна изменению из-

гибающего момента Mx на этом участке при условии, что эпюра изгибающих 

моментов Mx не имеет разрыва. 

10. Если на участке балки поперечная сила Qy положительная, то изгибающий 

момент Mx увеличивается. И, наоборот. 

Отметим, что эти правила справедливы только в случае, если эпюра изги-

бающих моментов построена на растянутых волокнах балки 

Рассмотрим пример, показанный на рисунке (рис. 54, а).  
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1.6.7 Пример построения эпюр внутренних сил для элементарной балки 

методом характерных сечений 

Вначале, используя уравнения статического равновесия, определим реак-

ции на левой и правой опорах балки. Так как нам заранее неизвестны направле-

ния реакций, будем предполагать, что обе реакции направлены вверх. Составим 

уравнения равновесия. 

 

   48 4+2 0 8кН.A B B BM M Y a b Y , Y              

 

   48+ 4+2 0 8кН.B A A AM M Y a b Y , Y            

 

Реакция YA получилась отрицательной. Это опровергает наши предполо-

жения о направлении реакции на левой опоре. Исправим нашу ошибку и напра-

вим реакцию YA вниз (см. рис. 54, а). 

Рассмотрим часть балки, расположенной слева от сечения 1, к которой 

приложена единственная внешняя сила YA, направленная вниз и “пытающаяся” 

эту часть сдвинуть вниз. Материал сопротивляется такому сдвигу и в рассмот-

ренном сечении появляется поперечная сила Q1, направленная вверх и равная 

реакции YA (рис. 54, б). Обе силы YA и Q1 вызывают сдвиг, направленный про-

тив хода часовой стрелки. Согласно принятому правилу знаков для поперечных 

сил, поперечная сила Q1 принимается отрицательной и равной   

1 A 8кНQ Y    .   

Плечо s реакции YA стремится к нулю, так как сечение 1 мы провели бес-

конечно близко к опоре A, располагая его справа (рис. 54, б). Поэтому создать 

момент YA не может. Значит, материалу нечему сопротивляться, и изгибающий 

момент M1 равен нулю  1 8 0 0AM Y s     . 
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Теперь проведем сечение 2 бесконечно близко к точке С слева и рассмот-

рим левую часть балки от этого сечения (рис. 50, в).  Повторяется ситуация, по-

лученная для сечения 1. Поэтому и в сечении 2 появиться отрицательная сила  

равная реакции YA, 2 A 8кНQ Y    . 

Реакция YA имеет плечо относительно сечения 2 и “пытается” повернуть 

левую часть балки против хода часовой стрелки. Материал сопротивляется и в 

сечении 2 появляется изгибающий момент M2, направленный по ходу часовой 

стрелки. Изображая изгибающий момент в виде пары сил, можно видеть, что 

верхняя стрелка вызывает растяжение верхних волокон, а нижняя – сжатие 

нижних волокон. Согласно правилу знаков для изгибающих моментов момент 

M2 принимается отрицательным и равным 

 

         2 8 4 32кНмA AM Y s Y a           . 

 

Аналогичными рассуждениями можно найти поперечные силы и изгиба-

ющие моменты в сечениях 3 и 4. 

 

 3 8кН;AQ Y     3 8 4+48 16кНм;A AM Y s M Y a M               

 

 4 8кН;AQ Y     4 ( ) 8 (4+2)+48 0A AM Y s M Y a b M             . 

  

Проверим эпюры поперечных сил и изгибающих моментов, используя де-

сять правил, приведенных выше. 

Рис. 54 – Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов в балке 

методом характерных сечений от нагрузок в виде сосредоточенного момента 
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 в точке A приложена сосредоточенная сила (реакция YA) направленная 

вниз, поэтому на эпюре Qy наблюдается скачок так же направленный вниз и 

равный значению YA; 

 в точке B приложена сосредоточенная сила (реакция YB) направленная 

вверх, поэтому на эпюре Qy наблюдается скачок так же направленный вверх и 

равный значению YB; 

 на участке 1-2 нет распределенной нагрузки, поэтому эпюра Qy посто-

янна, а эпюра Mx имеет прямолинейный характер; 

  на участке 1-2 поперечные силы отрицательные, поэтому изгибающие 

моменты при движении слева направо уменьшаются, при этом изменение изги-

бающих моментов равно площади эпюры Qy; 

 в точке С к балке приложен сосредоточенный момент М, направленный 

против хода часовой стрелки, поэтому на эпюре изгибающих моментов наблю-

дается скачок, направленный вверх; 

 на участке 2-3 нет распределенной нагрузки, поэтому эпюра Qy посто-

янна, а эпюра Mx имеет прямолинейный характер; 

  на участке 2-3 поперечные силы отрицательные, поэтому изгибающие 

моменты при движении слева направо уменьшаются, при этом изменение изги-

бающих моментов равно площади эпюры Qy. 

Таким образом, построенные эпюры поперечных и изгибающих моментов 

соответствуют выше перечисленным правилам. Следовательно, эпюры постро-

ены правильно.  

 

1.6.8 Определение нормальных напряжений в произвольной точке  

поперечного сечения балки при чистом изгибе 

Рассмотрим балку, загруженную двум, симметрично расположенными 

силами (рис. 55).  
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Рис. 55 – Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов  

при чистом изгибе балки 
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В этом случае средняя часть балки CD подвергается чистому изгибу. Ис-

следуем закон распределения нормальных напряжений в поперечном сечении 

балки. Пусть плоскость суммарного изгибающего момента содержит одну из 

главных центральных осей инерции. 

Поставленная задача является статически неопределимой, то есть решить 

ее нельзя с помощью только уравнений статического равновесия. К уравнениям 

равновесия необходимо присоединить уравнения совместности деформаций. 

Гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли) – поперечные сечения 

плоские до деформации остаются плоскими и после деформации изгиба. 

 

 
Справедливость этой гипотезы позволяет определить распределение нор-

мальных напряжений при чистом изгибе. Установлено, что при чистом изгибе 

часть продольных волокон удлиняется, а часть укорачивается. Однако, имеются 

волокна, которые не изменяют свою длину. Такие волокна называются 

нейтральными. 

Продольные волокна, не изменяющие свою длину при изгибе балки, назы-

ваются нейтральными.  

Поверхность (плоскость), образованная нейтральными волокнами назы-

вается нейтральным слоем (нейтральной поверхностью, нейтральной 

плоскостью). 

Линия, пересечения нейтрального слоя и плоскости поперечного сечения 

называется нейтральной линией (нейтральной осью). 

На рисунке 57 обозначим буквой S центр изгиба элементарного участка 

балки. Пусть волокно O, положение которого мы еще не знаем, является 

нейтральным. Радиус кривизна нейтрального волокна обозначим буквой . Рас-

смотрим деформацию произвольного волокна аб, удаленного от нейтрального 

волокна О на y. В результате искривления участка балки волокно аб получит 

деформацию и займет положение, обозначенное буквами а1б1. 

 

       =dz yd  .      (120) 

Учитывая, что  

       =dz d  ,       (121) 

имеем 

      
1

ε=
ρ ρ

dz yd
y

dz d

 
 


.     (122) 

Mx Mx 

Рис. 56 – Искривление элементарного участка балки при чистом изгибе 
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Согласно решению теории упругости продольные волокна не оказывают 

давление друг на друга при чистом изгибе балки. Сопротивление материалов не 

может получить такого решения. Поэтому оно принимается как гипотеза.   

Гипотеза об отсутствии давлений (статическая гипотеза) – про-

дольные волокна при чистом изгибе не оказывают давление друг на друга. 

Учитывая эту гипотезу, считаем, что все продольные волокна испытыва-

ют центральное растяжение или сжатие. Нормальные напряжения в продоль-

ных волокнах вычислим по закону Гука. 

     
1 1

σ= ε=
ρ ρ

E E y E y
 

   
 

      (123) 

Отсюда следует, что нормальные напряжения по высоте сечения распре-

делены по линейному закону, то есть прямо пропорциональны удаленности 

волокна от нейтрального слоя, которое равно y. 

Определим положение нейтральной оси (рис. 58). 

 

 
Известно, что при чистом изгибе N=0. Тогда 
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Рис. 58 – Сечение балки 
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Рис. 57 – Упрощенная схема деформации участка балки, испытывающего чистый изгиб 
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1

= 0x

A A A

E E
N dA E ydA ydA S .    

         (124) 

 

Так как  

      
1

0 и 0E  


      (125) 

 

следует, что Sx=0, то есть ось X центральная ось сечения. Поэтому нейтральная 

ось X является центральной осью сечения. Значит для того, чтобы найти поло-

жение нейтральной оси, достаточно определить центр тяжести сечения. 

Определим момент внутренних сил относительно нейтральной оси X  

 

 21
σ

ρ ρ ρ
x x

A A A

E E
M y dA E y y dA y dA I .               (126) 

  

Отсюда следует, что 

 

      
1

ρ

x

x

M
.

EI
         (127) 

 

Подставим выражение (127) в формулу (123). 

 

     
1

σ=
ρ

x x

x x

M M
E y E y y.

EI I
       (128) 

 

Окончательно имеем формулу для вычисления нормального напряжения 

в произвольной точке поперечного сечения балки при ее чистом изгибе 

 

      σ= x

x

M
y

I
,       (129) 

 

где  Ix – момент инерции поперечного сечения относительно нейтральной (цен-

тральной) оси X; 

Mx – изгибающий момент в рассматриваемом сечении (из эпюры M); 

y – расстояние (координата) от нейтральной оси X до точки, где вычисляется 

нормальное напряжение. 

Из полученной формулы, очевидно, что эпюра нормальных напряжений 

при чистом изгибе балки имеет прямолинейный характер. Максимальные нор-

мальные напряжения появляются в наиболее удаленных от нейтральной оси во-

локнах балки. Поэтому при расчете балок на прочность очень важно знать по-

ложение нейтральной оси на ее поперечном сечении. 
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Распределение нормального напряжения по высоте сечения тавровой 

балки приведено на рисунке 59. 

 

 
1.6.9 Закон парности касательных напряжений 

Рассмотрим элемент, взятый внутри нагруженного тела (рис. 60). Пусть к 

площадкам этого элемента приложены только касательные напряжения. Обо-

значим касательное напряжение, действующее на площадках с нормалью X 

буквой τY, а на площадках с нормалью Y буквой τX. 

Элемент (рис. 60) находится в состоянии равновесия. Составим уравнение 

равновесия – сумма моментов относительно оси Z равна нулю. 

 

 
 

τX 

τX 

τY 

τY 

1 
dx 

d
x 

X 

Y 

Z 

Рис. 60 – Элемент, на площадках которого действуют только  

касательные напряжения 
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Рис. 59 – Характер распределения нормальных напряжений по высоте сечения  

при чистом изгибе балки 
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1 1 1 1 0.
2 2 2 2

z y y x x
dx dx dy dy

M dy dy dx dx                       (130) 

Отсюда следует, что 

       x y   .       (131) 

 

По двум взаимно перпендикулярным площадкам всегда действуют рав-

ные по величине касательные напряжения, направленные так, что поворачи-

вают элемент в противоположных направлениях. 

 

1.6.10 Касательные напряжения при поперечном изгибе.  

Формула Журавского 
При поперечном изгибе в поперечных сечениях балки кроме изгибающих 

моментов появляются еще и поперечные силы, а, следовательно, и касательные 

напряжения. Согласно закону парности касательных напряжений и в продоль-

ных сечениях балки будут появляться касательные напряжения. Эти напряже-

ния вызывают сдвиг продольных слоев (волокон) относительно друг друга, что 

приводит к искривлению поперечных сечений (рис. 61). 

Искривление поперечных сечений называется депланацией сечений. 

Экспериментально установлено, что величина депланации сечения зави-

сит от отношения длины балки к высоте ее сечения. 

 
Различают балки по отношению ее длины к высоте поперечного сечения: 

тонкие  l/h  10; 

средней толщины 5 < l/h < 10; 

толстые (балки-стенки) l/h  5. 

Рассмотрим балку, испытывающую поперечный изгиб (рис.62). 

Установлено, что депланация поперечных сечений в тонких балках не-

значительная и ею можно пренебречь.  Поэтому формула (132) для нормальных 

напряжений в тонких балках при поперечном изгибе вполне приемлема. 

        

σ= x

x

M
y.

I
        (132) 

 

Рис. 61 – Депланация поперечных сечений за счет касательных напряжений 

l 
h
 F 
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Расчет толстых балок (плит) выполняется методами теории упругости и в 

сопротивлении материалов не рассматривается. 

Двумя сечениями выделим элементарный участок на балке (рис. 62) и 

рассмотрим его подробнее. 

 
В левом сечении (рис. 63, а) изгибающий момент равен Mx, а в правом 

Mx+dMx.  Поэтому нормальные напряжения в отмеченной точке (рис. 63, б) от-

личаются и равны слева 

      1 1
x

x

M
y

I
   ,       (133) 
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Эп. Qy 
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Рис. 62 – Балка, испытывающая поперечный изгиб 
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Рис. 63 – Элемент балка, подвергнутый действию нормальных и касательных 

напряжений в поперечных и продольных сечениях при поперечном изгибе 
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а справа 

    1 1 1
x x

x

M dM
d y

I


     .     (134) 

Отсюда следует, что изменение нормального напряжения на расстоянии 

dz равно 

 

   1 1 1 1 1 1 1σ σ σ σ x x x x

x x x

M dM M dM
d d y y y

I I I


         .  (135) 

 

Тогда приращение силы равно 

 

 

o o

1 1 1= ox x x
x

x x xA A Ao

dM dM dM
dN d dA y dA y dA S .

I I I
         (136) 

 

Д о п у щ е н и е – будем полагать, что касательные напряжения рас-

пределяются по ширине сечения равномерно. Поэтому равнодействующую ка-

сательных напряжений в горизонтальном сечении (рис. 63, а) можно вычислить 

по формуле (137) 

 

      =dT dz b.         (137) 

 

Из условия равновесия справедливо равенство (138)  

 

      =dT dN.         (138) 

 

Подставим выражения для dT и dN и получим 

 

     0= = = x
x

x

dM
dT dz b dN S .

I
         (139) 

 

Отсюда следует выражение для касательного напряжения в продольном 

сечении балки на выделенном участке (140) 

 

     

00

=
y xx x

x x

Q SdM S
.

dz I b I b
         (140) 

 

Учитывая закон парности касательных напряжений, касательные напря-

жения и в поперечном сечении балки равны (рис. 63, в) 
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0

=
y x

x

Q S

I b
 ,       (141) 

 

где Qy – поперечная сила в рассматриваемом сечении балки; 
0
xS  – статический момент отсеченной части сечения относительно нейтральной 

оси X; 

Ix –момент инерции всего сечения относительно нейтральной оси X; 

b –ширина сечения, на уровне точки в которой вычисляется касательное 

напряжение. 

Отсеченная часть – это часть сечения, расположенная выше или ниже 

точки, где вычисляется касательное напряжение. 

Максимальные касательные напряжения при поперечном изгибе появля-

ются в точках, расположенных на нейтральной оси. 

Полученная формула называется формулой Журавского и предназначена 

для вычисления касательных напряжений в произвольной точке сечения при 

поперечном изгибе балки. 

Распределение касательных напряжений по высоте сечения балки при ее 

поперечном изгибе показано на рисунке 64. 

 
1.6.11 Проверка прочности балки при поперечном изгибе 

Учитывая, что максимальные нормальные напряжения появляются в 

крайних волокнах балки, то есть волокнах максимально удаленных от 

нейтральной оси, получим условие прочности по нормальным напряжениям.  

 

    
max max

max

σ x x

x x

M M
y R

I I y
    .    (142) 

 

Так как дробь 
maxxI y  в знаменателе выражения (142) зависит только от 

формы и размеров сечения, то эту дробь так же можно считать геометрической 

характеристикой сечения балки. Обозначим ее одной буквой 
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Y 

max 

max 

C C 

Рис. 64 – Примеры распределения касательных напряжений по высоте сечения 
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max

x
x

I
W

y
        (143) 

 

и назовем эту величину осевым моментом сопротивления сечения. Момент 

сопротивления характеризует сопротивление сечения моменту и должен быть в 

знаменателе. Тогда условие прочности по нормальным напряжениям при изги-

бе имеет вид 

 

      σ = x

x

M
R,

W
        (144) 

 

где Mx – изгибающий момент в рассматриваемом сечении (обычно берут его 

значении из эпюры и по абсолютной величине); 

Wx – осевой момент сопротивления поперечного сечения балки, измеряется в 

см3 и может быть только больше нуля; 

R – расчетное сопротивление материала балки. 

Максимальное касательное напряжение при поперечном изгиба балки по-

является на уровне нейтрального слоя (оси). Поэтому условие прочности по ка-

сательным напряжениям при поперечном изгибе балки имеет вид  

 

      
max

0

,
y x

s
x

Q S
R

I b
         (145) 

 

где Qy – поперечная сила в рассматриваемом сечении балки (обычно принима-

ется максимальное значение по абсолютной величине); 
0
xS  – статический момент части сечения, расположенной по одну сторону от 

нейтральной оси относительно нейтральной оси X, то есть центральной оси се-

чения; 

Ix – момент инерции всего сечения относительно нейтральной оси X, то есть 

центральной оси сечения; 

b – ширина сечения на уровне нейтральной оси X, то есть центра тяжести. 

 

1.6.12 Пример расчета шарнирно опертой балки на прочность 

Д а н о: Приняты следующие исходные данные. Деревянная шарнирно за-

крепленная балка прямоугольного сечения (рис. 65). Расчетные сопротивления 

на сжатие (растяжение) и сдвиг соответственно равны R=13 МПа и Rs=2 МПа. 

Модуль упругости материала балки E=10 ГПа. Балка загружена сосредоточен-

ными силой и моментом, а также равномерно распределенной нагрузкой. 

Требуется построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов, из 

условия прочности подобрать размеры сечения балки, приняв отношение высо-

ты к ширине сечения равным трем.  
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Р е ш е н и е. Вначале определим все внешние силы – реакции опор. Бу-

дем предполагать, что реакции опор YA и YB направлены вверх. Отметим, что 

горизонтальная реакция ZA равна нулю, так как все нагрузки, приложенные к 

балке, вертикальные. 

Составим уравнения статического равновесия и определим значения ре-

акций опор YA и YB. 

 

  
2 2 2 3 18 2 2 2 2 24 2 2

3 2 48 0 72кН;

A B

B B

M q a a F a Y a M

Y , Y

                

     


 

 

  
3 2 3 2 18 2 2 2

24 2 48 0 24кН.

B A A

A

M Y a q a a F a M Y

, Y

               

    


 

 

Обе реакции получились положительными. Следовательно, предположе-

ние о том, что они направлены вверх правильное. 

Определеим поперечные силы и изгибающие моменты в отмеченных се-

чениях на балке. Для этого используем метод сечений. 
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На всех рисунка (рис. 66) выбраны направления поперечных сил и изгиба-

ющих моментов такими, которые соответствуют их положительным значениям.  

сечение правее опоры A (рис. 66, а) 

 

 24 0;A y yY Y Q Q          24кН;yQ   

 24 0 0;s A x xM Y S M M          0;xM   

 

 сечение левее точки D (рис. 66, б) 

 

 24 0;A y yY Y Q Q          кН;24yQ   

 24 2 0;s A x xM Y a M M          48кНм;xM   

 

 сечение правее точки D (рис. 66, в) 

 

YA=24 кН YB=72 кН 
F=24 кН q=18 кН/v 

M=48кНм 

a=2 м a=2 м a=2 м a=2 м 

ZA=0 

A B C 

1 2 3 4 5 

b 

h
 

Y 

 

24 24 

12 

36 

72 

48 
64 

60 

48 48 

Эп. QY кН 

R = 13 МПа; 

Rs= 2 МПа; 

E = 10 МПа; 

3h b  ; 

 

 
22

2

3

6 6

3

2

X

b bbh
W

bh .

  



 

 

 

 

 

Рис. 65 – Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов в шарнирно опертой балке 

D G K 

0z  0z  

+ 

- 

+ 

- 

Эп. MX, кНм 
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 24 0;A y yY Y Q Q          24кН;yQ   

 24 2 0;s A x xM Y a M M          48кНм;xM   

 

 сечение левее точки G (рис. 66, г) 

 

 24 18 2 72 0;B y yY F q a Y Q Q               12кН;yQ    

 

2
24 0 18 2 72 2

2 2

48 0; 60кНм;

s B x

x x

a
M F s q a Y a M M

M M

                

   


 

 

 сечение правее точки G (рис. 66, д) 

 

 18 2 72 0;y B yY Q q a Y Q         ;  36кН;yQ    

 
2

18 2 72 2 48 0;
2 2

s x B x
a

M M q a Y a M M                

           60кНм;xM   

 сечение левее точки B (рис. 66, е) 

 72 0;y B yY Q Y Q          72кН;yQ    

 72 0 48 0;s x B xM M Y s M M          48кНм;xM    

 

 сечение правее точки B (рис. 66, ж) 

 

 0;yY Q          0;yQ   

 48 0;s x xM M M M         48кНм;xM    

 

 

 сечение левее точки C (рис. 66, з) 

 

 0;yY Q          0;yQ   

 48 0;s x xM M M M         48кНм.xM    
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Сечение в точке K, расположенной в том месте балки, где поперечная си-

ла равна нулю, а изгибающий момент принимает экстремальное значение (рис. 

66, и). Удаленность этой точки от левого края участка определяется отношени-

ем значения поперечной силы на этом конце участка к интенсивности распре-

деленной нагрузки 0
24

1 33м
18

z ,  .  

Найдем значение изгибающего момента в сечении, проведенном через точку K. 

 

YA=24 кН 

ZA=0 

A 

1 

S=0 

MX 

QY 

а) 
YA=24 кН 

a=2 м 

ZA=0 

A 

1 2 

D 

MX 

QY 

б) 
YA=24 кН 

a=2 м 

ZA=0 

A 

1 2 

D 

MX 

QY 

в) 

YB=72 

кН 

F=24 кН 
q=18 кН/м M=48 

кНм 

a=2 м a=2 м 

B C 

3 4 5 

G 

MX 

QY 

г) 

YB=72 

кН 

F=24 кН 
q=18 кН/м M=48 

кНм 

a=2 м a=2 м 

B C 

3 4 5 

G 

MX 

QY 

д) 

YB=72 

кН 

M=48 

кНм 

a=2 м 

B C 

4 5 

MX 
QY 

е) M=48 

кНм 

a=2 м 

B C 

4 5 

MX 

QY 

ж) M=48 

кНм 

s=0 м 

C 

5 

MX 

QY 

з) 

YA=24 кН 
q=18 кН/м 

a=2 м z0=1,33 

м 

ZA=0 

A 

1 2 

D K 

и) 

MX 

QY 

Рис. 66 – Рассмотренные части балки при использовании метода сечений: а) правее 

точки 1; б) левее точки 2; в) правее точки 2; г) левее точки 3; д) правее точки 3; 

е) левее точки 4; ж) правее точки 4; з) левее точки 5; и) в точке К 
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    0
0 0

1 33
24 2 1 33 18 1 33 0;

2 2
s A x X

z ,
M Y a z q z M , , M              

 64кНмxM  . 

  

По найденным значениям поперечных сил и изгибающих моментов стро-

им их эпюры (рис. 65).  

Момент сопротивления прямоугольного сечения (рис. 65) с учетом отно-

шения высоты к его ширине выражается формулой  

 

     
 

22
33 3

6 6 2
x

b bbh
W b .          

 

Из условия прочности при изгибе 

 

     
33

2

3 3
2

x x x

x

M M M
R

W bb

            

 

выразим требуемую ширину сечения, принимая расчетное значение изгибаю-

щего момента 64кНмxM  , 

 

    
3

33
6

2 2 64 10
0 149м 15см.

3 3 13 10

xM
b ,

R

 
   

 
 

 

В соответствии с заданным отношением высоте сечения к его ширине 

вычислим требуемую высоту сечения. 

 
      3 3 15 45см.h b     

 

Вычислим момент инерции, момент сопротивления и статический момент 

отсеченной части сечения. 

    
3 3

415 45
113900см ;

12 12
x

bh
I


       

    
2 2

315 45
5063см ;

6 6
x

bh
W


    

    
2 2

0 315 45
3797см

8 8
x

bh
S .


    

Проверим выполнение условия прочности по нормальным и по касатель-

ным напряжениям, принимая в качестве расчетных значений поперечной силы 

72кНyQ   и значение изгибающего момента 64кНмxM  . 
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По нормальным напряжениям 

 

   
3

6

64 10
12 64МПа < 13МПа.

5063 10

x

x

M
, R

W 


    


 

 

Недогрузка составляет 

 

     
13 12 64

100 100 2 8
13

R ,
, %.

R

 
   

 

По касательным напряжениям (по формуле Журавского) 

 

   

0 3 6

8 2

72 10 3797 10
1 60МПа < 2МПа.

113900 10 15 10

y x
s

x

Q S
, R

I b



 

  
    

  
 

 

Для изготовления использовать клееную деревянную балку. 

 

1.6.13 Пример построения эпюр внутренних сил и расчет на прочность 

защемленной балки 

Д а н о. Деревянная защемленная одним концом балка круглого  сечения. 

Расчетные сопротивления на сжатие (растяжение) и сдвиг соответственно рав-

ны R=13 МПа и Rs=2 МПа. Балка загружена сосредоточенными силой и момен-

том, а также равномерно распределенной нагрузкой (рис. 67). 

Требуется построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов, из 

условия прочности подобрать диаметр сечения балки, соблюдая условие 

32смD . Если для одной балки это условие не соблюдается, то принять две 

или три или большее количество балок. 

Р е ш е н и е. Из условия равновесия определим реакции опор YA и MA. 

 

    12 4 2 24 0;A AY Y q a b F Y           48кН;AY   

 
     

 

4 2
12 4 2

2 2

36 24 4 2 0; 36кНм.

A A A

A

a b
M M q a b M F a b M

M

 
            

    


 

 

Используя метод сечений (см. предыдущий пример), вычислим попереч-

ные силы и изгибающие моменты в помеченных буквами сечениях балки и по-

строим их эпюры (рис. 67). 

Расчетные поперечная сила и изгибающий момент, соответственно, рав-

ны Qy=48 кН и Mx=60 кНм. 
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Из условия прочности  

 

    
3 3

32

32

x x x

x

M M M
R

nW n D n D
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 
       

 

определим диаметр сечения балки, если использована она одна n=1 

 

  
3

3 3
6

32 32 60 10
0 36м=36 см > 32 см.

1 3 14 13 10

xM
D ,

n R ,

 
  

   
    

 

Ограничение по размеру сечения не выполняется. Поэтому примем две 

балки n=2. 
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Рис. 67 – Схема балки, эпюры поперечных сил и изгибающих моментов 
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Условие выполняется. Поэтому принимаем две балки диаметром D=30 

см. Вычислим момент сопротивления, статический момент отсеченной части и 

момент инерции сечения одной балки. 

 

 
3 3

33 14 30
2649см

32 32
x

D ,
W

 
   ;  

4 4
43 14 30

39741см
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x
D ,

I
 
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2 3 3

0 32 3 14 30
2120см

8 5 2 40 40
x

D D D ,
S

  
    . 

 

Проверим выполнение условия прочности по нормальным напряжениям. 

 

   
3
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60 10
11 32МПа 13МПа

2 2649 10

x

x

M
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Недогрузка составляет 

 

   
13 11 32

100 100 13
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R ,
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R

 
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Проверим выполнение условия прочности по касательным напряжениям. 

 

 
0 3 6

8 2

48 10 2120 10
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y x
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1.6.14 Дифференциальное уравнение изогнутой оси балки 

Перемещение центра тяжести сечения по направлению перпендикулярно-

му к оси балки Z, вызванное ее искривлением, называется прогибом балки и 

обозначается буквой V.  

В некоторых случаях в строительстве и машиностроении требуется опре-

делять прогибы. Это связано с тем, что деформации некоторых строительных 

конструкций лимитированы. Так, например, ограничиваются прогибы балок и 

плит по эстетическим соображениям или с целью уменьшить динамику кон-

струкций. Поэтому надо уметь определять перемещения и углы поворота сече-

ний балок.  Рассмотрим консоль, испытывающую поперечный изгиб. 

Пусть на конце консоли (рис. 68) действует вертикальная сосредоточен-

ная сила F. В результате в сечениях консоли появятся изгибающие моменты, 

которые приведут к искривлению балки. Ее точка B переместится по направле-

нию оси Z и по направлению оси Y. Эти перемещения, соответственно, обозна-

чим W и V. Перемещение  по горизонтальному направлению W незначительное 

и в расчетах им пренебрегают. Вертикальное перемещение (прогиб) V значи-
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тельно больше горизонтального перемещения W и должно учитываться в расче-

тах. 

 

 

 
 
 Для определения прогибов воспользуемся уравнением для кривизны. 

 

      
1

ρ

x

x

M

EI
 .       (146) 

 

 Из курса высшей математики известно, что кривизна линии может быть 

найдена по формуле 

 

      

2

2

3
2 2

1

ρ

1

d V

dz .

dV

dz



  
  
   

      (147) 

 

 Так как для реальных балок, встречающихся в строительстве, угол поворо-

та поперечного сечения величина малая по сравнению с единицей 

 

      θ = 1
dV

dz
 ,       (148) 

 

то квадратом производной можно пренебречь. Тогда формула для кривизны 

(147) упрощается и принимает вид 

 

F 

W 

V
 

0 

 

Z 

Y 

Рис. 68 – Перемещения конца консоли при поперечном изгибе 

B 

B1 
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2

2

1

ρ

d V

dz
 .        (149) 

 

 Левые части уравнений (147) и (149) равны. Следовательно, равны и пра-

вые части. Тогда приближенное дифференциальное уравнение изогнутой оси 

балки принимает вид 

 

      

2

2
x

x

Md V

EIdz
 .       (150) 

 

1.6.15 Метод непосредственного интегрирования 

 Метод основан на непосредственном интегрировании полученного при-

ближенного дифференциального уравнения. Последовательно интегрируем 

дифференциальное уравнение (150). Вначале запишем его так 

 

     x

x

Md dV
.

dz dz EI

 
 

 
      (151) 

 

 Учитываем, что первая производная от прогиба является функцией угла 

поворота поперечных сечений 

 

      θ x

x

MdV
z .

dz EI
        (152) 

 

 Подставляем выражение (152) в уравнение (151) и получим 

 

      
θ

θ x

x

Md dV d d
.

dz dz dz dz EI

 
   

 
    (153) 

 

 Разделим дифференциалы 

 

      θ= x

x

M
d dz.

EI
       (154) 

 

 Проинтегрируем левую и правую части уравнения (154) 

 

     1θ= x

x

M
dz C .

EI
       (155) 

 

 Выразим угол поворота через прогибы 
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     1θ= x

x

MdV
dz C .

dz EI
       (156) 

 Разделим дифференциалы 

     1= x

x

M
dV dz C dz.

EI

 
 

 
      (157) 

 

 Проинтегрируем левую и правую части уравнения и получим решение 

 

     1 2= x

x

M
V dz dz C z C .

EI
        (158) 

 

 Постоянные интегрирования C1 и C2 определяются из граничных условий 

на концах каждого участка балки. Число постоянных интегрирования равно 

удвоенному числу участков на балке. В этом недостаток рассматриваемого ме-

тода. Достоинством метода является возможность определения углов поворота 

и прогибов балки переменной жесткости и при любой по сложности нагрузке. 

  Покажем на примере защемленной балки определение прогиба и угла по-

ворота методом непосредственного интегрирования. Пусть защемленная балка 

нагружена сосредоточенным моментом (рис. 69). 

 Изгибающий момент выражается функцией 

 

       xM z M .        (159) 

 

 
 

 Угол поворота 

 

 1 1 1 1θ= x

x x x x

M M M M
dz C dz C dz C z C .

EI EI EI EI
           (160) 

 

 Прогиб выражается следующей зависимостью (161) 

Z 

M 

z 

a 

A B 

0 

Рис. 69 – Консоль, загруженная сосредоточенным моментом, приложенным к ее концу 
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1
1 2 1 2

2
1 1

1 2 1 2

=

2

x

x x

x x

M M
V dz dz C z C dz dz C z C

EI EI

M M z
dz dz C z C C z C .

EI EI

     

     

   

 

  (161) 

 

 Определим постоянные интегрирования. Для этого используем условие на 

концах балки: 

  1) при z = 0,      = 0.   

     1 1θ= 0 0, 0;
x

M
C C

EI
      (162) 

  2) при z = 0,    V = 0. 

     
2

1
1 2 2

0
= 0 0, 0

2 x

M
V C C С .

EI
        (163) 

 

 В результате получим аналитические выражения (функции) для углов по-

ворота и прогибов балки. 

 

     21 1θ=
2x x

M M
z, V z .

EI EI
     (164) 

 

1.6.16 Определение прогибов и углов поворота в балках методом 

начальных параметров 

Для сокращения записей индекс момента инерции опускаем. Если балка 

постоянной жесткости EI и имеет несколько участков, то удобнее прогибы и 

углы поворота определять по методу начальных параметров. Возьмем прибли-

женное дифференциальное уравнение 

 

      
2

2
xMd V

EIdz
 .       (165) 

 

 Учтем, что производная от прогиба равна углу поворота 

 

      θ
dV

dz
 .        (166) 

 

 Поэтому уравнение (165) можно записать в следующем виде 

 

     
θ xMd dV d

.
dz dz dz EI

 
  

 
      (167) 
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 Разделим дифференциалы 

 

     θ= xM
d dz.

EI
       (168) 

 

 Проинтегрируем левую и правую части уравнения 

 

     

0 0

θ
z

xEI d M dz




        (169) 

 

или 

 

     0
0

θ θ
z

xEI EI M dz.        (170) 

 

 В уравнении (170) перенесем EI0 в правую часть 

 

     0
0

θ θ
z

xEI EI M dz.        (171) 

 

 Далее выразим угол поворота через прогиб 

 

    0
0

θ
z

x
dV

EI EJ M dz
dz

         (172) 

или 

    0
0

= θ
z

xEI dV EI dz M dz dz.
 

    
 
     (173) 

 

 Проинтегрируем левую и правую части уравнения (173) 

 

    

0

0
0 0 0

θ
V z z z

x
V

EI dV EI dz dz M dz         (174) 

или 

    0 0
0 0

θ
z z

xEIV EIV EJ z dz M dz.         (175) 

 

 Перенесем EIV0 в правую часть уравнения (175) и получим 
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    0 0
0 0

= θ
z z

xEIV EIV EI z dz M dz    .    (176) 

 

 Получена интегральная форма функции прогибов балки (176). Здесь 0V   

и 0  – начальные параметры. На основе полученной зависимости строится ме-

тод начальных параметров. 

 Для взятия интеграла в уравнении (176) от отдельных наиболее часто 

встречающихся видов нагрузок рассмотрим балку, загруженную одним сосре-

доточенным моментом, одной сосредоточенной силой и одной равномерно рас-

пределенной нагрузкой (рис. 70). Обозначим координаты точек приложения со-

средоточенного момента и сосредоточенной силой, соответственно, иm Fz z . 

Координата начала участка приложения равномерно распределенной нагрузки 

обозначим qz . 

 Возьмем интеграл, содержащийся в уравнении (176): 

– от сосредоточенного момента  m xz z l ,   M M .    

   
 

m

2

z 2
m m m

z z z z
m

m m
z z z

M z z
dz Mdz d z z M d z z


        ;  (177) 

 

 
 
– от сосредоточенной силы ( )F x Fz z l ,   M F z – z     

 

       
 

3

z 2 3
F F F F

z z z z
F

F F F F
z z z

F z z
dz F z z dz d z z F z z d z z


      


    ; (178) 

– от распределенной нагрузки qz z l ,  
 

2
 

2

q
x

q z z
M


  

 

Z 0 

M F q 

zm 

zF 

zq 

z 

l 

X 

Рис. 70 – Балка, загруженная сосредоточенным моментом, сосредоточенной  

силой и равномерно распределенной нагрузкой 
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 
 

 
 

 
2 2 4

z
2 2 2 3 4

q q q q

z z z z
q q F

q F

z z z

q z z q z z q z z
dz dz d z z d z z .

  
   

      (179) 

 

 Суммируя интегралы от всех видов нагрузок и полагая, что к балке могут 

быть приложены несколько нагрузок одного и того же вида, получим универ-

сальное уравнение упругой оси балки. 

 

   
     

3 42

0 0θ
=

0! 1! 2! 3! 4!

f qm
F z z q z zM z zEIV EI z

EIV .
 

        (180) 

 

 Преимущества метода начальных параметров заключается в том, что нам 

приходится находить только две постоянные интегрирования. Особенно это 

преимущество заметно, если на балке несколько участков. Однако, метод 

начальных параметров имеет и недостатки – балка должна быть постоянной 

жесткости на всей ее длине; слагаемые в универсальном уравнении упругой оси 

балки могут отличаться на порядки (180). Поэтому при использовании метода 

начальных параметров предъявляются определенные требования.  

 Правила и требования. 

1) Начало координат всегда выбирать в левой крайней точке балки. 

2) Начальные параметры равны соответственно прогибу и углу поворота се-

чения на левом конце балки. 

3) При вычислении прогибов или углов поворота сечения балки учитывать 

только слагаемые, содержащие силовые факторы, приложенные левее рас-

сматриваемого сечения. 

4) Знак перед слагаемым совпадает со знаком изгибающего момента в рас-

сматриваемом сечении, вызванного силовым фактором, содержащимся в этом 

слагаемом. 

5) Где-то начавшаяся равномерно распределенная нагрузка не должна заканчи-

ваться до правого конца балки. 

 Уравнения углов поворота получается взятием производной от уравнения 

для прогибов (180). 

 

 
     

2 3

0=
0! 1! 2! 3!

f qm
F z z q z zM z zEJ

EJ .
 

         (181) 

 

 П р а в и л о   з н а к о в. 

 Прогиб вверх и поворот против хода часовой стрелки считаются поло-

жительными. 
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1.6.17 Пример определения прогибов в балке методом начальных 

параметров  

 Подготовим балку (рис. 71, а) согласно требованиям метода начальных па-

раметров: начало координат поместить в левой крайней точке балки; продоль-

ную ось направить вправо; ось X направить вверх; пронумеровать участки бал-

ки слева направо; дополнить нагрузку q и приложить компенсирующую 

нагрузку q снизу вверх (рис. 71, б). 

 Вычислим реакции опор 

 

4 0 6 12 4 0 48+36 4 6=0;

=16 кН;

A B B

B

M q M F 4 Y Y

Y

             
      

 

4 6 6 2 12 4 6 6 48 36 2 0;

=68кН  

B A A

A

M q Y M F Y

Y .

                  
   

 
 Составим универсальное уравнение упругой оси заданной балки 

 

Рис. 71 – Шарнирно опертая балка, загруженная сосредоточенным моментом, 

сосредоточенной силой и равномерно распределенной нагрузкой 

M=48 кНм 

F=36 кН 
q=12 кН/м 

2 м 2 м 2 м 2 м 

YA=68 кН YB=16 кН 
q=12 кН/м 

A B C D S 

уч I уч II уч III уч IV 

Двутавр 24 

I=1290 см4 

M=48 кНм 

F=36 кН q=12 кН/м 

2 м 2 м 2 м 2 м 

A B C D S 

E=200 ГПа 
а) 

б) 
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     

   

4 3 2

0 0

4 3

0 2 4
= θ

24 6 2

4 6

24 6

I II

A

III IV

q z Y z M z
EIV EIV EI z

q z F z
.

  
     

 
 

   

 

 По условию закрепления определим начальные параметры 

1) На опоре A    z = 2 м,    участок I     V=0. 

 
 

4

0 0

12 2 0
= θ 2 0.

24

I

AEIV EIV EI
 

          

 

2) На опоре B    z = 8 м,    участок III     V=0. 

 

     

 

4 3 2

0 0

4

12 8 0 68 8 2 48 8 4
= θ 8

24 6 2

12 8 4
0

24

I II

III

EIV EIV EI

.

     
     

 
 

   

 

 Выполним вычисления и получим два уравнения с двумя неизвестными 

EIV0 и EI0. 

    

3
0 0

3
0 0

2 θ 8 10 0;

8 θ 144 10 0.

EIV EI

EIV EI

    


   

       

 

 Решим систему и получим начальные параметры 

 

  
3 2 3 3

0 0θ 25 33 10 Нм ; 58,66 10 НмEI , EIV .         

 

 Вычислим прогиб в точке S   ( z = 0, участок I) 

 

  
3 3

0= 58,66 10 НмSEIV EIV .    
3 3

9 -8

58,66 10 58,66 10
22,74мм

200 10 1290 10
SV

EI

 
  

  
. 

 

 Аналогично вычислим прогиб в точке D (z = 6 м, участок III)  

27,91ммDV   (рис. 71, а). 
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1.6.18 Пример расчета двутавровой балки на прочность и жесткость 

 Подобрать прокатный двутавр для балки (рис. 72), вычислить прогибы и 

проверить по условию жесткости. 

 Составим уравнения равновесия и вычислим реакции опор. Будем пола-

гать, что реакция на левой опоре направлена вверх, а на правой – вниз. 

 

  

 

 

2 2

2 4
36 12 2 12 4 48 4 4 2 0 14кН;

2 2

A B

B B

a b
M M q a q b F b Y b c

Y , Y

            

             


 

  

   

   

2

2 4
36 12 2 4 4 2 48 2 0 38кН.

2

B A

A A

a b
M M q a b Y b c F c

Y , Y


        


         


 

 
 Используя метод сечений, определим поперечные силы и изгибающие мо-

менты в отмеченных сечениях балки (рис. 72). 

YA=38 кН YB=14 кН 
F=48 кН q=12 кН/м 

M=36 кНм 

a=2 м b=4 м c=2 м 

A 
B 

C 

1 2 3 4 

b 

h
 

Y 

X 

24 
34 

14 

28 

36 20,17 

12 

R = 210 МПа; 

Rs= 130 МПа; 

E = 200 ГПа; 

1

200adm

f

l

 
 

 
. 

 

 

 

 

 

Рис. 72 – Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов в шарнирно опертой 

двутавровой балке 

D K 

0z  0z  

+ 

- 

s 

t 

Эп. Mx, кНм 

14 14 

- 

+ 

- 

+ 
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 сечение правее точки 1 (рис. 73, а) 

   0 0;y yY Q , Q    

   36 0 36кНм;s x x xM M M M , M        

 сечение слева от точки 2 (рис. 73, б)  

 12 2 0 24кН;y y yY q a Q Q , Q            

 
2

12 2 36 0 12кНм;
2 2

s x x x
a

M q a M M M , M               

 сечение справа от точки 2 (рис. 73, в) 

 12 2 38 0 14кН;A y y yY q a Y Q Q , Q           

  
2

36 12 2 0 12кНм;
2 2

s x x x
a

M M q a M M , M             

 

 
 сечение слева от точки 3 (рис. 73, г)  

 

 48 14 0 34кН;y B y yY Q F Y Q , Q          

 14 2 0 28кНм;s x B x xM M Y a M , M          

 

M=36 кНм 

Рис. 73 – Рассмотренные части балки при использовании метода сечений: а) правее 

точки 1; б) левее точки 2; в) правее точки 2; г) левее точки 3;  

д) левее точки 4; е) в точке K 

YB=14 кН F=48 кН 

a=2 м 

B 

3 4 

С 

MX 

QY 

г) 

C 

1 

S=0 

MX 

QY 

а) 

a=2 м 

A 

1 2 

С 

MX 

QY 

б) q=12 кН/м 

48 

a=2 м 

A 

1 2 

С 

MX 

QY 

в) q=12 кН/м 

M=36 кНм 

YA=38 кН 

YB=14 

кН 

s=0 

B 

4 

MX 

QY 

д) 

д) 

YA=38 кН q=12 кН/м 

a=2 м z0=1,17 

м 

A C 

1 2 

K QY 
M=36 

кНм 

MX 

е) 

K 



 100 

 сечение справа от точки 3 - значение поперечной силы такое же, как и 

в сечении, расположенной в точке 4 слева (рис. 73, д), а изгибающего момента 

такое же, как и в сечении 3 слева (рис. 73, г) 

 

    14кН;yQ     28кНм;xM    

 

 сечение слева от точки 4 (рис. 73, д)  

 

 14 0 14кН;y B y yY Q Y Q , Q        

 14 0 0 0s x B x xM M Y s M , M ;         

 

 сечение в точке K (рис. 73, е) – расстояние от точки A до точки K равно 

отношению поперечной силы на рассматриваемом участке к интенсивности 

равномерно распределенной нагрузки 0
14

117кНм,
12

z ,   

 

    0 12 2 117 38 0 0;A y y yY q a z Y Q , Q , Q             

 

 

 

0
0 0

2

2 117
36 12 2 117 38 117 0 20 17кНм.

2

s A x

x x

a z
M M q a z Y z M

,
, , M , M ,


       


        


 

 

 Найденные значения поперечных сил и изгибающих моментов откладыва-

ем на графике и соединяем эти точки по правилам построения эпюр (рис. 72). 

 Расчетными значениями поперечных сил и изгибающих моментов, соглас-

но построенным эпюрам, назначаем 34кНYQ   и 36кНмXM  . 

 Из условия прочности  

       x

x

M
R

W
    

 

найдем требуемый момент сопротивления 

 

     
3

3

6

36 10
171 4см

210 10

x
x

M
W , .

R


  


 

 

 Из таблицы прокатных профилей выберем двутавр, у которого момент со-

противления равен или больше требуемого и выпишем необходимые для даль-

нейшего расчета геометрические характеристики его поперечного сечения. 
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 Двутавр №20: осевой момент сопротивления 3184 смxW  ; осевой момент 

инерции 41840 смxI  ; статический момент отсеченной части 0 3104смxS  ; 

толшина стенки s=5,2 мм. 

 Проверим выполнение условия прочности по нормальным напряжениям 

 

    
3

6

36 10
195 65МПа < =210МПа.

184 10

x

x

M
, R

W 


   


 

 

 Недогрузка составляет 

 

    
210 195 6

100 100 6 9%.
210

R ,
,

R

 
         

 

 Проверим выполнение условия прочности по касательным напряжениям 

 

  

0 3 6

8 3

34 10 104 10
36 96МПа 130МПа.

1840 10 5 2 10

y x
s

x

Q S
, R

I s ,



 

   
     

   
 

 

 Подготовим балку для вычисления прогибов согласно требованиям метода 

начальных параметров (рис. 74): 

 пронумеруем участки балки слева направо; 

 дополним распределенную нагрузку до конца балки; 

 приложим компенсирующую нагрузку. 

 

 
 Составим универсальное уравнение упругой оси балки  

YA=38 кН YB=14 кН 
F=48 кН q=12 кН/м 

M=36 кНм 

a=2 м b=4 м c=2 м 

A 
B 

C 

1 2 3 4 

Рис. 74 – Балка, подготовленная для определения прогибов методом  

начальных параметров 

D 

I II III 

q=12 кН/м 
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     

   

2 4 3

0 0

3 4

0 0

2 24 6

6 24

A

I II

III

M z q z Y z a
EIV EIV EI z

F z a b q z a b
.

     
      

     
 

 

 

 Начальные параметры определим по условию закрепления балки 

1) при z = a = 2 м,     V = 0, участок I  

   

   
   

2 4

0 0

36 2 0 12 2 0
2 0

2 24
I

EIV EIV EI .
   

        

 

2) при z = a+b+c = 2+4+2=8 м,     V = 0, участок III    

 

 

     

   

2 4 3

0 0

3 4

36 8 0 12 8 0 38 8 2
8

2 24 6

48 8 2 4 12 8 2 4
0

6 24

C

I II

III

EIV EIV EI

.

     
      

     
  

 

 

 Решим полученную систему уравнений и найдем начальные параметры 

 

     
0 0

0 0

2 64 0;

8 544 0.

EIV EI

EIV EI

   


   
 

 

              
2

0 80кНмEI   ;     
3

0 96кНмEIV  . 

 

 Вычислим прогиб балки в точке C  ( z = 0 ) 

 

   
   

2 4
336 0 0 12 0 0

96 80 0 96кНм
2 24

C

I

EIV
   

      ; 

   
  3

9 8

96 10
26 09мм

200 10 1840 10

C
C

EIV
V ,

EI 


  

  
 (вверх). 

 

 Вычислим прогиб балки в точке D  ( z =  6 м ) 
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     

2 4 3
336 6 0 12 6 0 38 6 2

96 80 6 21 33кНм ;
2 24 6

D

I II

EIV ,
     

        

 
  3

9 8

21 33 10
5 80мм

200 10 1840 10

D
D

EIV ,
V ,

EI 


  

  
 (вверх). 

 

 Проверим по условию жесткости 

 

   
3

5

26 09 10 435 1 1
0 00435

4 0 2 0 230 20010

CV ,
,

b c , ,


    

 
. 

 

 Условие жесткости выполняется. 

 Используя полученные значения прогибов в точках C и D, и, учитывая, что 

на опорах прогибы равны нулю, и в соответствии с эпюрой изгибающих мо-

ментов построим упругую ось балки (рис. 74). 

 

1.7 Напряженное и деформирование состояние в точке 

 

1.7.1  Понятие о напряженном состоянии в точке 

Напряженным состоянием в точке называется совокупность напряже-

ний действующих на всевозможных площадках, проведенных через эту точку. 

В механике твердого деформируемого тела различают три основных вида 

напряженных состояния – линейное (одноосное), плоское (двуосное) и объем-

ное (трехосное). Дадим определения этим видам напряженных состояний. Для 

этого в нагруженном теле около внутренней точки вырежем элемент (рис. 75). 

Если две пары противоположных площадок элемента свободны от 

напряжений, то имеет место линейное напряженное состояние. 

Если одна пара противоположных площадок элемента свободна от 

напряжений, то имеет место плоское напряженное состояние. 

 Если нет ни одной пары противоположных площадок элемента свободных 

от напряжений, то имеет место объемное напряженное состояние. 

 

 
 

y 
x x 

x x 

x x 

y 

z 

z z 

z 

Линейное напряжен-
ное состояние 

Плоское напряжен-
ное состояние 

Объемное напряжен-
ное состояние 

Рис. 75 – Примеры видов напряженных состояний 
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1.7.2  Правила расстановки индексов и знаков 

Существуют общие правила расстановки индексов и знаков для нормаль-

ных и касательных напряжений. Но в некоторых случаях имеет место и отступ-

ление этих общих правил. Рассмотрим общие правила. 

Нормальное напряжение имеет один индекс, совпадающий с обозначением 

оси, параллельно которой действует само напряжение. 

Нормальные напряжения, вызывающие растяжение, считаются положи-

тельными, а сжатие – отрицательным. 

Касательные напряжения имеют два индекса. Первый индекс совпадает с 

обозначением оси, по направлению которой действует само напряжение. Вто-

рой индекс совпадает с обозначением оси, параллельно которой направлена 

нормаль площадки, где действует напряжение. 

 

 
Если направление касательного напряжения и внешней нормали площад-

ки, где действует напряжение, одновременно совпадают или одновременно не 

совпадают с положительными направлениями соответствующих осей коорди-

нат, то такие касательные напряжения считаются положительными (рис. 76). 

 Отметим, что в сопротивлении материалов принято, что знак касательного 

напряжения в балке от поперечной силы совпадает со знаком поперечной силы. 

 

1.7.3 Напряжения на наклонной площадке при плоском напряженном 

состоянии 

Рассмотрим элементарный параллелепипед, испытывающий плоское 

напряженное состояние (рис. 77). Пусть под углом  проведена площадка. Тре-

буется получить выражения для нормального и касательного напряжений на 

этой наклонной площадке. 

Установим зависимость площадей  наклонной и координатных площадок 

 

  α α1 cosα; 1 sinαx ydA dy dA dA dx dA .          (182) 

 

Составим уравнение равновесия 

 

YX<0 

XY>0 

XY>0 

YX>0 

YX>0 

XY<0 

XY<0 

YX<0 

X X 

Y Y 

Рис. 76 – Пример обозначений и расстановки знаков касательных напряжений 
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1 ασ σ cosα τ cosα σ sinα

τ sinα 0.

x x xy y y y

yx x

X dA dA dA dA

dA

        

  


  (183) 

 
Подставим зависимость площадей (182) в уравнение равновесия (183) 

 

 

2 2
α α α α α

α

σ σ cos α τ sinα cosα σ sin α

τ sinα cosα 0.

x xy y

yx

dA dA dA dA

dA

        

   
  (184) 

 

 Сократим на dA , приведем подобные и получим 

 

   
2 2

ασ σ cos α σ sin α τ sin2αx y xy   .     (185) 

 
Составим уравнение равновесия 

 

 
1 α ατ σ sinα τ sinα σ cosα

τ cosα 0.

x x xy y y y

yx x

Y dA dA dA dA

dA

        

  


  (186) 

 

Подставим в уравнение (186) зависимость площадей (182) и получим 

 

X 

Y 

x 

y 

α 

α 

α 

α 

xy 

yx 

X1 
Y1 

dx 

d
x 

dAα 

dAy 

dAx 

Рис. 77 – Напряжения, действующие на грани элемента и на наклонную площадку 
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2
α α α α α

2
α

τ σ sinα cosα τ sin α σ sinα cosα

τ cos α 0.

x xy y

yx

dA dA dA dA

dA

         

  
 (187) 

 

 Сократим на dAα, приведем подобные и получим 

 

    sin2 cos2
2

x y
xy

 
       .    (188) 

 

 Окончательно имеем выражения для вычисления нормальных и касатель-

ных напряжений на наклонной площадке при плоском напряженном состоянии. 

 

   

2 2
ασ σ cos α σ sin α τ sin2α;

σ σ
τ sin2α τ cos2α

2

x y xy

x y
xy .

  


  

    (189) 

 

1.7.4  Главные площадки и главные напряжения 
Если оси X1 и Y1 (рис.77) поворачивать, то при каком-то положении на 

наклонной площадке нормальное напряжение достигнет экстремального значе-

ния. Найдем положение такой площадки. 

 

   
 2 2cos sin sin2

2sin cos 2cos sin 2cos2 0.

x y xy

x y xy

d

d

 
         



             

  (190) 

 

Далее уравнение (190) разделим на 2 и приведем подобные 

 

   sin2 cos2 0.
2

x y
xy

 
            (191) 

 

Слагаемые уравнения (191) умножим на 2, разделим на cos2α и на 

 σ σx y–  получим формулу для определения угла наклона такой особенной 

площадки, на которой нормальное напряжение принимает экстремальное зна-

чение (192).  

 

     
2

tg 2 =
xy

x y

.



 

      (192) 

 

Сравнивая выражение (188) и уравнение (191), убеждаемся, что касатель-

ное напряжения на этой площадке равно нулю.  
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   sin2 cos2 =0.
2

x y
xy

 
           (193) 

 

 Эти площадки настолько важны в механике твердого деформированного 

тела, что им присвоено специальное название. 

 Три взаимно перпендикулярные площадки, на которых касательные 

напряжения равны нулю, а нормальные напряжения принимают экстремаль-

ные значения, называются главными площадками. 

Нормальные напряжения, действующие на главных площадках, называ-

ются главными напряжениями. 

Главные напряжения индексируются цифрами. Для удобства и сокращения 

записей принята индексация главных напряжений по условию 

 

      1 2 3     .       (194) 

 

Главные напряжения для плоского напряженного состояния вычисляются по 

формуле (без вывода).  Недостающее главное напряжение равно нулю. 

 

    
2 2

1,3
1

4
2 2

x y
x y xy .

  
           (195) 

 

1.7.5 Графическое представление плоского напряженного состояния. 

Круг напряжений (круг Мора)  

Зависимость напряжений α и α от угла наклона площадки α имеет про-

стую геометрическую аналогию в виде круговой диаграммы (рис. 78), предло-

женной немецким ученым Отто Мором. 

 

 

Рис. 78 – Графическое представление плоского напряженного состояния 

c помощью круга  напряжений 
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 На кругу напряжений покажем 

 положение центра круга – 

 

     
2

x y
с

  
  .       (196) 

 

 радиус круга – 

 

2
2=

2

x y
xyR

  
  

 
.      (197) 

 

 Координата точки B – это значение главного напряжения 1 

  

  

2
2

1
2 2

x y x y
С xyR

     
        

 
.   (198) 

 

 Координата точки A – это значение главного напряжения 2 

 

  

2
2

2
2 2

x y x y
С xyR

     
        

 
.     (199) 

 

 Запишем формулы (198) и (199) одним выражением 

 

   
2 2

1,2
1

4
2 2

x y
x y xy

  
       .    (200) 

 

 Судя по рисунку (рис. 78), угол наклона главных площадок равен 

 

   
 

2
tg2 =

2

xy xy

x yx y

 
 

  
.     (201) 

 

 Правило построения главных площадок при плоском напряженном состоя-

нии. 

 Большее главное напряжение направлено по оси, полученной поворотом на 

угол α оси площадки с большим нормальным напряжением в ту сторону, куда 

указывает касательное напряжение, приложенной к этой же площадке. Дру-

гое главное напряжение направленно перпендикулярно большему главному 

напряжения. 
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1.7.6 Понятие о траекториях главных напряжений  

 Наглядное представление о потоке внутренних сил в нагруженном теле 

дают траектории главных напряжений.  Например, они имеют практическое 

значение при проектировании железобетонных конструкций. Пример располо-

жения траекторий главных напряжений показан на рисунке (рис. 79). 

 

 
1.7.7  Главные деформации и главные оси деформации 

 Математические зависимости при исследовании напряженного состояния в 

точке справедливы и при исследовании деформированного состояния в точке. 

В любой точке деформируемого тела всегда можно найти три взаимно 

перпендикулярные направления, на которых отрезки при деформации тела не 

искривляются, а имеют лишь линейные деформации, то есть удлиняются или 

укорачиваются. Такие направления называются главными осями деформации. 

Сами деформации по этим направлениям называются главными деформация-

ми. 

При индексации главных деформаций должно выполняться условие 

 

     1 2 3     .       (202) 

 

Главные деформации, как и главные напряжения, являются экстремальны-

ми величинами. 

Для изотропных материалов в любой точке тела главные оси деформации 

совпадают с направлениями главных напряжений.  

 

 

 

Рис. 79 – Траектории главных напряжений и армирование железобетонной балки 
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1.7.8  Закон Гука при плоском и объемном напряженных состояниях 

 Рассмотрим элемент, находящийся в условиях плоского напряженного со-

стояния (рис. 80). Пусть на его площадках действуют только нормальные 

напряжения.  

 
 Используя принцип независимости действия сил, рассмотрим деформации 

элемента поочередно от действия напряжения σx  и от действия напряжений 

σ y .  

 Условимся первым индексом обозначать направление деформации, а вто-

рым индексом направление фактора, вызвавшего эту деформацию. 
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xx yx xx

E E

 
           (203) 
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y y

yy xy yy
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 
           (204) 

 

 ;
yx

x xx xy
E E


          

y x
y yy yx .

E E

 
          (205) 

 

 Окончательно имеем выражение закон Гука для плоского напряженного 

состояния 

 

    

 

 

1
;

1

x x y

y y x

E

.
E

    

    

      (206) 

 

 По аналогии запишем закон Гука для объемного напряженного состояния 

 

1 

1
 

X X 

Y 

Y 

Y 

Y 

X X 

XX/2 XX/2 

YX/2 

YX/2 

XY/2 

XY/2 

 Y
X
/2

 
 Y

X
/2

 

Рис. 80. Представление плоского напряденного состояния на два линейных состояния 
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 

 

 

1
;

1
;

1

x x y z

y y z x

z z x y

E

E

.
E

        
 

         

        
 

     (207) 

 

1.7.9 Пример исследования напряженного состояния в точке 

 Исходные данные приведены на рисунке (рис. 81). 

 
1) Обозначим напряжения, укажем их знаки и дополним недостающие напря-

жения (рис. 82). 

2) Вычислим главные напряжения. 

 

   
 

 

2 2
1,3

2 2

1
4

2 2

120+60 1
120 60 4 90 30 127,3.

2 2

x y
x y xy

  
       


        

   

  

  1 397,3МПа; 157,3МПа.           

 

3) Вычислим угол поворота главных площадок. 

 

   
2 2 90

tg2 = 1
120 60

xy

x y

.
 

  
   

       

     

  
o2 =arctg(1)=45 22 30 .o,          

      

4) Покажем положение главных площадок и главные напряжения (рис. 82). 

 

 

60 МПа 

120 МПа 

90 МПа 

Рис. 81 – Условие задачи 
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 Направление напряжения 1 откладываем от направления большего 

напряжения σ y  в сторону, куда показывает напряжение  на площадке с норма-

лью Y. 

 

1.8 Чистый сдвиг 

 

1.8.1 Понятие о чистом сдвиге 

Чистым сдвигом называется такой вид плоского напряженного состоя-

ния, при котором по двум взаимно перпендикулярным площадкам, расположен-

ным определенным образом, действуют только касательные напряжения. 

 

   σ 0 σ 0x y, .        (208) 

 

 Рассмотрим элемент, испытывающий чистый сдвиг (рис. 83). Учитывая 

условие (208), получим выражения для вычисления напряжений на наклонной 

площадке при чистом сдвиге. 

 

    sin2 ; cos2xy xy .             (209) 

 

 При чистом сдвиге линейные размеры элемента не изменяются. Изменя-

ются только угловые размеры. Типичным примером случая, когда во всех точ-

ках тела материал испытывает чистый сдвиг, является кручение тонкостенной 

трубки. 

 

 

 

x=-120 МПа 

x=-120 МПа 

y=60 МПа 

y=60 МПа 

yx=-90 МПа 

yx=-90 МПа 

xy=-90 МПа 

xy=-90 МПа 
1=97,3 МПа 

3=-157,3 МПа 

Рис. 82. Действие главных напряжений и положение главных площадок 

X 

Y 
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1.8.2 Анализ напряженного состояния при чистом сдвиге 

Определим положение главных площадок при чистом сдвиге. На главных 

площадках, неважно при каком виде сопротивления, появляются экстремаль-

ные нормальные напряжения. Чтобы найти положение этих площадок, то есть 

угол наклона , возьмем производную от функции (209), приравняем ее к нулю 

и решим полученное уравнение. 

 

   

 
o o

1 1

o o
2 2

sin2 2cos2 0.

2 90 ; 45 ;

2 270 ; 135

xy xy
d

d

.

       


   

   

    (210) 

 

 Значения главных напряжений получим, подставив углы 1α  и 3  в выра-

жения (209) и получим. 

 

    
 

 

o
1

o
3

sin 2 45 ;

sin 2 135

xy xy

xy xy .

     

     
     (211) 

 

 Таким образом, при чистом сдвиге главные напряжения (сжимающее и 

растягивающее) равны между собой. Их значения равны касательному напря-

жению чистого сдвига. Главные площадки расположены под углом 45о к пло-

щадкам чистого сдвига.  

 

1.8.3 Закон Гука при чистом сдвиге 

Если для линейных деформаций закон Гука справедлив, то он справедлив 

и для угловых деформаций. Сформулируем этот закон. 

XY

xy 

xy 

YX

yx 

yx 

α 
α 

X 

Y 
T 

T 

Рис. 83 – Элемент, испытывающий чистый сдвиг 
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Экспериментально установлено, что до определенного предела деформа-

ция сдвига происходит упруго, а ее величина прямо пропорциональна касатель-

ным напряжениям. 

 

     = ; G .
G


         (212) 

 

Здесь G – модуль упругости при сдвиге (модуль сдвига) или модуль упру-

гости второго рода. Имеет размерность МПа. 

  для стали       G = 78 ГПа; 

  для алюминия  G = 27 МПа. 

 

1.8.4 Зависимость между модулем упругости при растяжении (сжатии) 

и модулем сдвига 

E,  и G – это физические коэффициенты, которые связывают деформа-

ции и напряжения. Для изотропных материалов основными физическими ко-

эффициентами являются E и . Все другие физические коэффициенты, а их до-

статочно много, являются производными и всегда могут быть выражены через 

основные E и . Установим связь между E,  и G.  

Пусть на площадках элемента действуют только касательные напряже-

ния. То есть элемент испытывает чистый сдвиг (рис. 84). 

 

 

a
 

s 

s 

 

  

 

 

 

1 

1 3 

3 

Рис. 84 – Деформации сдвига и растяжения-сжатия в элементе,  

испытывающий чистый сдвиг 
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Выразим s через деформации сдвига 

 

o 2 2 2 1 1
cos45

2 2 2 2 2
s a s s s .

G


                     (213) 

 

Выразим s через деформации растяжение-сжатие 

 

     1 1 3
1

= ν
s s

s s s.
E E E

 
                  (214) 

 

Сократим на  и на s. В результате получим 

 

      
1 1 1

2
.

G E

 
         (215) 

 

В результате получим зависимость 

 

     
 

=
2 1+

E
G .


       (216) 

 

1.8.5 Расчет болтовых (заклепочных) соединений на срез 

В строительстве при изготовлении строительных конструкций наряду со 

сваркой очень часто используются болтовые и заклепочные соединения. Эти 

соединения используются в особо ответственных конструкциях или при нали-

чии динамических или вибрационных нагрузках. Действительная работа болто-

вых и заклепочных соединений весьма сложна. Поэтому в сопротивлении мате-

риалов и курсе «Металлические конструкции» принимаются упрощения. Пред-

полагается, что черные болты и заклепки могут разрушаться от среза. В 

заклепке  может быть одна, две или (реже) три площадки среза, которые имеют 

форму круга диаметром равным диаметру стержня заклепки (рис. 85). 

 

площадки среза 

N 

N/2 

N/2 

стержень заклепки 

верхняя головка 

нижняя головка 

Рис. 85 – Заклепочное соединение и его элементы 

d d 
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Допущение 1е. В предельном состоянии касательные напряжения по 

площадке среза распространяются равномерно и достигают расчетного со-

противления RS. 

Допущение 2е. Все заклепки (болты) соединения работают одинаково на 

срез. 

Отметим, что это не так. Больше всего “страдают” крайние в ряду закле-

пок. С них начинается разрушение всего заклепочного соединения. 

Учитывая принятые допущения, условие прочности имеет вид 

 

     2
=

4

s

s

N
R

d
n n

 


 

,      (217) 

 

где  N – сила, передающаяся через соединение; 

 d – диаметр заклепки (стержня заклепки); 

 n – количество заклепок в соединении (см пояснения ниже); 

 sn  – количество площадок среза в одной заклепке; 

 sR  – расчетное сопротивление одной заклепки на срез. 

 Для внесения ясности по вопросу заклепочных (болтовых) соединений, 

следует отличать узел и соединение. Будем считать, что соединение – это кон-

структивный элемент, соединяющий только два каких-либо элемента конструк-

ции. Узел это конструктивный элемент, к которому сходятся или от которого 

расходятся два и более элемента конструкции. Узел может состоять из одного 

или нескольких соединений. На рисунке (рис. 86) показан узел нижнего пояса 

фермы, состоящая из пяти соединений. Каждое соединение передает на фасон-

ку силу, появляющуюся в соответствующем элементе. Расчет следует произво-

дить каждого соединения в отдельности. 

 

фасонка (лист) соединение левой панели нижне-

го пояса с фасонкой 
соединение правой панели ниж-

него пояса с фасонкой 

соединение лево-

го раскоса с фа-

сонкой 
соединение лево-

го раскоса с фа-

сонкой 

соединение стойки с фасонкой 

Рис. 86 – Узел фермы нижнего пояса, состоящий из пяти соединений 
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1.8.6 Расчет болтовых (заклепочных) соединений на смятие 

Причиной разрушения болтовых (заклепочных) соединений кроме среза 

может быть смятие их стержней. Рассмотрим стержень заклепки, подвергнутой 

смятию (рис. 87).  

Для расчета заклепочного (болтового) соединения на смятие приняты 

следующие допущения. 

Допущение 1е. При расчете заклепки опасность на смятие оценивается сред-

ним напряжением, отнесенным к площади проекции поверхности контакта на 

диаметральную плоскость. 

Допущение 2е. Все заклепки (болты) соединения работают одинаково на смя-

тие. 

 

 
 С учетом принятых допущений условие прочности заклепочного (болтово-

го) соединения на смятие имеет вид 

 

     ,p pb
N

R
n d t

  
 

     (218) 

 

где N – сила, передающаяся через соединение; 

 d – диаметр заклепки (стержня заклепки); 

 n – количество заклепок в соединении; 

 t – меньшая сумма толщин элементов, сдвигаемых в одном направлении; 

 pbR   – расчетное сопротивление заклепок (болтов) на смятие. 

 

 1.8.7 Пример расчета заклепочного соединения 

 Д а н о: 

4 16 мм; 160 МПа; 210 МПа; 420 МПа; 250 кНs pbn ;   d    R   R   R N .       

2
уголокУголок 75 8; 11 50 см ; уг 75 мм№  А , b .   Размеры листа  9520 мм;   

b = 95 мм;   t = 20 мм. Схема узла приведена на рисунке 88. 

N/2 

N/2 

N 

Рис. 87 – Площадки смятия на стержне заклепки 
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 Проверим на срез  

 Количество площадок среза в одной залепке  2Sn   

 

  

 
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 Проверим на смятие 
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p pb

N
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 Проверим лист на растяжение 

 

 
   
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
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 Проверим уголок на растяжение 

 

   

3
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=
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
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 Условие прочности выполняется. 

 

 

 

16 

8 16 8 

1
0
 

7
5
 

1
0
 

N N 

Рис. 88 – Заклепочное соединение уголков и листа 
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1.8.8 Расчет сварных соединений – угловых фланговых швов 

В строительстве для соединения элементов конструкций чаще всего ис-

пользуется электросварка. Швы сварки разделяют на несколько видов: пото-

лочные, вертикальные, лобовые, фланговые и другого вида швы. Мы рассмот-

рим фланговые угловые швы, разрушение которых происходит по наиболее 

сложной схеме (рис. 89). 

Угловые фланговые швы разрушаются от среза. 

 

 
 

Приняты следующие упрощения. 

Допущение 1е. Разрушение углового флангового шва происходит от сре-

за по площадке в биссекторной плоскости. 

Допущение 2е. В момент среза касательные напряжения распределяют-

ся равномерно по длине шва и достигают расчетного сопротивления. 

Отметим, что в действительности касательные напряжения по длине уг-

лового флангового шва распределены неравномерно. Разрушение начинается с 

его краев. 

Учитывая принятые допущения, условие прочности имеет вид 

     

     = f
t

N
R

l h




 
  

,      (219) 

 

где  N – сила, передающаяся через соединение; 

βt  – катет, зависящий от вида сварки 

      t=0,7; 0,8; 0,9; 1,1; 

l– расчетная длина шва, принимаемая меньшей полной (проектной) длины на 

10 мм (учет непровара в начале и в конце шва); 

h – толщина шва, принимаемая равной толщине соединяемого элемента с 

меньшей толщиной; 

fR – расчетное сопротивление угловых швов срезу по металлу шва (зависит от 

технологии сварки – тонкая и толстая обмазки, автоматическая и ручная сварка 

и пр.). 

 

l 

h
 

Биссекторная  

плоскость 
N N 

Рис. 89 – Угловые фланговые швы 
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1.8.9 Основные понятия о процессе сварки 

Рассмотрим электродуговую сварку. Плавление металла свариваемых эле-

ментов происходит в электрической дуге между электродом и металлом эле-

ментов (рис. 90). Металл соединяемых элементов и электрода сплавляются, об-

разуя сварной шов. В центре шва температура выше температуры плавления 

стали (больше 1550оС).  

По мере удаления от шва температура быстро уменьшается. Поэтому в 

некоторых частях шва металл закаляется и приобретает хрупкие свойства. Это 

ухудшает его прочность при динамических и вибрационных нагрузках. 

Кроме того, за счет высокой температуры интенсивно происходят  хими-

ческие реакции металла с окружающим воздухом. В результате этого металл 

окисляется, что снижает прочность сварки. Чтобы изолировать место сварки от 

атмосферы применяют электроды с обмазкой. Обмазка вблизи дуги испаряется, 

образуя защитное облачко из инертных газов. Применяются электроды с тол-

стой и тонкой обмазкой. Чем толще обмазка, тем качественнее сварка. 

 

 
 

1.8.10 Пример расчета сварного соединения 

 Д а н о. Пусть неравнополочный уголок o63 40 5 20 8 мм№ , z ,    (рис. 91) 

соединен с листом по своей широкой полке электросваркой (угловым фланго-

вым швом); 90 МПаfR  (электрод с тонкой обмазкой). К соединению прило-

жена сила N=35 кН. Принять коэффициент  0 7t , .   

 Рассчитать длину швов. 

 Р е ш е н и е. Из условия прочности для углового флангового сварного шва 

на срез 

       =
0,7

f
N

R
h l




 
 

  

    

определим расчетную длину шва 

электрод 

обмазка 

электродуга 

закаленный слой 

свариваемый эле-

мент 

свариваемый элемент 

t 

s 

Рис. 90 – Схема процесса сварки двух стальных элементов 
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3

3 6

35 10
0,11м=110мм.

0 7 0,7 5 10 90 10f

N
l

, h R
 




  

     
   

 

 
 

 Распределим шов на обушок и на перо 

 

   
   0

об

110 63 20,8
73,7мм 80мм

63

l B z
l .

B

   
       

   0
пер

110 20,8
37,0мм 40мм

63

l z
l .

B

 
        

  

 Принимаем проектные длины швов 

 

   об пер80+10 90мм; 40+10 50мм.l l     

 

1.8.11 Преимущества и недостатки заклепочных (болтовых) и сварных 

соединений 

З а к л е п о ч н ы е  ( б о л т о в ы е )   с о е д и н е н и я. 

П р е и м у щ е с т в а: 

– хорошо работают на динамические и циклические нагрузки; 

– легко контролируется качество соединения (визуально). 

 Н е д о с т а т к и: 

– утяжеляют конструкцию за счет ослабления сечения элементов отверстиями 

под заклепки; 

– трудоемкие в изготовлении; 

– трудно автоматизируются. 

 С в а р н ы е   с о е д и н е н и я. 

lпер 

lоб 

I 

I 

z 0
 

B
 

C 
перо 

обушок 

N 

Рис. 91 – Соединение угловыми фланговыми швами уголка и листа 

обушок 

перо 
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 П р е и м у щ е с т в а: 

– не утяжеляют конструкцию; 

– нетрудоемкие в изготовлении и легко автоматизируются. 

 Н е д о с т а т к и: 

– плохо работают на циклические и динамические нагрузки; 

– трудно контролируется качество. 

 

1.9 Кручение 

 

1.9.1 Основные понятия. Вычисление крутящих моментов 

 На кручение работают многие детали машин и механизмов, некоторые 

элементы строительных конструкций. Для вычисления крутящих моментов ис-

пользуется метод сечений. 

 П р а в и л о   з н а к о в. 

 Внешний момент вызывает положительный крутящий момент, если со 

стороны внешней нормали сечения он виден направленным по ходу часовой 

стрелки. 

  

1.9.2 Особенности деформирования стержня круглого сечения  

при кручении 
Как показывают опыты ось стержня круглого (кольцевого) сечения при 

кручении остается прямолинейной, контуры сечения круглыми, а само сечение 

плоским. При кручении происходит поворот одного сечения относительно дру-

гого на некоторый угол, который называется углом закручивания. 

В теории кручения сечений круглого (кольцевого) сечения принимают 

следующие гипотезы: 

1) поперечные сечения плоские до деформации остаются плоскими и по-

сле деформации; 

2) радиус в поперечном сечении в процессе закручивания стержня не ис-

кривляется. 

На основании принятых гипотез кручение стержня круглого (кольцевого) 

сечения можно представить как результат сдвигов, вызванных поворотом одно-

го поперечного сечения относительно другого поперечного сечения. Поэтому в 

поперечных сечениях возникают только касательные напряжения, а нормаль-

ные напряжения равны нулю. 

 

1.9.3 Определение касательных напряжений при кручении сечений круг-

лого (кольцевого) сечений 
 Рассмотрим элементарный участок стержня круглого сечения, подвергну-

того кручению (рис. 92). 

 Рассмотрим продольное волокно, взятое на расстоянии  от оси стержня. 

Угол наклона (угол сдвига) волокна равен 
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     1BB d d
.

AB dz dz


  
           (220) 

 

 Воспользуемся законом Гука при сдвиге 

 

     
d

G G .
dz

 


             (221) 

 

 

 
 

 Следовательно, касательное напряжение в стержне круглого поперечного 

сечения при его кручении прямо пропорционально расстоянию от оси стержня 

до точки, где вычисляется напряжение. При этом, очевидно, что наибольшие 

напряжения появляются в точках поверхности стержня (рис. 93). 

 Отсюда имеем 

 

d
.

dz G





       (222) 

 

 Установим связь между касательным напряжением и крутящим моментом. 

 

=dT dA.             (223) 

 

2= p

A A A

d d d
T dA G dA G dA G I .

dz dz dz


  
              (224) 

 

В итоге имеем 

 
p

d T
.

dz GI


        (225) 

 

dz 

T 

 

d 

A B 

 

B1 

Рис. 92 – Элементарный участок стержня, подвергнутого кручению 
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 В уравнениях (222) и (225) левые части раны, поэтому будут равны и пра-

вые части 

      
p

T
.

G G I




 
       (226) 

 

 Отсюда имеем формулу для вычисления касательного напряжения при 

кручении в произвольной точке поперечного сечения 

 

      
p

T
,

I
          (227) 

 

где  T – крутящий момент в рассматриваемом сечении; 

Ip – полярный момент инерции круглого или кольцевого сечения. 

 Для круглого сечения полярный момент инерции вычисляется по формуле 

 
4

32
p

d
I


 ;       (228) 

 

 – расстояние от точки, где вычисляется касательное напряжение, до оси 

стержня. 

 

1.9.4 Деформации при кручении стержней круглого (кольцевого) сечения 

 Для определения углов закручивания стержней круглого поперечного се-

чения используем дифференциальное уравнение (225). 

 

T 

dA 

 

max 

 

0 

Рис. 93 – Распределение касательных напряжений в поперечном сечении стержня, 

подвергнутого кручению 
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p

T d
.

GI dz


        (229) 

 

 Полагаем, что крутящий момент и диаметр стержня на этом участке посто-

янные. Отсюда имеем 

      =
p

T
d dz.

GI
        (230) 

 

 Проинтегрируем левую и правую части уравнения (230) 

  

      

0

=
l

p p

T T l
dz .

GI G I


  

      (231) 

 

 В результате получена формула для угла закручивания участка стержня 

круглого или кольцевого поперечного сечения постоянной жесткости и с по-

стоянным крутящим моментом 

  

      =
p

T l

G I





,       (232) 

 

где  T – крутящий момент на участке стержня; 

l – длина участка стержня; 

G – модуль сдвига; 

pI – полярный момент инерции поперечного сечения; 

pGI – жесткость стержня при кручении. 

 Полученная формула называется законом Гука при кручении. 

 Иногда в расчетах требуется найти относительный угол закручивания, то 

есть угол закручивания, приходящийся на один метр длины стержня. Относи-

тельный угол закручивания равен 

 

     
1

=
P P

T l T
.

l G I l G I

 
   

 
     (233) 

 

 Окончательно имеем формулу для относительного угла закручивания 

стержня круглого или кольцевого сечений 

 

      =
P

T

G I



.       (234) 
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1.9.5 Анализ напряженного состояния и вид разрушения стержней при 

их кручении в зависимости от материала  

 Рассмотрим участок стерженя круглого поперечного сечения, подвергну-

того кручению. 

 

 
 

 Было установлено, что в круглом либо кольцевом поперечных сечениях 

стержня при кручении появляются только касательные напряжения. Учитывая 

закон парности касательных напряжений, и на продольных площадках появятся 

касательные напряжения (рис. 94). Следовательно, выделенный элемент испы-

тывает чистый сдвиг. Поэтому главные площадки наклонены к площадкам  по-

перечного сечения под углом 45о. При этом, главные напряжения равны каса-

тельным напряжениям.  

 

     1 3; .            (235) 

 

 Отсюда следует, что траектории главных напряжений при кручении 

стержней круглого либо кольцевого поперечных сечений представляет собой 

винтовую линию, наклоненную к оси стержня под углом 45о.  

 Хрупкие материалы разрушаются от большего (растягивающего) главного 

напряжения (рис. 95). 

 

 
 Упруго-пластические материалы хорошо сопротивляются растяжению и 

сжатию, но хуже сдвигу. Поэтому при кручении разрушаются от касательных 

напряжений (рис. 96). 

T 

T 

Рис. 95 – Разрушение хрупких материалов при кручении 

T 

 

 

 

 
1 

1 

3 

3 

Рис. 94 – Напряженное состояние при кручении стержня круглого сечения 
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 Деревянный стержень плохо сопротивляется скалыванию вдоль волокон. 

Поэтому он разрушается от касательных напряжений на продольных площад-

ках (рис. 97). 

 
 

1.9.6 Расчет на прочность и жесткость стержня круглого или  кольцевого 

сечений при кручении  

 Максимальные касательные напряжения в поперечном сечении стержня 

при кручении появляются в точках его поверхности. Получим формулу для вы-

числения этих максимальных касательных напряжений в стержнях круглого се-

чения. 

   max max 2

2

pp p p

T T T T
D .

II I W

D

           (236) 

 

 Из выражения (236) получим условие прочности при кручении стержня 

круглого сечения 

 

     max s
p

T
R ,

W
         (237) 

 

где  T – максимальный крутящий момент; 

 sR – расчетное сопротивление материала на срез; 

 pW – геометрическая характеристика поперечного сечения, называемая по-

лярным моментом сопротивления 

T 

T 

Рис. 96 – Разрушение упруго-пластических материалов при круче-

нии 

 

T 

T 

Рис. 97 – Разрушение деревянного стержня при кручении 
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2

P
P

I
W

D
 .       (238) 

 

 Полярный момент сопротивления всегда величина положительная с раз-

мерностью см3, мм3 и пр. 

 Условие жесткости имеет вид 

 

     adm= ,
p

T l
l

G I


   


      (239) 

 

где  T – крутящий момент на участке стержня; 

 l – длина участка стержня; 

 G – модуль сдвига; 

 pI – полярный момент инерции поперечного сечения; 

 adm – относительный допускаемый угол закручивания. 

 

1.9.7 Пример расчета стержня круглого сечения на кручение 

 И с х о д н ы е   д а н н ы е. Стержень кольцевого сечения (рис. 98) под-

вергнут кручению двумя моментами  T1=18 кНм, T2=12 кНм.  Наружный и 

внутренный диаметры кольцевого сечения соответственно равны DН = 120 мм, 

и DВ = 100 мм.   Модуль сдвига и расчетное сопротивление материала стержня, 

соответственно,  равны G = 78 ГПа и  130 МПаsR  . Полярный момент инерции 

сечения стержня равен 

 

    
   4 4 4 4

н в 4
d 3,14 12 10

1054см .
32 32

p

d
I

   
    

 

 Р е ш е н и е. 

 Выделим на стержне сечения – 1, 2 и 3, которые разделили его на два 

участка 1-2 и 2-3. Используя метод сечения и правило знаков определим кру-

тящие моменты в отмеченных сечениях. Построим  эпюру крутящих моментов 

(98).  

 По закону Гука определим углы закручивания участков стержня.  

 Угол закручивания участка 1-2 

 

   
3

-312 12
12 9 -8

6 10 0,60
4,38 10 15

78 10 1054 10p

T l
рад .

GI

 
     

  
 

 

 Угол закручивания участка 2-3 
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3

-323 23
23 9 -8

12 10 0,20
2,92 10 10

78 10 1054 10p

T l
рад .

GI

  
      

  
 

   

 Найдем углы поворота сечений стержня и построим эпюру  . 

 

    

1

2 12

3 12 23

0 ( );

15 ;

15 10 =5 .

по условию закрепления 

   

        

  

  

 
  

 Полярный момент сопротивления кольцевого сечения 

 

    3

н

1054
176см

2 12 2

p
p

I
W .

D
          

 

 Проверим по прочности 

 

1 2 3 

Z 

60 см 20 см 

T1=18 кНм T2=12 кНм 

X 

Y 

Dв 

Dн T,кНм 

, () 

Dн=120 мм; 

Dв=100 мм; 

Rs=130 МПа; 

G=78 ГПа. 

6 6 

12 12 

15 

5 

Рис. 98 – Эпюры крутящих моментов и углов закручивания 
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3

S-6

12 10
= 68МПа< 130МПа.

176 10P

T
R

W


   


  

  

 Условие прочности выполняется. 

 

1.10 Теории прочности 

 

1.10.1 Основные понятия 

Многие элементы строительных конструкций испытывают сложное 

напряженное состояние. Проведение испытаний материалов при сложном 

напряженном состоянии затруднительно или невозможно. Поэтому требуется 

создать такую методику расчета, которая позволила бы оценить степень опас-

ности любого напряженного состояния, основываясь на результатах испытания 

при простом растяжении, сжатии, кручении и сдвиге. Такими методиками яв-

ляются теории прочности. Для суждения о наступлении предельного состояния 

необходимо знать причину разрушения материала. Этот вопрос является слож-

ным и до конца еще не решенным.  

В каждой теории прочности выдвигается своя причина (критерий) раз-

рушения. Поэтому и существуют десятки теорий прочности, а в идеале должна 

быть только одна.  

 

1.10.2 Теория прочности Галилея-Лейбница, Клебша-Ренкина.  

Первая теория прочности 

Критерий прочности этой теории можно сформулировать следующим об-

разом. 

Предельное состояние при сложном напряженном состоянии наступает 

тогда, когда наибольшее нормальное напряжение достигает величины пре-

дельного напряжения при одноосном растяжении. 

 

     max 1 o     ,      (240) 

 

где 1 – величина наибольшего из главных напряжений для исследуемого 

напряженного состояния; 

0 – предельное напряжение, полученное по результатам испытания на одноос-

ное растяжение. 

Недостаток этой теории в том, что не учитываются два других главных 

напряжения. Эта теория имеет скорее историческое значение и практически не 

используется. 

 

1.10.3 Теория прочности Мариотта–Грасгофа, Сен-Венана.  

Вторая теория прочности 

Критерий прочности второй теории прочности можно сформулировать 

следующим образом: 
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Причиной наступления предельного состояния является достижение 

наибольшей главной линейной деформации при сложном напряженном состоя-

нии предельной относительной линейной деформации, полученной при испыта-

нии в условиях одноосного растяжения. 

 

     max 1 o     ,        (241) 

 

где 1 – большая главная деформация при исследуемом напряженном состоя-

нии; 

 0 – предельное значение относительной линейной деформации, получен-

ное из опыта на одноосное растяжение. 

Для объемного напряженного состояния  

 

    1 1 2 3
1

.
E
               (242) 

 

 Для линейного напряженного состояния 

 

      o
o .

E


           (243) 

 

 Поставим условие 

 

      o
1 2 3

1
.

E E


             (244) 

 

 Условие наступления предельного состояния имеет вид 

 

      1 2 3 oeq          ,     (245) 

 

где  1, 2, 3 – главные напряжения при сложном напряженном состоянии в 

конструкции; 

 0 – опасное напряжение, полученное при испытании на одноосное растя-

жение; 

  – коэффициент Пуассона; 

 eq  – эквивалентное напряжение. 

 

1.10.4 Теория прочности Кулона. Третья теория прочности 

В третьей теории прочности в качестве критерия прочности принято 

наибольшее касательное напряжение. 
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Причиной наступления предельного состояния является достижение 

наибольшего касательного напряжения величины предельного касательного 

напряжения, полученного из опыта при одноосном растяжении. 

 

     max o   ,       (246) 

 

где  maxt – расчетная величина максимального касательного напряжения для 

исследуемого напряженного состояния; 

 0 – предельное значение касательного напряжения, определенное испыта-

нием материала на растяжение. 

Из теории упругости известно, что для объемного напряженного состояния 

максимальное касательное напряжение равно 

 

    1 3
max

2

 
  ,      (247) 

 

для одноосного растяжения 

 

      o
o

2


  .        (248) 

 

 Тогда условие наступления предельного состояния имеет вид 

 

     1 3 oeq       .     (249) 

 

 Для плоского напряженного состояния z=0 
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  (250) 

 

 Условие наступления предельного состояния имеет вид 

 

     
2 2

o4eq x y xy         .   (251) 

 

 При поперечном изгибе балки Y=0 
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2 2

o4eq x xy       .     (252) 

 

 Недостатком третьей теории прочности является то, что не учитывается 

влияние второго главного напряжения 2. Эта теории применяется для оценки 

степени опасности упругопластических материалов, примерно одинаково со-

противляющихся растяжению и сжатию. 

 

1.10.5 Теория прочности Губера-Мизеса-Генки.  

Четвертая теория прочности 

 Согласно четвертой теории прочности в качестве критерия прочности при-

нята удельная потенциальная энергия изменения формы. 

 Причиной наступления предельного напряженного состояния является до-

стижение удельной потенциальной энергии изменения формы предельной вели-

чины удельной потенциальной энергии изменения формы при осевом растяже-

нии. 

 Удельная энергия – это энергия, отнесенная к объему тела. Полную потен-

циальную энергию представляют в виде суммы энергии, затраченной на изме-

нение объема тела, и энергии, затраченной на изменение формы.  

 

      o= Fu u u .      (253) 

 

 Установлено, что решающее значение при разрушении материала имеет 

удельная энергия изменения формы. 

 Удельная энергия изменения формы для объемного напряженного состоя-

ния согласно решению теории упругости равна 

 

       
2 22

1 2 2 3 3 1
1 ν

6
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E

             
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   (254) 

 

 Удельная энергия изменения формы при линейном напряженном состоя-

нии равна 

      2
1

1 ν
2

6
Fu

E


         (255) 

 

 Для случая достижения предельного состояния при одноосном растяжении 

1=0 и при объемном напряженном состоянии можно записать равенство (256) 
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.  (256) 

 

 Тогда условие наступления предельного состояния имеет вид 
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      
2 22

1 2 2 3 3 1 o
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 Для плоского напряженного состояния 2=0 

 

    
2 2 2

3 1 1 3 o
1

2
eq R            
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 При поперечном изгибе балки (без вывода) 

 

  
2 2

o3eq z yz R        .     (259) 

 

 Энергетическая теория хорошо подтверждается экспериментами для упру-

гопластических материалов и нашла широкое применение для расчета металли-

ческих конструкций. 

 

1.10.6 Теория прочности Кулона-Мора 

В теории Мора в отличие от выше изложенных теорий, не закладывается 

отдельный критерий, а на основе эксперимента устанавливается определенная 

зависимость прочностных свойств материала от вида напряженного состояния. 

Для объяснения этой зависимости используются круги напряжения – круги 

Мора.  

Опыты показывают, что ошибка из-за не учета 2 не превышает 10-15%. 

Поэтому влиянием 2 пренебрегают. На основе опытов строятся круги напря-

жений и предельная огибающая (рис. 99). 

Критерий прочности формулируется следующим образом. 

 Причиной разрушения материала по теории Мора является достижение 

такого состояния, когда круг напряжений, соответствующий напряженному 

состоянию, выходит за пределы огибающей. 

В практике расчетов огибающую заменяют прямой. Тогда условие наступ-

ления предельного состояния принимает вид 

 

     1 3 oeq K       ,      (260) 

 

где  K – коэффициент, равный отношению  

 

      
op

oc

=K



,       (261) 

 op ocσ σ, – соответственно, предельное напряжение при растяжении и при 

сжатии. 
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 Теория Мора дает наиболее достоверные результаты для напряженных со-

стояний, круги которых занимают промежуточное положение между предель-

ным кругом сжатия и предельным кругом растяжения. 

 

 

1.11 Статически неопределимые системы. 

Метод сравнения деформаций 

 

1.11.1 Основные понятия о степенях свободы и статической  

неопределимости 

В начале рассмотрим вопрос о возможностях перемещения механических 

систем – степенях свободы. Это изучалось в курсе теоретической механики. 

Однако, считаем необходимым повторить это и в курсе сопротивления матери-

алов. 

Пусть абсолютно жесткое тело находится в пространства (рис. 100 а). Вы-

берем произвольную систему координатных осей – X, Y, Z. В этом пространстве 

тело имеет возможность совершить шесть независимых движений – смещения 

по направлению каждой оси U, V, W и повороты около этих осей , , . Таким 

образом, тело имеет шесть степеней свободы.  

Теперь, поместим тело уже на плоскости, образованной координатными 

осями X и Y (рис. 100 б). Количество независимых движений этого тела равно 

трем – смещения по направлениям осей X и Y – U и V, а также поворот около 

начала координат . Количество степеней свободы равно трем.  

огибающая 

растяжение 

 

 

0 

Рис. 99 – Предельные круги напряжений и предельная огибающая 

сжатие 

кручение 
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 Поместим на плоскость два абсолютно жестких не связанных друг с дру-

гом тела (рис. 100 в). Количество степеней свободы этой системы равно шести 

– три степени свободы одного тела 1 1 1αU ,V , и три степени свободы другого тела 

2 2 2αU ,V , . 

Однако, элементы конструкций чаще всего как-то связаны друг с другом и 

опорой. Каждая связь уменьшает количество степеней свободы на единицу. Со-

единим два тела шарниром (рис. 100 г). Полученная система в целом может 

совершить движения по направлению оси X и оси Y – U1 и V1, а также повора-

чиваться около начала координат 2.  

Кроме того, одно тело может поворачиваться относительно другого 1 за 

счет  связывающего их шарнира. Таким образом, шарнир уменьшил количество 

степеней свободы на два. Значит, установленный шарнир ограничивает воз-

можность движений системы (рис. 100 г) на два, то есть шарнир, соединяющий 

оба тела, имеет две связи. 

На рисунке (рис. 100 д) показана балка, разрезанная на пять частей че-

тырьмя шарнирами C1, С2, С3 и C4 и опирающаяся на шарнирно неподвижную 

опору с двумя связями S1, S2 и шарнирно подвижные опоры, каждая из которых 

имеет по одной связи S3 ,S4, S5 и S6. Части балки в плоскости, образованной 
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2 1 
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S3 S4 S5 S6 S2 

C1 C2 C4 C3 
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Рис. 100 – Примеры определения количества степеней свободы 
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двумя осями X и Y в сумме имеют 15 степеней свободы. Шарнирно неподвиж-

ная опора слева и четыре шарнирно подвижные опоры ограничивают возмож-

ность шести смещениям системы, а четыре шарнира, каждый из которых имеет 

по две связи, ограничивают возможность движений по восьми направлениям. 

Таким образом, система имеет только одну степень свободы 15-6-8=1. 

Сделанные выше рассуждения, очень важны при исследовании статиче-

ски неопределимых механических систем. Дадим определение статически 

неопределимым системам. 

Статически неопределимыми системами называются такие системы, 

у которых количество неизвестных реакций или внутренних сил превышает 

число уравнений равновесия. В этом случае реакции и внутренние силы метода-

ми статики найдены быть не могут. Любая статически неопределимая система 

характеризуется степенью статической неопределимости, которая равна 

разности числа неизвестных и числа линейно независимых уравнений равнове-

сия. Статическая неопределимость может быть внутренней и внешней (рис. 

101).  

Таким образом, для определения неизвестных в статически неопредели-

мых системах следует иметь такое количество уравнений, которое было бы 

равно числу неизвестных. Если количества уравнений равновесия не хватает, то 

необходимо дополнительно составить уравнения, но уже не по условию стати-

ческого равновесия, а из каких-то других соображений, например, по условию 

совместности деформаций элементов рассматриваемой конструкции. Такие 

уравнения будем называть дополнительными. Число дополнительных уравне-

ний должно быть равным степени статической неопределимости механической 

системы. 

 
 На рисунке (рис. 101 а) показана балка, опирающаяся на три опоры. Левая 

опора является шарнирно неподвижной и имеет две связи. Поэтому в ней появ-

ляются две реакции XA и YA. Опоры B и C шарнирно подвижные, имеют по од-

ной связи. В каждой из них появляется по одной реакции YB и YC. То есть балка 

XA 

YA YB YC 

YA YB 

XA 

YA 

XA 

A B C 

F q 

N1,Q1,M1  

N2,Q2,M2  

Рис. 101 – Примеры механических систем с внешней (а) и с внутренней (б)  

статической неопределимостью 

а) б) 
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имеет четыре связи. Но балку следует рассматривать как тело расположенное в 

плоскости. Поэтому она имеет три степени свободы – перемещения по верти-

кальному и горизонтальному направлениям и поворот около неподвижной точ-

ки. Значит, степень статической неопределимости балки равна n=4–3=1 и тре-

буется составить одно дополнительное уравнение. 

 Дополнительное уравнение присоединяется к трем уравнениям равнове-

сия. В результате получается система, содержащая четыре уравнения, то есть 

столько, сколько неизвестных. Решением этой системы уравнений, определя-

ются все неизвестные – внешние (реакции) и внутренние (внутренние силы). 

Рассмотренная балка имеет внешнюю статическую неопределимость. 

 На рисунке (рис. 101 б) показана рама, расположенная в плоскости XY и 

опирающуюся на шарнирно неподвижную опору A с двумя связями и шарнирно 

подвижную опору B, с одной связью. Если рассматривать раму как одно тело, 

имеющую три степени свободы в плоскости XY, то ее следует рассматривать 

как статически определимую. В сумме опоры A и B имеют три связи, соединя-

ющие раму с опорой. Поэтому количество уравнений равновесия равно количе-

ству неизвестны сил (реакций) в этих связях. А это значит, что неизвестные ре-

акции могут быть найдены только из уравнений равновесия. Значит рама 

внешне статически определимая. 

Если нам понадобиться найти не только реакции, но и внутренние силы в 

сечениях рамы, то уравнений статического равновесия не хватит. Вертикаль-

ным сечением разделим раму на две части – левую и правую, отбросим правую 

часть и рассмотрим левую (рис. 101 б). Отброшенная правая часть действует на 

левую часть внутренними силами 1 1 1 2 2 2иN , Q , M N , Q ,M .То есть всего неиз-

вестных шесть, а уравнений равновесия можно составить только три. Очевидно, 

что уравнений недостаточно и требуется составить еще три дополнительных 

уравнения уже не по условию равновесия, а из условия совместности деформа-

ций. Следовательно, рама внутренне трижды статически неопределимая. 

 Статически неопределимые системы являются более экономичными и ча-

сто применяются в строительстве. Однако, расчет таких конструкций более 

трудоемкий и сложный чем статически определимых конструкций. 

 

1.11.2 Порядок расчета статически неопределимого  

ступенчатого стержня.  

 Рассмотрим ступенчатый стержень, закрепленный по концам двумя опо-

рами (рис. 102). Стержень загружен одной сосредоточенной силой, направлен-

ной вдоль его продольной оси Z. Пусть при изготовлении ступенчатого стержня 

его длина оказалась меньше расстояния между опорами. В результате этого по-

явился зазор . 
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 Если в процессе деформации нижний конец стержня достигает опоры B, то 

система становится статически неопределимой (один раз). 

 Число уравнений равновесия равно – 1,  

 число неизвестных реакций – 2. 

 Запишем уравнение равновесия 

 

     0A BZ Z F Z    .      (262) 

 

 Запишем уравнение совместности деформаций 

 

     F Zbl l     .       (263) 

 

 

 Учитывая закон Гука, получим  

 

     1 1 2

1 1 2

BF l Z l l

E A E A A

 
    

  
.     (264) 

 

 Объединим оба уравнения (262) и (264) в систему и решим ее относитель-

но неизвестных ZA и ZB. В результате получим значения неизвестных реакций 

ZA и ZB.  Этот этап расчета называется раскрытием статической неопредели-

мости системы. Дальнейший расчет выполняется так же, как и для статически 

определимого ступенчатого стержня. В результате определяются – N, , l, , 

w.  
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Рис. 102 – Схема статически неопределимого ступенчатого стержня с зазором 
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 Если зазора нет, то принимается =0 . Если стержень оказался длиннее 

расстояния между опорами, то принимается <0 . 

 

1.11.3 Пример расчета статически неопределимого ступенчатого стержня 

Д а н о. Стержень переменного сечения, загруженный осевыми сосредото-

ченными силами (рис. 103). Расстояние между опорами больше чем общая дли-

на стержня на 1 мм. Числовые данные приведены на рисунке 103. Стержень из-

готовлен из стали. Модуль упругости материала стержня равен 200ГПаE  . 

Определим степень статической неопределимости системы: 

– если предположить, что деформация стержня будет больше расстояния между 

опорами A и B, а это означает, что нижний конец стержня достигнет нижней 

опоры и появится реакция BZ , то количество неизвестны равно 2-м (реакции 

опор иA BZ Z ); 

– количество уравнений статического равновесия равно 1-му (Z=0); 

– степень статической неопределимости n=2-1=1. 

 То есть система один раз (однажды) статически неопределимая. 

 Обозначим особенные сечения стержня цифрами, начиная со стороны за-

щемления A. 

 

 
  Составим уравнение статического равновесия 

 

      1 2 0A BZ Z F F Z     . 

 Составим уравнение совместности деформаций 

а) б) в) 

Рис. 103 – Схема стержня (а), деформация стержня от нагрузки (б), деформация 

стержня от реакции нижней опоры (в) 

a
=

5
 м

 
a
=

5
 м

 
b
=

3
 м

 b
=

3
 м

 


=
1
м

м
 


l F

 


l Z

B
 

ZB 

ZA ZA ZA 

ZB 

F1=480 кН 

F2=120 кН 

F1=480 кН 

F2=120 кН 

A2=9 см2 

A1=15 см2 A1=15 см2 

A2=9 см2 

A1=15 см2 

A2=9 см2 

A A A 

B B B 

C 

C C 

1 

2 

3 

4 

5 

Z Z 
Z 



 141 

 

      F ZBl l     . 

 

 Используя закон Гука, вычислим деформацию стержня от нагрузки, отбро-

сив нижнюю опору и считая неподвижной верхнюю опору. 

 

  

   3 3

1 2 2 2
9 4

1 1 2

3 3

9 4 9 4

480 10 120 10 5

200 10 15 10

120 10 5 120 10 3
2мм >1мм.

200 10 15 10 200 10 9 10

F

F F a F a F b
l

E A E A E A 

 

        
     

     

     
  

     

 

 

Следовательно, в результате деформации стержня от нагрузки зазор за-

крывается и на нижней опоре появляется дополнительная реакция. 

Используя закон Гука, выразим деформацию стержня от неизвестной ре-

акции ZB. Выразим потому, что еще не знаем величину самой реакции ZB. 

 

8

9 4 9 4
1 2

2 2 2 5 2 3
6 67 10

200 10 15 10 200 10 9 10

B B B B
ZB B

Z a Z b Z Z
l , Z .

E A E A



 

         
        

       
 

 

 Подставим полученные выражения в уравнение совместности деформаций 

и получим дополнительное уравнение 

 

   3 8 32 10 6 67 10 1 10F ZB Bl l , Z              . 

 

 Объединим уравнение статического равновесия и дополнительное уравне-

ние в систему 

   

3 3

-3 8 3

480 10 120 10 0;

2 10 6 67 10 1 10

A B

B

Z Z Z

, Z . 

       


    


 

 

 Решим полученную систему уравнений. Учитывая, что система содержит 

одно неполное уравнение, из второго уравнения найдем значение реакции BZ  

 

    
3 3

8

2 10 1 10
15кН

6 67 10
BZ

,

 



  
 


.       

 

 Из первого уравнения определим реакцию AZ  

 

    1 2 480 120 15 345кНAZ F F      .      
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 Используя метод сечений, вычислим значения продольных сил на участках 

стержня (рис. 104). 

 На участке 1-2 

 

 12 12 345 0AZ N Z N       ;           12 345кНN  . 

 

 На участке 2-3 

 

  1 23 23345 480 0AZ Z F N N       ;          23 135кНN   . 

 

 
 

 На участке 3-4 

 

  34 2 34 120 15 0;BZ N F Z N                34 135кН.N    

 

 На участке 4-5 

 

  45 45 15 0;BZ N Z N                45 15кН.N    

 

 Построим эпюру продольных сил (рис. 105). 

 Вычислим значения напряжений в поперечных сечениях стержня 

 

     
3
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
 

Рис. 104 – Рассмотренные части стержня при использовании метода сечений:  

а) на участке 1-2; б) на участке 2-3 2; в) на участке 3-4; г) на участке 4-5 
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3

45
45 4

2

15 10
16 7МПа.

9 10

N
,

A 

 
    


 

 

 Построим эпюру нормальных напряжений (рис. 105). 

 Пусть материал стержня деформируется по закону Гука. Вычислим отно-

сительные линейные деформации на участках стержня 

 

    
6

312
12 9

230 10
115 10 ;

200 10
,

E

 
    


 

    
6

323
23 9

90 10
0 45 10 ;

200 10
,

E

  
     


 

    
6

334
34 9

150 10
0 75 10 ;

200 10
,

E

  
     


 

    
6

345
45 9

16 7 10
0 084 10

200 10

,
, .

E

  
     


 

 

Вычислим абсолютные линейные деформации участков стержня 

 

  
3

12 12 12 12 115 10 5000 5 75мм;l l a , ,            

  
3

23 23 23 23 0 45 10 5000 2 25мм;l l a , ,              

  3
34 34 34 34 0 75 10 3000 2 25мм;l l b , ,              

  
3

45 45 45 45 0 084 10 3000 0 25мм.l l b , ,              

 

Вычислим перемещения отмеченных сечений стержня и построим эпюру 

перемещения (рис. 105) 

 

  1 0W , (по условию закрепления верхнего конца стержня) 

  2 12 5 75мм;W l ,    

  3 12 23 5 75 2 25 3 50мм;W l l , , ,        

  4 12 23 34 5 75 2 25 2 25 1 25мм;W l l l , , , ,           

  5 12 23 34 45 5 75 2 25 2 25 0 25 1 0мм;W l l l l , , , , ,              

 

 Построим эпюру перемещений сечений стержня (рис. 105). 
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1.11.4 Температурные напряжения в статически неопределимом 

ступенчатом стержне 

В статически определимых системах изменение температуры вызывает 

лишь деформации их элементов, так как этому ничто не препятствует. В стати-

чески неопределимых системах изменению размеров элементов за счет измене-

ния их температуры препятствуют дополнительные связи. Поэтому изменение 

температуры статически неопределимой конструкции приводит к появлению 

температурных напряжений. Температурные напряжения являются опасными и 

часто приводят к повреждениям или разрушению конструкции.  

 

 
 

а) 

Рис. 105 – Эпюры продольных сил (а), нормальных напряжений (б), перемещений (в) 
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Рис. 106 – Схема стержня, подвергнутого температурному воздействию 
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Рассмотрим стержень кольцевого сечения, подвергнутый температурному 

воздействию (рис. 106). Пусть температура стержня повысилась на t . Боль-

шинство материалов при повышении температуры увеличивают свои размеры. 

Способность материала деформироваться при изменении температуры характе-

ризуется коэффициентом температурного расширения , который может быть 

найден только испытанием и имеет размерность 1град . Значения коэффициен-

та температурного расширения можно найти в справочниках. 

Количество уравнений равновесия – 1. 

Количество неизвестных реакций – 2. 

Степень статической неопределимости  =2 1=1n  . 

Следовательно, система один раз (однажды) статически неопределимая. 

Рассмотрим деформации от каждого фактора в отдельности (рис. 106). 

При повышении температуры стержень удлинится на tl . От действия реакции 

BZ стержень укорачивается на ZBl .  

Уравнение равновесия 

 

    0A BZ Z Z   .      (265) 

 

Уравнение совместности деформаций 

 

    0t ZBl l    .       (266) 

 

По закону Гука и от температуры стержень получит деформации 

 

   ,B
ZB t

Z l
l l l t.

E A

 
       

     

(267) 

 

Для стали коэффициент температурного расширения равен α=12,5  

град-1. 

 Дополнительное уравнение при отсутствии зазора имеет вид 

 

     
Z

0Bl
l t

EA
      .      (268) 

   

 Оба уравнения (265) и (268) объединяются в систему. В результате реше-

ния системы уравнений получаем значения реакций иA BZ Z . Это значит, что 

статическая неопределимость раскрыта. Дальнейший расчет выполняется как 

для статически определимого стержня. 

 Если стержень постоянного поперечного сечения, тогда реакция опоры 

равна 

    B
l t

Z EA t E A
l

   
      .    (269) 
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 Продольная сила во всех поперечных сечениях стержня равна 

= BN Z . Разделим продольную силу на площадь поперечного сечения стержня 

и получим температурные напряжения. 

 

    σ B
t

Z t E A
t E

A A

    
      .    (270) 

 

 Запишем эту важную формулу отдельно 

 

     σt t E     .      (271) 

 

 Оказывается, что температурные напряжения не зависят от площади попе-

речного сечения стержня и его длины. Это следует учитывать при расчете кон-

струкций, подвергнутых температурным воздействиям – увеличение площади 

поперечных сечений элемента не приводит к уменьшению температурных 

напряжений. То есть усиление конструкций, испытывающих температурное 

воздействие, нельзя добиться увеличением площадей поперечных сечений их 

элементов. 

 Для снижения температурных напряжений используются специальные 

приемы проектирования – компенсация температурных напряжений. 

 

1.11.5 Пример расчета статически неопределимого стержня на  

температурные воздействия 

 Д а н о. Стальной стержень кольцевого сечения состоит из двух участков с 

разной площадью поперечных сечений, подвергнут температурному воздей-

ствию. Расстояние между опорами больше на 3 мм длины стержня. Температу-

ра стержня увеличилась на 90о. Требуется определить продольные силы, темпе-

ратурные напряжения и перемещения сечений стержня.  Исходные данные при-

ведены на рисунке (рис. 107). 

 Предположим, что в результате температурных деформаций стержень 

удлинница на величину большую, чем зазор между нижним концом стержня и 

нижней опорой. Тогда кроме реакции на верхней опоре появится реакция и на 

нижней опоре. 

 Определим степень статической неопределимости: 

–  количество неизвестных равно двум (реакции иA BZ Z ); 

–  линейно независимых уравнений статического равновесия всего одно; 

–  степень статической неопределимости равно n = 2-1 = 1. 

 Отсюда следует, что стержень один раз (однажды) статически неопреде-

лимый.  

 Составим уравнение статического равновесия  

 

      0A BZ Z Z    . 
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 Отсюда следует, что реакции опор равны по величине, но направлены в 

разные стороны. 

 

 
 Составим уравнение совместности деформаций 

 

      t ZBl l     . 

 

 По закону температурных деформаций вычислим деформацию стержня от 

повышения температуры при условии отсутствия нижней опоры. Коэффициент 

линейного температурного расширения принимаем равным 
6 -112 10 град   . 

 

     612 10 9 12 90 22 68мм > =3ммtl a b t ,             . 

 

 Отсюда следует, что в результате деформации стержня от температуры за-

зор закрывается и на нижней опоре действительно появляется реакция. 

 Используя закон Гука, выразим (выразим, потому что еще не знаем значе-

ние самой реакции BZ ) деформацию стержня от неизвестной реакции BZ .  

 

-6

9 4 9 4
1 2

9 12
0,156 10

200 10 8 10 200 10 6 10

B B B B
ZB B

Z a Z b Z Z
l Z

E A E A  

       
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а) б) в) 

Рис. 107 – Схема стержня (а), деформация стержня от нагрузки (б), деформация 

стержня от реакции нижней опоры (в) 
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 Подставим выражения для tl  и ZBl  в уравнение совместности деформа-

ций и получим дополнительное уравнение. 

 

     3 6 322 68 10 0 156 10 3 10B, , Z        . 

 

 Уравнение статического равновесия и дополнительное уравнение имеют 

одинаковые неизвестные, поэтому они образуют систему двух уравнений с 

двумя неизвестными. 

    
-3 6 3

0;

22,68 10 0 156 10 3 10

A B

B

Z Z

, Z . 

 


     

    

 

 Из второго уравнения определим значение реакции BZ . 

 

    
3 3

6

22 68 10 3 10
126кН.

0 156 10
B

,
Z

,

 



  
 


      

 

 Из первого уравнения (уравнения равновесия) определим реакцию верхней 

опоры 

      126кН.A BZ Z   

 

 Определим продольные силы на участках стержня: 

 – на участке A-C (рис. 108, а) 

 

   126 0A AC ACZ Z N N ,         126кН;ACN    

 

 – на участке C-B (рис. 108, б) 

 

   126 0A CB CBZ Z N N ,         126кН.CBN    

 

 
 

Рис. 108 – Рассмотренные части стержня при использовании метода  

сечений: а) на участке A-C; б) на участке C-B 

а) 
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 Вычислим температурные напряжения на участках стержня 

 

    
3

4
1

126 10
157 5МПа;

8 10

AC
AC

N
,

A 
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3

4
2
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6 10
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 Вычислим деформации участков стержня. При этом следует учитывать 

деформацию от реакции BZ  и деформацию от изменения температуры: 

 

 
3

6

9 4
1

126 10 9
12 10 9 90 2 63мм

200 10 8 10

AC
AC

N a
l a t ,

E A





   
            

   
;  

 
3

6

9 4
2

126 10 12
12 10 12 90 0 36мм

200 10 6 10

CB
CB

N b
l b t ,

E A





   
            

   
. 

 

 Определим перемещения помеченных сечений стержня: 

 

 0;AW   (по условию закрепления) 

 2 63ммC ACW l ,   ; 

 2 63 0 36 2 99мм 3 0ммB AC CBW l l , , , ,        . 

 

 Построим эпюры продольных сил, напряжений и перемещений (рис. 109). 

 

Рис. 109 – Эпюры нормальных напряжений и перемещений в стержне при тем-

пературном воздействии на него 
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1.11.6 Способы компенсации температурных напряжений в строительных 

и инженерных конструкциях  

 В большинстве случаев температурные напряжения в строительных кон-

струкциях являются нежелательными и даже очень опасными. Поэтому исполь-

зуются различные способы устранения или снижения температурных напряже-

ний. 

1. В промышленных зданиях большой протяженности устраиваются темпера-

турные швы (рис. 110), то есть здание делится на отдельные блоки, каждый из 

которых работает автономно. 

 

 
2. В магистральных трубопроводах устраиваются температурные компенсато-

ры. Компенсаторы могут быть П-образные и сальниковые (рис. 111). 

 

 
 

 Достоинством П-образного компенсатора является его равнопрочность с 

трубопроводом – срок его службы равен сроку службы самого трубопровода. 

Недостатками является то, что он занимает большую площадь в плане. Это за-

трудняет его использование в городах. Кроме того, он увеличивает сопротивле-

ние прокачки жидкости. 

 Достоинством сальникового компенсатора является его компактность, а 

также то, что сопротивление прокачки жидкости он не увеличивает. Недостат-

ками является необходимость устройства для него специальных колодцев, а 

также он плохо воспринимает вибрационные и сейсмические воздействия. 

Рис. 110 – Пример деления зданий большой протяженности натемпературные блоки 

П-образный Сальниковый 

Рис. 111 – Схемы П-образных и сальниковых компенсаторов 

Сальник 
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1.11.7 Расчет статически неопределимого стержня круглого или 

кольцевого сечения при кручении 

 Расчет статически неопределимого стержня на кручение аналогичен расче-

ту статически неопределимого ступенчатого стержня на центральное растяже-

ние (сжатие). Пусть дан стержень круглого или кольцевого сечений, закреплен-

ный на концах (рис. 112).  К стержню приложен момент T, расположенный в 

плоскости, перпендикулярной оси стержня. Требуется найти реакции опор, то 

есть раскрыть статическую неопределенность.  

 

 
Проведем кинематический анализ: 

 - количество уравнений равновесия – 1. 

 - количество неизвестных реакций – 2. 

Отсюда следует, что система один раз статически неопределимая  =2 1=1n  . 

 Составим уравнение равновесия 

 

    0z A BM T T T    .      (272) 

 

 Составим уравнение совместности деформаций 

 

     
от от 0BTT

B B    .      (273) 

 

 Учитывая закон Гука, уравнение совместности деформаций запишем в 

следующем виде 

 

    1 1 2 0B B

p P p

T l T l T l

G I G I G I

    
  

  
.     (274) 

 

 Затем объединяем оба уравнения (272) и (274) в систему и решаем ее. В ре-

зультате получим неизвестные реактивные моменты AT  и BT . Это значит, что 

мы раскрыли статическую неопределенность. Дальнейший расчет, то есть вы-

числение крутящих моментов, касательных напряжений, углов закручивания, 

выполняется как для статически определимого стержня, работающего на кру-

чение. 

 

l1 l2 

T 

A C B 

TA TB 

l1 l2 

T 

A C B 

TA TB 

Рис. 112 – Схема стержня, испытывающего кручение 

TB 

T 
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1.11.8 Пример расчета статически неопределимого стержня круглого  

(кольцевого) сечения на кручение 

 Д а н о. Стальной стержень переменной жесткости круглого поперечного 

сечения, защемленный обоими концами. Схема стержня приведена на рисунке 

(рис. 113).  

 Приняты следующие исходные данные: 200ГПа;E   0 3;,     1 120мм;D     

2 180мм;D     36кНм;T   3м;a     2м.b  . 

 Р е ш е н и е. Определим степень статической неопределимости: 

 – количество неизвестных равно двум ( иA BT T ); 

 – уравнений статического равновесия только одно (Z=0); 

 – степень статической неопределимости n=2-1=1. 

 Следовательно, стержень один раз статически неопределимый.  

 Составим уравнение статического равновесия  

 

    36 0A B A BZ T T T T T .        

 

 Вычислим модуль сдвига материала стержня 

 

   
   

200
76 29ГПа 76,3 ГПа

2 1 2 1 0 3

E
G ,

,
   

    
. 

 

 Вычислим полярные моменты инерции поперечных сечений стержня на 

участках A–C и C–B  

 

 
4 4

41 3 14 12
2035 8см ;

32 32
pAC

D ,
I ,

 
      

4 4
42 3 14 18

10306 0см
32 32

pCB
D ,

I , .
 

    

 

 Освободим правый конец балки от опоры и определим угол поворота пра-

вого сечения B, вызванного заданным крутящим моментов T. 

 

   
3

9 8

36 10 3
0 0695

76 3 10 2036 10
T AC

pAC

T a
, .

G I , 

  
     

   
 

 

 Выразим угол закручивания правового торца стержня, вызванного неиз-

вестным реактивным моментом TB  

 

 
9 8 9 8

6

3 2

76 3 10 2036 10 76 3 10 10306 10

2 185 10

B B B B
TB

pAC pCB

B

T a T b T T

G I G I , ,

, T .

 



       
     

       

  
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 Составим уравнение совместности деформаций – дополнительное уравне-

ние 

 

    62 185 10 0 0695 0
BT T B, T , .          

 

 
 

 Уравнение статического равновесия и дополнительное уравнение образу-

ют систему уравнений 

 

     

3

-6

36 10 0;

-2,185 10 0 0695 0

A B

B

T T

T , .

    


  

 

 

 Решим систему уравнений и найдем значения неизвестных реактивных 

моментов иA BT T . 

 

 
6

0 0695
31 81кНм;

2 185 10
B

,
T ,

, 
 


    36 36 31 81 4 19кНм.A BT T , ,      

 

 Определим крутящие моменты на левом и на правом участках стержня 

(рис. 114) 

a b 

TA 

TB 

T 

A 

A 

A 

B 

B 

B 

C 

C 

C 

D2 

T 

TA 

TA TB 

D
1

 

T 

TB 

Рис. 113 – Схема стержня (а), деформация стержня при кручении от заданного  

момента (б), деформация стержня от реактивного момента (в)  
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 Участок AC  

 

  4 19 0;Z A AC ACM T T , T         4 19кНм;ACT ,  

 

 Участок CB  

 

  31 81 0;Z CB B CBM T T T ,         31 81кНм.ACT ,  

 

 Вычислим полярные моменты сопротивления сечений стержня на его 

участках AC и CB 

 

   
3 3

31 3 14 12
339 3 339см ;

16 16
AC

D ,
W ,

 
     

   
3 3

32 3 14 18
1145 1 1145см

16 16
CB

D ,
W , .

 
     

 

 Определим максимальные касательные напряжения в сечениях стержня 

 

    
3

6

4 19 10
12 36МПа;

339 10

AC
AC

AC

T ,
,

W 


   


 

    
3

6

31 81 10
27 78МПа.

1145 10

CB
CB

CB

T ,
,

W 


   


 

 

 Вычислим деформации (углы закручивания) участков стержня 

 

 
3

0

9 8

4 19 10 3
0 00809рад = -0,464 27 82

76 3 10 2036 10

AC
AC

pAC

T a ,
, ,

G I , 

   
      

   
; 

TA 
A 

TB 

B 
TAC 

TCB 

а) б) 

Рис. 114 – Равновесие части стержня, расположенной слева от сечения на участке A-C (а), 

равновесие части стержня, расположенной справа от сечения на участке C-B (б)  
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3

0

9 8

31 81 10 2
0 00809рад = 0,464 27 82

76 3 10 10306 10

CB
CB

pCB

T b ,
, ,

G I , 

  
    

   
. 

 

 Определим углы поворота сечений стержня 

  0A   (по условию закрепления стержня) 

  27 82C AC ,      ; 

  27 82 27 82 0B AC CB , ,          . 

 Очевидно, что кинематические условия задачи выполняются. Построим 

эпюры крутящих моментов и углов закручивания сечений стержня (рис. 115). 

 

 
 

1.11.9 Расчет статически неопределимых стержневых систем 

 Ограничимся рассмотрением стержневых систем, содержащих абсолютно 

жесткий брус (диск), прикрепленный к шарнирной неподвижной опоре (рис. 

116). Такое условие необходимо для упрощения расчета механической систе-

мы. 

 Отметим некоторые особенности перемещений точек и деформаций эле-

ментов таких систем: 

 абсолютно жесткий диск не деформируется, то есть расстояние между 

любыми двумя его точками остается неизменным;  

 перемещение точки диска при его повороте прямо пропорционально  ее 

удаленности от центра поворота;  

 любая точка диска, исключая точку закрепления, при его повороте пере-

мещается по дуге окружности с центром в шарнире C; 

  из-за малости перемещения дугу окружности заменяют касательной. 

 Учитывая перечисленные особенности и рисунок, получим равенства, ос-

нованные на пропорциях отрезков. 
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TB 
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A B C 

D2 

D
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4,1

9 

31,8
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Эп. T, кНм 

Эп.  

Рис. 115 – Эпюры крутящих моментов и 

углов закручивания сечений стержня 
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     kA B

A B k

...
r r r

 
   .       (275) 

 

 
 Рассмотрим порядок расчета таких систем на примере (рис. 117).  Вначале 

установим степень статической неопределимости системы.  

 Число неизвестных равно 4 – Xc, Yc, N1 и N2.  

 Число линейно независимых уравнений равно 3 –  

 

   1 2= cos 0;CX X N N           (276) 

 

   1= sin 0;CY Y F N           (277) 

 

   1 2= sin 0
2

C
a

M F N a N b .            (278) 

 

C A B 

A1 
A2 

B1 B2 

rA 

rB 

A 

B 

Рис. 116 – Схема перемещений точек абсолютно жесткого диска 
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 Таким образом, система один раз (однажды) статически неопределимая. 

  

      4 3 1n    .       (279) 

 

 Требуется составить одно дополнительное уравнение. Это уравнение по-

лучаем на основе деформированной схемы системы.  

 Радиусы окружностей, по которым движутся ключевые точки  A и B равны 

 

   2 2
A Br a; r a b   .     (280) 

 

 Отношение перемещений ключевых точек A и B равно отношению радиу-

сов тех окружностей, которые они описывают 

 

      A A

B B

r

r





.        (281) 

 

 Отсюда имеем 

      A B

A Br r

 


 

       (282) 

 или 

      
2 2

A B

a a b

 




.      (283) 

 

 Полученное последнее выражение (283) называют уравнением совместно-

сти перемещений. Отметим, что отношение перемещений точек A и B всегда 

C A 

B 

a/2 

b
 

F 

a/2 

N1 

N2 

YC 

XC 

α 
l1 

l2 

1 

2 

A 

A2 

B2 

B 

α A1 

B1 

rB 

Рис. 117. Деформированная схема стержневой системы 
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будет одинаковым независимо от того, какие нагрузки будут приложены к 

стержневой системе. Это отношение зависит только от положения этих точек. 

 Установим связь между перемещениями и деформациями. 

 Из треугольника 1 2AA A (рис. 117) выразим перемещение точки A через 

деформацию первого стержня 

 

      1

sin
A

l
 


.       (284) 

 

 Из подобия треугольников 1 2 1 2иBB B AB C  получим пропорцию 

 

     2

2 2B

l b

a b




 

.      (285) 

 

Минус ставим по тому, что на схеме деформаций второй стержень имеет 

отрицательную деформацию, то есть укорачивается. 

 Отсюда получим 

 

     
2 2

2B
a b

l
b


    .     (286) 

 

 Найденные выражения (284) и (286) подставим в уравнение совместности 

перемещений (318). В результате получим уравнение совместности деформа-

ций. 

 

     1 2

sin

l l

a b

 
 

 
.      (287) 

 

 Учитываем закон Гука и получим 

 

    1 1 2 2

1 2sin

N l N l

a EA b EA

 
 

   
.     (288) 

 

 Присоединим полученное дополнительное уравнение к трем уравнениям 

равновесия (276), (277) и (278) и получим четыре уравнения с четырьмя неиз-

вестными. Решив эту систему, получим значения всех неизвестных – Yc, Xc, N1 

и N2. Этот этап расчета системы называется раскрытием статической 

неопределимости. Дальнейший расчет выполняется так же, как для статически 

определимых систем. 
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1.11.10 Пример расчета статически неопределимой балки методом 

начальных параметров 

 Д а н о. Статичеси неопределимая консольная балка (рис. 118), защемлен-

ная левым концом и шарнирно опирающаяся правым. Пролет балки равен 6 м, 

длина консоли 2 м. Балка загружена равномерно распределенной нагрузкой 

кН
18

м
q   и сосредоточенным моментом 48кНмM  . Приняты расчетное со-

противление материала балки на растяжение (сжатие) 210МПаR  , расчетное 

сопротивление на срез 130МПаSR  , допускаемый относительный прогиб 

adm

1

300

f

l

 
 

 
. Требуется раскрыть статическую неопределимость, построить 

эпюры поперечных сил и изгибающих моментов, подобрать прокатный двутавр 

и определить прогибы балки в точках C и D, а также проверить условие жест-

кости. 

 Р е ш е н и е. Количество неизвестных равно четырем – иA A A AZ ,X ,Y M . 

Количество линейно независимых уравнений равновесия равно трем. Степень 

статической неопределимости равна n = 4 -3 = 1. То есть балка один раз (одна-

жды) статически неопределимая.  
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 Составим универсальное уравнение упругой оси балки. 

 

 

       

 
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 Отметим, что левый конец балки защемлен. Поэтому прогиб и угол пово-

рота сечения расположенного на опоре A равны нулю по условию защемления, 

а значит, равны нулю и начальные параметры 0 0иV q .  

 По условию закрепления балки прогиб балки в точке B равен нулю, так как 

эта точка располагается на шарнирно подвижной опоре. Используем это усло-

вие для составления дополнительного уравнения. 
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Рис. 118 – Статически неопределимая балка, эпюры поперечных сил, изгибающих 

моментов и упругая ось балки  
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 Составим уравнение статического рановесия балки 
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 Оба полученные уравнения содержат одни и те же неизвестны – иA AM Y . 

Поэтому они образуют систему двух уравнений с двумя неизвестными  
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Решим эту систему и получим значения реакций 103 0кНм;AM ,  8117кН.AY ,  

 Чтобы получить значение реакции YB, используем еще одно уравнение ста-

тического равновесия Y=0. 
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 Решим его и получим значение реакции опоры B,   62 83 кНBY , . 

 Используя метод сечений построим эпюры поперечных сил и изгибающих 

моментов в балке (рис. 118). 

 Из условия прочности 
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определим требуемый момент сопротивления 
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 По таблице прокатных профилей подберем двутавр с уклоном полок №30а. 

Выпишем его геометрические характеристики: 

 

  
3 4518 см ; 7780 см ;  6 5 ммx xW    I       s , .        

 

 Проверим на прочность по нормальным напряжениям 
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 Недогрузка составляет 
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 Проверим на прочность по касательным напряжениям 
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 Найдем прогиб балки в точке C при z = a = 4 м (участок I) 
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 Найдем прогиб балки в точке D при z = a+b+c = 4+2+2=8 м (участок III) 
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 Проверим по жесткости 
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 Условие жесткости выполняется. 
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 Используя полученные значения прогибов балки в точках C и D, а также 

учитывая, что угол поворота сечения в точке A и прогибы балки на опорах A и 

B равны нулю, построим упругую ось балки (рис. 118). Отметим, что упругая 

ось балки должна быть согласована с эпюрой изгибающих моментов. Растяну-

тые волокна балки на ее упругой оси должны быть с той стороны, в которую 

отложены ординаты на эпюре изгибающих моментов. 

 

1.11.11 Способы регулирования напряжений. Понятие о преднапряжении 

 При проектировании статически неопределимых систем требуется предва-

рительно задавать жесткости элементов этой системы или их отношения. В 

противном случае задача будет неопределенной, то есть имеющей множество 

решений. Поэтому возможны случаи проектирования неэкономичных статиче-

ски неопределимых конструкций. Такие конструкции могут иметь неоправдан-

но большие запасы прочности. Одни элементы будут предельно загружены, а 

другие – недогружены. 

 Для повышения рациональности статически неопределимых конструкций 

используется регулирование напряжений, что реализуется преднапряжением. В 

преднапряженных конструкциях еще до их нагружения появляются напряже-

ния. Преднапряжение конструкции создается укорочением или удлинением од-

ного или нескольких элементов конструкции. Схематично способ регулирова-

ния напряжений (преднапряжение) показано на рисунке 119. 

 

 
 

 После приложения нагрузки напряжения в элементах конструкции “вы-

равниваются” и распределяются более рационально. В идеальном случае во 
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Рис. 119 – Схема работы предварительно напряженной  

железобетонной балки 
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всех элементах конструкции напряжения должны быть равными расчетному 

сопротивлению.  

 При расчете преднапряженной конструкции главным вопросом является, 

как определить величину зазора (натяга) напрягаемого элемента, при котором 

наступит этот идеальный случай. 

 Преднапряжение часто применяется для железобетонных и металлических 

конструкций.  

 

 

1.12 Сложное сопротивление 

 

1.12.1 Общие понятия о сложном сопротивлении 

 Если в поперечном сечении бруса одновременно действует несколько ком-

понентов внутренних сил, то считается, что он находится в условии сложного 

сопротивления (рис. 120). 

 Для вычисления напряжений в произвольной точке сечения используется 

принцип независимости действия сил. Вычисляются напряжения от каждой со-

ставляющей внутренних сил в отдельности, а затем результаты складываются: 
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 Нормальные напряжения складываются алгебраически, а касательные 

напряжения складываются геометрически. 

 Некоторым частным случаям сложного сопротивления даны названия. 

Например, внецентренное сжатие, кручение с изгибом, изгиб со сжатием, 

косой изгиб и др. 

 

1.12.2 Косой изгиб. Общие понятия 

 Изгиб бруса, при котором плоскость действия суммарного изгибающего 

момента в сечении не содержит ни одной из главных осей инерции этого сече-

ния, называется косым изгибом.  

 Примеры: 

 

 

N T 

Qx 

Mx 

Qy 

X 

Y 

Z 

Рис. 120 – Самый общий случай сопротивления стержня 
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Рис. 121 – Примеры элементов конструкций, испытывающих косой изгиб: 

а) обрешетка кровли; б) подкрановая балка 
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 На косой изгиб могут работать обрешетки кровли, подкрановые балки, 

элементы пространственных стержневых систем (рис. 121) и др. 

 

1.12.3 Определение напряжений при косом изгибе 

 Пусть дана консольная балка прямоугольного сечения, загруженная на 

конце сосредоточенной силой F (рис. 122). 

 
 

 Разложим силу F на составляющие по направлению оси X и оси Y, являю-

щимися главными осями инерции рассматриваемого сечения в связи с тем, что 

они являются осями симметрии сечения. 
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Каждая из составляющих сил вызывает в сечении S изгибающий момент 
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 Таким образом, при косом изгибе в одном сечении действуют два изгиба-

ющих момента – момент относительно оси X и момент относительно оси Y. 

Учитывая принцип независимости действия сил, определим нормальное 

напряжение в произвольной точке поперечного сечения 
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Рис. 122 – Консольная балка, испытывающая косой изгиб 
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где  x yM ,M – изгибающие моменты в сечении относительно главных осей 

инерции X и Y 

    cos sinx yM M ; M M    ,    (299) 

 

   – угол между плоскостью суммарного изгибающего момента и осью Y; 

 x yI ,I – главные центральные моменты инерции рассматриваемого сечения; 

 x, y – координаты точки, в которой вычисляется напряжение. 

 Для получения правильного знака оси X и Y следует направлять в сто-

рону растянутых волокон, изгибающие моменты x yM и M всегда прини-

мать положительными, а координаты x и y со своим знаком. 

 Если сечение имеет точку одновременно максимально удаленную от осей 

X и Y, то максимальные напряжения могут быть найдены по упрощенной фор-

муле 
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где x yW ,W – осевые моменты сопротивления сечения относительно осей X и Y. 

 Примеры таких сечений приведены на рисунке (рис. 123) 

 

 
 

1.12.4 Определение положения нейтральной оси при косом изгибе 

 Рассмотрим сечение прямоугольной формы (рис. 124). Так как это сечение 

имеет оси симметрии, поэтому известно положение его главных центральный 

осей инерции – это сами оси симметрии. 

 Линия, в каждой точке которой напряжения равны нулю, называется 

нейтральной линией (осью). 

Рис. 123. Примеры сечений, имеющих точки, максимально удаленные от глав-

ных центральных осей инерции – прямоугольное, коробчатое, двутавровое 
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 Пусть n nx ,y координаты точки, расположенной на нейтральной линии. При 

этом поставим условие, чтобы они не были равными нулю. В соответствии с 

определением нейтральной оси, поставим условие, чтобы нормальной напря-

жение в этой точке было равно нулю. 
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 Так как x x

x x

M M
,

I I
 не зависят от координат точек сечения, то отсюда следу-

ет, что нейтральная линия – это прямая (302). Значит, ее можно называть 

нейтральной осью.  

 Разделим обе части уравнения (302) на n xx , M  и умножим на xI . В резуль-

тате получим уравнение (303) 
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 Перенесем второе слагаемое на правую сторону уравнения (303) и полу-

чим 
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Рис. 124 – Положение нейтральной оси в прямоугольном сечении при косом изгибе 
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 Из формулы (302), очевидно, что напряжение в центре тяжести сечения, то 

есть при иn nx y равным нулю. Следовательно, нейтральная линия (ось) при ко-

сом изгибе всегда проходит через центр тяжести сечения, и наклонена к оси X 

под углом  (305). 

 Угол  всегда откладываем от оси X так, чтобы нейтральная ось про-

ходила через отрицательные квадранты, если оси X и Y направлять в сто-

рону растянутых волокон. 

 Если x yI I , то, очевидно, что нейтральная ось не перпендикулярна сило-

вой линии, то есть плоскости суммарного изгибающего момента, так как   . 

Отметим, что плоскость суммарного изгибающего момента в сечении наклоне-

на к оси Y под углом  (рис.124). 

 Для сечений, у которых x yI I  (круг, квадрат, кольцо и др.) косой изгиб, 

согласно данному определению, вообще невозможен, так как любая центральная 

ось сечения является главной. Поэтому силовая плоскость будет всегда содер-

жать одну из многочисленных главных осей инерции. Такой изгиб следует 

называть не косым изгибом, а изгибом в двух плоскостях. 

 Рассмотрим частный случай косого изгиба. 

 

 
 

 Дана балка прямоугольного сечения (рис. 125). Пусть силовая плоскость 

проходит через диагональ сечения. Тогда 
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 Отсюда следует, что нейтральная ось совпадает с другой диагональю сече-

ния. 
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Рис. 125 – Консоль прямоугольного сечения, испытывающая косой изгиб 
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1.12.5 Определение прогибов балки при плоском и пространственном 

косых изгибах 

 Вначале получим выражения для прогиба консольной балки, загруженной 

сосредоточенной силой (рис.126). Для вычисления прогибов воспользуемся ме-

тодом начальных параметров. Составим универсальное уравнение упругой оси 

балки 
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 Чтобы получить прогиб в точке B следует задать z l и учесть, что началь-

ные параметры равны нулю, так как левый конец балки защемлен. 
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В результате получим прогиб в точке B  
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 Косой изгиб разделяют на два вида – плоский и пространственный.  

 Косой изгиб называется плоским, если упругая ось балки является 

плоской кривой.  

 Косой изгиб называется пространственным, если упругая ось балки яв-

ляется пространственной кривой.  
 Рассмотрим плоский косой изгиб (рис.127). 

  Учитывая принцип независимости действия сил, найдем прогибы от со-

ставляющих сил xF  и yF . 

 

    

33

и
3 3

yx
BX BY

y x

F lF l
V V

EI EI
  .    (310) 

 

F 
EI 

l A B 

Рис. 126 – Консоль, загруженная сосредоченной силой 
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 Полный прогиб равен геометрической сумме прогибов в вертикальном и в 

горизонтальном направлениях. 

 

     
2 2

B BX BYV V V  .       (311) 

 

 
 

 Определим направление полного прогиба балки в точке B 

 

 
3

3

3 sin
tg tgα

3 cos

x x x x x xBX

BY y y y y yy

F l EI F I I F IV
.

V EI F I I F IF l


        


 

 (312) 

 

 Окончательно имеем 

 

     tg tgx

y

I

I
   .       (313) 

 

 Так как  

 

      tg tgx

y

I

I
   ,       (314) 

 

то есть углы равны друг другу    . Но углы откладываются от взаимно пер-

пендикулярных осей и X Y , поэтому направление полного прогиба при плоском 

косом изгибе перпендикулярно нейтральной оси.  

X 
Vx 

Vy 
VB 

Fx 
 

FY 

l 

α 

 

Y 

Рис. 127 – Консоль, испытывающая плоский косой изгиб 

F 
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 Вместе с тем, отметим, что при x yI I  направление полного прогиба не 

совпадает с направлением действия силы    . Это и послужило причиной 

назвать этот вид сопротивления косым изгибом. И действительно сила дей-

ствует в одном направлении, а полный прогиб направлен в другом. 

 Для пространственного косого изгиба положение, то есть угол  , плоско-

сти действия суммарного изгибающего момента для различных сечений балки 

разное и зависит от значений изгибающих моментов в нем xM  и yM   

 

      tg
y

x

M

M
  .       (315) 

 

 Поэтому для определения полного прогиба балки и его направления необ-

ходимо найти прогибы иSX SYV V  в рассматриваемом сечении S  по направле-

ниям главных осей инерции X и Y отдельно, а затем их геометрически сложить. 

При этом прогибы определяются по общим правилам как для плоского просто-

го изгиба. 

 

      
2 2

S SX SYV V V  .      (316) 

 

 Направление полного прогиба в сечении S  можно установить по его про-

екциям 

      tg SX
S

SY

V

V
  .       (317) 

 

П р и м е ч а н и е. Чтобы установить какой вид косого изгиба испытывает 

балка не обязательно строить ее упругую ось и увидеть, что она плоская или 

пространственная. Тем более, что это очень трудоемко и сложно. Достаточ-

но лишь установить, что отношение моментов y xM M  для всех сечений оди-

наковое или неодинаковое. В первом случае имеет место плоский косой изгиб, а 

во втором – пространственный. 

 

1.12.6 Построение эпюр внутренних сил при косом изгибе балки 
 В поперечных сечениях балки при косом изгибе появляются две попереч-

ные силы и два изгибающих момента: 

 xQ  – поперечная сила, вызывающая сдвиг по направлению поперечной оси 

;X  

  yQ  – то же, по направлению поперечной оси ;Y  

 xM  – изгибающий момент относительно поперечной оси ;X  

  yM  – то же, относительно поперечной оси Y. 
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 Для определения внутренних сил используется метод сечений. Нагрузка 

раскладывается на составляющие, лежащие в плоскостях и ZX ZY . Эпюры 

строятся отдельно – от составляющих в плоскости ZX  и от составляющих в 

плоскости ZY . 

 При необходимости эпюры могут быть геометрически сложены. 

 

1.12.7 Порядок расчета на прочность балки при косом изгибе 
 При сложной форме сечения и различной прочности материала на растя-

жение и сжатие следует: 

1) построить эпюры внутренних сил в двух плоскостях; 

2) определить опасное сечение; 

3) определить положение нейтральной оси; 

4) найти опасные точки в растянутой и в сжатой частях сечения; 

5) проверить по условию прочности на растяжение на на сжатие 

 

   σ ;
yx

s s s s
x y

MM
y x R

I I
         (318) 

   σ
yx

t t t t
x y

MM
y x R

I I
   ,       (319) 

 

где  t tx , y  – координаты опасной точки в растянутой части сечения; 

 s sx ,y  – координаты опасной точки в сжатой части сечения; 

 t sR ,R  – расчетные сопротивления, соответственно, на растяжение и на 

сжатие. 

П р и м е ч а н и е. Опасными точками сечения являются точки, максимально 

удаленные от нейтральной оси, так как в них появляются максимальные 

напряжения max maxt s,  . 

 Для сечений прямоугольно подобной формы, то есть когда имеются точки 

одновременно максимально удаленные от главных центральных осей инерции 

и X Y , а также, когда материал имеет одинаковую прочность на растяжение и 

на сжатие,  порядок расчета следующий: 

1) построить эпюры внутренних сил в двух плоскостях; 

2) определить опасное сечение в балке; 

3) проверить по условию прочности 

 

     =
yx

x y

MM
R

W W
          (320) 

или 
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x
x y

y x redyx x

x y x x x

W
M M

W MMM W

W W W W W

 
  

 
       .   (321) 

 

 Окончательно имеем 

     
redx

x

M
R

W
   ,      (322) 

где  

     red
x

x x y
y

W
M M M

W
        (323) 

 

приведенный момент к изгибающему моменту xM .  

 

1.12.8 Пример расчета балки на прочность и жесткость при плоском  

косом изгибе 

 Д а н о. Двутавровая балка №24, защемленная одним концом и загружен-

ная на свободном конце сосредоточенной силой F=3,6 кН, направленной под 

углом 
012   к вертикальному направлению (рис. 128). Длина балки 2мl  . 

Требуется построить эпюры изгибающих моментов в двух главных плоскостях, 

установить опасное сечение, найти положение нейтральной оси, проверить по 

условию прочности, найти прогиб и его направление на свободном конце бал-

ки. 

 Р е ш е н и е. Выпишем геомертические характеристики сечения двутавра 

№24: 

– высота сечения h = 240 мм; 

– ширина полки сечения b = 115 мм; 

– момент инерции сечения относительно оси перпендикулярной стенке 

двутавра 
43460 ;xI см  

– момент  инерции сечения относительно оси параллельной стенке двутав-

ра 4198 yI см .  

 Определим проекции силы F на главные оси инерции сечения двутавра 

 

      0sin 3 6 sin 12 0 748кНxF F , ,      ; 

 

      0cos 3 6 cos 12 3 521кНyF F , ,      . 

 

 Вычислим изгибающие моменты от составляющих силы иx yF F в сечении, 

расположенном у защемления балки   
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 3 521 2 7 042кНмx yM F l , ,     ; 0 748 2 1 496кНмy xM F l , ,     . 

 

 
 

 Построим эпюры изгибающих моментов, выберем опасное сечение у за-

щемления и направим главные центральные оси в сторону растянутых волокон 

балки.  

 Так как отношение изгибающих моментов во всех поперечных сечениях 

балки одинаковое, то это значит, что плоскость суммарного изгибающего мо-

мента так же занимает одинаковое положение во всех сечениях. То есть, имеет 

место плоский косой изгиб. 

 

     
1 496

tg 0 212
7 042

x

y

M ,
,

M ,
    ;  

012  . 

 

 Определим положение нейтральной оси. Для этого найдем угол наклона 

нейтральной оси к главной центральной оси инерции X. 

 

      03460
tg tg tg 12 3 71

198

x

y

I
,

I
       ;    0arctg 3 71 74 9, ,   . 

 

 Угол  откладываем от оси X так, чтобы нейтральная ось проходила через 

отрицательные квадранты координатной плоскости (рис. 129). 

 Определим координаты опасной точки t в растянутой части сечения 
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t
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Рис. 128 – Схема двутавровой консоли и совмещенная эпюра изгибающих  

моментов в двух главных плоскостях 

 

X 

Y 
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 Определим координаты опасной точки s в сжатой части сечения 

 

  
11 5

5 75см
2 2

s
b ,

x ,      ;      
24

12 0см
2 2

s
h

y ,      . 

 

 Определим напряжения в опасных точках поперечного сечения балки при 

косом изгибе. 
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 Вычислим прогиб балки в горизонтальном и вертикальном направлениях, 

используя ранее полученную формулу (309)  
3

3 x

F l
V

EI


 . 
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3 3 3

9 8

0 748 10 2
15 11мм

200 10 198 10

x
BX

y

F l ,
V ,

E I 

  
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   
; 

 

   

3 3 3

9 8

3 521 10 2
4 07мм

200 10 3460 10

y
BY

x

F l ,
V ,

E I 

  
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   
. 

 

 Определим полный прогиб на свободном конце балки 

 

   
2 2 2 215 11 4 07 15 65ммtot BX BYV V V , , ,     . 

 

 Найдем направление полного прогиба 

 

   0 05 04
arctg arctg 74 9 75

1 36
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,

V ,

   
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  
. 

 

 Положение нейтральной оси показано на рисунке 129. 
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Рис. 129 – Эпюры нормальных напряжений в сечении балки,  

испытывающей плоский косой изгиб  
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1.12.9 Пример расчета балки на прочность и жесткость при  

пространственном косом изгибе 

 Д а н о. Деревянная балка прямоугольного сечения, опирающаяся своими 

концами на шарнирные опоры (рис. 130). Балка загружена вертикальной рав-

номерно распределенной нагрузкой q = 24 кН/м и горизонтальной сосредото-

ченной силой F = 6 кН, приложенной в ее середине. Размеры сечения балки 

18 56смb h   , ее длина (пролет) 6 мl  . Модуль упругости материала балки 

E = 10 ГПа. Требуется построить эпюры изгибающих моментов, построить 

нейтральную ось, найти максимальные нормальные напряжения, найти прогиб 

и его направление в середине пролета балки.  

 Р е ш е н и е. Определим главные центральные моменты поперечного се-

чения балки. При этом учитываем, что сечение имеет оси симметрии, поэтому 

положение главных осей инерции заранее известно – это оси симметрии. 

 

 
3 3

418 56
263400см

12 12
x

b h
I

 
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3 3
418 56
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12 12

y
b h

I
 

   . 

 

 Рассмотрим балку только в вертикальной плоскости ZY (рис. 130). Вычис-

лим вертикальные реакции опор балки. 

 

   
24 6

72кН
2 2

A
ql

Y

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24 6
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2 2

B
ql

Y
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   . 

 Рассмотрим балку только в горизонтальной плоскости ZX (рис. 130). Вы-

числим вертикальные реакции опор балки. 

 

   
6

3 0кН
2 2

A
F

X ,   ;  
6 0

3 0кН
2 2

B
F ,

X ,   . 

 

 Пользуясь методом сечений и правилами, построим эпюр изгибающих мо-

ментов иx yM M  в плоскостях ZY и ZX (рис. 130). В точке C расчетные моменты 

равны 108 кНм и 9 0 кНмx yM M ,  . 
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 Определим угол наклона нейтральной оси к координатной оси X. 

 

   0263400 9 0
arctg arctg 38 9

27200 108 0

yx

y x
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   
            

. 

 

 Определим опасные точки в растянутой и в сжатой частях сечения C. Их 

координаты 

 

Рис. 130 – Схема балки, испытывающей пространственный косой изгиб и 

эпюры изгибающих моментов в плоскости ZY и ZX 
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 Вычислим нормальные напряжения в опасных точках сечения C. 
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 Прогиб балки в точке C по горизонтальному направлению вычислим по 

формуле 
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 Прогиб балки в точке C по вертикальному направлению вычислим по 

формуле 
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 Определим направление полного прогиба балки в точке C 
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 Полный прогиб балки с точке C. 

 

    
2 2 2 29 93 7 69 12 56ммCtot XC YCV V V , , ,     . 

 

 Построим эпюры напряжений и покажем прогибы (рис. 131). 

 

1.12.10 Внецентренное растяжение (сжатие). Основные понятия. 
 Внецентренное растяжение (сжатие) – это такой вид сложного со-

противления, который вызван действием продольной силы, не совпадающей с 

продольной осью стержня. 

 Такой вид сопротивления испытывают опоры мостов, фундаменты под ко-

лонны, колонны промышленных корпусов (рис. 132) и др. 

 

 

Рис. 131 – Поперечное сечение балки в точке С, эпюры нормальных напряжений 

и направления прогибов (вид справа) 
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Рис. 132 – Колонны поперечника промышленного корпуса 
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1.12.11 Определение нормальных напряжений при внецентренном 

растяжении (сжатии) 
 Вначале рассмотрим диск, к которому приложена сила F в точке A (рис. 

133). Переместим силу F так, чтобы ее точка приложения оказалась в точке B. 

 Очевидно, что в результате параллельного переноса силы появляется мо-

мент, равный произведению исходной силы на расстояние переноса.  

 То же самое проделаем и для внецентренно приложенной к колонне силы. 

Только в этом случае будем перемещать ее дважды (рис. 134). Вначале переме-

стим точку приложения силы на yF, так, чтобы она оказалась на оси X, а затем 

на xF, чтобы она оказалась на продольной оси колонны Z. 

 

 
 В результате такого двойного переноса появляются два момента – момент 

относительно оси X ( x FM F y  ) и момента относительно Y оси ( y FM F x  ). 

 
 

Рис. 133 – Процесс параллельного перемещения силы 
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Рис. 134 – Перенос внецентренно приложенной силы на  

продольную ось Z 
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 Для удобства рассмотрим внецентренно сжатый стержень прямоугольного 

поперечного сечения (рис. 134). Это удобно, потому, что заранее известны по-

ложения главных центральных осей инерции, которыми будут оси симметрии 

сечения.  В результате такого переноса кроме центрально приложенной силы F 

появятся еще два момента иx yM M . Так как эти моменты относительно попе-

речных осей, то они являются изгибающими. 

 

    ; ;x F y FN F M F y M F x .        (324) 

 

 Таким образом, внецентренное растяжение (сжатие) приводится к трем 

простым видам сопротивления – центральному растяжению (сжатию) и 

двум чистым изгибам. Используя принцип независимости действия сил, вы-

числим напряжения в произвольной точке поперечного сечения стержня от 

каждой внутренней силы отдельно и сложим их. 

 

    от от отN Mx My            (325) 

 

или 

 

    =
yx

x y

MMN
y x

A I I
     ,      (326) 

 

где  N – продольная сила, равная внецентренно приложенной равнодействую-

щей всех сил, приложенных к колонне =N F . Если стержень внецентренно 

растянут, то принимаем знак “плюс”, если внецентренно сжат, то принима-

ем знак “минус”; 

 x yM , M  – изгибающие моменты, вызванные эксцентриситетом приложе-

ния равнодействующей силы 

 

    x F y FM N y ; M N x    .     (327) 

 

A  – площадь поперечного сечения колонны; 

x yI , I  – главные центральные моменты инерции поперечного сечения колонны; 

x, y  – координаты точки, в которой вычисляется напряжение. 

 Под силой F следует понимать равнодействующую всех сил, приложенных 

к стержную. 

 Полученная формула, согласно принципу Сен-Венана, справедлива для се-

чений достаточно далеко удаленных от места приложения нагрузки. 

 Сделаем преобразования и запишем эту формулу в другом виде. 
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2 2
1 1

yx F F

x y x y

F F F F

x y x y

MMN N N y y A N x x A
y x

A I I A I A I A

N y y x x N y y x x
.

A I A I A A i i

   
           

     
         

   
   

  

(328) 

  

 Окончательно имеем 

 

     
2 2

1 F F

x y

N y y x x

A i i

  
     
 
 

      (329) 

или  

     
2 2

1 F F
m

x y

y y x x

i i

  
      
 
 

.     (330) 

 

 Здесь  

x x y yi I A; i I A   – радиусы инерции поперечного сечения (являются 

геометрическими характеристиками сечения и измеряются в см, мм, м и т.д.); 

F Fx , y  – координаты точки приложения равнодействующей; 

x, y  – координаты точки, в которой вычисляется напряжение;  

N  – продольная сила в сечении колонны; 

A  – площадь поперечного сечения; 

m– среднее напряжение в сечении колонны, m=N/A. 

 

1.12.12 Определение положения нулевой линии (нейтральной оси) при 

внецентренном растяжении (сжатии) 

 Линия, соединяющая все точки сечения колонны, в которой напряжения 

равны нулю, называется нулевой линии (нейтральной осью). 

 Пусть произвольная точка расположена на нулевой линии. Обозначим ее 

координаты n nx , y . Согласно определению, имеем 

 

     
2 2

1 0F n F n

x y

y y x xN

A i i

  
      
 
 

.    (331) 

 

 Так как 0N  , то выражение в скобках должно быть равным нулю 

 

     
2 2

1 0F n F n

x y

y y x x

i i

 
   .      (332) 
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 Перенесем F Fx и y  в знаменатель знаменателя 

 

     
2 2

1 0n n

x F y F

y x

i y i x
   .      (333) 

 

 Выражения 2 2иx F y Fi y i x  не зависят от координат точки сечения. Обо-

значим их 

 

     2 2
y x F x y Fa i y и a i x    .     (334) 

 

Тогда уравнение (333) можно записать в следующем виде 

 

      1n n

y x

y x

a a
  .       (335) 

 

 Полученное уравнение – это уравнение прямой линии в отрезках. Здесь 

 

    

2 2
y x

x y
F F

i i
a и a

x y
         (336) 

 

– это отрезки, отсекаемые нулевой линией на главных центральных осях инер-

ции (рис. 135). 

 

 
 

1.12.13 Свойства нулевой линии 

 Перечислим свойства нулевой линии без доказательства. 

 1) Нулевая линия никогда не пересекает тот квадрант, в котором приложе-

на равнодействующая сила. 

X 

Y 

ay 

ax 

0 

Рис. 135 – Построение нулевой линии по отсекаемым отрезкам 
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 2) Если точка приложения силы движется по прямой, пересекающей центр 

тяжести сечения, и приближается к центру тяжести, то нулевая линия смещает-

ся параллельно сама себе и удаляется от центра тяжести сечения. 

 3) Если точка приложения силы находится на оси X (на оси Y), то нулевая 

линия перпендикулярна оси X (оси Y). 

 4) Если точка приложения силы движется по прямой, не проходящей через 

центр тяжести сечения, то нулевая линия поворачивается около неподвижной 

точки. Докажем это утверждение (рис. 136). 

 

 
 

 Пусть оси X и Y являются главными центральными осями инерции сече-

ния. Поставим условие, чтобы точка приложения силы  F Fx ,y  движется по 

прямой 1-2. Уравнение прямой 1-2 в отрезках имеет вид 

 

      1F o F ox x y y  .      (337) 

 

 Если сила приложена в точке 1, то нулевая линия будет перпендикулярна 

оси Y и удалена от оси X на sy   

      
2

s x oy i y  .       (338) 

 

 Если сила приложена в точке 2, то нулевая линия будет перпендикулярна 

оси X и удалена от оси Y на sx   

 

      2
s y ox i x  .       (339) 

 

 Вычислим напряжения в точке S  при приложении силы в произвольной 

точке прямой 1-2. 
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Рис. 136 – Положение нулевой линии при перемещении точки  

приложения силы из точки 1 в точку 2 
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2 2

2 2 2 2
1 1

yF s F s xF F
s

o oy x y x

ix x y y iN N x y

A A x yi i i i

      
               

          

 

               (340) 

   1 1 1 0F F

o o

x yN N
.

A x y A

 
      

 
 

 

 Таким образом, где бы не была приложена сила F  на прямой 1-2, напря-

жение в точке S  будет равно нулю. Следовательно, нулевая линия при движе-

нии точки приложения силы F  по прямой 1-2 будет поворачиваться около не-

подвижной точки S . Предположение доказано. 

 Иллюстрация свойств нулевой линии приведена на рисунке 137. 

 

 
 

1.12.14 Порядок расчета внецентренно сжатой колонны 

 1) Определить геометрические характеристики поперечного сечения – 

центр тяжести, площадь поперечного сечения и квадраты радиусов инерции. 

 2) Найти положение нулевой линии. 

а) б) 

в) г) 

Рис. 137 – Иллюстрация свойств нулевой линии – первое (а), второе (б), 

третье (в) и четвертое (г) 
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 3) Определить положение (координаты) опасных точек в растянутой и в 

сжатой частях сечения колонны. Опасными точками являются точки макси-

мально удаленные от нулевой линии. 

 4) Проверить условие прочности 

 

   

2 2

2 2

1 ;

1

F t F t
t t

y x

F s F s
s s

y x

x x y yN
R

A i i

x x y yN
R .

A i i

 
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 
 

 
     
 
 

    (341) 

 

Здесь  

F Fx , y  – координаты точки приложения равнодействующей; 

N F  , если стержень внецентренно растянут и N F  , если стержень вне-

центренно сжат; 

A  – площадь поперечного сечения колонны; 

t tx , y  – координаты опасной точки в растянутой части сечения; 

s sx ,y  – координаты опасной точки в сжатой части сечения; 

t sR , R  – расчетные сопротивления материала, соответственно, на растяжение и 

на сжатие. 

 

1.12.15 Пример расчета стержня на внецентренное сжатие 

 Дано сечение внецентренно сжатого стержня (рис. 138). Равнодействую-

щая сжимающей силы равна F=360 кН, размеры сечения определяются значе-

ниями величин a=12 см, b=18 см; с=9 см; d=15 см.  Требуется найти положение 

центра тяжести сечения, положение нулевой линии, определить опасные точки 

и напряжения в них, построить эпюру нормальных напряжений. 

 По эскизу сечения (рис. 138 ) определим координаты центров тяжестей от-

дельных частей сечения, площади и моменты инерции относительно их соб-

ственных осей. 
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Рис. 138 – Сечение внецентренно сжатого старжня и эпюра напряжений 
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 Третья часть сечения 
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 Статические моменты сечения относительно вспомогательных осей 
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 Координаты центра тяжести сечения  
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 Новые координаты центров тяжестей частей сечения 
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 Центральные моменты инерции всего сечения 

 

  
     

 

3
2 2 2

1

2 4

5832 216 6 20736 432 21

5832 216 6 63504см ;

xc xk k ck
k

I I A y


        

   


 



 191 

  
     

 

3
2 2 2

1

2 4

2592 216 15 11664 432 0

2592 216 15 114048см

yc yk k ck
k

I I A x

.



        

   


 

 

 Квадраты радиусов инерции сечения 
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 Координаты точки приложения силы F во вспомогательных осях X и Y 
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 Координаты точки приложения силы F в центральных осях XC и YC 
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 Координаты опасной точки в сжатой части сечения во вспомогательных 

осях X и Y  
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ных осях X и Y  

  

  
18

12 21см; 0
2 2

t t
b

x a y .       

 

 Координаты опасной точки в сжатой части сечения в центральных осях Xс 

и Yс  

  9 0 9см; 33 15 18смсs s c cs s cx x x y y y .             

 

 Координаты опасной точки в растянутой части сечения в центральных 

осях Xс и Yс  
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  21 0 21см; 0 15 15смct t c ct t cx x x y y y .            

 

 Напряжения в опасных точках сечения N=-F=-360 кН 

 

 
 3

2 2 4

9 9360 10 18 18
σ 1 1 25 09МПа;

132 73 5864 10

cF cs cF cs
s

yc sc

x x y yN
,

A ,i i 

      
             

 

 
 3

2 2 4

18 15360 10 18 21
σ 1 1 17 11МПа.

132 73 5864 10

cF ct cF ct
t

yc sc

x x y yN
,

A ,i i 

     
             

 

 

 По найденным значениям напряжений в опасных точках построим эпюру 

нормальных напряжений (рис. 138). 

 

1.12.16 Изгиб с кручением 

 При изгибе с кручением в поперечных сечениях стержня появляются изги-

бающий и крутящий моменты. На кручение с изгибом работают элементы про-

странственных конструкций, валы машин, винтовые пружины и др.  

 

 
 

 Рассмотрим стержень круглого сечения (рис. 139). Учитывая принцип не-

зависимости действия сил, напряжения в произвольной точке сечения равны 

сумме напряжений от кручения и от изгиба 

 

  от от y от 
yx

Mx M T
x y P

MM T
y; x; .

I I I
           (342) 

 

 Анализ эпюр показывает, что опасная точка, обозначим ее буквой S, рас-

полагается на контуре сечения. Выделим около точки S элементарный паралле-

лепипед (рис. 140). 

X 

Y 

Z 

Mx 

My 
T 

0 

σот Mx  

σот My  

от T  

Рис. 139 – Распределение 

напряжений от внутренних сил 

при изгибе с кручением 
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 Очевидно, что выделенный элемент находится в условиях плоского 

напряженного состояния, так как площадки с нормалью Y свободны от  напря-

жений. Поэтому главные напряжения могут быть вычислены по известной 

формуле 

 

     
2 2z

1/3
1

4
2 2

x
z x xz

  
        .    (343) 

 

 Так как 0x  , имеем 

 

  
2 2

1
1

4
2 2

z
z xz


      ;     

2 2
3

1
4

2 2

z
z xz


        (344) 

 

 По 3-й теории прочности условие наступления предельного состояния 

имеет вид 

 

      1 3 0
III       .      (345) 

 

 Подставим выражения для напряжений (344) в условие прочности (345) 

 

      2 2 2 21 1
4 4

2 2 2 2

III z z
z xz z xz

    
              

        

              (346)

 

 

  
2 2 2 2 2 21 1

4 4 4
2 2 2 2

z z
z xz z xz z xz R

 
               . 

 

 Подставим выражение (342) для напряжений в опасной точке S в выраже-

ние (346) 

 

zx 

xz 

σz 

X 

Y 
Z 

Рис. 140 – Элемент, вырезанный вблизи поверхности стержня круглого сечения 
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2
2

2

2
4

yIII x
s s

x y p

MM T
y x r R

I I I

 
     

 
 

.    (347) 

 

 Установим связь между моментами и координатами точки S. Для этого ис-

пользуем элементы векторной алгебры (рис. 141). 

 

   

cos ; sin ;

sin ; cos

; 2 .

x u y u

s s

x y p x

M M M M

x r y r ;

I I I I

   

     

 

    (348) 

 

 
 

 После подстановки (348) в выражение (347) получим 
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III u u
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M TM T
r r .

JJ J

  
       

 
 


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   (349) 

 

 И, окончательно, для третьей теории прочности имеем 

 

      

пр
III u

x

M
R

W
   ,      (350) 

где  
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Mu 
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Рис. 141 – Связь между вектором суммарного изгибающего момента и 

векторами его компонент 



 195 

      
2 2пр

u uM M T  .      (351) 

 

 По четвертой теории прочности имеем (без вывода) 

 

      
пр

IV u

x

M
R

W
   ,      (352) 

где  

 

     
2 20 75пр

u uM M , T   .      (353) 

 

1.13 Устойчивость сжатых стержней 

 

1.13.1 Методы решения задач на устойчивость 

 Вопросы устойчивости сжатых элементов в строительстве имеют одно из 

важнейших значений. Существует несколько основных методов расчета кон-

струкций с учетом возможной потери устойчивости. Кратко изложим принци-

пы этих методов. 

 Д и н а м и ч е с к и й   м е т о д. 

 Наиболее общим методом исследования устойчивости является динамиче-

ский метод. Предполагается, что исследуемая форма равновесия каким-либо 

образом нарушена. По характеру возникающего при этом движения судят об 

устойчивости или неустойчивости исследуемой формы равновесия. Если дви-

жения представляют собой колебания с постоянно возрастающей амплитудой, 

то исследуемая форма равновесия является неустойчивой. В противном случае 

она устойчива. 

 М е т о д   Э й л е р а. 

 Появление смежных форм равновесия называется бифуркацией или раз-

ветвлением форм равновесия. Существует понятие о точке бифуркации. Для 

определения точки бифуркации используется способ Эйлера. Основная идея 

метода Эйлера заключается в предположении, что смежные формы равновесия 

существуют. Из уравнения, характеризующую эту форму определяют нагрузку, 

при которой она становится возможной. 

 Э н е р г е т и ч е с к и й    м е т о д . 

 Суть энергетического метода состоит в исследовании изменения полной 

энергии системы при переходе из исходной формы равновесия в возмущенную 

форму равновесия. Критическому значению нагрузки соответствует нулевое 

значение этого изменения. 

 

1.13.2 Основные понятия об устойчивости 

 Во многих случаях выполнение условия прочности при центральном сжа-

тии является недостаточным для нормальной (безопасной) эксплуатации со-

оружения. Возможно разрушение сжатых стержней, плит, оболочек, связанное 
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с их потерей устойчивости – внезапного изменения формы с последующим раз-

рушением. Дадим понятия устойчивого и неустойчивого состояний равновесия. 

 Если малые возмущения вызывают малые отклонения системы от состо-

яния равновесия и после снятия возмущения система самостоятельно способ-

на вернуться в свое первоначальное состояние, то такое состояние называет-

ся устойчивым состоянием равновесия. 

 Если малые возмущения вызывают большие отклонения от состояния 

равновесия и после снятия возмущения система самостоятельно не способна 

вернуться в свое первоначальное состояние, то такое состояние называется 

неустойчивым состоянием равновесия. 

 Поясним эти понятия на примере с равновесием шарика (рис. 142). 

 

 
 Случай 1. Шарик находится в устойчивом состоянии равновесия. От дей-

ствия возмущения шарик отклонится от своего первоначального состояния, а 

затем после снятия возмущения он самостоятельно вернется в первоначальное 

состояние. 

 Случай 3. Шарик находится в неустойчивом состоянии равновесия. От 

действия возмущения шарик отклониться от своего первоначального состояния, 

а затем после снятия возмущения он не сможет самостоятельно вернется в пер-

воначальное состояние. 

 Случай 2. Шарик находится в безразличном состоянии равновесия. Беско-

нечное множество положений шарика являются его состояниями равновесия. 

То есть имеет место бифуркация – разветвление форм равновесия.  

 Аналогия наблюдается и для сжатого стержня (рис. 143). 

При малой сжимающей силе crF F  сжатый стержень находится в устойчивом 

состоянии равновесия и возвращается в исходное (прямолинейное) положение 

после снятия возмущения (случай 1). При большой сжимающей силе > crF F  

прямолинейная форма стержня является неустойчивой. Сколь угодно малые 

возмущения вызывают большие отклонения стержня от прямолинейной формы 

равновесия. После устранения возмущения стержень самостоятельно не может 

Неустойчивое 

состояние 
Устойчивое 

состояние 

Безразличное 

состояние 

Случай 1 Случай 2 Случай 3 

Рис. 142 – Пример устойчивого и неустойчивого состояний равновесия шарика 
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вернуться в свое первоначальное положение – прямолинейной форме равнове-

сия. 

 

 
 Под возмущениями следует понимать неучтенные воздействия на кон-

струкцию. Например, моменты за счет случайных эксцентриситетов, началь-

ное искривление стержня, искривление стержня за счет воздействия температу-

ры и др. 

 Сопротивление сжатого стержня изгибу, появившемуся в результате 

потери устойчивости, называется продольным изгибом.  

 Продольный изгиб опасен тем, что нарастание деформаций происходит 

очень быстро при постоянной сжимающей силе. Разрушение происходит вне-

запно без заметных внешних признаков.  

 Таким образом, продольный изгиб является опасным для конструкций. Его 

допускать нельзя. Поэтому поперечные размеры элементов сжатых конструк-

ций должны назначаться не только из условия прочности на центральное сжа-

тие, но и из условия 

 

      cr cr brF A    ,      (354) 

 

где  cr  – критическое напряжение; 

crF  – критическая сжимающая сила; 

brA  – площадь поперечного сечения брутто, то есть без учета местных ослабле-

ний. 

 

1.13.3 Метод Эйлера определения критической сжимающей силы для 

стержня 

Леона́рд Э́йлер (нем. Leonhard Euler; 4 (15) апреля 1707, Базель, Швейца-

рия — 7 (18) сентября 1783, Санкт-Петербург, Российская империя) — швей-

царский, немецкий и российский математик, внёсший значительный вклад в 

развитие математики, а также механики, физики, астрономии и ряда приклад-

ных наук. 

 Равновесное и неравновесное состояния прямолинейного сжатого стержня 

хорошо иллюстрируются схематично (рис. 144).   
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Рис. 143 – Пример потери устойчивости сжатого стержня 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9D%D0%B5%D0%BC%D0%B5%D1%86%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%8F%D0%B7%D1%8B%D0%BA
http://ru.wikipedia.org/wiki/15_%D0%B0%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%BB%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/1707_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%B0%D0%B7%D0%B5%D0%BB%D1%8C
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B2%D0%B5%D0%B9%D1%86%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B2%D0%B5%D0%B9%D1%86%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/18_%D1%81%D0%B5%D0%BD%D1%82%D1%8F%D0%B1%D1%80%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/1783_%D0%B3%D0%BE%D0%B4
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B0%D0%BD%D0%BA%D1%82-%D0%9F%D0%B5%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B1%D1%83%D1%80%D0%B3
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%BE%D1%81%D1%81%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%B8%D0%BC%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B8%D1%8F
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC%D0%B8%D1%8F


 198 

 При малой сжимающей силы crF F  прямолинейный стержень находится 

в состоянии устойчивого равновесия. Такое состояние только одно – прямоли-

нейная форма (случай 1). 

 При большой сжимающей силе > crF F  прямолинейный стержень находит-

ся в состоянии неустойчивого равновесия. Такое состояние может быть только 

одно – прямолинейна форма (случай 3). 

 Но имеется граничное состояние, когда crF F . В этом случае сжимаемый 

стержень находится в безразличном состоянии равновесия. Прямолинейная 

форма равновесия сжатого стержня в этом случае не является единственной. 

Форм равновесия становится бесконечное множество. При этом и незначитель-

но искривленные стержни тоже будут находиться в состоянии равновесия. То 

есть происходит бифуркация форм равновесия (случай 2). 

 

 
 Согласно определению Эйлера – наименьшее значение сжимающей си-

лы, при которой происходит разветвление форм равновесия, называется 
критической силой.  

 Рассмотрим сжатый прямолинейный стержень (рис. 145). Изгибающий 

момент от продольной силы равен 

 

  M F V  .      (355) 

 

Дифференциальное уравнение изгиба имеет вид 

 

   

2

2

d V M F
V

EI EIdz
    .     (356) 

 

crF F  > crF F  

0 

Ось равновесных состояний 

crF F  

Точка бифуркации 

F 

Рис. 144 – Иллюстрация форм равновесия сжатого стержня 
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 Для удобства обозначим  

  

2 F
k

EI
 .        (357) 

 Тогда 

       
2

2

2
0

d V
k V .

dz
              (358)

  

 

 Решение дифференциального уравнения (358) имеет вид 

 

        cos sinV A kz B kz  .     (359) 

 

 Подставим решение (359) в уравнение (358) и убедимся, что оно удовле-

творяется. 

 

        2 2 2 2cos sin cos sin 0Ak kz Bk kz k A kz k B kz .    

  

(360)

  

 Для определения коэффициентов A и B воспользуемся граничными усло-

виями 

при 0; 0z V .   
 

        cos 0 sin 0 0V A k B k     .    (361) 

 

Отсюда имеем  значение = 0A . 

 Следовательно, решение уравнения можно выразить более просто 

  

       sinV B kz  .      (362) 

 

V 

z 

l 

F 

Рис. 145 – Схема искривления стержня в момент потери устойчивости 
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То есть, стержень в момент потери устойчивости искривляется по синусоиде. 

при ; 0z l V   
 

       sin 0V B kl  .      (363) 

 

 Требуется определить, при каких условиях решение (363) возможно.  Если 

0B  , то стержень не искривляется. Этот случай не рассматривается, так как 

противоречит условию задачи.  

 Поэтому 

 

       sin 0kl  .       (364) 

 

 Это условие выполняется при  

 

     2kl , , ..., n      ,      (365) 

 

где n  – числа натурального ряда. 

 Учитывая выражение для k , получим форму искривления сжатого стержня 

и выражение для критической силы. Рассмотрим только положительные значе-

ния и выразим значение критической силы согласно принятому решению. 

       

 

2 2 2

2 21
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cr

cr
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k l ,

F
l ,

EI

EI
F .

l

 
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 




 

 

 

 

 

 В этом случае стержень в момент потери устойчивости принимает форму 

одной полуволны синусоиды (рис. 146). 

  

Fcr1 

Рис. 146 – Искривление стерж-

ня в форме одной полуволны 
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В этом случае стержень в момент потери устойчивости принимает форму 

двух полуволн синусоиды (рис. 147). И так далее … 

 Для реального стержня следует принимать во внимание только ми-

нимальную критическую силу 
 

      
2

2cr
EI

F
l


 .       (366) 

 

 Формула Эйлера опубликована в 1744 г. Формула Эйлера справедлива 

только в случае упругой деформации материала стержня, так как при ее 

выводе используется дифференциальное уравнение упругой оси стержня 

при изгибе. 

 

1.13.4 Влияние способов закрепления сжатого стержня на величину 

критической силы 

 Рассмотрим четыре способа закрепления сжатого стержня. Для каждого 

вида закрепления стержня необходимо решить дифференциальное уравнение 

изгиба стержня:  

1) защемлен нижним концом (рис. 148, а); 

2) шарнирно закреплен обоими концами (рис. 148, б); 

3) защемлен нижним концом, шарнирно закреплен верхним концом (рис.148, 

в); 

4) защемлен верхним и нижним концами (рис. 148, г).  

После обобщения всех решений, установлено, что для указанных закреп-

лений критическая сила определяется по общей объединенной формуле 
 

      
 

2

2cr
EI

F
l





,       (367) 

 

где   – коэффициент приведения длины; 

прl  – приведенная длина стержня 

Fcr1 

Рис. 147 – Искривление 

стержня в форме двух по-

луволн 
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      l l.          (368) 

 
 Приведенной длиной стержня называется длина участка стержня, на 

котором, при потере устойчивости сжатого стержня, укладывается одна 

полуволна. 

 Что означает приведенная – это приведенная к длине в задаче Эйлера, ко-

гда оба конца стержня закреплены шарнирно. 

 В общем случае сжатый стержень может потерять устойчивость из одной 

либо из другой главных плоскостях. Если приведенные длины стержня в раз-

ных плоскостях разные и главные моменты инерции отличаются друг от друга, 

то следует вычислять критические силы при потери устойчивости в обоих 

плоскостях, а затем выбрать в качестве расчетной меньшую из них. 

 

1.13.5 Пределы применимости формулы Эйлера. Формула Ясинского   

 Если критические напряжения больше предела пропорциональности, то 

применять формулу Эйлера нельзя, так как в момент потери устойчивости в 

стержне появяться пластические деформации. Возможность применения фор-

мулы Эйлера требует выполнения условия (369) 

 

Рис. 148 – Формы искривления сжатого стержня при различных способах закрепле-

ния стержня: а) защемлен нижним концом; б) шарнирно закреплен обоими концами; 

в) защемлен нижним концом и шарнирно закреплен верхним концом; 

г) защемлен обоими концами 

l l 

l l 

lпр 

lпр 

lпр 

lпр 

0,5lпр 

0,5lпр 

0,5lпр 

=2 =1 

=0,7 =0,5 

а) б) 

в) г) 
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     

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2
cr

cr pr
F EI E I E E E

i .
A Al A l l l

i

    
          

    
 
 

 (369) 

 

Здесь i  – радиус инерции сечения стержня; 

  – гибкость стержня, величина безразмерная и всегда больше нуля 

 

      
l

i


  .       (370) 

 В результате получим  

 

       
2

2cr
E

 


.      (371) 

 

 Критическая сжимающая сила равна 

 

       cr cr brF A  .      (372) 

 

 Пусть cr pr   , тогда верхний предел гибкости можно определить по 

формуле (373) 

       
2

u
pr

E
 


.      (373) 

 

 Для ст.3 значения модуля упругости и предела пропрциональности примем 

по справочной информации 

  
2200МПа; 200ГПа; 100pr E .    

 

 

 Подставим эти значения в формулу (373) и получим верхний предел гиб-

кости 

 

     
9

6

10 200 10
100

200 10
u

 
  


.     (374) 

 

 Если u>  , то можно применять формулу Эйлера. Если u   , то форму-

лу Эйлера применять нельзя, так как при потере устойчивости стерженя в нем 

появляются не только упругие, но и пластические деформации. В этом случае 

следует использовать эмпирическую формулу Ф.С.Ясинского (эмпирическая – 

это значит полученная по результатам эксперимента). 
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      cr a b    ,
 

      (375) 

 

где a, b – эмпирические, то есть полученные экспериментально, коэффициен-

ты, зависящие от материала стержня 

 для Ст.3   u310МПа 1 14МПа, 100a , b , .     

 для сосны  u293МПа 1 94МПа, 110a , b , .     

 

1.13.6 Расчет сжатого стержня любой гибкости 

 В зависимости от гибкости сжатого стержня критические силы и критиче-

ские напряжения вычисляются по разным формулам. 

1) При 0 50    – стержень настолько короткий, что разрушение от чистого 

сжатия происходит раньше, чем потеря его устойчивости. В этом случае при-

нимается 
 

      cr y u   .       (376) 

 

2) При 50 u     – стержень теряет устойчивость, испытывая упругопластиче-

ские деформации. Для вычисления критической силы (или критического 

напряжения) используется формула Ясинского 
 

      cr a b    .       (377) 
 

3) При u    – стержень теряет устойчивость в упругой стадии. Критическую 

силу (критические напряжения) вычисляются по формуле Эйлера 
 

      
2

2cr
E

 


.       (378) 

 

 Для большей наглядности применения формул при расчете сжатого стерж-

ня на устойчивость построим диаграмму критических напряжений (рис. 149). 

 

 
Рис. 149 – Диаграмма критических напряжений 

σcr 

σu 

0 50 λu 

Ясинского 

Эйлера 

λ 
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1.13.7 Практический расчет сжатых стержней 

 Напряжение в сжатом стержне должно быть меньше критического напря-

жения 

 

    cr
cr

br br

FN

A A
     ,     (379) 

 

где  N – продольная сжимающая сила; 

brA – площадь поперечного сечения брутто, то есть площадь, принятая без уче-

та местных ослаблений. 

 Местные ослабления – это ослабления стержня на небольшом участке 

его длины. Экспериментальные исследования показали, что местные ослабле-

ния (например, отверстия под заклепки или болты и др) не оказывают заметно-

го влияния на величину критической силы. 

 Для надежности работы стержня в расчет вводится коэффициент запаса 

устойчивости 

 

     cr

br y

N

A n


   .      (380) 

 

 Правую часть выражения (380) умножим и разделим на R  

  

     cr cr

br y y

RN
R

A n R n R

  
     

 
 

.     (381) 

 

 Обозначим выражение в скобках отдельной буквой 

 

      cr

yn R


          (382) 

 

и назовем величину  – коэффициентом уменьшения основного расчетного 

сопротивления материала при продольном изгибе. (по СНиП  – это коэф-

фициент продольного изгиба). 

 Коэффициент  зависит от гибкости и материала сжатого стержня. 

 Тогда условие прочности принимает вид 

 

      
br

N
R

A
    .       (383) 
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 Коэффициент продольного изгиба  определяется по таблицам СНиП. 

Приведем фрагмент этой таблицы. 

 

λ , для Ст.3 

0 1,00 

10 0,99 

20 0,97 

… … 

 

1.13.8 Пример подбора сечения сжатого стержня с учетом продольного 

изгиба 

 Д а н о. Стержень длинной l = 4 м защемлен обеими концами =0,5 сжат 

силой F = 240 кН. Подберем двутавровое сечение. Расчетное сопротивление и 

модуль упругости материала двутавра приняты равными R=210 МПа и E=200 

ГПа. 

 
 Р е ш е н и е. В первом приближении принимаем коэффициент продольно-

го изгиба равным 0 5,  . Из условия прочности при продольном изгибе 

 

      
F

R
A

             

 

определим требуемую площадь сечения стержня 

 

     
3

2
тр 6

240 10
22 86см

0 5 210 10

F
A ,

R ,


  
  

. 

 

R = 210 МПа; 

E = 200 ГПа; 

 = 0,5; 

pr=200 МПа. 

F=240кН 

l=
4
,0

 м
 X 

Y 

Рис. 150 – Схема сжатого двутаврового стержня  
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 По требуемой площади поперечного сечения стержня подберем из табли-

цы прокатов двутавр №18 и выпишем его площадь и радиус инерции A=23,4 

см2, 1 88 смyi , . 

 Определим гибкость стержня 

 

     
0 5 400

106
1 88y

l ,

i ,

 
    .        

 

 Найдем коэффициент продольного изгиба, используя линейную интерпо-

ляцию 

 

   110 100
106 100

0 52 0 60
6 0 60 6 0 552

10 10

, ,
, ,

  
         . 

 

 Проверим сжатый стержень по условию прочности при продольном изгибе 

 

  
3

6

4

240 10
102 5МПа < =0,552 210 10 115 9МПа

23 4 10

F
, R ,

A , 


       


. 

 

 Условие прочности выполняется. 

 Определим критическое напряжение по формуле Эйлера, так как =106 > 

U=100. 

    
2 2 9

2 2

3 14 200 10
175МПа

106
cr

E ,  
   


. 

 

 Вычислим критическую силу 

 

    
6 4175 10 23 4 10 409 5кНcr crF A , ,       . 

 

 Найдем коэффициент запаса устойчивости 

 

     
adm

409 5
1 71

240

cr
y

F ,
n ,

F
   . 

 

1.13.9 Пример определения несущей способности сжатого стержня 

кольцевого поперечного сечения с учетом продольного изгиба 

 Д а н о. Стержень кольцевого сечения, шарнирно закрепленный верхним 

концом и защемленный нижним концом, сжат силой F = 240 кН. Все числовые 

данные приведены на рисунке (рис. 151). Проверим по условию прочности. 
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 Р е ш е н и е.  

 Вычислим площадь сечения 

 

   
2 2 2 2

2н в 3 14 24 3 14 22
72 22см

4 4 4 4

D D , ,
A , .

   
      

 

 Вычислим момент инерции сечения стержня 
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4н в 3 14 24 3 14 22
4785см

64 64 64 64
x y

D D , ,
I I .

   
       

 

 Определим радиус инерции сечения 

 

    
4785
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72 22

x
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I
i i ,

A ,
           

 

 Найдем гибкость стержня 
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8 1x
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 Вычислим предельную гибкость для материала стержня (стали) 
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R = 210 МПа; 

E = 200 ГПа; 

 = 0,7; 

pr=200 МПа. 

F=240 кН 

l=
1
2
,0

 м
 

X 

Y 

Рис. 151 – Схема сжатого стержня кольцевого сечения 
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 Определим критическую силу. Так как 104 100u     , воспользуемся 

формулой Эйлера. 

 

   
   

2 2 9 8

2 2

3 14 200 10 4785 10
1337кН.

0 7 12
cr

EI ,
F

l ,
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  

 
 

 

 Найдем коэффициент продольного изгиба, используя таблицу  и линей-

ную интерполяцию 

 при =100; =0,60  ;  при =110 =0,52  . 

 По интерполяции получим 

 

   110 100
148 100

0 52 0 60
4 0 60 4 0 568

10 10

, ,
, , .

  
          

 

 Проверим по условию прочности 

 

  
3

4

240 10
33 2МПа < =0,568 210 119МПа.

72 22 10br

F
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A , 


      


 

 

 Условие прочности выполняется. 

 Найдем несущую способность сжатой стойки – допускаемую сжимающую 

силу из условия прочности. 

 

   
6 4

adm 0 568 210 10 72 22 10 861кН.brF RA , ,          

 

 Определим коэффициент запаса устойчивости. 
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cr
y

F
n , .

F
           

 

1.13.10 Пример определения несущей способности сжатого стержня, 

составленного из двух уголков, с учетом продольного изгиба 

 Д а н о. Сжатый стержень защемлен нижним концом и свободен на верх-

нем конце (рис. 152). Стержень состоит их двух равнополочных прокатных 

уголков L№1208, образующих крестообразное сечение. Из таблицы прокат-

ных профилей выпишем площадь сечения одного уголка A1=17,2 см2, радиус 

инерции 1  4 28 ui , см . Расчетное сопротивление и модуль упругости равны  

R = 210 МПа и E=200 ГПа. По условию закрепления коэффициент приведения 

длины равен  = 2,0. 

  



 210 

 
 

 Р е ш е н и е. Вычислим гибкость стержня из плоскости, содержащей ось V 

(рис. 152). 

      
1

2 200
93

4 28u

l
.

i ,

 
     

 

 Используя таблицу коэффициентов продольного изгиба и линейную ин-

терполяцию, вычислим коэффициент продольного изгиба при гибкости =93. 

 

   100 90
93 90

0 60 0 69
3 0 69 3 0 663

10 10

, ,
, , .

  
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 Из условия прочности найдем допускаемую сжимающую силу 
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adm 12 0 663 210 10 2 17 2 10 479кН.F R A , ,            

 

 Вычислим критическое напряжение, используя формулу Ясинского, так 

как 93 100u      

 

    310 114 93 204МПа.cr a b ,         

 Определим критическую сжимающую силу 
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12 204 10 2 17 2 10 702кН.cr crF A ,          . 

 

 Найдем коэффициент запаса устойчивости 
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R = 210 МПа; 

E = 200 ГПа; 

 = 2,0; 

pr=200 МПа; 

2L1208 

i1u=4,28 см; 

A1=17,2см2. 

Рис. 152 – Схема сжатого стержня, состоящего из двух равнополочных уголков се-

чения 
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1.14 Динамический расчет строительных конструкций 

 

1.14.1 Общие понятия о динамических расчетах строительных 

конструкций  

 Некоторые нагрузки на строительные конструкции сравнительно быстро 

меняют свою величину или положение. Такие нагрузки называются динамиче-

скими.  

 П р и м е р ы. Действие поезда на мост, работа штампового пресса, работа 

машин и механизмов с маховиками, забивка свай копром и др. 

 Динамические нагрузки вызывают колебательные движения частей соору-

жений. Поэтому при расчете следует учитывать силы инерции. Отметим, что 

признаком динамической задачи является необходимость учета сил инер-

ции. При решении динамических задач используются два метода – дифферен-

циальный и интегральный.  

 Дифференциальный метод основан на составлении дифференциального 

уравнения динамического равновесия и получение уравнения движения частей 

сооружения. Анализ уравнения движения позволяет получить ускорения точек 

сооружения, а значит и сил инерции, которые учитываются в расчете. Этот ме-

тод связан с большими математическими проблемами – решением больших си-

стем дифференциальных уравнений. 

 Так, например, достаточно простая задача динамического расчета одно-

пролетной П-образной рамы при одномассовом сгущении ее элементов потре-

бует решения системы двух дифференциальных уравнений (рис. 153). При 

этом, вычисляя деформации, следует ограничиться учетом только  изгибом 

элементов рамы. 

 

 
 Интегральный метод основан на использовании динамического коэффи-

циента. Этот метод чаще всего используется при расчете строительных кон-

струкций.  

 Динамический коэффициент равен отношению исследуемой величины 

при динамическом воздействии к значению этой же величины при статиче-

ском воздействии. 

 

      д д ст=S k S ,       (384) 

U 

V 

Рис. 153 – Расчетная схема П-образной рамы для динамического расчета 
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где  стS – исследуемая величина при статическом приложении нагрузки (N, M, 

V, σ и др.) 

 дk – динамический коэффициент, определяемый аналитически или экспе-

риментально. 

 Динамический коэффициент зависит от: 

 – вида динамической нагрузки; 

 – размеров конструкции; 

 – массы конструкции; 

 – жесткости элементов конструкции и др. 

 

1.14.2 Учет сил инерции при расчете троса 
 Пусть тело весом G подымается на тросе с ускорением a (рис. 154). Вес 

троса q. Если тело не опускается и не подымается, то сила N равна 

 

      стN G qz  .       (385) 

 

 Если тело ускоренно подымается с ускорением a, то для определения 

натяжения троса необходимо составить уравнение движения тела, взять вторую 

производную и получить ускорение. Однако, этого можно не делать, если ис-

пользовать принцип Даламбера. 

 Принцип Даламбера – движущуюся систему можно рассматривать 

как находящуюся в равновесии, если ко всем ее точкам присоединить до-

полнительно силы инерции. 

 

 
 Силы инерции численно равны произведению массы на ускорение и 

направлены в сторону, противоположную ускорению 

 

      ин
+G qz

F a
g

  ,      (386) 

 

где g – ускорение свободного падения. 

 Суммарная сила равна 

T 

z 

G 

q 

N 

Рис. 154 – Схема поднятия груза на тросе 
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    д ст ин= + 1
G qz a

N N N G qz a G qz
g g

 
       

 
.  (387) 

 

 Окончательно имеем 

 

      д д стN k N  .       (388) 

 

 В результате получаем формулу для динамического коэффициента 

 

 д 1k a g  .       (389) 

 

 Используя динамический коэффициент и зная статическое напряжение,  

можно найти динамическое напряжение 

  

    
д д ст

д д ст

N k N
k

A A
     .     (390) 

 

 Окончательно имеем 

 

      д д стk          (391) 

 

 Аналогично можно найти прогибы от динамической нагрузки 

 

      д д стV k V  .       (392) 

 

 Если тело ускоренно опускается, то следует принимать 0a  . 

 

1.14.3 Расчет на удар 
 Дадим определение такому явлению как удар. 

 Удар – это взаимодействие движущихся тел в результате их сопри-

косновения, приводящее к изменению скоростей их точек.  

 П р и м е р ы. Действие кузнечного молота на заготовку, удар копра при 

забивке сваи и др. 

 Процесс удара – это сложное механическое явление. Чтобы упростить рас-

чет в сопротивлении материалов, приняты следующие допущения. 

 Д о п у щ е н и я.  

1) После удара двух тел оба тела движутся с одинаковой скоростью и в одном 

направлении. 

2) Материал соударяющихся тел испытывает только упругие деформации. 
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3) Кинетическая энергия удара полностью переходит в потенциальную энергию 

упругих деформаций тел. 

 Рассмотрим задачу о продольном ударе по стержню (рис. 155). 

 

 
  

 Потенциальная энергия деформации стержня равна при статическом при-

ложении нагрузки – когда тело просто установить на торец стержня 

 

   
2 22

ст стст ст
ст ст ст

ст ст

1 1 1

2 2 2 2
2

G l l EAl G l
U G l G l .

Gll l l

EA

   
       

 


(393) 

 

 Аналогично выражается потенциальная энергия при динамическом при-

ложении нагрузке – ударе 

      
 

2

д
д =

2

l EA
U

l


.      (394) 

 

 Кинетическая энергия удара равна потенциальной энергии поднятого тела 

G 

       д= +T G H l .      (395) 

 

 По закону сохранения энергии имеем 

 

      дT U .       (396) 

  

 Отсюда получим уравнение 

 

G 

H
 


l 

l 

A 
Рис. 155 – Схема к расчету стержня на 

продольный удар 
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 

 
2

д
д

2

l EA
G H l

l


   .     (397) 

 

 Раскроим скобки, разделим левую и правую части уравнения (397) на EAи 

умножим на 2l  

     2
д д2 2

Gl Gl
l H l

EA EA
    .      (398) 

 

 Учтем, что стGl EA l  и получим квадратное уравнение относительно 

неизвестного Дl  

 

    2
д ст д ст2 2 0l l H l l       .     (399) 

 

 Приведем уравнение (399) к привычному виду квадратного уравнения 

 

     2
д ст д ст2 2 0l l l H l       .    (400) 

 

 Из математики известно, что решение неполного квадратного уравнения 

 

     
2 0x px q         (401) 

 

имеет вид 

     

2

1 2
2 2

,
p p

x q
 

    
 

.      (402) 

 

 Воспользуемся решением квадратного уравнения и получим 

 

    2
д ст ст ст2l l l H l       .     (403) 

 

 Приведем выражение (403) к виду  

 

    д ст ст1 1 2l l H l      .     (404) 

 Окончательно имеем 

      д д стl k l   ,       (405) 

 

где  стl  – деформация при статическом приложении нагрузки; 

 Дl  – деформация при динамическом приложении нагрузке (ударе); 
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 Дk  – динамический коэффициент при ударе равен 

 

      д ст1 1 2k H l    .     (406) 

 

Используя динамический коэффициент (406) можно найти напряжения 

при ударе. Правда, для этого требуется знать статическое напряжение.  

 

      д д стk   .       (407) 

 

1.14.4 Пример расчета балки на поперечный удар 

 Д а н о. Балка пролетом 3 м, опирающаяся своими концами на шарнирные 

опоры (рис. 156). На балку падает тело массой m=2000 кг с вычоты 11 см. Балка 

изготовлена из двутавра №20а с моментом инерции 42030 смxI  и моментом 

сопротивления
3203 смxW  . Модуль упругости материала двутавра принят 

равным E = 200 ГПа. Требуется найти динамический коэффициент, динамиче-

ское напряжение и динамический прогиб балки. Собственная масса не учиты-

вается. 

 

 
 Вес падающего тела на поверхности Земли равен 

 
     2000 10 20кНF mg     

 

 Определим прогиб балки от статически приложенной нагрузки, то есть ве-

са падающего тела. 

 

  
3 3 3

ст 9 8

20 10 3
2 77мм 2,8мм

48 48 200 10 2030 10x

Fl
V ,

EI 

 
   

   
. 

 

 Вычислим динамический коэффициент 

 

Двутавр №20а  

Ix=2030 см4;         Wx=203см3; 

E=200 ГПа; l=3 м; 

m=2000 кг; H=11 см. 

 

A B C 

H 

l/2 

Рис. 156 – Схема поперечного удара по двутавровой балке 

m 

l/2 
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    д
ст

2 2 110
1 1 1 1 9 9 10

2 8

H
k ,

V ,


        . 

 

 Найдем максимальный изгибающий момент от статически приложенной 

нагрузки. 

     
320 10 3

15кНм
4 4

x
Fl

M
 

   . 

 

 Определим максимальное нормальное напряжение от статически прило-

женной нагрузки, то есть от веса падающего тела. 

 

    
3

ст 6

15 10
73 89МПа 74МПа

203 10

x

x

M
,

W 


    


. 

 

 Вычислим максимальное нормальное напряжение при ударе падающего 

тела.   

д д ст 10 74 740МПаk      .       

 

 Определим прогиб балки от динамического приложения нагрузки (ударе) 

 

     д д стV 10 2 8 28ммV k ,    . 

 

1.14.5 Динамический расчет на мгновенно приложенную нагрузку 
 Примером мгновенно приложенной нагрузки является наезд колеса локо-

мотива на рельс (рис. 157). 

 

 
 Мгновенно приложенную нагрузку можно представить как удар при нуле-

вой высоте падения тела H = 0. В этом случае динамический коэффициент ра-

вен 

 

   д ст ст1 1 2 1 1 2 0 2k H l l          .   (408) 

Рис. 157 – Мгновенное действие колеса локомотива на рельс 
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1.14.6 Понятие о волновой теории удара 

 Рассмотренный ранее метод расчета при ударе основан на замене системы 

с бесконечно большим числом степеней свободы системой с одной степенью 

свободы, является приближенным. 

 Гораздо точнее описывает процесс удара волновая теория удара. Рассмот-

рим пример продольного удара. Пусть по концу стержня совершается удар аб-

солютно жестким телом (рис. 158). 

 

 
 

 Для оценки эффекта удара обычно используют значение относительной 

линейной деформации z , вызванной этим ударом. Установлено, что деформа-

ция сжатия z  в момент удара зависит только от скорости тела, производящего 

удар, но не зависит от массы этого тела. От массы тела, совершающего удар, 

зависит объем части стержня, в котором появляется деформация сжатия z . 

 После удара образуется волна деформации, которая распространяется по 

длине стержня от места удара к другому концу (рис. 159, а).  

 

 
 Скорость распространения этой волны равна скорости распространения 

звука в материале стержн: 

для стали – 5120 м/с; 

для воды – 1800 м/с; 

для воздуха – 320 м/с.  

 

 Достигнув противоположного конца стержня, волна отразиться от него и 

будет возвращаться к концу, где произведен удар.  

Рис. 159 – Прямое и обратное движение упругой волны после удара 

V 

V 

m 

m 

Рис. 158 – Схема продольного удара по длинному стержню 
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 По волновой теории получается, что пока волна не пройдет по длине 

стержня до его конца и, отразившись, не вернется к концу, где произведен удар, 

“отскок” наблюдаться не будет.  

 Применение волновой теории для описания удара дает более точные ре-

зультаты, однако требует использование аппарата теории упругости. Поэтому в 

курсе сопротивления материалов подробно не изучается. 

 

1.15 Прочность при переменных напряжениях 

 

1.15.1 Основные понятия о расчете конструкций при переменных  

напряжениях 

 Экспериментально установлено, что при переменных напряжениях, гораз-

до меньших опасных напряжений от постоянной нагрузки, происходит разру-

шение материала. Существует несколько представлений о причинах разруше-

ния конструкций от переменных напряжений. Приведем одно из таких поясне-

ний. 

 П о я с н е н и е. Металлы имеют поликристаллическую структуру и сло-

жены множеством кристаллов различного размера и различной ориентации. 

При нагружении металлического образца появляется неоднородное поле 

напряжений. Среднее напряжение может быть меньше опасного, а в отдель-

ных точках на контактах кристаллов за счет концентрации они могут быть 

больше опасного. 

 В таких точках происходит разрушение материала и появляются микро-

трещины. При каждом повторяющемся нагружении трещины растут, так 

как сами являются концентраторами напряжений. Это приводит к появлению 

макротрещин и к разрушению элемента.  

 Вводится понятие о накоплении повреждений и разрушению материала от 

повторяющихся нагрузок. 

 Усталость – процесс постоянного накопления повреждений материа-

ла при действии переменных напряжений, приводящий к образованию 

трещин и разрушению.  

 Свойство материала сопротивляться усталостному разрушению называ-

ется выносливостью.  

 

1.15.2 Виды циклов напряжений 

 Понятия и определения йиклических изменений напржений на примере 

синусоидального закона (рис. 160). Функция  f ( x ) - периодическая, если суще-

ствует такое отличное от нуля число T , что для любого  x  из области опреде-

ления функции имеет место:   f ( x + T ) =  f ( x ). Такое наименьшее число T 

называется периодом функции. 

 Для периода можно дать и такое определение. 

 Минимальной промежуток времени, в течение которого напряжение и его 

производная по времени принимают соответственно одинаковые значения, 

называется периодом T,с. 
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 Изменение напряжений за один период называется циклом напряжения.  

 Максимальное отличие функции, взятое по абсолютной величине,  от его 

среднего значения называется амплитудой. 

 

 
 Симметричный цикл – это такой цикл, при котором максимальное и ми-

нимальное напряжения равны по абсолютной величине, но имеют разные зна-

ки. 

 Асимметричный цикл – это такой цикл, при котором максимальное и 

минимальное напряжения не равны по абсолютной величине. 

 Знакопеременный цикл – это закон колебательного процесса, при кото-

ром максимальное и минимальное напряжения имеют разные знаки. 

 Если максимальное и минимальное напряжения имеют одинаковые знаки, 

то такой цикл называется знакопостоянный.  

 Пример знакопостоянного и ассиметричного цикла приведен на рисунке 

(рис.161). 

 

 
  

 Коэффициент асимметрии цикла определяется отношением 

 

       min

max

R





       (409) 

 

T σ 

σmax 

σmin 

σm 

t 
0 

σa 

Рис. 160 – Синусоидальный закон изменения напряжений 

σmax 

σmin 

σm 

T σ 

t 0 

σa 

σa 

Рис. 161 – Пример знакопостоянного ассиметричного цикла напряжений 
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 Для симметричного цикла (рис. 162, а) 1R   ; для постоянного растяже-

ния (рис. 162,б) 1R   ; для постоянного сжатия 1R   ; для пульсирующего 

цикла (рис. 162, в) 0R  . 

 

 
 

1.15.3 Понятие о пределе выносливости 

 Пределом выносливости называется наибольшее максимальное (мини-

мальное) напряжение, которые не вызывает усталостного разрушения 

элемента при неограниченном числе циклов R . 

 И с п ы т а н и я.  

 Испытания на выносливость выполняются на специальных испытательных 

установках. Отметим, что такие испытания дорогостоящие и требующие боль-

ших затрат времен. Схема установки для испытания на усталость материалов 

приведена на рисунке 163. 

 

 
 Для получения каждой точки кривой усталости (кривая Вебера) требуется 

десять образцов. Это необходимо в связи с большим разбросом результатов. На 

горизонтальной оси N откладывается количество цыклов испытания, а на вер-

тикальной max, максимальное напряжение, которое еще выдерживает образец.   

Для черных металлов (сталь, чугун) испытания проводят на 107 циклов. 

Опыт показывает, что если металл выдерживает 107 циклов, то он выдерживает 

и неограниченное число циклов.  

Эп. M 

F F 

σu 

σmax 

σR 

0 N 

Рис. 163 – Схема установки для испытания на усталость и кривая Велера 

Рис. 162 – Примеры циклов переменных напряжений: а) симметричный цикл;  

б) постоянная нагрузка; в) пульсирующий цикл; г) знакопостоянный цикл 
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 Для цветных металлов испытания проводят на 108 циклов. Цветные метал-

лы не имеют абсолютного предела выносливости. Поэтому для них использует-

ся предел ограниченной выносливости.  

 

1.15.4 Диаграмма предельных амплитуд 

 Предельным циклом называется такой цикл, у которого максимальное 

напряжение равно пределу выносливости. 

 

max R   .       (410) 

 

 По результатам испытаний строят диаграмму предельных амплитуд (рис. 

164). 

 
 Если характеру цикла соответствует точка, расположенная внутри диа-

граммы, то усталостное разрушение не происходит. 

 

1.15.5 Факторы, влияющие на величину предела выносливости 
 На величину предела выносливости влияют многие факторы. 

 Концентрация напряжений. Усталостные трещины обычно появляются в 

местах концентрации напряжений. Величина концентрации напряжений оцени-

вается коэффициентом концентрации. Оценка влияния концентрации на уста-

лостную прочность дается по эффективному коэффициенту концентрации, ко-

торый устанавливается экспериментально. 

 Качество поверхности детали зависит от способа обработки 

прокатка 

 

насечка 

резание 

шлифовка 

полировка 

 Опыт показывает, что предел выносливости снижается для деталей с гру-

бой обработкой поверхности.  

 Абсолютные размеры существенно влияют на величину предела вынос-

ливости. С увеличением размеров детали предел выносливости уменьшается. 

 Внешняя среда существенно влияет на усталостную прочность. Наличие 

воды, растворов солей, кислот, пара значительно снижают усталостную проч-
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Рис. 164 – Диаграмма предельных амплитуд 
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ность. Высокая температура снижает, а низкая повышает усталостную проч-

ность.  

 

1.16 Учет пластических деформаций при расчете элементов 

 

1.16.1 Расчетные модели 
 Из диаграммы растяжения малоуглеродистой стали, очевидно, что закон 

Гука выполняется только до некоторого предела – предела пропорционально-

сти σpr. При дальнейшем нагружении происходят пластические деформации ма-

териала образца. Однако достижение предела текучести в какой-либо точке 

конструкции еще не означает ее разрушение. Вследствие пластических дефор-

маций включаются в работу менее нагруженные части конструкции. 

 Все диаграммы σ делятся на три типа (три модели). 

 1) диаграммы хрупких материалов (чугун).  

 Считается, что хрупкие материалы разрушаются без пластических дефор-

маций и подчиняются закону Гука до момента разрушения (рис. 165). 

 

 
 2) диаграмма материалов с четко выраженной площадкой текучести 

(сталь малоуглеродистая). При расчете конструкций из весьма пластичных ма-

териалов упрочнение не учитывается и диаграмму упрощают, заменяя ее диа-

граммой Прандтля (рис. 166). 

 

 
 3) диаграмма с нечетко выраженной площадкой текучести (стали 

средней пластичности, цветные металлы). Для материалов средней пластично-

сти реальную диаграмму заменяют на более простую – билинейную (рис. 167). 

σ 

 0 

σ 

0  
реальная расчетная 

Рис. 165 – Закон деформирования реальный и расчетный  хрупких материалов 
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реальная расчетная 
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Рис. 166 – Закон деформирования реальный и расчетный упруго-пластических материалов 
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1.16.2 Пластический изгиб статически определимой балки 

 Ограничимся рассмотрением малых упругопластических деформаций, ко-

гда деформации малы по сравнению с размерами элемента конструкции (теория 

Ильюшина). Рассмотрим статически определимую шарнирно опертую балку 

прямоугольного сечения (рис. 168). 

 
 При увеличении силы F напряжения в крайних волокнах балки вначале до-

стигают предела текучести σ y (1я стадия). Однако несущая способность балки 

еще не исчерпана. Дальнейшее увеличение нагрузки вызывает распространение 

пластических деформаций в сторону нейтральной оси. При этом нейтральная 

ось все время остается центральной осью сечения (рис. 169).  

 Если пластические деформации распространяются на все сечение (2я ста-

дия), то образуется пластический шарнир и несущая способность балки будет 

полностью исчерпана. 

 Пластический шарнир отличается от обычного шарнира тем, что он пе-

редает изгибающий момент равный пластическому моменту, а обычный шар-

нир вообще не передает момента. На первой стадии работы балки внешний и 

внутренний (изгибающий) моменты в поперечном сечении балки должны быть 

равны (411) 

 

Fl/4 
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h
 

A C B 

l/2 
 

l/2 
 

Эпюра M 

F 

Рис. 168 – Шарнирно опертая статически определимая балка  

прямоугольного сечения, загруженная сосредоточенной силой 
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Рис. 167 – Закон деформирования реальный и расчетный  с нечетко  

выраженной площадкой текучести 
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 1 я  с т а д и я.  
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x y x y

Fl bh
M W     .     (411) 

 

 Определим соответствующую предельную силу для упругой балки 

 

     
2 24 2

6 3
y y

bh bh
F .

l l
           (412) 

 

На второй стадии работы балки внешний и внутренний (изгибающий) 

моменты в поперечном сечении балки также должны быть равны друг другу 

(413) 

 2 я  с т а д и я.  
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 Предельная сила для балки с пластическим шарниром выражается форму-

лой (414) 
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Рис. 169 – Изменение закона распреде-

ления напряжений по высоте сечения 

балки при возрастании нагрузки 
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 Отношение предельной силы для балки с пластическим шарниром к пре-

дельной силе для  балки в упругой стадии равно 
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 Упругий момент сопротивления прямоугольного сечения балки равен 

 

      
2

6
x

bh
W  .       (416) 

 

 Пластический момент сопротивления прямоугольного сечения балки, со-

гласно выражению (413) равен  

      
2

пл =
4

x
bh

W .       (417) 

 

 Пластический момент сопротивления сечения произвольной формы, со-

гласно выражению (413), равен 

 

      
пл 02x xW S ,       (418) 

 

где 
0
xS  – статический момент относительно нейтральной (центральной) оси ча-

сти сечения, расположенной выше или ниже нейтральной оси. 
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2 ЛАБОРАТОРНЫЕ РАБОТЫ 

 

2.1 Введение 

 

 Вопросы прочности, упругости, пластичности и жесткости материалов 

имеют большое значение (занимают важное место) в строительстве, машино-

строении, приборостроении, радиотехнике и прочих отраслях промышленно-

сти. Ошибки при определении механических свойств материалов, неудачный 

выбор материалов для изготовления деталей или конструкций, неправильный 

расчет деталей машин и механизмов, элементов строительных конструкций 

может привести к их непригодности или к разрушению. Следует отметить, что 

характеристики прочности, упругости и пластичности материалов можно опре-

делить только опытным путем. 

 Все лабораторные работы делятся на две группы. К первой группе отно-

сятся лабораторные работы по определению и изучению механических свойств 

материалов: прочности, пластичности, жесткости, расчетных характеристик. 

Другая группа лабораторных работ посвящена проверке расчетных формул со-

противления материалов и оценке погрешности результатов, появляющихся за 

счет принятых гипотез и допущений (плоские сечения, отсутствие давлений во-

локон) и применению упрощенного закона деформирования материала – закона 

Гука. 

 Навыки, полученные при выполнении лабораторных работ, необходимы 

специалистам в различных областях строительства, так как результаты испыта-

ния материалов используются при проектировании сооружений, их изготовле-

нии и эксплуатации. 

 

 

2.2 Краткие сведения об измерительных инструментах и приборах 

 

2.2.1 Инструменты для измерения размеров образцов 

 2.2.1.1 Измерительные линейки и ленты.  Для измерения  размеров 

больших деталей и образцов используются линейки и измерительные ленты 

(рулетки). Цена деления линейки 1 мм. Предпочтительнее выполнять измере-

ния стальными линейками или лентами (рулетками), так как они обладают 

большой жесткостью и не растягиваются, что обеспечивает большую точность 

измерения.   

 2.2.1.2 Штангенциркуль. Штангенциркуль применяется для измерения 

наружных и внутренних размеров небольших деталей и образцов. Кроме того, 

штангенциркулем можно измерить глубину выемок. При выполнении лабора-

торных работ используются штангенциркули с пределами измерений от 125 до 

500 мм и ценой деления 0,1 мм (рис. 170).  
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 Рис. 170 – Схема измерения внешнего и внутреннего размеров с помощью  

штангенциркуля  

(1.–измеряемые детали; 2,3.– губки штангенциркуля; 4.– рамка; 5.– нониус с 10-ю  

делениями; 6.– штанга с делениями; 7.– зажимной винт) 

 

 Измерение наружного размера детали или образца выполняется в таком 

порядке. Вначале следует отпустить зажимной винт 7 штангенциркуля, поме-

стить образец между губками 2 и поджать их, двигая рамку 4. Затем зажать 

винт 7 и снять отсчет. Число целых миллиметров отсчитать на шкале штанги 6 

по нулевому штриху нониуса 5, а число десятых единиц миллиметра опреде-

лить по тому штриху нониуса 5, который точно совмещен с каким-либо штри-

хом шкалы 6. Затем отпустить зажимной винт 7 и снять штангенциркуль с де-

тали или образца.  

 Для измерения внутреннего размера детали или образца (например, диа-

метра отверстия) поместить губки 3 внутри отверстия (полости) и повторить 

выше описанные операции.  

  

 2.2.2 Приборы механического принципа действия для  

 измерения деформаций  

 2.2.2.1 Общие понятия. Деформации твердых тел разделяют на два вида – 

линейные и угловые деформации.   

 Линейные деформации тела характеризуются изменением взаимного рас-

положения его точек, то есть перемещением точек тела относительно друг дру-

га. Эти перемещения измеряют тензометрами, которые определяют изменение 

расстояния между точками на поверхности тела.    

 Угловые деформации характеризуют изменение угловых размеров тел и 

измеряются угломерами, в результате чего определяют угол поворота одного 

сечения относительно другого.    

 Расстояние между точками тела, изменение которого измеряют тензомет-

ром, называется  базой прибора. 

 Для увеличения точности измерения при неоднородной деформации (когда 

линейные деформации в различных точках тела неодинаковые,  например, при 

изгибе балки) следует выбирать приборы с малой базой – до 20 мм. При одно-

родной деформации тела, например при растяжении или сжатии стержня цен-

трально приложенной нагрузкой, лучше применять приборы с большой базой.  
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 Все тензометры по принципу своего действия разделяются на три вида:  

– механические с рычажной системой (рычажный тензометр, стрелочный ин-

дикатор, прогибомеры и др.); 

– оптико-механические (зеркальный тензометр Мартенса); 

– электрические.   

 2.2.2.2 Стрелочный индикатор. Стрелочный индикатор (рис. 171) являет-

ся измерительным прибором механического принципа действия. Внешний вид 

и схема прибора приведены на рисунке 234. Измерительный стержень индика-

тора связан со стрелкой зубчатой передачи, которая называется зубчато-

реечным механизмом. Цена деления индикатора зависит от передаточного чис-

ла зубчато-реечного механизма. Наиболее часто применяют индикаторы с це-

ной деления 0,01 мм.   

 

 
 
Рис. 171 – Схема стрелочного индикатора с указанием его деталей: 1. – измерительный стер-

жень; 2. – съемный наконечник; 3.  – шкала прибора; 4. – стрелка на шкале прибора; 5. – 

поджимная шестеренка; 6. – поджимная пружина шестеренок; 7. – поджимная пружина из-

мерительного стержня; 8. – шестеренка на выходе; 9. – подающая шестеренка; 10. – прини-

мающая шестеренка. 

 

 Для более точного измерения применяются индикаторы с ценой деления 

0,002 и 0,001 мм. Максимальное перемещение  измерительного стержня в раз-

личных конструкциях индикаторов, то есть их база измерения, может быть от 1 

мм до 100 мм.   

 Для определения смещений точек конструкции, например, прогибов балок, 

индикатор крепится к неподвижной опоре таким образом, чтобы его измери-

тельный стержень упирался в перемещающуюся поверхность. Для определения 

линейных деформаций при растяжении или сжатии стрелочный индикатор кре-

пят в специальные кольца. 

 Деформации  (удлинение либо укорочение базы измерения) вызывают пе-

ремещение измерительного стержня 1. С помощью зубчато-реечного механизма 
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линейное перемещение измерительного стержня приводит к повороту малую 

шестеренку 10. Так как малая шестеренка 10 и большая шестеренки 9 посажены 

на одну ось, то и большая шестеренка 9 будет поворачиваться на тот же угол. 

Малая шестеренка 8 сцеплена с большой шестеренкой 9, поэтому ее поворот и 

поворот стрелки 4 будут значительно больше. За счет большого передаточного 

числа, которое зависит от отношения диаметров большой и малой шестеренок, 

малые линейные перемещения измерительного стержня 1 вызывают повороты 

на большие углы стрелки 4. Этим отношением определяется и цена деления 

прибора.   

 Цена деления прибора по своему значению равна изменению измеряемой 

величины при изменении показания прибора на одну единицу. Например, если 

цена деления индикатора равна 0,01 мм, то это значит, что поворот большой 

стрелки прибора на одно деление будет соответствовать линейному смещению 

измерительного стержня на 0,01 мм. Цена деления должна быть всегда указана 

на шкале прибора или в его паспорте.  

 

2.2.3 Приборы для измерения деформаций электрического  

принципа действия 

 2.2.3.1 Общие понятия. В настоящее время для измерения деформаций 

широкое распространение получили электротензометрические методы. Изме-

рение деформаций этими методами возможно благодаря тому, что деформация 

датчика вызывает изменение его некоторых параметров – сопротивления участ-

ка электрической цепи, емкости конденсатора или индуктивности электромаг-

нитной катушки. 

 В измерительных приборах всегда присутствуют три части – датчик, уси-

литель и регистрирующее устройство (преобразователь). Элемент, прикреплен-

ный к образцу, к конструкции, к детали машины или механизма и воспринима-

ющий деформацию, называется датчиком. Сам датчик только вырабатывает 

сигнал, который поступает на усиливающее устройство. Так как носителем 

сигнала может быть сила тока, изменение емкости или индуктивности, что не 

может быть непосредственно воспринято и зарегистрировано человеком, то по-

сле усиления сигнала он подается на преобразующее устройство. Преобразо-

ванный сигнал размещается на доступном для восприятия человеком носителе 

– индикация чисел, график, звуковой или световой сигнал и др. В зависимости 

от того, какой электрический параметр датчика изменяется, различают датчики 

сопротивления, емкостные и индуктивные датчики.  

 Благодаря возможности дистанционного измерения, особенно широкое 

распространение получили проволочные датчики. Их удобно применять для 

измерения деформаций не только при статических нагрузках и на неподвижных 

деталях, но и при динамических нагрузках, на быстро перемещающихся дета-

лях, в трудно доступных местах, а также на конструкциях, испытывающих пре-

дельное состояние и даже при разрушении сооружений.   
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 Небольшие размеры проволочных датчиков позволяют размещать их на 

небольшой площади конструкции, что дает возможность для более детального 

изучения напряженно-деформированного состояния исследуемой конструкции. 

 Кроме того, проволочные датчики дешевые. Поэтому экономические за-

траты от их потери при испытаниях с доведением конструкций, машин или ме-

ханизмов  до разрушения малы. По величине измеренных деформаций, исполь-

зуя закон Гука, вычисляют напряжения в соответствующих точках конструк-

ции. Определение напряжения по измеренной деформации называют  

тензометрированием.  

 Главным недостатком электротензометрического метода является малая 

точность измерения, что во многом зависит от материала, из которого изготов-

лена испытываемая конструкция, качества поверхности, качества наклейки дат-

чика и др. Поэтому этот метод может применяться только в тех случаях, когда 

высокая точность измерений не требуется.  

 Проволочный датчик сопротивления представляет собой тонкую проволо-

ку, изогнутую в виде плоских петель, наклеенную на полоску специальной бу-

маги или пленки. Специальным клеем (раствор целлулоида в ацетоне или БФ-4) 

датчик наклеивается на поверхность испытываемого объекта, что обеспечивает 

его совместную деформацию с деформацией поверхности детали или элемента 

конструкции. Проволока изготовлена из константанового сплава или из другого 

сплава (например, нихрома), имеющего большое омическое сопротивление. 

Диаметр проволоки составляет 0,02-0,03 мм.  

 При  деформации датчика длина проволоки изменяется. Поэтому изменя-

ется и омическое сопротивление датчика. По величине изменения сопротивле-

ния датчика определяется величина деформации. Чем длиннее проволока, тем 

больше изменяется ее сопротивление при одной и той же деформации. Поэтому 

для более точных измерений следует применять датчики из длинной проволо-

ки. Однако, при увеличении длины проволоки будет увеличиваться и база из-

мерения. Это не всегда приемлемо, особенно если деформации распределены 

неравномерно. Для уменьшения базы измерения и сохранения большой длины 

проволоки ее укладывают в виде петель. Все петли проволоки в электрической 

цепи будут являться последовательно соединенными проводниками. Поэтому 

их сопротивления в электрической цепи складываются.  

 Вследствие зигзагообразной укладки проволоки датчик будет реагировать 

на деформацию только по направлению длинных ветвей проволоки. Это 

направление называется рабочим направлением датчика.  

 Длина петли ol  является базой датчика. Для измерений деформаций обыч-

но применяют датчики с базой 5, 10 и 20 мм. Для удобства припайки датчика к 

электропроводам выводные концы проволоки утолщены. Опытным путем уста-

новлено, что закон изменения сопротивления R прямо пропорционален отно-

сительной линейной деформации  

 

      R R    ,      (419) 
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где R – начальное сопротивление датчика, которое может быть от 100 до 

250 Ом; 

  – коэффициент чувствительности, зависящий от материала и базы датчика, 

может принимать значения от 1,8 до 2,1. 

 Из выше приведенной формулы выражается линейная деформация  

 

       
R

R


 


.       (420) 

 

 Величины  и R для датчика постоянные, а величина R измеряется прибо-

ром. Изменения  R очень мало и для его измерения должны применяться 

очень чувствительные регистрирующие устройства.  

 Для измерения деформаций, возникающих при действии статических 

нагрузок, применяют регистрирующие устройства с использованием электри-

ческих мостовых схем – с отсчетом по гальванометру (рис. 172) и с отсчетом по 

шкале балансировочного устройства (метод установки нуля) (рис. 174).  

 2.2.3.2 Мостовая схема с отсчетом по гальванометру. В процессе де-

формации конструкции, детали машины или образца изменяется сопротивление 

рабочего датчика рR . Для определения этого изменения применяют равноплеч-

ный электрический мост (рис. 172). Рабочий датчик с сопротивлением рR , 

наклеенный на поверхность конструкции, включается в одно плечо моста. Три 

другие плеча образуются сопротивлениями 1 2R ,R и компенсирующим датчи-

ком кR , которые должны иметь сопротивление равное сопротивлению рабочего 

датчика pR . Все четыре сопротивления образуют уравновешенный мост, если 

разность потенциалов между узлами 1 и 3 будет равна нулю.   

 Известно, что на электрическое сопротивление проводника оказывает вли-

яние температура. Чем выше температура, тем больше “раскачиваются” атомы 

проводника (металлов) около своих штатных положений в кристаллической 

решетке и тем самым затрудняют направленное движение электронов. Вместе с 

тем, дальнейшее повышение температуры приводит к уменьшению электриче-

ского сопротивления проводника. Это происходит потому, что тепловые коле-

бания атомов становятся настолько большими, что их внешние электроны по-

кидают свои орбиты. Это насыщает проводник электронным газом, являющим-

ся хорошим носителем заряда. Поэтому для переноса одного и того же заряда 

через сечение проводника электронам потребуется переместиться на гораздо 

меньшее расстояние по длине проводника. Сопротивление такому малому пе-

ремещению электронам кристаллическая решетка проводника оказывает гораз-

до меньшее.  

 Для компенсации влияния температуры на результаты измерения исполь-

зуется компенсирующий датчик. Рабочий и компенсирующий датчики должны 

быть в одинаковых температурных условиях. Поэтому компенсирующий дат-

чик следует располагать вблизи рабочего датчика, но не наклеивать на поверх-
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ность конструкции, так как изменение его сопротивления должно вызываться 

только изменением температуры, а не деформацией конструкции. В этом слу-

чае изменение температуры одинаково сказывается на сопротивлении обоих 

датчиков, которые принадлежат разным ветвям электрического моста. Поэтому 

изменение температуры не нарушает его равновесия, то есть компенсируется 

датчиком кR .  

 

  

 
 

 

 

 

 

 

Рис. 172 –  Проволочный датчик сопротивления и мостовая схема с отсчетом по  

гальванометру: K–ключ, Б – питание, Г – гальванометр, Rр – рабочий датчик,  

Rк – компенсирующий датчик, R1 и R2 – сопротивления,  

r – переменное сопротивление 

 

 К узлам моста 1 и 3 подключается источник постоянного тока Б (батарея), 

а к ветви между узлами 2 и 4 – чувствительный электроизмерительный прибор 

Г (гальванометр), предназначенный для измерения силы тока, и переменное со-

противление r (потенциометр).  Напряжение источника тока не должно превы-

шать 8 В,  чтобы исключить значительный нагрев датчиков.  

 Перед нагружением конструкции или детали следует произвести баланси-

ровку моста за счет изменения сопротивлений R1 и R2, а также переменным со-

противлением r. Иногда сопротивлениями R1 и R2 служат датчики, наклеенные 

на поверхность с двух сторон консольной балки. Такая балка называется балан-

сировочной. В этом случае регулировку их сопротивлений производят дефор-

мацией балки.  

 Если балка искривляется выпуклостью вверх, то ее верхние волокна удли-

няются, а нижние укорачиваются. Поэтому датчик R1, наклеенный к верхней 

поверхности балки, также удлиняется и его сопротивление увеличивается. Дат-

чик R2 наклеен на нижнюю поверхность балки. Поэтому он вместе с нижними 
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волокнами балки укорачивается и его сопротивление уменьшается. и, напротив, 

если балка искривляется выпуклостью вниз, то сопротивление верхнего датчи-

ка R1 уменьшается, а нижнего R2 увеличивается.  

 Если за счет деформации элемента конструкции или детали машины рабо-

чий датчик изменит свое сопротивление, то баланс электрического моста нару-

шится из-за того, что сопротивления его ветвей не будут равными. Тогда между 

узлами 2 и 4 возникнет разность потенциалов и в ветви 2-4 появится электриче-

ский ток, о чем будет свидетельствовать отклонение стрелки гальванометра от 

нулевого отсчета. Сила тока пропорциональна изменению сопротивления дат-

чика рR , а значит и величине произошедшей деформации. По отсчету на галь-

ванометре и с учетом цены деления можно установить значение этой деформа-

ции. 

 Для выполнения измерений предварительно требуется установить цену де-

ления гальванометра, выраженную через деформацию. Цену деления прибора 

определяют тарировкой. Основное уравнение проволочного тензоэффекта име-

ет вид 

      
2 2

R K l K

R l

 
   ,      (421) 

 

где R – электрическое сопротивление недеформированной проволоки; 

 R – приращение сопротивления деформированной проволоки; 

 K – чувствительность проволоки к деформации (коэффициент тензочув-

ствительности); 

  – относительная линейная деформация проволоки. 

 Изменение сопротивления датчика равно 

 

      оR n    ,       (422) 

 

где   R – изменение электрического сопротивления датчика; 

 0 – цена деления гальванометра; 

 n – изменение показания гальванометра. 

 Тогда зависимость деформации датчика от изменения показания гальвано-

метра имеет вид  

      о

2

n K
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 
         (423) 
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 Отсюда следует, что датчики сопротивления характеризуются следующи-

ми параметрами: базой о о  5  1  мм( )00l l – ; номинальным сопротивлением 

(R = 10 – 800 Ом); наибольшим значением относительной линейной деформа-
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ции, которую можно измерить датчиком max  3( )0  , %  ; коэффициентом тензо-

чувствительности (K = 1,9 – 2,1).  

 Цена деления прибора также может быть найдена опытным способом при 

помощи тарировочной балки (рис. 173), которая за счет своей формы имеет ту 

особенность, что при нагружении в любой точке ее поверхности появляются 

одинаковые деформации.  

 На верхнюю и на нижнюю поверхность тарировочной балки наклеивают 

несколько датчиков и нагружают ее. Зная величину силы F и размеры балки, 

вычисляют относительные линейные деформации верхних и нижних волокон 

балки и снимают отсчеты по прибору. Цену деления прибора определяют деле-

нием приращения деформаций волокон балки  на приращение показаний 

гальванометра n 

       
n


 


.       (425) 

 

 

 
 

 

 

Рис. 173 – Схема тарировочной балки 

 

 При тарировке обычно используется несколько датчиков из партии, чтобы 

исключить случайные погрешности и учесть статистический разброс. 

 2.2.3.3 Мостовая схема с отсчетом по нулевому методу (метод установ-

ки нуля). Принципиальная электрическая схема измерения деформаций с уста-

новкой нуля (рис. 174) существенно не отличается от схемы измерения дефор-

маций с отсчетом по гальванометру (рис. 172).  

 Отличие заключается лишь в способе балансировки моста. После нагруже-

ния испытываемой конструкции за счет изменения сопротивления датчика про-

изойдет разбалансировка электрического моста, и стрелка гальванометра от-

клонится от нулевой отметки.  

 Возврат к равновесному состоянию моста может быть достигнут поворо-

том рукоятки реохорда и тем самым изменением сопротивления Rp. О величине 

деформации датчика судят по числу делений, на которое потребовалось повер-

нуть ручку реохорда.  То есть в этом случае отсчет снимают не с показаний 

гальванометра, а со шкалы реохорда.  

F 
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 Нулевой метод измерения точнее, чем метод отсчета по гальванометру, так 

как в момент снятия отсчета мост сбалансирован и через гальванометр ток не 

проходит.  Поэтому показания не будут зависеть от колебания напряжений ис-

точника тока и сопротивления гальванометра.  

 

 
Рис. 174 – Мостовая схема с отсчетом по нулевому методу:  

Rrb – рабочий датчик; RK – компенсирующий датчик; RP – реохорда;  

R1 – сопротивление; R2 – переменное сопротивление; Г – гальванометр;   

K – переключатель;  Б – источник питания 

 

2.2.4 Вопросы по разделу 3.2 

1. Какие инструменты используются для измерения линейных размеров твер-

дых тел? 

2. Измерение каких размеров деталей могут быть выполнены штангенцирку-

лем? 

3. Какие действия и в какой последовательности их следует выполнять при 

измерении штангенциркулем наружных и внутренних размеров детали? 

4. На какие два вида делятся деформации тел? 

5. Какие деформации тела называются линейными? 

6. Какие деформации тела называются угловыми? 

7. Что называется базой измерения прибора и из каких соображений она выби-

рается? 

8. Изменение каких параметров проводника электрического тока используется 

в электротензометрических методах?   

9. На какие три вида делятся тензометры по принципу своего действия?  

10. К какому виду по своему принципу действия относится стрелочный индика-

тор? 
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11. Какую цену деления и базу измерения могут иметь стрелочные индикаторы? 

12. Опишите принцип работы механизма стрелочного индикатора. 

13. Что обозначает по своему смыслу цена деления прибора? 

14. Какой элемент измерительного прибора называется датчиком и какую 

функцию он выполняет при измерении деформаций? 

15. Для чего предназначено преобразующее устройство в измерительном при-

боре? 

16. Какие преимущества и недостатки имеет измерение деформаций электро-

тензометрический методом по сравнению с измерениями механическими тен-

зометрами? 

17. Что следует понимать под тензометрированием? 

18. Как устроен проволочный датчик сопротивления и как он прикрепляется к 

детали (конструкции)? 

19. На каком принципе основана работа проволочного датчика? 

20. Какое направление датчика является рабочим и почему? 

21. Какие электрические мостовые схемы используются для измерения дефор-

маций? 

22. Как устроен электрический мост при измерении с отсчетом по гальваномет-

ру? 

23. Как влияет изменение температуры на электрическое сопротивление про-

водника? 

24. Для чего предназначен и где должен располагаться компенсирующий дат-

чик при измерении деформаций? 

25. Как компенсируется влияние температуры  на электрическое сопротивление 

рабочего датчика? 

26. Почему напряжение источника питания ограничено и не должно превышать 

8 В? 

27. Как выполняется балансировка электрического моста  с помощью баланси-

ровочной балки? 

28. На каком принципе основано измерение деформации методом отсчета по 

гальванометру? 

29. Как определяется цена деления прибора? 

30. Какие основные  параметры характеризуют проволочный датчик? 

31. Как определяется цена деления прибора с помощью тарировочной балки? 

32. Какую особенность имеет тарировочная балка? 

33. Какую форму имеет тарировочная балка? 

34. Чем отличается измерение деформаций методом установки нуля от метода 

отсчета по гальванометру? 

35. В чем преимущество измерения деформаций методом установки нуля? 

36. Как устроена мостовая схема для измерения деформаций методом установки 

нуля? 

37. Принцип работы мостовой схемы для измерения деформаций методом уста-

новки нуля? 
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 2.3 Краткие сведения об основных строительных материалах 

 

 2.3.1 Чугун 

 Чугуном называется сплав железа с углеродом, который содержит более 

2% углерода. Чугун может быть передельным и литейным. Передельным чугун 

используется для производства стали, а литейный для литья фасонных изделий. 

Исходными материалами для доменного производства чугуна являются руда, 

флюсы, топливо и воздух.  

 Железная руда – это горная порода, содержащая железо в таких количе-

ствах, при которых ее технически и экономически целесообразно перерабаты-

вать. Руда состоит из смеси железосодержащих минералов с пустой породой. 

Для производства чугуна используются руды – магнитный железняк, красный 

железняк, бурый железняк, шпатовый железняк.  

  Обогащение руды. Перед производством чугуна руду обогащают, удаляя 

пустую породу и повышая содержание железа. Для этого используются два 

способа – промывку и магнитную сепарацию.  

 Топливо. Основным видом топлива в доменных печах является кокс. Кокс 

получается сухой перегонкой некоторых сортов каменного угля при 1000-

1200оС без доступа воздуха. Такие сорта угля называются коксующимися. В 

специальных коксовых печах происходит спекание угля в течение 15-20 ч. При 

этом удаляются летучие вещества. Предварительно уголь измельчается в щеко-

вых дробилках до размера зерен 2-3 мм. Отсутствие летучих веществ и большая 

пористость кокса обеспечивают высокую температуру его горения.  

 Доменная печь представляет собой вертикальное сооружение шахтного 

типа. Современные доменные печи имеют общую высоту до 80 м с полезным 

объемом до 5000 м3. 

 Плавка чугуна. Агломерат, руда, флюс и кокс, поступающие в печь в 

определенном соотношении, называют шихтой. Через загрузочное устройство  

шихта попадает в доменную печь. Доменные печи, как и все шахтные печи, ра-

ботают по принципу противотока.  Сверху сходят шихтовые материалы, а снизу 

им на встречу движутся газы, образующиеся в процессе горения топлива. В 

шахте происходят процессы восстановления окислов железа и его науглерожи-

вание.  

 В нижней части домны накапливается жидкий чугун, а выше жидкая пу-

стая порода. Их периодически сливают в ковши. Чугун  используют для даль-

нейшей переработки.   

 

 2.3.2 Металлургия стали 

 Сталь – это сплав железа с углеродом, который содержит менее 2% угле-

рода (обычно не более 1,3%). Постоянными примесями в стали являются мар-

ганец, кремний, фосфор и сера.   

 Кроме углеродистых, в машиностроении и строительстве широко приме-

няют легированные стали, в состав которых для улучшения тех или иных 

свойств дополнительно вводят хром, никель, молибден и другие элементы.     
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 Исходными материалами для получения стали служат передельный чугун, 

стальной лом и ферросплавы. Основная задача передела чугуна в сталь состоит 

в удалении избытка углерода и примесей с помощью окислительных процессов, 

протекающих в сталеплавильных агрегатах. Основными способами производ-

ства стали являются кислородно-конверторный, мартеновский и электродуго-

вой.    

 2.3.2.1 Кислородно-конверторное производство стали.  

 В основе конвертерных процессов лежит обработка жидкого чугуна  газо-

образными окислителями. Кислород под давлением 0,8–1,0 МПа (8–10 атм.) 

подается сверху через водоохлаждаемую фурму. После окончания продувки и 

получения заданного содержания углерода берут пробу и сливают металл в 

ковш. В ковше сталь раскисляется за счет окисления марганца, кремния и алю-

миния. В зависимости от степени раскисленности различают кипящие, полу-

спокойные и спокойные стали.   

 Кипящие стали раскисляются только ферромарганцем. В таких сталях ча-

стично остаются растворенные окислы железа. При кристаллизации продолжа-

ет идти процесс “кипения” из-за реакции восстановления железа. Газовые пу-

зыри остаются в теле затвердевшего слитка и завариваются при последующей 

прокатке. Кипящая сталь дает наиболее высокий выход годного металла, 

наименьшие отходы, благодаря чему она обладает самой низкой стоимостью, 

но и самым низким качеством. 

 Спокойная сталь раскисляется комплексно ферромарганцем, ферросили-

цием и алюминием. В металле нет растворенного окисла железа. Процесс кипе-

ния прекращается, сталь “успокаивается”. Значительная часть стального слитка 

идет в отход. Поэтому такая сталь, обладая высоким качеством, является 

наиболее дорогой  

 Полуспокойная сталь раскисляется ферромарганцем и уменьшенным ко-

личеством ферросилиция. По качеству и стоимости она занимает промежуточ-

ное положение между кипящей и спокойной сталью. 

 2.3.2.2 Мартеновское производство стали. Мартеновская печь является 

пламенной регенеративной печью. В рабочем пространстве печи сжигается га-

зообразное или жидкое топливо. Через завалочные окна в печь загружают ших-

ту и дополнительные материалы по ходу плавки. Через отверстие в задней 

стене производят выпуск готового металла и шлака.  

 Если выплавляется легированная сталь, то добавляют легирующие элемен-

ты – никель, медь, молибден, хром, марганец, кремний, титан, ванадий, алюми-

ний, бор. 

 2.3.2.3 Производство стали в электропечах. Электроплавка  – наиболее 

совершенный способ получения стали, имеющей ряд преимуществ по сравне-

нию с производством стали в конверторах и мартеновских печах. 

 Шихта, загружаемая в электропечь, состоит из стального лома, легирован-

ных отходов, чугуна флюсов, железной руды, легирующих добавок и раскисли-

телей. 
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 Нагрев в индукционных печах осуществляется за счет джоулева тепла, вы-

деляемого в твердом или жидком металле вихревыми токами, индуцируемыми 

переменным электромагнитным полем. 

 Через индуктор, представляющий собой катушку из медной трубки, охла-

ждаемой внутри водой, пропускают ток, возбуждающий вокруг переменное 

магнитное поле. В металле, находящемся в тигле, индуцируются мощные вих-

ревые токи, обеспечивающие его нагрев и плавление.  

  

 2.3.3 Бетон 

 Бетон – это искусственный каменный материал, получаемый из рацио-

нально подобранной смеси вяжущего вещества (с водой, реже без неё), запол-

нителей (каменной щебенки) и специальных добавок. Он является одним из ос-

новных строительных материалов.     

 2.3.3.1 Физико-технические свойства бетона. Основные свойства бетона 

– плотность, содержание связанной воды, прочность при сжатии и растяжении, 

морозостойкость, теплопроводность и техническая вязкость (жёсткость смеси).  

 Прочность бетона характеризуется его классом (временным сопротивле-

нием на сжатие, осевым растяжением или растяжение при изгибе). Класс бето-

на по прочности на сжатие тяжёлых цементных, особо тяжёлых, лёгких и круп-

нопористых бетонов определяется испытанием на сжатие бетонных кубов со 

стороной, равной 200 мм, изготовленных из рабочего состава и испытанных по-

сле определённого срока выдержки.  

 Для образцов монолитного бетона промышленных и гражданских зданий и 

сооружений срок выдержки при нормальном твердении (при температуре 20°С 

и относительной влажности не ниже 90% ) равен 28 суток. Срок выдержки и 

условия твердения образцов бетона сборных изделий указываются в соответ-

ствующих ГОСТах. Прочность бетона на осевое растяжение ниже прочности 

бетона на сжатие примерно в 10 раз. Требования по прочности на растяжение 

при изгибе могут предъявляться, например, к бетону дорожных и аэродромных 

покрытий. 

 

 2.3.4 Цемент 

 Цемент – это искусственный неорганический порошкообразный вяжущий 

материал, обладающий способностью при взаимодействии с водой, с водными 

растворами солей или др. жидкостями образовывать пластичную массу, которая 

со временем затвердевает и превращается в прочное камневидное тело. 

 Цементы являются наиболее распространенными строительными материа-

лами, предназначенными для изготовления бетонов и строительных растворов, 

скрепления отдельных элементов (деталей) сооружений, гидроизоляции и др.     

 2.3.4.1 Производство цемента. Современный процесс производства це-

мента включает следующие этапы:  

– добычу цементного природного сырья (мергели, известняки, мел, реже 

мраморы, травертин и др.) или использование в качестве такового некоторых 
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промышленных отходов (металлургических шлаков, зол ТЭС, вскрышных по-

род и т. п.);  

– дробление и тонкое его измельчение; 

– приготовление однородной сырьевой смеси заданного состава; 

– обжиг её до спекания при температуре 1450-1550 0С;  

– измельчение полученного клинкера в тонкий порошок вместе с небольшим 

количеством гипса и активных минеральных добавок.  

 2.3.4.2 Прочность цемента. Прочность цемента определяется пределом 

прочности при изгибе образцов-призм размером 4040160 мм и при сжатии их 

половинок, изготовленных из цементного раствора состава 1 : 3 (по массе) при 

сроке твердения образцов 28 суток с момента изготовления.  

 

 2.3.5 Алюминий 

 Алюминий Al является химическим элементом серебристо-белого цвета и 

относится к лёгким металлам.  

 2.3.5.1 Физические, химические и механические свойства. Алюминий 

сочетает весьма ценный комплекс свойств: малую плотность, высокую тепло-

проводность и электрическую проводимость, пластичность, хорошую коррози-

онную стойкость и достаточную прочность. Он легко поддаётся ковке, штам-

повке, прокатке, волочению. Алюминий хорошо сваривается газовой, контакт-

ной и др. видами сварки.  

 Алюминий обладает относительно невысокой прочностью (предел прочно-

сти 50-60 МН/м2), твёрдостью (170 МН/м2 по Бринеллю) и высокой пластично-

стью (до 50%). При холодной прокатке предел прочности алюминия возрастает 

до 115 МН/м2, твёрдость ‒ до 270 МН/м2, относительное удлинение снижается 

до 5% (при σ = 1 МН/м2). Алюминий стоек к действию атмосферной коррозии, 

морской и пресной воды, практически не взаимодействует с концентрирован-

ной или сильно разбавленной азотной кислотой, с органическими кислотами, 

пищевыми продуктами.  

 2.3.5.2 Алюминиевые руды. В природе имеется большое количество ми-

нералов и горных пород, содержащих алюминий, однако лишь немногие из них 

могут быть использованы для получения металлического алюминия. Наиболее 

широкое распространение в качестве алюминиевого сырья получили бокситы. 

Для получения алюминия применяются также нефелин-сиенитовые, нефелин-

апатитовые и др. породы.  

 3.3.5.3 Получение алюминия. В промышленности алюминий получают 

электролизом глинозёма, растворённого в расплавленном криолите при темпе-

ратуре около 950°С. (Криоли́т — минерал из группы природных фторидов, 

имеющий химический состав 3 6Na AlF ). Электролитная ванна представляет со-

бой железный кожух, футерованный внутри тепло- и электро-изолирующим 

материалом – огнеупорным кирпичом, и выложенный угольными плитами и 

блоками. Рабочий объём заполняется расплавленным электролитом, состоящим 

из 6-8% глинозёма и 94-92% криолита. Катодом служит подина ванны, анодом - 

погружённые в электролит угольные обожжённые блоки или же набивные са-
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мообжигающиеся электроды. При прохождении тока на катоде выделяется рас-

плавленный алюминий, который накапливается на подине, а на аноде ‒ кисло-

род, образующий с угольным анодом окислы углерода. Из ванн алюминий из-

влекают обычно с помощью вакум-ковша. Расплавленный алюминий чистотой 

99,7% разливают в формы.  

 2.3.5.4 Алюминиевые сплавы. В строительстве используется не сам алю-

миний, а его сплавы. Поворотным моментом в развитии алюминиевых сплавов  

явились результаты исследований А. Вильма (Германия, 1903-11 гг), который 

обнаружил процесс старения алюминиевых сплавов, приводящее к резкому 

улучшению их свойств (главным образом прочностных). Этот улучшенный 

алюминиевый сплав был назван дуралюмином.  

 К самым прочным относятся сплавы алюминево-марганцево-кремневый, 

алюминиево-цинко-магневый; к наиболее жаропрочным – алюминево-медно-

марганцевый; к лёгким и высокомодульным алюминиево-берилливо-магневый.  

 

 2.3.6 Основные механические характеристики некоторых материалов 

 

 Таблица 1. Некоторые механические характеристики материалов 

Материал 

Предел 

прочности, 

МПа 

Предел 

текучести, 

МПа 

Остаточное 

удлинение, 

% 

Модуль 

упругости, 

ГПа 

Коэффициент 

Пуассона 

С т а л ь 

Ст2 320-400 190-220 28 196-206 0,3 

Ст3 380-470 210-240 21-23 196-206 0,3 

Ч у г у н   с е р ы й 

СЧ21-40 210 158 – 85 0,23-0,27 

СЧ35-56 350 298 – 145 0,23-0,27 

Ч у г у н   к о в к и й 

КЧ30-8 300 190 6 155 0,23 

КЧ37-12 370 230 12 198 0,36 

А л ю м и н и е в ы е   с п л а в ы 

АМцМ 130 50 23 71 0,30 

АМг6М 300 150 18 71 0,31 

Д р у г и е   м а т е р и а л ы 

Каучук 16-38 – 600-700 0,610-7 0,47 

Стекло 30-90 – – 48-75 0,18-0,32 

Бетон 5-48 – – 14,6-23,2 0,16-0,18 

Сосна 9,31-11,5 61 – 10,2-14,5 0,49 

Дуб 128,8 74 – 7,8-15,1 0,43 

 

 2.3.7 Контрольные вопросы по разделу 2.3 

1. Какой сплав называется чугуном? 

2. Для чего предназначен передельный и литейный чугун? 

3. Какие руды используются для производства чугуна? 

4. Как происходит обогащение железной руды? 

5. Что служит топливом для выплавки чугуна? 
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6. Как происходит выплавка чугуна в домне? 

7. Какой сплав называется сталью? 

8. Чем отличаются легированные стали от углеродистых? 

9. Какие способы применяют для выплавки стали из чугуна? 

10. Как выплавляется сталь конверторно-кислородным методом? 

11. Какие недостатки и преимущества имеют кипящая, спокойная и полуспо-

койная стали? 

12. Как выплавляется сталь мартеновским методом? 

13. Как производится сталь в электропечах?  

14. Какой материал называют бетоном? 

15. Какими физико-техническими свойствами характеризуется бетон? 

16. В какие сроки бетон приобретает проектную прочность? 

17. Какое примерное отношение прочности бетона на сжатие и на растяжение? 

18. Какой материал называется цементом? 

19. Для каких целей используется цемент в строительстве? 

20. Какие породы и материалы используются для производства цемента? 

21. Как определяется прочность цемента? 

22. Особенность физико-механических свойств алюминия?    

23. Какими механическими характеристиками обладает алюминий? 

24. Как получают алюминий? 

25. Чем отличаются алюминиевые сплавы по своим механическим свойствам? 

 

 

 2.4 Виды испытания материалов и их назначение 

 

 Для изучения свойств материалов и определения их механических харак-

теристик выполняется испытание образцов. Испытания производят при нагруз-

ках следующих видов: статической, ударной и циклической (испытание на 

усталость или выносливость). 

 По виду деформаций (сопротивлений) различают испытания на растяже-

ние, сжатие, срез (сдвиг) и кручение.  

 Так как результаты испытания зависят от формы и размеров образца, ско-

рости нагружения, температуры и пр., то эксперимент обычно проводят при 

условиях, предусмотренных стандартами. 

 При статических нагрузках требуется выполнить не менее двух испытаний 

на идентичных образцах, при динамических нагрузках – не менее 3-х испыта-

ний, при переменных нагрузках – не менее 10-ти испытаний. 

 

 

 2.5 Механические характеристики материалов 

 

 Механические характеристики материалов делятся на две группы –  проч-

ности и пластичности. 
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 2.5.1 Механические характеристики прочности 

 2.5.1.1 Закон Гука. Экспериментально установлено, что для некоторых 

материалов до некоторого предела деформация является упругой и прямо про-

порциональной напряжению. Закон Гука выполняется для малоуглеродистой 

(строительной) стали и “железного уса” (кристаллов железа, полученных из 

растворов его солей). Для других материалов закон Гука строго не выполняет-

ся, но зависимость между деформацией и напряжением близка к линейной. По-

этому для упрощения расчета полагают, что закон Гука выполняется.  

 2.5.1.2 Предел пропорциональности – это механическая характеристи-

ка прочности равная максимальному напряжению, до которого еще справедлив 

закон Гука 

      о

σ МПа,
pr

pr

N
,

A
       (426) 

 

где  prN – продольная сила, соответствующая пределу пропорциональности, 

которая определяется по машинной диаграмме испытания; 

 A0  – площадь поперечного сечения образца до испытания. 

 2.5.1.3 Предел текучести – это механическая характеристика прочно-

сти, равная напряжению, при котором происходят большие деформации без 

заметного изменения нагрузки. 

      
о

σ МПа
y
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,

A
 ,      (427) 

 

 где  yN  – нагрузка, соответствующая пределу текучести, которая определяется 

по машинной диаграмме испытания. 

 2.5.1.4 Предел прочности – это механическая характеристика прочно-

сти, равная отношению максимальной нагрузки, которую способен выдер-

жать образец, к первоначальной площади его поперечного сечения. 

       

о

σ МПаu
u

N
,

A
 ,      (428) 

 

где  uN   – максимальная нагрузка, которую выдерживает образец, определяе-

мая по машинной диаграмме испытания образца. 

 

 

 2.5.2 Механические характеристики пластичности 

 2.5.2.1 Относительное остаточное удлинение – это механическая харак-

теристика пластичности, численно равная отношению остаточного удлине-

ния образца к его первоначальной длине, взятому в процентах 
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      о

о
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где  rl – длина рабочей части образца после испытания, которая определяется 

измерением; 

  оl – длина рабочей части образца до испытания, которая определяется из-

мерением. 

 2.5.2.2 Относительное остаточное сужение – это механическая характе-

ристика пластичности, численно равная отношению изменения площади попе-

речного сечения до и после разрыва к площади поперечного сечения образца до 

испытания, взятому в процентах 

 

      о
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A


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где оrA ,A – площади поперечного сечения образца после разрыва и до испыта-

ния, которые определяются по диаметрам образца, измеренным в месте образо-

вания “шейки” 
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 2.5.2.3 Удельная работа – это механическая характеристика пластично-

сти, численно равная работе, затраченной испытательной машиной на разрыв 

образца, отнесенной к его объему 

 

     о
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где   – коэффициент полноты диаграммы (отношение площади, описанной 

машинной диаграммой, к площади описывающего ее прямоугольника), прини-

маемый для малоуглеродистой стали равным 0,8; 

 оV – объем рабочей части образца, равный 
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 2.5.3 Контрольные вопросы по разделам  2.4 и 2.5 

1. На какие виды нагрузок выполняются испытания материалов? 

2. На какие виды деформаций (сопротивлений) выполняются испытания 

материалов? 
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3. Какое количество образцов требуется испытать на статические, дина-

мические и переменные нагрузки? 

4. На какие две группы делятся механические характеристики материа-

лов? 

5. Как формулируется закон Гука? 

6. Для каких материалов закон Гука строго выполняется? 

7. Почему в расчетах закон Гука учитывается и для других материалов? 

8. Какая механическая характеристика называется пределом пропорцио-

нальности? 

9. Как обозначается и как вычисляется предел пропорциональности? 

10. Какая механическая характеристика называется пределом текучести? 

11. Как обозначается и как вычисляется предел текучести? 

12. Какая механическая характеристика называется пределом прочности? 

13. Как обозначается и как вычисляется предел прочности? 

14. Какая механическая характеристика называется относительным оста-

точным удлинением?   

15. Как обозначается и как вычисляется относительное остаточное удлине-

ние? 

16. Какая механическая характеристика называется относительным оста-

точным сужением? 

17. Как обозначается и как вычисляется относительное остаточное суже-

ние? 

18. Какая механическая характеристика называется удельной работой? 

19. Как обозначается и как вычисляется удельная работа разрушения мате-

риала? 

20. Как определяется коэффициент полноты диаграммы, и какое значение 

он принимает для малоуглеродистой стали? 

 

 

 

 2.6 Испытание на растяжение 

 

 В строительстве широко используется  сталь в качестве арматуры, элемен-

тов металлических ферм, балок, стоек и колонн. Учитывая значительные кон-

центрации напряжений в узлах соединения конструкций, вызванных наличием 

отверстий, выточек и сварки, чаще всего используется малоуглеродистая (стро-

ительная) сталь. Благодаря способности к пластическим деформациям в такой 

стали снижается концентрация напряжений, снижается риск образования уста-

лостных трещин при переменных напряжениях. Кроме того, такая сталь хоро-

шо сваривается, что упрощает изготовление арматурных каркасов и устройства 

узлов соединения элементов стальных конструкций. Высокопрочные стали хотя 

и обладают высокой прочностью, но являются хрупкими материалами, поэтому 

в строительстве применяются в основном для изготовления канатов и пред-

напряженной арматуры. 
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 Стали делятся на группы, категории и марки. Нормирующими показателя-

ми для сталей являются механические характеристики прочности и пластично-

сти, которые определяют по результатам испытания образцов на растяжение 

(разрыв). 

 

 2.6.1 Цель испытания 

 Целью испытания на растяжение образца из малоуглеродистой стали явля-

ется изучение зависимости между деформацией образца и растягивающей си-

лой, определение механических характеристик. 

 

 2.6.2 Исходные данные 

 2.6.2.1 Требования к испытанию. Испытание следует проводить в соот-

ветствии с действующими стандартами, устанавливающими требования для ис-

пытаний на статические нагрузки. Температура образца должна быть +1025оС, 

скорость подачи деформации 1 мм/мин, разрыв в пределах рабочей части об-

разца.  

 Поверхность образца должна быть отшлифована и отполирована до зер-

кального блеска. 

 2.6.2.2 Испытательная машина. Для испытания используется разрывная 

машина Р-5 электромеханического привода с рычажно-маятниковым силоизме-

рителем. Машина снабжена устройством для записи на бумагу диаграммы (ма-

шинной диаграммы) испытания – графика зависимости деформации образца от 

нагрузки. Наибольшая нагрузка, которую способна создать испытательная ма-

шина, равна 50 кН. Скорость деформации образца равна 1 мм/мин. Машина Р-5 

предназначена для испытания на сжатие. Для испытания на растяжение исполь-

зуется специальное устройство, называемое реверсом.  

 2.6.2.3 Измерительные приборы и инструменты. Для выполнения изме-

рений размеров образца используются стальная линейка и штангенциркуль с 

ценой деления 0,1 мм.  

 2.6.2.4 Форма и размеры испытываемого образца. При испытании на 

растяжение форма и размеры образца могут быть совершенно разными – пря-

моугольного и круглого поперечного сечения, с утолщениями и без утолщения 

по концам. Форма и размеры образца зависят от того из чего он изготовлен. Это 

может быть арматурный стержень, фасонка металлической фермы, элементы из 

прокатного профиля – уголка, швеллера или двутавра. Образец может быть из-

готовлен из отливки и др.  

 Образцы диаметром 20 мм называют нормальными, а образцы с меньшим 

диаметром (иногда большим) или образцы некруглого поперечного сечения – 

пропорциональными. Рабочая (расчетная) часть образца располагается в его 

средней части и отмечается запилами или кернами (вмятинами). Образцы с от-

ношением длины рабочей части к диаметру равным десяти называют длинными 

или десятикратными, а при отношении равном пяти – короткими или пяти-

кратными. 
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 В соответствии со стандартом основным (базовым) образцом для испыта-

ния металлов на растяжение является нормальный десятикратный образец 

диаметром 20 мм и длиной рабочей части равной 200 мм (рис. 175). Для обес-

печения надежного захвата при испытании на концах образца должны быть 

утолщения с плавным переходом от меньшего диаметра к большему. Если из-

готовить образец с утолщениями по концам невозможно, то при установке его в 

испытательную машину используют клинообразные вкладыши с зубцами с 

внутренней стороны, которые при испытании вдавливаются в образец и также 

обеспечивают надежный захват. Однако при таком захвате появляется концен-

трация напряжений и повышается риск разрыва образца за пределами его рабо-

чей части. 

 

2.6.3 Машинные диаграммы испытания образца из  

малоуглеродистой стали 

 Испытание на растяжение и сжатие проводится на специальных разрывных 

машинах – механических и гидравлических прессах. В данной лабораторной 

работе использована разрывная машина Р-5. В результате испытания получает-

ся машинная диаграмма растяжения или сжатия. Для малоуглеродистой стали 

вид образца до и после испытания, машинная диаграмма при испытании на рас-

тяжение  показаны на рисунке 175 и 176. 

 
 2.6.3.1 Участок диаграммы, соответствующий действию закона Гука. 

На участке машинной диаграммы, отмеченной точками 0 и 1, деформации об-

разца растут прямо пропорционально  растягивающей силе. Следовательно, при 

таких нагрузках образец деформируется по закону Гука.  

 Если на этой стадии испытания образец разгрузить, то самописец испыта-

тельной машины вычертит уже имеющуюся часть диаграммы, но в обратном 

порядке. То есть полная разгрузка образца приведет к полному восстановлению 

его первоначальных размеров и формы. Это указывает на то, что деформации 

образца на этой стадии испытания являются упругими. 

 2.6.3.2 Площадка текучести и линии Людерса–Чернова. Если нагрузка 

вышла за пределы участка диаграммы, ограниченного точками 0 и 1, и продол-

жает увеличиваться, то наступает такой момент, соответствующий точке 2, ко-

гда деформации начинают расти практически без увеличения нагрузки. Гори-

зонтальный участок диаграммы в окрестности точки 2 называют площадкой  
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Рис. 175 – Вид образца до испытания (a) и после испытания (b) 
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текучести. Как показывают многочисленные исследования образцов из стали,  

текучесть сопровождается значительными взаимными сдвигами кристаллов по 

площадкам, наклоненным к оси образца под углом 450, в результате чего на по-

верхности образуются складки. Это становится заметным невооруженным гла-

зом, если поверхность образца отполирована до “зеркального блеска”. После 

образования таких складок зеркальная поверхность становится матовой. В 

честь ученых, обнаруживших это явление, эти складки названы линиями Лю-

дерса–Чернова (рис. 177). 

 
 

 
 

 2.6.3.3 Упрочнение стали и наклеп. Удлинившись на некоторую величи-

ну при постоянной нагрузке, то есть, претерпев состояние текучести, сталь сно-

ва приобретает способность к увеличению сопротивления, дальнейшему растя-

жению, и диаграмма за площадкой текучести поднимается вверх, но по более 

пологой кривой. Участок диаграммы, ограниченный концом площадки текуче-

большие местные пластические  
деформации, образование шейки N, кН 
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Рис. 176 – Машинная диаграмма испытания образца из малоуглеродистой  

стали на растяжение 
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Рис. 177 – Образование линий Людерса–Чернова 
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сти и точкой 3, соответствующей наибольшей нагрузке на образец, называется 

участком упрочнения стали. 

 Если в момент испытания, соответствующий точке K, остановить нагруже-

ние образца, а затем медленно его разгружать, то самописец испытательной 

машины не будет вычерчивать диаграмму в обратном порядке, а вычертит пря-

мую линию разгрузки, ограниченную точками K и S, параллельную прямой 

участка между точками 0 и 1. Если после разгрузки начать образец снова 

нагружать, то самописец вычертит прямую SK, а затем продолжит дорисовы-

вать недостающую часть диаграммы K4 (рис. 176). Такое явление называется 

наклепом.   

 Наклеп – это явление увеличения предела пропорциональности материала 

при повторных нагружениях. 

 2.6.3.4 Участок больших местных деформаций и образования шейки. 

Участок диаграммы, ограниченный точками 3 и 4, соответствует появлению 

больших местных пластических деформаций образца, приводящих к образова-

нию “шейки”. Площадь поперечного сечения образца в “шейке” быстро умень-

шается, что уменьшает сопротивление образца растяжению. Так как испыта-

тельная машина поддерживает скорость деформации образца постоянной, 

наблюдается быстрое снижение нагрузки. В какой-то момент испытания проис-

ходит разрыв образца с разделением его на две части, что соответствует на диа-

грамме точке 4. 

 2.6.3.5 Полная, остаточная и упругая деформации образца. Деформация 

образца в момент разрыва называется полной totl  и складывается из двух со-

ставляющих – упругой деформации el и остаточной (пластической) деформа-

ции rl . Полная деформация непосредственно измерена быть не может, а уста-

навливается по машинной диаграмме с учетом ее масштаба. После разрыва об-

разца упругая деформация el  исчезает, а пластическая rl  остается. Для 

определения остаточной (пластической) деформации необходимо измерить 

длину рабочей части образца после разрыва и вычесть его длину до испытания 

образца 
 

      0r rl l l   .       (434) 
 

Упругая деформация может быть найдена как разность полной деформа-

ции и остаточной 
 

      e tot rl l l     .      (435)  

 

 2.6.4  Диаграммы истинных и условных напряжений 

при испытании образца на растяжение 

 Для того чтобы исключить влияние размеров образца (площади попереч-

ного сечения и его длины) на результаты испытания строят диаграмму услов-

ных и истинных напряжений (рис. 178). Предварительно определяют механиче-

ские характеристики стали – пределы пропорциональности, текучести и проч-
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ности, а также условные и истинные напряжения в момент разрыва образца. За-

тем по масштабу определяют абсолютные деформации образца, соответствую-

щие отмеченным на машинной диаграмме четырем точкам, и делят их на пер-

воначальную длину рабочей части образца. Используя полученные величины в 

осях координат σ и , наносят четыре точки, соблюдая масштаб, и соединяют их 

кривой, подобной машинной диаграмме растяжения. 

 
 

 В процессе испытания площадь поперечного сечения образца будет 

уменьшаться незначительно до точки 3 и поэтому ее изменение не учитывается 

в расчетах. На участке, ограниченной точками 3 и 4, за счет больших местных 

деформаций площадь сечения шейки будет значительно уменьшаться, что при-

ведет к росту истинных напряжений (рис. 178). Поэтому при построении ис-

тинной диаграммы напряжений ордината четвертой точки (точки со штрихом) 

значительно больше ординаты четвертой точки диаграммы условных напряже-

ний.  

 

 2.6.5 Нормирование стали 

 2.6.5.1 Марка стали. По результатам испытания на растяжение можно 

установить марку стали. Марка и технические требования для углеродистой 

стали общего назначения предусмотрены ГОСТ-ами. Для сталей группы А ка-

тегории 3 при определении марки стали нормирующими показателями являют-

ся: предел прочностиσu , предел текучести σ y и относительное остаточное 

удлинение после разрушения образца r . Механические характеристики горя-

 

u 

0 

y 

pr 
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Рис. 178 – Диаграмма истинных и условных напряжений образца из 

малоуглеродистой стали при испытании на растяжение 
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чекатаной прокатной и листовой стали по ГОСТ 380-88 при толщине до 20 мм 

при растяжении приведены в табл. 2. 

 2.6.5.2 Нормативное сопротивление. За нормативное сопротивление для 

данной марки стали принимается минимальное значение предела текучести, 

приведенное в ГОСТе, то есть  σn ynR  . 

 2.6.5.3 Расчетное сопротивление. Величина расчетного сопротивления 

стали равна нормативному сопротивлению, деленному на коэффициент надеж-

ности по материалу m согласно ГОСТ 380-88. 

 

      y n mR R  .       (436) 

  

Таблица 2. Механические характеристики углеродистой стали  

по ГОСТ 380-88 

Марка  

стали 

Предел 

прочности 

 МПаu ,  

Предел 

текучести 

нормированный 

 МПаyn ,  

Относительное 

остаточное 

удлинение 

 %r ,s ,  

не менее 

1 2 3 4 

Ст. 0 не менее 300 не нормируется 23 

Ст .1 кп 300-390 –//– 35 

Ст .1 пс, сп 310-410 –//– 34 

Ст .2 кп 320-410 215 33 

Ст .2 пс, сп 330-430 225 32 

Ст .3 кп 360-460 235 27 

Ст .3 пс, сп 370-480 245 26 

Ст .4 кп 400-510 255 25 

Ст .4 пс, сп 410-530 265 24 

Ст .5 пс, сп 490-630 285 20 

Ст .6 пс, сп не менее 590 315 15 

П р и м е ч а н и е. Последние буквы в наименовании марки стали означает но-

мер категории. Дополнение в наименовании марки стали указывает способ ее 

получения: кп – кипящая, пс – полуспокойная, сп – спокойная. 

 

 

 2.6.6 Порядок выполнения испытания и обработка результатов 

 2.6.6.1 Порядок проведения испытания. Для выполнения лабораторной 

работы следует: 

1. Ознакомиться с устройством испытательной машины и ее принципиальной 

схемой действия. Записать тип машины, цену деления шкалы силоизмеритель-

ного устройства, масштаб построения диаграммы по нагрузке и по деформации.  
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2. Измерить диаметр и длину рабочей части образца, отмеченной кернами, до 

испытания. 

3. Закрепить образец в реверсоре и установить его в захваты пресса. Реверсор – 

это устройство, обеспечивающее растяжение и разрыв установленного в нем 

образца на испытательных машинах, предназначенных для испытаний на 

сжатие.  

4. Проверить работу устройства для записи диаграммы. Для этого повернуть 

барабан вхолостую и получить нулевую линию. 

5. Включить испытательную машину (пресс) и наблюдать за процессом растя-

жения образца – получение прямолинейного участка диаграммы, площадки те-

кучести, области упрочнения, уменьшение нагрузки, образование шейки на об-

разце и его разрушение. 

6. После разрушения образца выключить испытательную машину (пресс), вы-

нуть из захватов реверсор и достать из него обе части разрушенного образца. 

7. Записать значение наибольшей нагрузки, отмеченной инертной стрелкой на 

шкале силоизмерительного устройства.  

8. Снять с барабана бумагу с диаграммой растяжения.  

9. Приступить к обработке результатов и оформлению отчета по лабораторной 

работе. 

 

 2.6.6.2 Обработка результатов испытания и оформление отчета.  По-

лученные результаты испытания образца обработать в следующем порядке. 

1. Сложить обе части разрушенного образца так, чтобы керны (вмятины) рас-

полагались на одной прямой и измерить расстояние между ними lr. 

2. Измерить диаметр шейки (самого узкого места) образца по двум взаимно 

перпендикулярным направлениям 1 2иr rd d и определить среднее значение 

 

 1 2

2

r r
r

d d
d


 .      (437) 

 

3. Вычислить площадь сечения образца в месте образования шейки  

 

      
2π

4

r
r

d
A  .       (438) 

               

4. Следует учесть, что при малых нагрузках диаграмма обычно является кри-

волинейной, что связано с деформациями смятия в местах захвата пресса. 

На машинной диаграмме растяжения провести горизонтальную ось l так, 

чтобы она была касательной к диаграмме снизу. Затем продлить прямоли-

нейную часть диаграммы вниз так, чтобы она пересекла горизонтальную ось 

l. Выбрать эту точку пересечения как начало координат и провести через 

нее вертикальную ось N вверх. 
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5. Отметить конец прямолинейного участка диаграммы точкой 1, середину 

площадки текучести точкой 2, самую верхнюю точку диаграммы точкой 3 и 

конец диаграммы, соответствующий разрушению образца, точкой 4. 

6. Учитывая масштаб построения диаграммы определить координаты отме-

ченных четырех точек, которые будут соответствовать по вертикальному 

направлению силам   opr y uN , N , N и N , а по горизонтальному направлению 

деформациям oиpr y ul , l , l l    .  

7. По полученным данным определить механические характеристики стали: 

 предел пропорциональности  

  

      0 ;pr prN A        (439) 

 предел текучести 

      0 ;y yN A         (440) 

 предел прочности  

      0 ;u uN A         (441) 

              

 условное напряжение разрыва образца  

 

      0 0 0 ;N A         (442) 

              

 истинное напряжение разрыва образца  

 

      0 0 ;rN A         (443) 

             

 относительное остаточное удлинение образца 

 

     0

0

100 %;r
r

l l
,

l


        (444) 

            

 относительное остаточное сужение образца 

  

      0

0

100rA A
, %

A


   .     (445) 

             

8. Определить относительные линейные деформации, соответствующие пре-

делам пропорциональности, текучести, прочности и моменту разрыва об-

разца 

       0 0 0 0 0 0; ; ;pr pr y y u ul l l l l l l l .             (446)  
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9. Построить диаграмму напряжений. Для этого изобразить ось относительных 

линейных деформаций  и ось напряжений σ. Далее, используя значения ме-

ханических характеристик стали и соответствующие им относительные де-

формации, нанести  на  график  четыре  точки и соединить их линией,  по-

подобной линии, изображающей машинную диаграмму испытания на рас-

тяжение стального образца. 

10. Используя полученные механические характеристики и нормативные дан-

ные, определить марку стали и расчетное сопротивление. 

11. Проанализировать полученные результаты испытания и сделать вывод. 

12. Оформить отчет по лабораторной работе.  

 

 2.6.7 Контрольные вопросы по разделу 2.6 

1. Почему малоуглеродистая сталь широко используется для изготовления 

строительных конструкций?  

2. Для чего используются высокопрочные стали в строительстве? 

3. Какие показатели для стали являются нормируемыми?  

4. Какая цель лабораторной работы по испытанию малоуглеродистой стали на 

растяжение?  

5. Какие требования должны быть выполнены при испытании на растяжение? 

6. Какая машина использована для  испытания образца на растяжение и какие 

ее характеристики? 

7. Какие измерительные приборы и инструменты используются при выполне-

нии лабораторной работы? 

8. Какие формы и размеры могут иметь стальные образцы для испытания на 

растяжение? 

9. Какая часть образца называется рабочей? 

10. Какой образец называется длинным (десятикратным), а какой коротким (пя-

тикратным)? 

11. Каким образом обеспечивается надежный захват образца? 

12. Какая диаграмма называется машинной диаграммой испытания? 

13. Особенности участка закона Гука 

14. Как выглядит площадка текучести и чем объясняется появление линий Лю-

дерса-Чернова? 

15. Какая часть диаграммы соответствует упрочнению стали? 

16. Что называется наклепом и как выглядит диаграмма испытания образца при 

промежуточной разгрузке и последующим нагружении? 

17. Какая часть диаграммы соответствует большим местным пластическим де-

формациям и образованию шейки? 

18. Какая деформация называется полной и из каких деформаций она состоит? 

19. Как определяется полная деформация образца? 

20. Как определяется остаточная деформация образца? 

21. Как определяется упругая деформация образца? 

22. Как строится диаграмма условных и истинных напряжений? 

23. Какие показатели являются нормируемыми при определении марки стали? 



 256 

24. Какая величина принимается за нормативное сопротивление стали? 

25. Как определяется расчетное сопротивление стали? 

26. Какой порядок проведения испытания? 

27. Для чего предназначен реверсор? 

28. Почему на начальном участке машинная диаграмма имеет вид кривой ли-

нии? 

29. Как наносятся на диаграмму напряжений четыре ее особенные точки? 

30. Как вычисляются пределы пропорциональности, текучести и прочности? 

31. Как вычисляются относительное остаточное удлинение и относительное 

остаточное сужение образца? 

32. Какой вывод можно сделать по результатам лабораторной работы? 

 

 2.7 Испытание на сжатие 

 

 Элементы машин (механизмов) и строительных конструкций могут испы-

тывать сжатие. Прочность материалов оценивается по результатам испытания 

их на сжатие. Испытание на сжатие являются основным при определении меха-

нических характеристик хрупких материалов.  

 При испытании на сжатие пластических материалов из-за большой дефор-

мации (их “сплющивания”) удается определить лишь предел текучести. Пла-

стические материалы при испытании на сжатие практически не могут быть раз-

рушены. Поэтому для них невозможно определить предел прочности при про-

стом сжатии. Хрупкие материалы (чугун, камень, бетон и др.) разрушаются при 

сжатии, выдерживая при этом значительно большее напряжение, чем при рас-

тяжении. Для хрупких материалов предел прочности на сжатие имеет большое 

практическое значение. Тем более, что хрупкие материалы в конструкциях 

обычно работают на сжатие. 

 

 2.7.1 Цель испытания 

 Целью испытания на сжатие является изучение опытных зависимостей 

между сжимающей силой и деформацией образцов из стали, чугуна и древеси-

ны. По полученным результатам испытания требуется определить механиче-

ские характеристики прочности и пластичности материалов. Для хрупких мате-

риалов установить расчетное сопротивление. 

 

 2.7.2 Исходные данные 

 2.7.2.1 Требования к испытанию. Нагружение образцов выполняется ста-

тической нагрузкой при скорости деформирования не более 1 мм/мин. Опорные 

поверхности образцов должны быть гладкими, а форма и размеры образца со-

ответствовать стандарту. Наличие трения между торцами образца и плитами 

пресса приводит к увеличению разброса результатов испытания. В некоторых 

случаях для устранения влияния трения опорные поверхности (торцы) образцов 

шлифуют и смазываются графитовой пастой. 
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 2.7.2.2 Испытательная машина. Испытание проводится на гидравличе-

ском прессе, который способен создать сжимающую силу до 500 кН (Р–50). 

Испытательная машина имеет силоизмеритель и записывающее устройство для 

построения диаграммы деформирования. 

 2.7.2.3 Измерительные приборы и инструменты.  Для определения раз-

меров образца до испытания и после испытания используется штангенциркуль 

с ценой деления 0,1 мм. 

 2.7.2.4 Форма и размеры испытываемых образцов на сжатие. Стальной 

образец имеет форму цилиндра диаметром 20 мм и высотой  20 мм. При изго-

товлении образцов для испытания на сжатие для исключения потери устойчи-

вости должно выполняться требование, чтобы высота образца не превышала 

трех диаметров.  

 Цилиндрический образец из чугуна может иметь такие же размеры, что и 

стальной или иметь форму кубика с размером ребра 20 мм (или 10 мм).  

 Древесина испытывается на сжатие вдоль и поперек волокон. Образец для 

испытания древесины вдоль волокон должен иметь форму параллелепипеда с 

отношением высоты к ширине равным полтора. 

  

 2.7.3 Машинные диаграммы испытания образцов из  

 пластических и хрупких материалов 

 2.7.3.1 Диаграмма сжатия и форма разрушения стального образца. На 

начальном этапе испытания машинная диаграмма имеет прямолинейный вид, 

что подтверждает соблюдение закона Гука (рис. 179). Затем следует площадка 

текучести. Нарастание пластических деформаций при постоянной сжимающей 

нагрузке заканчивается, и диаграмма становится криволинейной. Для дальней-

шей деформации образца опять требуется увеличение нагрузки. При этом обра-

зец становится заметно короче и при отсутствии смазки приобретает бочкооб-

разную форму. Но добиться разрушения стального образца при испытании на 

сжатие невозможно, так как по мере роста нагрузки увеличивается площадь его 

поперечного сечения, а значит и сопротивление. Поэтому установить на диа-

грамме точку, соответствующую пределу прочности невозможно. 

 
 

N 

l 0 

N
y
 

Рис. 179 – Машинная диаграмма (a), вид стального образца до ис-

пытания (b)  

и после испытания (с) и диаграмма напряжений (d) 

 

 0 


y
 

a) b) 

c) 
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 2.7.3.2 Диаграмма сжатия и форма разрушения чугунного образца.  

Диаграмма сжатия чугунного образца имеет выраженный криволинейный ха-

рактер (рис. 180). Поэтому для чугуна закон Гука может быть применен только 

приближенно. Значение модуля упругости является усредненной величиной. 

Площадка текучести на диаграмме отсутствует. При разрушении чугунного об-

разца на его боковой поверхности образуются трещины, расположенные под 

углом 45о к оси. Разрушение чугунного образца происходит в момент образова-

ния первой трещины на его поверхности, что соответствует максимальной 

сжимающей нагрузке и резкому обрыву диаграммы. Этот момент установить 

сложно, поэтому в результате испытания образец всегда оказывается “пережа-

тым”. Максимальная сжимающая сила на диаграмме соответствует усилию 

предела прочности Nu. Дальнейшее деформирование образца приводит к появ-

лению на его поверхности новых трещин и выкрашиванию частиц чугуна. 

 

 
 2.7.3.3 Диаграмма сжатия и форма разрушения деревянного образца.  

В связи с волокнистым строением древесины ее прочность и модуль упругости 

вдоль и поперек волокон неодинаковые. Поэтому древесина имеет анизотро-

пию по прочности и по жесткости.  
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Рис. 181 – Машинная диаграмма (a), диаграмма напряжений (b) и вид деревянного об-

разца (с) при испытании на сжатие вдоль волокна (1) и поперек волокна (2) 
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Рис. 180 – Машинная диаграмма (a), вид чугунного образца до 

испытания (b), после испытания (с) и диаграмма напряжений (d) 
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 Диаграммы деформирования деревянного образца на сжатие вдоль волок-

на (1) и на сжатие поперек волокна (2) существенно отличаются друг от друга 

(рис.  181). Диаграмма, полученная при испытании образца на сжатие вдоль во-

локна (1), представляет собой зависимость, близкую к прямолинейной. Лишь в 

конце испытания наблюдается уменьшение нагрузки. Максимальная сжимаю-

щая сила на диаграмме соответствует усилию предела прочности. В момент 

разрушения в образце за счет сдвигов образуются трещины, расположенные 

под углом 45о к линии действия силы. 

 Диаграмма, полученная при испытании деревянного образца на сжатие по-

перек волокон (2), также вначале является прямой. Отметим, что в древесине 

чередуются более прочные и менее прочные волокна (годичные кольца). При 

достижении некоторого значения сжимающей силы начинают разрушаться ме-

нее прочные волокна, что вызывает большие деформации образца. Поэтому 

диаграмма становится пологой (почти горизонтальной). Когда все малопрочные 

волокна будут разрушены и уплотнятся, сопротивление образца сжатию будет 

возрастать неограниченно. 

  

 2.7.4 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 Порядок проведения испытания образцов из стали, чугуна и древесины 

практически одинаковые.  

 

 2.7.4.1 Порядок проведения испытания 

1. Ознакомиться с устройством испытательной машины и ее принципиальной 

схемой действия. Записать тип машины, цену деления шкалы силоизмеритель-

ного устройства, масштаб построения диаграммы по нагрузке и по деформации. 

2. Измерить высоту и диаметр для стального и чугунного образца, высоту и 

размеры квадратного сечения для деревянного образца до испытания. 

3. Установить образец между плитами испытательной машины. Для исключе-

ния изгиба образца один из захватов должен иметь шаровую опору. При испы-

тании древесины на сжатие вдоль волокна линия действия силы должна быть 

параллельной волокнам в образце. Если испытание древесины проводится по-

перек волокна, то образец следует установить так, чтобы линия действия силы 

была перпендикулярна волокнам.  

4. Включить испытательную машину (пресс) и наблюдать за процессом сжатия 

образца – получение прямолинейного участка диаграммы, площадки текучести, 

области упрочнения, образование трещин и разрушения образца. 

5. После разрушения образца выключить испытательную машину (пресс), вы-

нуть из захватов образец, изучить форму образца и образованные трещины. 

Измерить размеры образца после испытания. 

6. Записать значение наибольшей нагрузки, отмеченной на шкале силоизмери-

тельного устройства дополнительной “инертной” стрелкой. 

7. Снять с барабана бумагу с диаграммой сжатия.  

8. Приступить к обработке результатов и оформлению отчета по лабораторной 

работе.  
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 2.7.4.2 Обработка результатов испытания и оформление отчета 

1. После испытания чугунного и деревянного образцов снять на шкале силоиз-

мерителя пресса значение усилий соответствующее пределу прочности. Для 

образца из стали установить силу, соответствующую пределу текучести и мак-

симальное усилие, достигнутое при испытании.  

2. Осмотреть образцы до испытания и после испытания, нарисовать их и име-

ющиеся на них трещины, измерить высоту, диаметр для чугунного и стального 

образцов и стороны сечения деревянного образца. 

3. По опытным данным перечертить машинные диаграммы сжатия для стали, 

чугуна и древесины в журнал лабораторных работ. 

4. Для хрупких материалов (чугуна и древесины) определить пределы прочно-

сти и относительные остаточные укорочения.  
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где  uN – силы, соответствующие пределу прочности чугуна и древесины; 

 rh – высота чугунного и деревянного образцов после испытания; 

 0h – высота чугунного и деревянного образцов до испытания; 

 0A – площадь поперечного сечения чугунного и деревянного образцов до 

испытания. 

5. Для упруго-пластического материала (стали) определить предел текучести, 

максимальное условное напряжение и относительное остаточное укорочение 

при максимальной нагрузки испытания 
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где  yN – сила, соответствующая пределу текучести стали; 

 maxN – максимальная сила испытания стали; 

 rh – высота стального образцов после испытания; 

 0h – высота стального образца до испытания; 

 0A – площадь поперечного сечения стального образца до испытания. 

6. Для чугуна и древесины определить расчетные сопротивления, приняв коэф-

фициент безопасности  по материалу  2 5m ,   
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7. Проанализировать полученные результаты испытания и сделать вывод. 
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8. Оформить отчет по лабораторной работе.  

 

 2.7.5 Контрольные вопросы по разделу 2.7 

1. Почему для пластичных материалов невозможно определить предел проч-

ности на сжатие?  

2. В чем особенность прочности хрупких материалов? 

3. Какая цель ставится при выполнении лабораторной работы? 

4. Какие требования ставятся при испытании образцов на сжатие? 

5. На какой испытательной машине проводились испытания образцов на сжа-

тие? 

6. Какие измерительные инструменты использовались в лабораторной рабо-

те? 

7. Какую форму и размеры имели образцы из стали, чугуна и древесины? 

8. Какую форму имеет машинная диаграмма испытания и диаграмма напря-

жений стального образца? 

9. Почему нельзя добиться разрушения стального образца при испытании на 

сжатие? 

10. Какую форму имеет машинная диаграмма испытания и диаграмма напря-

жений чугунного образца на сжатие? 

11. Какому усилию соответствует в лабораторной работе высшая точка диа-

граммы сжатия для образца из чугуна? 

12. Почему для чугуна закон Гука может быть применен только приближенно? 

13. Почему диаграммы сжатия образцов из чугуна и древесины не имеют 

площадки текучести? 

14. Что появляется на поверхности чугунного образца в момент  его разруше-

ния? 

15. С какого места на диаграмме начинается образование трещин на образце 

из чугуна? 

16. Чем отличаются машинные диаграммы древесины при испытании ее на 

сжатие вдоль волокон и поперек волокон? 

17. Какому усилию соответствует высшая точка диаграммы сжатия вдоль во-

локон для образца из древесины? 

18. Чем отличается характер разрушения образцов из древесины при сжатии 

вдоль волокна и при сжатии поперек волокна? 

19. С какого места диаграммы появляются площадки сдвига  в образце из дре-

весины при сжатии вдоль волокон? 

20. Почему на машинной диаграмме испытания образца из древесины поперек 

волокон появляется горизонтальный участок?  

21. Как (по каким формулам) вычисляются пределы прочности для чугуна и 

для древесины? 

22. Как (по каким формулам) вычисляются предел текучести, максимальное 

напряжение испытания и относительное остаточное укорочение для стали? 

23. Какие механические характеристики определялись в лабораторной работе 

для образца из чугуна и древесины? 
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24. Какие механические характеристики определялись в лабораторной работе 

для образца из стали? 

25. Как определяются расчетные сопротивления для чугуна и древесины? 

26. Какая величина обозначена буквой m ? Единицы измерения? 

27. Какие материалы, испытанные в лабораторной работе, являются хрупки-

ми? 

28. Какие материалы, испытанные в лабораторной работе являются пластич-

ными? 

29. Какие выводы сделаны по результатам испытания стали, чугуна и древе-

сины? 

 

 

 2.8 Определение модуля продольной упругости и коэффициента 

поперечной деформации 

 

 Физическая постоянная E называется модулем упругости (модулем Юнга) 

и является коэффициентом зависимости, выражающей закон Гука  E .    Мо-

дуль упругости характеризует жесткость материала – его способность сопро-

тивляться упругому деформированию. Величина модуля упругости зависит от 

свойств материала и может быть определена только опытным способом.  

 Под действием осевой силы стержень изменяет свою длину – удлиняется 

или укорачивается, и изменяет свои поперечные размеры. Способность матери-

ала деформироваться в поперечном направлении (направлении перпендикуляр-

ном к линии действия силы) характеризуется коэффициентом поперечной де-

формации (коэффициентом Пуассона) ν. Отношение относительной попереч-

ной деформации к относительной продольной деформации, взятое по 

абсолютной величине, называется коэффициентом поперечной деформации 

(коэффициентом Пуассона). Коэффициент Пуассона для изотропных матери-

алов может принимать значения в пределах от 0 до 0,5. Этот физический коэф-

фициент зависит от свойств материала и также как и модуль упругости может 

быть найден только опытным путем. 

 Важными допущениями в сопротивлении материалов являются предполо-

жения о прямо пропорциональности деформаций и напряжений (закон Гука) и 

гипотеза Бернулли – плоские поперечные сечения до деформации остаются 

плоскими и после деформации. Прямо пропорциональная зависимость дефор-

маций и напряжений достаточно точно выполняется только для малоуглероди-

стых сталей и “железного уса” – кристаллов железа, выращенных из растворов 

солей железа. Причиной этому является малое содержание дефектов кристал-

лической решетки этих материалов. Большое количество дефектов кристалли-

ческой решетки и присутствие примесей других материалов объясняет криво-

линейность диаграмм испытания. Гипотеза Бернулли справедлива только в от-

дельных случаях сопротивления стержня – центральное растяжение-сжатие 

длинных стержней, чистый изгиб тонких балок и др. 
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 2.8.1 Цель испытания 

 По результатам испытания подтвердить справедливость закона Гука для 

малоуглеродистой стали и гипотезу Бернулли; определить опытным путем зна-

чение модуля упругости и коэффициента Пуассона. 

 

 2.8.2 Исходные данные 

 2.8.2.1 Требования к испытанию. Растяжение образца должно выпол-

няться статической нагрузкой со скоростью деформирования не более 1 

мм/мин, равными ступенями при отсутствии перекосов положения образца – 

линия действия растягивающей силы должна точно совпадать с осью стержня 

(образца). Напряжения, вызванные максимальной нагрузкой на образец не 

должны превышать предел пропорциональности max pr .   

 2.8.2.2 Испытательная машина. Для проведения опыта использована ис-

пытательная машина Р-50 гидравлического привода, способная развить нагруз-

ку 500 кН. 

 2.8.2.3 Измерительные приборы и инструменты.  Для определения раз-

меров поперечного сечения используются штангенциркуль с ценой деления 0,1 

мм и стальная линейка. Деформации продольных и поперечных волокон изме-

рялись с помощью датчиков сопротивления с базой lo = 20 мм и измерителем 

деформации цифровым ИДЦ–1. Цена деления прибора указана на шкале и рав-

на α = 10-5, значение коэффициента чувствительности К = 2,05 указана в пас-

порте прибора. 

 2.8.2.4 Датчики и используемый образец. Испытание проводится на 

стальном образце прямоугольного сечения (рис. 182). На широкой грани образ-

ца наклеены семь датчиков, пять из которых с рабочим направлением вдоль 

действия растягивающей силы. Эти датчики используются для измерения де-

формаций продольных волокон. Два датчика из семи наклеены так, что их ра-

бочее направление перпендикулярно направлению силы. Они используются для 

измерения деформаций поперечных волокон. 

 Датчик, компенсирующий влияние температуры, наклеен на недеформи-

рованную деталь установки – на пластинку электроразъема. Все датчики долж-

ны быть наклеены на тщательно зачищенную, обезжиренную поверхность и ка-

чественно припаяны к проводам прибора. 

  

 2.8.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.8.3.1 Порядок проведения испытания  

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы испытательной ма-

шины. 

2. Ознакомиться с образцом, узлами его крепления и наклеенными на нем дат-

чиками.  

3. Установить какие датчики являются рабочими и какие из них предназначены 

для измерения деформаций в продольном направлении, а какие для измерения 

поперечных деформаций. 

4.  Установить какой датчик является компенсирующим, где он расположен? 
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5. Ознакомиться с работой измерителя деформации. 

6. Произвести предварительное нагружение для обжатия головок образца в за-

хватах испытательной машины, зафиксировать величину нагрузки и произвести 

первый отсчет по всем семи датчикам. 

7. Нагружать образец ступенями, последовательно снимать отсчеты по каждому 

из семи датчиков и записать их в журнал. 

8. После завершения испытания разгрузить образец и выключить пресс. 

 

 2.8.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания. По мере проведе-

ния испытаний в таблицу заносятся отсчеты по нагрузке N и показания прибора 

по каждому из семи датчиков n. Далее следует определить приращения нагруз-

ки N и показаний прибора n на каждой ступени нагружения для каждого дат-

чика. Для этого из последующего отсчета следует вычесть предыдущий отсчет 

и записать результат в позицию, расположенную между строками, соответ-

ствующих нагрузок. Затем по приращениям нагрузки и показаниям прибора, 

соответствующих каждому датчику, вычисляются средние арифметические 

значения приращений, которые записываются в нижней позиции соответству-

ющего столбца таблицы. 

 

 
 2.8.3.3 Построение графиков деформации. Для подтверждения закона 

Гука следует построить графики зависимостей продольных и поперечных де-

формаций от нагрузки. Для этого выберем один датчик (например, третий) из 

первых пяти и шестой или седьмой датчик. Так как отсчеты n пропорциональ-
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Рис. 182 –  Схема образца с датчиками и подключенным прибором ИДЦ-1 
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ны , поэтому график деформаций можно построить, используя значения отсче-

тов n и значения нагрузки N.  

 Поместить первую точку графика в начале системы координатных осей n и 

N. Отложить от нуля на горизонтальной оси приращение n, соответствующее 

первой ступени нагружения, а на вертикальной оси N, соответствующее при-

ращению нагрузки, и отметить точку с полученными координатами. Затем от 

полученных координат второй точки отложить n, соответствующее второй 

ступени нагружения, и N, соответствующее приращению нагрузки. Получим 

координаты третьей точки и так далее. Соединяя полученные точки штриховы-

ми прямыми, построим ломаную линию. Далее следует провести прямую через 

полученные точки так, чтобы отклонение этих точек от проведенной прямой 

было бы минимальным (рис. 183). 

 Следует обратить внимание на то, что график, полученный по данным дат-

чика с направлением вдоль линии силы, отклонен вправо от вертикальной оси 

N, а по данным шестого или седьмого датчика – отклонен влево. Это объясня-

ется тем, что продольные волокна образца удлиняются, а поперечные волокна 

укорачиваются. Поэтому продольные деформации будут положительными, а 

поперечные дефомации отрицательными. 

 
 

 По характеру графиков, которые имеют вид близкий к прямым, можно 

сделать вывод о том, что закон Гука выполняется. Незначительные отклонения 

опытных точек объясняются погрешностью измерительного прибора. 

 2.8.3.4 Эпюра продольных деформаций.  По результатам, полученным 

для первых пяти датчиков, можно построить эпюру смещения точек поперечно-

го сечения образца. В точках, где наклеены первые пять датчиков, следует от-

ложить соответствующие значения средних приращений показаний прибора 

nmi. Затем соединить полученные точки прямыми отрезками. В результате по-

лучим ломаную линию, которая изображает эпюру продольных деформаций по 

ширине поперечного сечения образца (рис. 184). 

N 

n 0 

n6,7=f(N) 
n1,5=f(N) 

Рис. 183 – Графики зависимости отсчетов по прибору от 

значения растягивающей силы 
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Затем вычислить среднеарифметическое значение средних приращений 

отсчетов по первым пяти датчикам. 

 

    
5 5

mi mi
m m

n n
n , n

 
   

 
.    (450) 

           

 

 
 Отложим полученную величину на графике от линии построения и прове-

дем штриховую линию. Полученная линия изображает усредненную эпюру 

смещений точек поперечного сечения. Сравнивая усредненную эпюру смеще-

ний и ломанную, полученную по значениям в опытных точках, можно сделать 

вывод, что гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли) действительно под-

тверждается. Отклонение опытных точек от усредненной эпюры смещений 

объясняется неоднородностью материала, погрешностью измерений прибора и 

неабсолютной центровкой образца в захватах пресса. 

 

 2.8.5 Результаты испытания и оформление отчета 

 По полученным результатам испытания необходимо определить модуль 

упругости и коэффициент Пуассона материала. Расчет выполнять в следующем 

порядке:  

1.  Вычислить максимальное напряжение в образце и сравнить его с пределом 

пропорциональности  

      max
max

0
pr

N

A
    .     (451) 

2.  Определить среднее приращение напряжения на ступени нагружения         

   

      
0

m m
m

N N

A hb

 
   .     (452) 

            

3.  Определить относительную продольную деформацию, используя средне-

арифметические значения средних приращений показаний прибора по первым 

пяти датчикам 
 

Д1 Д2 Д3 Д4 Д5 


n

m
 

b 

Рис. 184 – Эпюра продольных деформаций по ширине поперечного сечения 
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2 m

m

n

K

 
  .      (453)         

 

4.  Определить относительную поперечную деформацию, используя арифмети-

ческие значения средних приращений показаний прибора по шестому и по 

седьмому датчикам 

      
2 m

m

n

K

 
  .      (454) 

              

5.  По полученным значениям относительной продольной и относительной по-

перечной деформаций  определить коэффициент поперечной деформации (ко-

эффициент Пуассона) 

      m

m


 


.       (455) 

               

6.  Используя закона Гука σ E  , определить модуль упругости (модуль Юнга) 

испытываемого материала 

       m

m

E





.      (456) 

           

7.   Анализируя  эпюру продольных деформаций по ширине сечения, сделать за-

ключение о форме поперечного сечения после деформации образца и о спра-

ведливости гипотезы плоских сечений (гипотезы Бернулли). 

8.  Сравнить полученные при испытании значения модуля упругости E и коэф-

фициента Пуассона  со значениями, приведенными в справочниках, и сделать 

вывод.  

9.   Оформить отчет по лабораторной работе.  

 

 2.8.6 Контрольные вопросы по разделу 2.8 

1. Что характеризует модуль упругости? 

2. Отчего зависит значение модуля упругости? 

3. Что характеризует коэффициент поперечной деформации (коэффициент 

Пуассона)? 

4. Что называется коэффициентом поперечной деформации (коэффициентом 

Пуассона)? 

5. От чего зависит значение коэффициента поперечной деформации? 

6. Какие значения может принимать коэффициент Пуассона для изотропных 

материалов? 

7. Как формулируется гипотеза Бернулли? 

8. Для каких материалов выполняется закон Гука? 

9. Чем объясняется нелинейность деформирования большинства материалов? 

10. При каких условиях соблюдается гипотеза Бернулли?  

11. Какая цель поставлена при выполнении лабораторной работы? 
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12. Какие требования поставлены при проведении испытания в лабораторной 

работе? 

13. Какая испытательная машина использована для выполнения опыта? 

14. Какие приборы и инструменты используются при выполнении лабораторной 

работы? 

15. Какие датчики используются в лабораторной работе? 

16. Как расположены рабочие датчики на образце, предназначенные для изме-

рения продольных деформаций? 

17. Как расположены датчики на образце, предназначенные для измерения по-

перечных деформаций? 

18. Какое направление в опыте считается продольным, а какое попереч-ным? 

19. Как закрепляются датчики на образце? 

20. Какую форму имеет образец и из какого материала он изготовлен? 

21. Для чего служит компенсирующий датчик и где он расположен? 

22. В какой последовательности выполняется испытание? 

23. Как заполняется таблица результатов и как обрабатываются данные? 

24. Как строятся графики продольных и поперечных деформаций? 

25. Что выражают графики продольных и поперечных деформаций?  

26. Как вычисляется и для чего необходимо значение максимального напряже-

ния в образце? 

27. Как определяется приращение напряжения на ступени нагружения? 

28. Как определяется относительная продольная деформация в лабораторной 

работе? 

29. Как определяется относительная поперечная деформация в лабораторной 

работе? 

30. Как вычисляется коэффициент поперечной деформации (коэффициента 

Пуассона)? 

31. Как вычисляется значение модуля упругости (модуля Юнга)? 

32. Какие выводы можно сделать по результатам испытания? 

 

2.9 Определение модуля упругости второго рода (модуля сдвига) 

 

 Физическая постоянная G называется модулем упругости второго рода 

(модулем сдвига) и является коэффициентом зависимости, выражающей закон 

Гука при сдвиге  = G. Модуль сдвига характеризует жесткость материала при 

упругой деформации сдвига. Модуль сдвига G в отличие от модуля продольной 

упругости  E и коэффициента поперечной деформации ν является производной 

величиной и может быть найден как опытным способом, так и теоретическим. 

Для изотропных материалов существует зависимость между этими величинами 

 

      
 

=
2 1+ν

E
G .      (457) 
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 Определить значение модуля G непосредственно из опыта на сдвиг (срез) 

не представляется возможным. Это связано с тем, что обеспечить деформацию 

чистого сдвига в опыте, т.е. свободного от побочных деформаций технически 

трудно. Но, так как кручение стержня круглого поперечного сечения можно 

представить как чистый сдвиг материала за счет взаимного поворота попереч-

ных сечений, поэтому опытное определение модуля G удобнее производить при 

кручении стержня сплошного круглого, а лучше кольцевого сечения  (образца в 

виде тонкостенной трубки). 

 Испытаниями установлено, что для материалов, деформирующихся по за-

кону Гука при растяжении или сжатии, закон Гука справедлив и при деформа-

циях сдвига, а значит и кручении. Закон Гука при кручении выражается зави-

симостью 

      
p

T l

G I


 


,       (458) 

  

где  T – крутящий момент на участке стержня; 

 l – длина участка стержня; 

 G – модуль сдвига; 

 pI – полярный момент инерции поперечного сечения; 

 Δφ ‒ абсолютная угловая деформация. 

 

 2.9.1 Цель испытания 

 Определить опытным путем значение модуля сдвига для образца из стали, 

а также подтвердить закон Гука при кручении (сдвиге) и теоретическую зави-

симость между тремя, упругими постоянными материала (Е, G, v). 

 

 2.9.2 Исходные данные 

 2.9.2.1 Требования к испытанию. Опытный образец следует нагружать 

крутящим моментом ступенями. При этом нагрузка должна быть статической 

без толчков и вибрации. Максимальная нагрузка на образец не должна вызвать 

в нем напряжений, превышающих предел пропорциональности. 

 2.9.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта использована 

настольная установка (рис. 185). Нагружение опытного образца выполняется с  

помощью гири, перемещающейся по размеченному стальному стержню (рыча-

гу). Максимальный создаваемый крутящий момент не должен превышать 20 

Нм. 

 Все детали установки закреплены к станине 1. В качестве образца исполь-

зован стальной стержень круглого поперечного сечения 8, диаметром d. Стер-

жень одним концом закреплен на опоре 4 с помощью зажимного винта 6 и про-

пущен через подшипник 9 на другой опоре 5. К правому концу стержня при-

креплен стальной стержень 12 с насаженной на нем гирей 10 весом Q, 

положение которой может меняться. Положение гири фиксируется с помощью 
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стопорного винта 11. На стальном стержне 12 нанесена разметка, выражающая 

момент, создаваемой гирей 10.  

 В монтажной щели установлены два штатива 7, которые удерживают два 

механических тензометра 2. С помощью струбцин 3 к образцу прикреплены 

стержни длиной L, расстояние между которыми является базой измерения и 

равно l. Измерительные стержни механических тензометров упираются на кон-

цы стержней 3. При нагружении образца крутящим моментом его сечения бу-

дут поворачиваться. Непосредственно измерить угол поворота с необходимой 

точностью не представляется возможным. Поэтому при помощи стрелочных 

индикаторов 2 измеряются линейные перемещения фиксированных точек 

струбцин 3, отстоящих на расстоянии L от оси стержня. Так как углы поворота 

сечений малы, то их определить можно по приближенной формуле. 

 2.9.2.3 Измерительные приборы и инструменты.  Для измерения гео-

метрических размеров опытного образца используется штангенциркуль с ценой 

деления 0,05 или 0,1 мм. Для измерения линейных перемещений в опыте ис-

пользуются стрелочные индикаторы с ценой деления α = 0,01 мм. 
  

 
 

Рис. 185 – Настольная установка для определения модуля сдвига: 

1 – станина; 2 – механические тензометры (индикаторы часового типа); 3 – струбцины; 4, 5 – 

опоры; 6 – зажимкой винт; 7 – штативы; 8 – образец (стальной стержень круглого сечения); 9 

– подшипник; 10 – гиря; 11 – стопорный винт; 12 – рычаг (стальной стержень с разметкой); 

13 – опора с кривошипом. 
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 2.9.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.9.3.1 Порядок проведения испытания.  

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы испытательной 

установки. 

2. Ослабить стопорный винт 11 и установить гирю 10 в положение, соответ-

ствующее делению с минимальным отсчетом на стержне 12. 

3. Зажать стопорный винт 11. 

4. Освободить стержень 12, повернув ручку кривошипа 13. 

5. Поворотом шкал приборов 2 установить нулевые отсчеты. 

6. Записать нулевые значения в таблицу. 

7. Снять нагрузку с образца, вернув ручку кривошипа 13 в первоначальное по-

ложение. 

8. Ослабить стопорный винт 11 и переместить гирю 10 в положение, соответ-

ствующее следующему делению на стержне 12. 

9. Зажать стопорный винт 11. 

10.  Освободить стержень 12, повернув ручку кривошипа 13. 

11.  Снять отсчеты со шкал приборов 2 и записать их значения в журнал.  

12.  Повторять указанные действия до тех пор, пока положение гири будет со-

ответствовать делению на стержне с максимальным отсчетом. 

 2.9.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания. В таблицу зано-

сить значения нагрузок (крутящих моментов) T и показания приборов n для 

каждой ступени нагружения. Далее следует определить приращения нагрузки 

T и показаний приборов n на каждой ступени нагружения. Для этого из по-

следующего отсчета вычесть предыдущий отсчет и записать результат в пози-

цию, расположенную между строками, соответствующих нагрузок. Затем вы-

числяются средние арифметические значения приращений нагрузки и показа-

ний приборов, которые записываются в нижней позиции каждого столбца 

таблицы. 

 2.9.3.3 Построение графиков деформации. Для подтверждения закона 

Гука при кручении (сдвиге) следует построить графики зависимостей углов по-

ворота расчетных сечений от нагрузки (крутящего момента) (рис. 186). Так как 

отсчеты по приборам n пропорциональны углам поворота, поэтому график де-

формаций можно построить, используя значения отсчетов n и значения нагруз-

ки T. Поместить первую точку графика в начале системы координатных осей n 

и T. Отложить от нуля на горизонтальной оси приращение n, соответствующее 

первой ступени нагружения, а на вертикальной оси T, соответствующее при-

ращению нагрузки, и отметить точку с полученными координатами. Затем от 

полученных координат второй точки отложить приращение осчета n, соответ-

ствующее второй ступени нагружения, и T, соответствующее приращению 

нагрузки. В результате получим координаты третьей точки и так далее. Соеди-

няя полученные точки штриховыми прямыми линиями, построим ломаную ли-

нию. Далее следует провести прямую линию через полученные точки так, что-

бы отклонение этих точек от проведенной прямой было бы минимальным. 
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По характеру графиков, которые имеют вид близкий к прямым линиям, 

можно сделать вывод о том, что закон Гука выполняется. Незначительные от-

клонения опытных точек объясняется погрешностью измерительных приборов. 

 

 
 

 2.9.4 Результаты испытания и оформление отчета 

1. Используя стальную линейку,  измерить расстояние между струбцинами (ба-

за измерений) l и с помощью штангенциркуля измерить диаметр образца d.  

2. Вычислить геометрические характеристики поперечного сечения образца 

 

     
4 3π π

;           .
32 16

p p
d d

I W       (459) 

    

3. Вычислить максимальное касательное напряжение в образце, разделив мак-

симальный крутящий момент на полярный момент сопротивления 

 

      max
max

p

T

W
 .       (460) 

             

4. Сравнить полученное напряжение с пределом пропорциональности σpr. При 

этом следует учесть, что при кручении материал испытывает чистый сдвиг. По-

этому максимальное нормальное напряжение, появляющееся при кручении 

равно максимальному касательному напряжению. Убедиться, что предел про-

порциональности не превышен и материал в опыте деформируется по закону 

Гука 

       maxτ 0,55 σpr  .      (461)          

 

5. Определить среднее приращение углов поворота расчетных сечений образца 

 

   1 1 2 2
1 2

α α
θ ;         θm m m m

m m

V n V n
,

L L L L

   
        (462) 

Рис. 186 – Графики зависимости углов закручивания расчетных сечений   

стержня и крутящего момента 
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T, Нм 
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где  1 2m mV , V   – среднее приращение смещений точек опирания на струб-

цины измерительных стержней стрелочных тензометров;  

 1 2m mn , n    – среднее приращение показаний стрелочных индикаторов; 

 α – цена деления стрелочного индикатора. 

6. Вычислить средний угол закручивания участка образца l, расположенного 

между струбцинами 

      12 2 1Δθ θ θm m m    .      (463) 

              

7. Используя закон Гука при кручении 

    12θ m
m

p

T l

G I

 
 


,       (464) 

              

определить модуль сдвига по результатам опыта 

 

     оп

12θ

m

m p

T l
G

I

 

 

.       (465) 

               

8. Вычислить модуль сдвига по теоретической зависимости, приняв значения 

модуля продольной упругости и коэффициента поперечной деформации для 

стали по справочнику 

      
 

теор

2 1+ν

E
G  .      (466) 

              

9. Сравнить полученные результаты и сделать выводы 

 

      
теор оп

теор
×100, %

G G

G


.     (467) 

             

10. Оформить отчет по лабораторной работе.  

 

 2.9.5 Контрольные вопросы по разделу 2.9 

1. Что характеризует модуль второго рода (модуль сдвига)? 

2. Как выражается закон Гука при сдвиге? 

3. Какая зависимость существует между модулем сдвига, модулем продольной 

упругости и коэффициентом поперечной деформации?  

4. Почему определить модуль упругости непосредственно из опыта на сдвиг не 

представляется возможным? 

5. Почему модуль сдвига удобнее определять при кручении? 

6. Как выражается закон Гука при кручении? 
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7. Какая цель ставится в лабораторной работе при испытании образца на кру-

чение?  

8. Какие требования следует выполнять при проведении испытаний образца на 

кручение? 

9. Какой образец использован для испытаний? 

10. Как закреплен образец? 

11. Где располагались расчетные сечения на образце? 

12. Как определяется база измерения? 

13. Какие приборы и инструменты использованы в опыте? 

14. Что непосредственно измерялось стрелочными тензометрами? 

15. Как определялись углы поворота расчетных сечений? 

16. Каким способом нагружался образец? 

17. Для чего служит опора с кривошипом? 

18. Для чего служит стопорный винт? 

19. По каким формулам вычислялись полярный момент инерции и полярный 

момент сопротивления поперечного сечения образца? 

20. Как вычислялось и для чего необходимо значение максимального касатель-

ного напряжения? 

21. Какое поставлено условие при проведении опыта? 

22. Как вычислялись среднее приращение крутящего момента и средние при-

ращения углов поворота расчетных сечений?  

23. Как вычисляется средний угол закручивания рабочей части образца? 

24. По какой формуле вычисляется модуль сдвига по результатам опыта? 

25. Какие выводы можно сделать по результатам испытаний? 

 

 

2.10 Исследование нормальных напряжений при плоском изгибе 

 

 Многие элементы строительных конструкций испытывают плоский попе-

речный изгиб. Это балки перекрытий, фундаментные балки, подкрановые бал-

ки, балочные плиты. При плоском поперечном изгибе в сечениях балки возни-

кают нормальные σ и касательные  напряжения. Этот вид сопротивления более 

сложен, чем центральное растяжение (сжатие). Поэтому для упрощения расче-

тов в теории плоского изгиба используются некоторые гипотезы и допущения – 

гипотеза плоских сечений (гипотеза Бернулли), предположение о том, что про-

дольные волокна испытывают только линейные деформации и гипотеза об от-

сутствии давления продольных волокон друг на друга, предположение о том, 

что зависимость между деформациями и напряжениями линейная (закон Гука). 

 Теоретические исследования, учитывающие принятые гипотезы и допуще-

ния, показывают, что при плоском изгибе нормальные напряжения распределя-

ются по высоте сечения балки по линейному закону и достигают наибольших 

значений в крайних волокнах. Нейтральный слой для прямых стержней, где 
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нормальные напряжения равны нулю, проходит на уровне центра тяжести се-

чения балки.  

 Полученные формулы для плоского изгиба просты и удобны для расчета, 

но являются приближенными. Степень достоверности их может быть оценена 

результатами испытания балок. 

 2.10.1 Цель испытания 

 Целью лабораторной работы является – установить закон распределения 

нормальных напряжений по высоте заданного сечения балки, определить зна-

чения этих напряжений и сравнить их с теоретическими. На основании данных, 

полученных в результате испытания балки, требуется подтвердить справедли-

вость закона Гука при плоском изгибе, а также гипотезу плоских сечений. 

 

 2.10.2 Исходные данные 

 2.10.2.1 Требования к испытанию. При выполнении работы требуется, 

чтобы нагружение опытной балки осуществлялось статической нагрузкой сту-

пенями, желательно равными, а также, чтобы максимальная нагрузка на балку 

не вызывала напряжений, превышающих предела пропорциональности, т.е. 

max pr    .   

 2.10.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта используется 

специально изготовленный балочный испытатель (рис. 187). Объектом иссле-

дования является однопролетная стальная прокатная двутавровая балка 1, опи-

рающаяся на шарнирно неподвижную опору (слева) и на шарнирно подвижную 

опору (справа) 2. Нагружение балки выполняется с помощью гидравлического 

домкрата 5 с максимальным усилием 100 кН, установленного на нижнюю тра-

версу 6 и упирающегося в опорную составленную из двух швеллеров балку 3.  

 Усилие на нижнюю траверсу 6 от гидравлического домкрата 5 через тяжи 

8 передается на верхнюю траверсу 7 и прикладывается к балке 1. Величина 

усилия контролируется манометром домкрата 5. 

 В расчетном сечении наклеены пять датчиков. Один датчик расположен на 

уровне центра тяжести сечения балки, два – на расстоянии от центра тяжести 

равном одной четверти высоты сечения балки. По одному датчику  наклеено на 

верхней и на нижней полках балки. Датчики предназначены для измерения де-

формаций продольных волокон балки. Поэтому их рабочее направление совпа-

дает с направлением оси балки. Для компенсации влияния температуры уста-

новлен компенсирующий датчик 10, расположенный на конце консольной ча-

сти балки. 

 2.10.2.3 Измерительные приборы и инструменты. В лабораторной рабо-

те для измерения пролета и консоли балки, расстояния от левой опоры до рас-

четного сечения использовалась стальная лента, для измерения высоты сечения 

и средней толщины его полки использован штангенциркуль, а для измерения 

деформаций продольных волокон балки использовались проволочные датчики 

сопротивления и измеритель деформации ИДЦ-1 с ценой деления α=110-5. От-

метим, что измеритель деформаций ИДЦ-1 предназначен для измерения отно-
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сительных линейных деформаций. Поэтому его цена деления α безразмерная 

величина. 

 

 2.10.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 Балочный испытатель приведен на рисунке 187. 

 

 
 

 2.10.3.1 Порядок проведения испытания  

1. Включить питание измерителя деформации ИДЦ-1. 

2. С помощью стальной измерительной ленты определить расстояние между 

опорами балки и длину ее консоли. 

3. Измерить расстояние между левой опорой балки и расчетным сечением. 

4. Измерить расстояние от левой опоры балки до середины верхней траверсы 

загрузочного узла. 

5. С помощью штангенциркуля измерить высоту сечения двутавра и среднюю 

толщину его полки. 

Рис. 187 – Балочный испытатель: 

1. – прокатный двутавр; 2. – опоры балки; 3. – опорная балка, составленная из двух 

швеллеров; 4. – опоры опытной установки; 5. – гидравлический домкрат; 6. – ниж-

няя траверса; 7. – верхняя траверса; 8. – стальные тяжи; 9. – датчики сопротивления 

в расчетных сечениях; 10. – компенсирующий датчик; 11. – измеритель деформа-

ции цифровой; 12. – стрелочные тензометры для измерения прогибов балки; 13. – 

стержни, прикрепленные к балке; 14. – стрелочные тензометры, предназначенные 

для измерения углов поворота расчетных сечений; 15. – штативы, удерживающие 

стрелочные тензометры; 16. – стрелочные тензометры, предназначенные для изме-

рения деформаций опор балки. 
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6. Используя таблицы прокатных профилей установить номер двутавра и вы-

писать его геометрические характеристики. 

7. Повернуть рычаг домкрата по ходу часовой стрелки, тем самым закрыв вы-

пускной клапан гидравлического домкрата.  

8. Совершая колебательные движения рычагом закачивать масло в цилиндр 

гидравлического домкрата до тех пор, пока нагрузка на балке не достигнет 

величины равной первой ступени нагружения. 

9. С помощью кнопок на панели измерителя деформации последовательно 

подключать датчики к прибору, нажимать кнопку прибора «Пуск» и запи-

сывать отсчеты в таблицу. 

10.  Повторить действия при второй, третье и других ступенях нагружения. 

 

 

 2.10.4 Результаты испытания 

1. Вычитая из последующего значения предыдущее в колонках F, n1, n2, n3, n4, 

n5  таблицы  опытных данных,  вычислить приращение нагрузки F и прираще-

ния показаний ИДЦ-1 1 2 3 4 5n , n , n , n , n     и записать их в соответствующие 

позиции таблицы опытных данных. 

2. Вычислить средние арифметические значения приращений нагрузки mF и 

средние значения приращений показаний прибора ИДЦ-1 для каждого датчика 

1 2 3 4 5m m m m mn , n , n , n , n     и записать их в соответствующие позиции таблицы 

опытных данных. 

3. Построить график зависимости деформации продольного волокна от нагруз-

ки. Так как деформация продольного волокна прямо пропорциональна разности 

показаний ИДЦ-1 на ступени нагружения, на вертикальной оси откладывать 

вместо деформации сумму приращений in  показаний прибора. На горизон-

тальной оси откладывать сумму приращений нагрузки iF . Полученные точки 

соединить прямыми штриховыми отрезками, а затем через каждую группу то-

чек провести сплошные прямые так, чтобы сумма отклонений была минималь-

ной. Из графиков (рис. 188) очевидно, что относительные линейные деформа-

ции продольных волокон действительно близки к прямолинейным зависимо-

стям. Поэтому закон Гука выполняется. В местах установки датчиков D1 и D2 

продольные волокна укорачиваются, а в местах установки датчиков D4 и D5 

продольные волокна удлиняются. На уровне центра тяжести сечения (датчик 

D3) деформация продольного волокна близка к нулю. Это подтверждает, что 

слой нейтральных волокон расположен на уровне центра тяжести сечения. 

4. Вычислить средние относительные линейные деформации продольных воло-

кон балки в местах установки датчиков 

 

      
2 α

ε =
i,m

i,m

n

K

 
.      (468) 
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5. Построить эпюру средних относительных линейных деформаций по высоте 

сечения балки (рис. 189). Для этого в масштабе отложить полученные значения 

i,m и соединить полученные точки прямыми отрезками.  Затем провести пря-

мую линию так, чтобы сумма отклонений была минимальной. Убедиться, что 

полученная эпюра относительных линейных деформаций (рис. 189) незначи-

тельно отклоняется от прямой. Это подтверждает гипотезу плоских сечений. 

 

 
 

6. По результатам опыта, используя закон Гука, в местах установки датчиков 

вычислить средние нормальные напряжения 

 

       σ εi iE .       (469) 

               

Значение модуля упругости взять из справочника. 

 

 2.10.5 Результаты теоретического расчета 

1. Построить расчетную схему балки с указанием места приложения нагрузки 

(рис. 190) 

2. Из  уравнений равновесия  

F 

n 

0 

D1 

D2 

D3 

D4 

D5 

Рис. 188 – Графики зависимости относительной линейной деформаций от нагрузки (в 

скобках указан номер ступени нагружения, за скобками – номер датчика) 
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m Рис. 189 – Эпюра относительных линейных деформаций 
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 =0A BM F a Y l     ;           =0B AM Y l F l a        (470) 

           
вычислить реакции опор балки 

 

     ;B A
a l a

Y F Y F .
l l


         (471) 

             

3. Определить максимальный изгибающий момент (момент в сечении C) и мо-

мент в расчетном сечении S 

 

     C AM Y a  ;  S AM Y e  .     (472) 

      

4.  Вычислить нормальные напряжения в точках расчетного сечения S 

 

      σ s
i i

x

M
y

I
  ,       (473)  

 

где yi – координата точки сечения, в которой установлен датчик Di. (ось Y 

направить в сторону растянутых волокон – в данном случае вниз). 

 

 

 
 

5. Построить в расчетном сечении эпюры нормальных напряжений, полу-

ченные в опыте и теоретически (рис. 191). 

F e 

a b 

l=a+b 

Рис. 190 – Расчетная схема балки и эпюра изгибающих моментов 
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6. Сравнить результаты опыта и теоретического расчета. Отличие напряжений 

оценить в процентах  

    
теороп

теор

σ σ
%= 100%

σ

i i
i

i

D


 .      (474)  

 

 Если в знаменателе приведенной формулы для %iD  содержится ноль, зна-

чение iD %  не вычисляется, а в таблице ставится прочерк. 

  

Таблица 3.  Сравнение опытных и теоретических результатов 

Напряжения σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 

Опытные, МПа 
оп

1σ  оп

2σ  оп

3σ  оп

4σ  оп

5σ  

Теоретические, МПа 
теор

1σ  теор

2σ  теор

3σ  теор

4σ  теор

5σ  

Отличие, % D1,%  D2,%  D3,%  D4,%  D5,%  

7. По полученным результатам сделать вывод. 

8. Оформить отчет по лабораторной работе.  

 

 2.10.6 Контрольные вопросы по разделу 2.10 

1.  Какие элементы строительных конструкций испытывают  поперечный из-

гиб? 

2.  Какие гипотезы и допущения приняты в теории расчета тонких балок? 

3.  Как формулируется цель лабораторной работы?  

4.  Какие требования предъявляются при испытании балки? 

5.  На какой установке проводится испытание балки на изгиб?  

6. Что является объектом испытания на изгиб? 

7.  Как опирается балка? 

8.  С помощью какого устройства осуществляется нагружение балки? 

9.  Для чего служит спаренная швеллерная балка? 

10. Для чего измеряются высота сечения двутавра и средняя толщина полки? 

11. Как выполняется снятие показаний прибора? 

Эп. оп

,σi m  

X 

Y 

D1 

D2 

D3 

D4 

D5 

σ1m 

σ2m σ3m 
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σ5m 

Рис. 191 – Эпюры нормальных напряжений, полученных в опыте и тео-

ретическим расчетом 
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12. Как заполняется таблица опытных данных? 

13. Как устроен датчик, и по какому принципу вырабатывается в нем сигнал?  

14. Как влияет температура на сопротивление металлических проводников? 

15. Для чего служит компенсирующий датчик и где на опытной установке он 

расположен? 

16. Какой принцип действия заложен в способе установки нуля, использован-

ном в измерительном приборе ИДЦ-1?  

17. Какая величина обозначена буквой α? 

18. Как строится график зависимости деформаций продольных волокон балки 

от нагрузки? 

19. Какие выводы можно сделать, анализируя график деформации продольных 

волокон от нагрузки? 

20. Как формулируется закон Гука? 

21. Как вычисляются средние линейные деформации продольных волокон бал-

ки в местах установки датчиков? 

22. Как строится эпюра средних относительных линейных деформаций по вы-

соте сечения балки? 

23. Какая гипотеза подтверждается эпюрой средних относительных линейных 

деформаций по высоте сечения балки? 

24. Как вычисляются средние нормальные напряжения по результатам опыта? 

25. Как вычисляются реакции опор балки? 

26. Как вычисляются максимальный и расчетный изгибающие моменты?  

27. По какой формуле вычисляются теоретические значения нормальных 

напряжений в точках расчетного сечения балки? 

28. Какие величины обозначены буквами yi, Mx, Ix?   

29. Почему ось Y следует направлять вниз?   

30. Как строятся эпюры нормальных напряжений, полученных в опыте и теоре-

тическим расчетом? 

31. По какой зависимости распределяются  нормальные напряжения по высоте 

поперечного сечения? 

32. В каких точках сечения балки появляются максимальные нормальные 

напряжения? 

33. В каких точках поперечного сечения балки появляются нулевые нормаль-

ные напряжения? 

34. Что называется нейтральным слоем и нейтральной осью балки? 

35. Как расположена нейтральная ось в балке при плоском поперечном изгибе? 

36. Какой вывод можно сделать по результатам сравнения нормальных напря-

жений, полученных в опыте и теоретическим расчетом? 

 

2.11 Исследование деформаций при плоском изгибе 

  

 При расчете изгибаемых элементов зданий и строительных сооружений 

следует выполнять требования не только по прочности, но и по жесткости. Это 

значит, что прогибы балок лимитированы и не могут превышать нормативных 
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величин. Необходимость выполнения условий по жесткости связана с техноло-

гическими требованиями – обеспечением нормальных условий эксплуатации 

технологического оборудования (станков, технологических линий, восприятие 

вибраций и динамики и пр.), а также эстетические требования в помещениях, 

где находятся люди (жилые помещения, производственные и административ-

ные здания).  

 Под действием внешних сил балка деформируется, в результате чего ее ось 

искривляется. Деформация изгиба балок характеризуется углами поворота по-

перечных сечений  и прогибом V. Эти параметры могут быть определены тео-

ретически и по результатам опыта. Для расчета прогибов и углов поворота по-

перечных сечений балки в лабораторной работе следует использовать метод 

начальных параметров, суть которого состоит в решении приближенного диф-

ференциального уравнения изгиба балки. Решение получается в виде степенно-

го полинома с двумя неизвестными, которые называются начальными парамет-

рами. Первый начальный параметр равен прогибу левого крайнего сечения бал-

ки, а второй – углу поворота этого же сечения. 

 Полученное дифференциальное уравнение и его решение не учитывают 

деформации балки, вызванные поперечными силами, и поэтому является при-

ближенными. Для тонких балок с отношением ее длины к высоте поперечного 

сечения не менее десяти поперечные силы вызывают незначительные деформа-

ции. Поэтому ими можно пренебречь. Как раз такие балки чаще всего встреча-

ются в строительных конструкциях. В связи с этим метод начальных парамет-

ров пригоден для расчета деформаций балок и балочных плит. 

 

 2.11.1 Цель испытания 

1. Проверить достоверность обобщенного уравнения оси изогнутой балки (ме-

тод начальных параметров) в связи с некоторыми допущениями в теории плос-

кого изгиба. 

2. Подтвердить пропорциональность зависимости прогибов от нагрузки (закон 

Гука). 

 

 2.11.2 Исходные данные 

 2.11.2.1 Требования к испытанию. Нагружение балки выполнять стати-

ческой нагрузкой (без толчков и вибрации) равными ступенями. Максимальный 

относительный прогиб балки не должен превышать 1/400 пролета. 

 2.11.2.2 Испытательная установка. Описание образца и нагружающего 

устройства приведено в п.3.10.2.2. Для измерения деформаций используются 

приборы – механические стрелочные тензометры с ценой деления α = 0,01 мм. 

Для определения прогибов в пролете балки (точка S) и на ее консоли (точка D) 

установлены стрелочные тензометры 12 (рис. 187). Определение углов поворо-

та сечения на левой опоре (точка A) и сечения в пролете (точка S) выполняется 

с помощью механических тензометров 14, которые непосредственно измеряют 

перемещения соответствующих точек стержней 13, прикрепленных к балке. 

Для учета деформаций опор балки на них установлены стрелочные тензометры 
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16. Все стрелочные тензометры удерживаются штативами, установленными на 

полу лаборатории. 

2.11.2.3 Измерительные приборы и инструменты. В лабораторной рабо-

те для измерения пролета и консоли балки, расстояния от левой опоры до рас-

четного сечения использовалась стальная лента, для измерения высоты сечения 

и средней толщины полки двутавра использован штангенциркуль, а для изме-

рения прогибов и углов поворота сечений балки использованы стрелочные ме-

ханические тензометры с ценой деления α=0,01 мм. 

  

 

 2.11.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.11.3.1 Порядок проведения испытания  

1. С помощью стальной измерительной ленты измерить расстояние между 

опорами балки и длину ее консоли. 

2. Измерить расстояние между левой опорой балки и расчетным сечением. 

3. Измерить расстояние от левой опоры балки до середины верхней траверсы 

загрузочного узла. 

4. С помощью штангенциркуля измерить высоту сечения двутавра и среднюю 

толщину его полки. 

5. Используя таблицы прокатных профилей установить номер двутавра и вы-

писать его геометрические характеристики его поперечного сечения. 

6. Закрыть выпускной клапан гидравлического домкрата, повернув рычаг 

домкрата по ходу часовой стрелки.  

7. Совершая колебательные движения рычагом закачивать масло в цилиндр 

гидравлического домкрата до тех пор, пока нагрузка на балке не достигнет пер-

вой ступени. 

8. Поворачивая шкалы стрелочных индикаторов, установить на всех тензомет-

рах нулевой отсчет. 

9. Снять отсчеты по всем восьми стрелочным тензометрам и записать их в таб-

лицу. 

10. Повторить действия при второй, третьей и т.д. ступенях нагружения. 

11. После завершения испытания разгрузить балку. Для этого выпустить масло 

из цилиндра, повернув рычаг гидравлического домкрата против хода часовой 

стрелки. 

 

 2.11.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания. Записать в колон-

ки 1 2 3 4 5 6 7 8F ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,n  таблицы результатов испытания – значения нагру-

зок и отсчеты по стрелочным тензометрам. 

 

 2.11.4 Результаты испытания и оформление отчета 

1. Вычитая из последующего значения предыдущее в колонках таблицы опыт-

ных данных, вычислить приращение нагрузки F и приращения показания 

стрелочных тензометров 1 2 3 4 5 6 7 8n , n , n , n , n , n , n , n .         
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2. Построить графики зависимостей прогибов балки от нагрузки. Учитывая, 

что прогибы балки пропорциональны показаниям стрелочных тензометров, на 

вертикальной оси откладывать сумму приращений показаний прибора ni. На 

горизонтальной оси откладывать сумму приращений нагрузки Fi . Получен-

ные точки соединить прямыми штриховыми отрезками, а затем провести 

сплошные прямые так, чтобы отклонения опытных точек были минимальными. 

Из графиков (рис. 192) очевидно, что зависимости прогибов балки от нагрузки 

действительно близки к прямым линиям. Поэтому делаем вывод о том, что за-

кон Гука выполняется. Вблизи середины пролета (в точке S) прогиб направлен 

вниз, а на консоли (в точке D) – направлен вверх. 

 
 

3. Вычислить средние арифметические значения приращений нагрузки Fm и 

средние значения приращений показаний приборов 1 2 3 4m m m mn , n , n , n ,     

5 6 7 8m m m mn , n , n , n     и записать их в соответствующие позиции таблицы 

опытных данных.  
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где  i – номер прибора;  

 m – обозначение среднего значения;  

 k – номер ступени загружения;  

 M – количество ступеней загружения;  
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Рис. 192 – Графики зависимости прогибов от нагрузки  

(в скобках указан номер ступени нагружения) 
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 N – количество измерительных приборов. 

4. Вычислить средние значения углов поворота сечений на одной ступени 

нагружения на левой опоре балки и в ее пролете. Так как углы поворота сече-

ний малы по сравнению с единицей, то справедливо приближенное равенство 

(рис. 193) 

 

  
 в н

в н
в н
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θ tgθ

m mm m
n nn a nu u

d d d

       
    ,   (476) 

            

где  uв, uн – горизонтальные перемещения, соответственно, верхней и нижней 

точек стержня 13;  

 в нΔm mn , n  – среднее приращение показаний верхнего и нижнего прибо-

ров, установленных на стержне 13; 

 d – расстояние между верхним и нижним приборами на стержне 13. 

 

 
 

5.  Вычислить перемещение произвольной точки балки за счет осадок опор, 

предполагая, что балка остается прямолинейной. Согласно рисунку 194, полу-

чим выражение 
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Задавая соответствующие значения координате z, вычислить перемещения  в 

точках S и D. 

Ив uв 

uн 
Ин 

d
 

 

 

Рис. 193 – Схема, поясняющая вычисление угла поворота сечения балки 

13 
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6. Вычислим опытные перемещения, включающие перемещения, вызванные 

деформациями опор балки 

    α; α.S Sm D DmV n V n         (478) 

 

7. Вычислить прогибы балки, то есть перемещения, вызванные только ее ис-

кривлением 

    
опоры опоры* *;S S D D DSV V V V V V .        (479) 

 

 

8. Вычислить относительные прогибы в расчетных точках балки 
*
SV

l
 и 

*
DV

l
 

9. Вычислить реакции опор балки от среднего значения приращения нагрузки 

F. Для этого следует использовать уравнения равновесия 
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10.  Для определения прогибов балки и углов поворота ее расчетных сечений 

использовать метод начальных параметров. Составим универсальное уравнение 

упругой оси балки по расчетной схеме (рис. 195). 
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Рис. 194 – Схема к определению перемещений точек балки,  

вызванных деформациями опор 
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11.  Определить начальные параметры универсального уравнения упругой изо-

гнутой оси балки из условия ее закрепления. По условию закрепления балки на 

левой опоре A вычислим первый начальный параметр. При z = 0 прогиб должен 

быть равным нулю  V = 0 
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 Решение уравнения дает значение EIV0 = 0. Модуль упругости и осевой 

момент инерции поперечного сечения балки не равны нулю E  0 и I  0. Отсю-

да следует, что первый начальный параметр равен нулю V0 = 0. 

12.  По условию закрепления балки на правой опоре B определить второй 

начальный параметр. При z = a + b прогиб должен быть равен также нулю V = 0 
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 Из полученного уравнения найти значение EI0 и значение второго 

начального параметра o. 

13.  Используя универсальное уравнение упругой оси балки вычислить прогибы 

балки в расчетных точках S и D, задавая соответствующие значения координате  

14. Используя уравнение для углов поворота определить углы поворота сечения 

на опоре A и расчетного сечения S.  

15.  Сделать сравнение результатов, полученных испытанием балки и теорети-

ческим расчетом в форме таблицы. 

 

Таблица 4.  Сравнение опытных и теоретических результатов 

Величина θA  θS  VS, мм VD, мм 
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Рис. 195 – Расчетная схема балки для определения прогибов и углов поворота 
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 Расхождение в прогибах и углах поворота вычислить как отношение ре-

зультатов, полученных опытным путем и теоретически, деленное на теоретиче-

ский результат. Если знаменатель равен нулю, то расхождение не вычисляется 

и в соответствующей позиции таблицы ставится прочерк. 

16.  По полученным результатам сделать выводы. 

17.  Оформить отчет по лабораторной работе.  

 

 2.11.5 Контрольные вопросы по разделу 3.11 

1. Чем обусловлена необходимость требований по жесткости к изгибаемым 

элементам?  

2. Какой метод использован в лабораторной работе для определения прогибов 

и углов поворота сечений балки? 

3. Почему метод начальных параметров является приближенным методом рас-

чета деформаций балок?  

4. Какая цель ставится в лабораторной работе? 

5. Какие требования предъявляются при испытании балки?  

6. На какой установке проводится испытание на изгиб? 

7. Что является объектом испытания на изгиб? 

8. Как опирается балка? 

9. Для чего служит спаренная швеллерная балка?  

10. Для чего измеряются высота сечения двутавра и средняя толщина полки? 

11. Какие измерительные инструменты используются при проведении лабора-

торной работы? 

12. Какие приборы используются для определения прогибов и углов поворота 

сечений балки? 

13. Чему равна цена деления стрелочного индикатора? 

14. Как заполняется таблица опытных данных? 

15. Как строятся графики зависимостей прогибов балки от нагрузки? 

16. Какой вывод можно сделать по результатам анализа зависимости прогибов 

балки от нагрузки? 

17. Как показания стрелочных тензометров, предназначенных для измерения 

линейных смещений, используются для определения углов поворота попереч-

ных сечений балки? 

18. Как вычисляются перемещения точек балки только за счет деформации 

опор? 

19. По каким выражениям определяются опытные перемещения точек балки? 

20. Как вычисляются опытные прогибы балки, то есть перемещения, вызванные 

только искривлением балки? 

21. Как определяются реакции опор опытной балки? 

22. Как составляются универсальное уравнение упругой оси балки и уравнение 

углов поворота ее поперечных сечений по методу начальных параметров? 

23. По каким условиям определяются начальные параметры? 

24. Как оценивается достоверность теории расчета тонких балок? 
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25. Какие выводы можно сделать по результатам исследований, проведенных в 

лабораторной работе?   

 

 2.12 Исследование статически неопределимой балки 

  

 Механические системы делятся на статически определимые и статически 

неопределимые системы. Применение статически неопределимых систем обу-

словлено конструктивными или экономическими соображениями. 

Статически неопределимыми системами называются такие системы, 

когда число неизвестных реакций или внутренних сил превышает число урав-

нений равновесия. В этом случае реакции и внутренние силы методами статики 

найдены быть не могут. Любая статически неопределимая система характери-

зуется степенью статической неопределимости, которая равна разности 

числа неизвестных и числа линейно независимых уравнений равновесия.  

 Для расчета статически неопределимых систем составляются дополни-

тельные уравнения из условия совместности деформаций. Число дополнитель-

ных уравнений равно степени статической неопределимости механической си-

стемы. Дополнительные уравнения присоединяются к уравнениям равновесия. 

В результате решения полученной системы уравнений, определяются все неиз-

вестные – внешние (реакции) и внутренние (внутренние силы). 

 

 2.12.1 Цель испытания 

 Определить для заданной статически неопределимой балки опытным пу-

тем опорный момент в защемлении и сравнить его с теоретическим значением. 

Подтвердить справедливость метода расчета статически неопределимых си-

стем. 

 

 2.12.2 Исходные данные 

 2.12.2.1 Требования к испытанию.  Положение подвески с гирями и при-

бора (механических тензометров) должно точно соответствовать расчетной 

схеме. Измерительные стержни тензометров должны быть вертикальны, а сами 

приборы надежно закреплены на штативах. При укладке гирь не допускать 

толчков и ударов. 

 2.12.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта использована 

испытательная настольная установка, состоящая из станины, крепежного узла 

со стрелочным тензометром, шарнирной опоры стальной пластины (балки) с 

нанесенной разметкой, подвески и набора гирь. С одной стороны установки 

имеется консоль с подвеской. Для создания нагрузки в пролете балки имеется 

подвеска с гирями. 

 2.12.2.3 Измерительные приборы и инструменты.  Для определения 

размеров поперечного сечения используются штангенциркуль с ценой деления 

0,1 мм и стальная линейка. Угол поворота сечения стальной пластины, играю-

щей роль балки, на опорном узле контролируется с помощью стрелочных тен-

зометров с ценой деления 0,01ммu  . 
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 2.12.2.4 Используемый образец.  В качестве исследуемого образца ис-

пользована стальная пластина с нанесенной на ее поверхности разметкой. Один 

конец пластина опирался на шарнирно неподвижную опору, а другой – на шар-

нирно подвижную (рис. 196). 

 2.12.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.12.3.1 Порядок проведения испытания  

 Испытание выполняется на напольной установке (рис. 196). 

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы испытательной 

установки. 

2. Ознакомиться с образцом, его положением по отношению к нагрузке и узлу 

его крепления.  

3. Установить одну гирю на подвеску П1 и одну гирю на подвеску П2. 

4. Придвинуть подвеску П1 максимально близко к опоре и записать в журнал 

расстояние от опоры до подвеске, используя разметку на консоли. 

5. Поворачивая шкалу стрелочного тензометра установить нулевой отсчет. 

6. Установить еще одну гирю на подвеску П2. 

7. Отодвигая подвеску П1 от опоры, добиться того, чтобы отсчет на тензометре 

снова был нулевым. 

8. Записать в журнал нагрузку на подвеске П2 и расстояние от опоры до под-

вески П1. 

9. Последовательно повторять пункты 6-8 до тех пор, пока не будут использо-

ваны все гири. 

 

 
 

 2.12.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания. Обрабатываем 

результаты измерения. Вычисляем приращения нагрузки и приращения рассто-

яний подвески П1 от опоры. Для этого от последующего веса гирь и подвески 

Y 

Z 

И 
D 

A C B 

c a b 

l 

П1 П2 

Рис. 196 – Схема установки для  исследования статически  

неопределимой балки 
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П1 вычитаем предыдущее значение веса  подвески П2 и гирь. Полученные при-

ращения записываем в соответствующую колонку таблицы. Аналогично посту-

паем и с расстояниями от опоры до подвески П1. Затем вычисляем среднее 

приращение нагрузки и расстояний от подвески П1 до опоры. 

 

    
4 4

i i
m m

C F
C , F

 
   

 
.    (485) 

           

 2.12.3.3 Схема испытания и опытные перемещения сечений стержня. В 

лабораторной работе с помощью шарнирно опертой статически определимой 

балки моделируется статически неопределимая защемленная на левой опоре 

балка. Для того, чтобы “заставить” шарнирную опору A работать как защемле-

ние требуется поставить условие – угол поворота поперечного сечения балки на 

опоре A должен быть равен нулю θ 0A  . 

 Для пояснений рассмотрим схему испытания, приведенную на рисунке 

197. Пусть после укладки очередной гири весом F на подвеску П2 стрелка  

индикатора отклонилась от нулевого отсчета. Это означает, что поперечное се-

чение на опоре A повернулось на некоторый угол (рис. 197, а). Для того, чтобы 

вернуть это сечение в предыдущее положение будем отодвигать подвеску П1 от 

опоры, то есть создавать дополнительный момент, до тех пор пока на стрелоч-

ном тензометре не установится опять нулевой отсчет (рис. 197, б). Величина 

дополнительного смещения обозначена как C.  

 
 Тогда момент на опоре A, необходимый для выполнения условий в защем-

лении, будет равен 

 

      0A mM F C   .      (486) 
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F+F 

F0 

a C+С b 
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a C b 

a) 

б) 

F+F 

Рис. 197 – Схема испытания неопределимой балки  
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 2.12.4 Результаты теоретического расчета 

 2.12.4.1 Расчетная схема балки и раскрытие статической неопредели-

мости. Расчетная схема испытываемой балки показана на рисунке 198. Рас-

сматриваем балку как диск на плоскости. Поэтому условие равновесия этого 

диска выражается тремя уравнениями. 

 

    = 0; = 0; 0.A BX M M        (487) 

   

 На левой опоре (защемление) имеется три связи, а на правой опоре (шар-

нирно подвижная) – одна связь. Таким образом, балку удерживают четыре свя-

зи. Поэтому балка один раз статически неопределимая 4-3=1n= .  Для раскры-

тия статической неопределимости, то есть определения всех реактивных сил и 

реактивного момента требуется составить одно дополнительное уравнение. 

 

 
 

 Составим уравнения статического равновесия. 

 

     

 
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A
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  (488) 

 

 Дополнительное уравнение составим по кинематическому условию – про-

гиб балки в точке B равен нулю. 

 

  
     

2 3 3

0 0 0.
2 6 6
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M a b Y a b F b
EIV EIV EI a b

  
         (489)  

 

 Так как слева балка защемлена, то значения начальных параметров заранее 

известны и равны  0 00; θ 0.V    

 Так как уравнения имеют одни и те же неизвестные AM  и AY , они образу-

ют отдельную систему двух уравнений с двумя неизвестными. Решив эту си-
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C 

Рис. 198 – Расчетная схема статически неопределимой балки 
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стему, определим значения момента AM  и реактивной силы AY  в защемлении. 

Из уравнения статического равновесия определим значение реакции BY . 

 2.12.4.2 Построение эпюр внутренних сил в балке. Балка испытывает 

поперечный изгиб, так как в ее сечениях появляются поперечные силы и изги-

бающие моменты.  

 На двух участках AC и CB балки нет распределенных нагрузок. Поэтому 

эпюра поперечных сил yQ на каждом участке имеет постоянное значение. На 

участке AC поперечная сила равна значению реакции AY и имеет положитель-

ный знак. На участке CB поперечная сила равна реакции BY  и имеет отрица-

тельный знак. 

 На участках AC и CB изгибающие моменты изменяются по линейному за-

кону. В сечении A изгибающий момент равен реактивному моменту AM  и име-

ет отрицательное значение, а в сечении C – изгибающий момент положитель-

ный и равен произведению реакции BY  на длину второго участка b. В сечении 

на опоре B изгибающий момент равен нулю. Эпюры поперечных сил и изгиба-

ющих моментов приведены на рисунке (рис. 199). 
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Рис. 199 – Эпюры внутренних сил в балке 
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 2.12.5 Сравнение результатов, оформление отчета и выводы 

 Сравнить значения реактивных моментов на опоре A, полученных из опыта 

и теоретическим расчетом. 

     

теороп

теор
A

×100
M

A AM M
.     (490) 

     

 На основании сравнения результатов полученных из опыта и теоретиче-

ского расчета, сделать вывод о достоверности метода расчета тонких статиче-

ски неопределимых балок.  

 По результатам проведенного опыта и сделанных теоретических расчетов 

оформить отчет. 

 

 2.12.6 Контрольные вопросы по разделу 2.13 

1 Какие механические системы называются статически неопределимыми? 

2 Чем характеризуются статически неопределимые системы? 

3 Для чего составляются дополнительные уравнения? 

4 Сколько дополнительных уравнений требуется для расчета статически 

неопределимых систем? 

5 Какая цель поставлена в лабораторной работе? 

6 Какие требования должны быть выполнены при проведении испытания? 

7 Какая установка использована для проведения исследований статически 

неопределимой балки? 

8 Из каких частей и деталей состоит испытательное устройство? 

9 Каким способом нагружалась балка? 

10 Какие приборы и измерительные инструменты использовались при испыта-

нии? 

11 Какую цену деления имеет использованный в лабораторной работе стре-

лочный тензометр? 

12 Что использовано в лабораторной работе в качестве образца? 

13 Какой порядок проведения испытания? 

14 Как заполнялась таблица результатов испытания? 

15 Какие условия поставлены, для того, чтобы статически определимая шар-

нирно опертая балка установки работала как статически неопределимая? 

16 Каким способом удается обеспечить отсутствие поворота поперечного се-

чения балки на опоре A? 

17 Как вычислялся момент в защемлении по результатам испытания? 

18 Какую степень статической неопределимости имеет опытная балка?  

19 Сколько и какие уравнения статического равновесия можно составить для 

исследуемой балки? 

20 Какое кинематическое условие использовано для составления дополнитель-

ного уравнения для расчетной схемы балки? 



 295 

21 Решением какой системы уравнений получены неизвестны AM  и AY ? 

22 Как найдено значение реакции BY  на правой опоре? 

23 Как найдены поперечные силы на левом и правом участках балки? 

24 Почему поперечные силы на обеих участках постоянные? 

25 Как найдены изгибающие моменты в сечениях A, С и B? 

26 Почему в сечении A изгибающий момент отрицательный, а в сечении C – 

положительный? 

27 Чем вызвано отличие значений реактивного момента MA, полученных из 

опыта и теоретически? 

28 Какой вывод можно сделать по результатам исследований? 

 

 

2.13 Исследование напряжений при косом изгибе 

 

 Изгиб бруса, при котором плоскость действия суммарного изгибающе-

го момента в сечении не содержит ни одной из главных осей инерции этого 

сечения, называется косым изгибом.  

 Косой изгиб является сложным видом сопротивления, так как в сечениях 

балки появляются два изгибающих момента и две поперечные силы. Если спра-

ведлив принцип независимости действия сил, то косой изгиб можно предста-

вить как сочетание двух простых изгибов. Поэтому при косом изгибе справед-

ливы те же гипотезы, которые были приняты при изучении простого плоского 

изгиба – гипотеза плоских сечений и статическая теория об отсутствии давле-

ний между продольными волокнами балки.  

 Расчет балки на прочность при косом изгибе усложняется, если попереч-

ное сечение имеет сложную геометрическую форму. В этом случае сложно 

определить опасные точки поперечного сечения. Опасными точками сечения 

будут такие точки, в которых появляются максимальные напряжения. Чтобы их 

найти используется нейтральная ось.  

 Линия, в каждой точке которой напряжения равны нулю, называется 

нейтральной линией (осью). 

 Точки сечения, которые максимально удалены от нейтральной оси и будут 

опасными, так как в них действуют максимальные напряжения. Положение 

нейтральной оси при косом изгибе можно найти по углу наклона ее к оси X и 

учитывая, что она всегда проходит через центр тяжести сечения. 

 

      
y

tgβ=
x

x y

M I
.

M I




       (491)

  

 Предполагается также, что деформации балки малы по сравнению с ее 

размерами и материал деформируется по закону Гука.  
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 2.13.1 Цель испытания 

 Проверить применимость для практических целей расчетных формул, при-

нятых в теории косого изгиба. 

 

 2.13.2 Исходные данные 

 2.13.2.1 Требования к испытанию.  Максимальные нормальные напряже-

ния в опасном сечении балки не должны превышать значения предела пропор-

циональности, нагружение должно быть  статическим. Положение подвески с 

гирями должно точно соответствовать расчетной схеме. При укладке гирь не 

допускать толчков и ударов. 

 2.13.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта использована 

испытательная настольная установка, состоящая из станины, крепежного узла, 

стальной пластины (балки) с нанесенной разметкой, подвески и набора гирь 

(рис. 200).  

 Для создания нагрузки в пролете балки имеется подвеска с гирями. Под-

веска закреплена на подшипнике. За счет этого нагрузка за счет веса гирь при 

любом положении пластины сохраняет свое вертикальное направление. Поэто-

му плоскость суммарного изгибающего момента всегда расположена верти-

кально. Крепежный узел позволяет поворачивать пластину вокруг ее оси, тем 

самым изменяя угол между главными осями инерции и плоскостью действия 

суммарного изгибающего момента. Крепежный узел снабжен шкалой с градуи-

ровкой в градусах. 

 2.13.2.3 Измерительные приборы и инструменты. Для определения раз-

меров поперечного сечения используются штангенциркуль с ценой деления 0,1 

мм и стальная линейка. Для измерения деформаций волокон балки используют-

ся проволочные датчики сопротивления и измеритель деформаций цифровой 

ИДЦ1 с ценой деления 
-5α 1×10  и коэффициентом =2,1K .  

 2.13.2.4 Используемый образец.  В качестве исследуемого образца ис-

пользована стальная пластина с нанесенной на ее поверхности разметкой. Один 

конец пластина защемлен в крепежном узле, а другой свободен. В близи за-

крепленного конца балки на верхней и на нижней точках наклеены два прово-

лочных датчика. Рабочее направление датчиков совпадает с направлением про-

дольных волокон балки.  

 

 2.13.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.13.3.1 Порядок проведения испытания  

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы испытательной 

установки. 

2. Ознакомиться с образцом, его положением по отношению к нагрузке и узлу 

его крепления. 

3. Определить положение рабочих датчиков и компенсирующего датчика. 

4. Установить подвеску на расчетном расстоянии от места расположения рабо-

чих датчиков.  
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5. Уложить одну гирю на подвеску и снять отсчеты с обоих датчиков по прибо-

ру ИДЦ1. 

6. Записать отсчеты и значение нагрузки в таблицу результатов испытания. 

7. Последовательно устанавливать гири на подвеску и снимать отсчеты для 

обоих датчиков. 

8. Записывать отсчеты и значение нагрузки в таблицу результатов испытания. 

 

 
 

 2.13.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания. Обрабатываем 

результаты измерения. Вычисляем приращения нагрузки и приращения отсче-

тов для обоих датчиков. Для этого от последующего веса гирь, установленных 

на подвеске, вычитаем предыдущее значение веса гирь. Полученные прираще-

ния записываем в соответствующую колонку таблицы. Аналогично поступаем 

и с отсчетами по обоим датчикам. Затем вычисляем среднее приращение 

нагрузки и среднее приращение отсчетов по обоим датчикам.  

 Полученные средние значения приращений записываем в таблицу резуль-

татов испытания. 

  1 2
1 2

4 4 4

i i i
m m m

n n F
n , n , F .

  
     

  
  (492)          

 

 2.13.3.3 Результаты испытания   
 Относительные деформации продольных волокон в исследуемых точках 

балки вычисляются по формулам 

 

    1ε 2 αmn / K   ;   2
ε 2 αmn / K   .  (493) 

   

 Нормальные напряжения в исследуемых точках балки определим из закона 

Гука. 

а 

Fm с 

z 

Д2 

Д1 

Fm 

Fmy 

X 

Y 

b 

h 

Д1 

Д2 

Fmx 
 

Рис. 200 – Схема установки для  исследования напряжений при косом изгибе 
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      1 1σ εE  ;      2 2σ εE .      (494) 

 

 2.13.4 Результаты теоретического расчета 

 2.13.4.1 Расчетная схема балки и эпюры изгибающих моментов  

 Слева на опытной установке расположен крепежный узел, не позволяю-

щий сечению балки смещаться и поворачиваться, что соответствует защемле-

нию (заделке). Правый конец балки свободен.  Центральные главные оси инер-

ции X и Y повернуты относительно плоскости суммарного изгибающего момен-

та, которая образована линией действия силы mF  и плечом этой силы, 

расположенной на оси балки. При этом положение главных осей инерции и по-

ложение плоскости суммарного изгибающего момента во всех поперечных се-

чениях балки одинаковое. Поэтому балка испытывает плоский косой изгиб. 

 Разложим силу mF  на две составляющих – проекцию на ось X и на ось Y , 

соответственно,  

 

      cos α ; sin αmY m mX mF F F F .        (495) 

   

 Составляющая myF  вызывает в расчетном сечении балки, то есть там, где 

установлены датчики, изгибающий момент относительно оси X. Составляющая 

mxF , в том же сечении вызывает изгибающий момент относительно оси Y.  

 

      ;x mY y mXM F a c M F a c .          (496) 

   

 Таким образом, косой изгиб можно представить как два простых плоских 

изгиба в плоскостях XZ и YZ. Построим эпюры изгибающих моментов в обеих 

плоскостях (рис. 201). 

 
 

Fmx 

X 

Эпюра MX 

Fmy Fm Fmy(a-c) 

Fmx(a-c) 

Y 

Эпюра MY 

Z 

Рис. 201 – Эпюры изгибающих моментов в балке  
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 2.13.4.2 Нормальные напряжения в расчетных точках балки. Нормаль-

ные напряжения в расчетных точках балки, то есть в тех местах, где наклеены 

датчики, вычисляем как сумму напряжений, вызванных изгибающими момен-

тами в обеих плоскостях. 

   

     

     

1 1 1

2 2 2

σ ;
2 2

σ
2 2

y yx x

x y x y

y yx x

x y x y

M MM M h b
y x

I I I I

M MM M h b
y x .

I I I I

       

   
            

   

  (497) 

    

 2.13.4.3  Положение нейтральной оси и эпюра нормальных  

 напряжений в расчетном сечении балки  

 Положение нейтральной оси определяется углом , отложенным от оси X 

 

       
y

tgβ=
x

x y

M I
.

M I




      (498)

  

 Угол  откладываем от оси Х в сторону отрицательных квадрантов, если 

главные центральные оси X и Y направлены в сторону растянутых волокон  

(рис. 202). 

 
 

 2.13.5 Сравнение результатов, оформление отчета и выводы 

 Сравнить значения нормальных напряжений в расчетных точках балки, 

полученных в опыте и теоретическим расчетом. 

 

    
   

 

   

 

теор теороп оп

1 1 2 2

теор теор

1 2

σ σ
×100; ×100.

σ σ

   
  (499) 

 

н.ось 

 

X 
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Рис. 202 – Эпюры нормальных напряжений  
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 На основании сравнения результатов полученных из опыта и теоретиче-

ского расчета, сделать вывод о достоверности метода расчета балки при косом 

изгибе.  

 По результатам проведенного опыта и сделанных теоретических расчетов 

оформить отчет. 

 

 2.13.6 Контрольные вопросы по разделу 2.14 

1. Какой вид сопротивления называется косым изгибом? 

2. При каких условиях косой изгиб можно представить как сочетание двух 

плоских простых изгиба? 

3. Какие точки сечения при косом изгибе следует считать опасными? 

4. Какая ось при косом изгибе считается нейтральной осью? 

5. Как располагаются опасные точки сечения по отношению к нейтральной 

оси при косом изгибе? 

6. Как определить положение нейтральной оси при косом изгибе? 

7. Какая цель исследований поставлена в лабораторной работе? 

8. Какие требования следует выполнять при проведении опыта? 

9. Как устроена и из каких узлов и деталей состоит испытательная установка? 

10. Почему испытательная установка обеспечивает вертикальное положение 

плоскости суммарного изгибающего момента? 

11. Какие измерительные инструменты и приборы использованы для проведе-

ния опыта? 

12. Что используется в качестве образца? 

13. Как закреплен образец в опытной установке? 

14. Где и как располагаются рабочие датчики? 

15. Где расположен компенсирующий датчик? 

16. Для чего служит компенсирующий датчик на установке? 

17. Какой порядок действий следует выполнять при проведении опыта? 

18. Как заполняется таблица результатов испытания? 

19. Как вычисляются значений средних приращений нагрузки и показаний 

прибора? 

20. Как вычисляются относительные продольные деформации волокон в рас-

четных точках балки? 

21. Как вычисляются нормальные напряжения в расчетных точках балки? 

22. Почему на расчетной схеме левая опора балки принята в виде защемления? 

23. Почему балка в опытной установке испытывает плоский косой изгиб?  

24. Как вычисляются изгибающие моменты в главных плоскостях сечения? 

25. По каким формулам вычисляются напряжения в расчетных точках балки? 

26. По какому правилу определяется положение нейтральной оси? 

27. Как сравниваются результаты, полученные в опыте и по теории? 

28. Какой вывод можно сделать по результатам, полученным в лабораторной 

работе? 
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 2.14 Исследование деформаций при косом изгибе 

  

 Как указано в предыдущем разделе косовой изгиб – это такой вид сложно-

го сопротивления, при котором плоскость суммарного изгибающего момента не 

содержит ни одной из главных осей поперечного сечения. Косой изгиб делится 

на два вида – плоский и пространственный. Если упругая ось балки является 

плоской кривой, то имеет место плоский косой изгиб. Если упругая ось про-

странственная кривая, то изгиб считается пространственным. При расчете на 

прочность это не имеет значения, так как формула для вычисления нормальных 

напряжений в поперечном сечении одинаковая. Следует учитывать это лишь 

при определении положения нейтральной оси. Для плоского косого изгиба угол 

наклона нейтральной оси к главной оси сечения X можно определить по про-

стой формуле 

      tgβ tgαx

y

I

I
 ,       (500) 

    

где  α – угол наклона плоскости суммарного изгибающего момента к главной 

     оси Y;   

 β  – угол наклона нейтральной оси к главной оси поперечного сечения X; 

 X YI ,I  – главные моменты инерции поперечного сечения. 

 В случае пространственного косого изгиба угол наклона нейтральной оси к 

главной оси X вычисляется по другой формуле 

 

      tgβ
yx

y y

MI

I M
 .       (501) 

    

 Однако, при вычислении направления полного прогиба балки следует учи-

тывать какой изгиб испытывает балка. Если косой изгиб плоский, то угол 

наклона направления полного прогиба γ  к главной оси Y равен углу . При 

пространственном косом изгибе нет отдельной формулы для непосредственно-

го вычисления угла наклона направления полного прогиба к оси Y. Для опреде-

ления направления полного прогиба в этом случае требуется отдельно найти 

прогибы по направлениям главных осей инерции и по их величинам найти угол 

γ . 

      tgγ x

y

V

V
 .       (502) 

      

 Предполагается также, что деформации балки малы по сравнению с ее 

размерами и материал деформируется по закону Гука.  

 Согласно определению сложно установить какой изгиб является плоским, 

а какой пространственным, так как в этом случае придется находить прогибы 

балки и строить ее упругую ось. 
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 Вид косого изгиба можно установить и по другим признака. Если для всех 

сечений балки положение главных осей инерции и плоскости суммарного изги-

бающего момента одинаковые, то имеет место плоский косой изгиб. Если эти 

условия не выполняются, то косой изгиб будет пространственным.  

 

 2.14.1 Цель испытания 

1. Проверить применимость для практических целей принятых в теории косого 

изгиба методов определения перемещений. 

2. Подтвердить закон Гука при косом изгибе. 

3. Проверить соответствие положений силовой плоскости и плоскости дефор-

мации по отношению к направлению нейтральной линии. 

 

 2.14.2 Исходные данные 

 2.14.2.1 Требования к испытанию.  Максимальные нормальные напряже-

ния в опасном сечении балки не должны превышать значения предела пропор-

циональности, нагружение должно быть статическим. Положения подвески с 

гирями и стрелочных тензометров должны точно соответствовать расчетной 

схеме. При укладке гирь не допускать толчков и ударов. 

 2.14.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта использована 

испытательная настольная установка, состоящая из станины, крепежного узла, 

стальной пластины (балки) с нанесенной разметкой, подвески и набора гирь 

(рис. 203).  

 Нагрузка создается весом гирь, устанавливаемых на подвеску. Подвеска 

закреплена на подшипнике. За счет этого нагрузка при любом положении пла-

стины сохраняет свое вертикальное направление. Поэтому плоскость суммар-

ного изгибающего момента всегда расположена вертикально. Крепежный узел 

позволяет поворачивать пластину вокруг ее оси, тем самым изменяя угол меж-

ду главными осями инерции и плоскостью действия суммарного изгибающего 

момента. Крепежный узел снабжен шкалой с градуировкой в градусах. 
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Рис. 203 –  Схема опытной установки для исследования прогибов  

при косом изгибе  
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 2.14.2.3 Измерительные инструменты и приборы.  Для определения 

размеров поперечного сечения используются штангенциркуль с ценой деления 

0,1 мм и стальная линейка. Для измерения прогибов балки используются два 

стрелочных тензометра с ценой деления равной 0,01 мм. Тензометры установ-

лены так, что по одному измеряется вертикальное, а по другому – горизонталь-

ное перемещения расчетной точки балки. 

 2.14.2.4 Используемый образец.  В качестве исследуемого образца ис-

пользована стальная пластина прямоугольного сечения с нанесенной на ее по-

верхности разметкой. Один конец пластина защемлен в крепежном узле, а дру-

гой свободен. 
 

 2.14.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.14.3.1 Порядок проведения испытания  

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы установки. 

2. Ознакомиться с образцом, его положением по отношению к нагрузке и узлу 

его крепления. 

3. Определить положение стрелочных тензометров. 

4. Установить подвеску на расчетном расстоянии от места расположения рабо-

чих датчиков.  

5. Уложить одну гирю на подвеску и снять отсчеты с обоих тензометров. 

6. Записать отсчеты и значение нагрузки в таблицу результатов испытания. 

7. Последовательно устанавливать гири на подвеску и снимать отсчеты с обеих 

приборов. 

8. Записывать отсчеты и значение нагрузки в таблицу результатов испытания. 

 2.14.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания и построение 

графика деформирования балки. Обрабатываем результаты измерения. Вы-

числяем приращения нагрузки и приращения отсчетов снятых с обеих прибо-

ров. Для этого от последующего веса гирь, установленных на подвеске, вычи-

таем предыдущее значение веса гирь.  

 

Таблица 5. Результаты испытания 
Нагрузка, Н Индикатор Ив Индикатор Иг 

F F n n n n 

F1 
 

n1 
 

n1 
 

F12 n12 n12 

F2 n2 n2 

F23 n23 n23 

F3 n3 n3 

F34 n34 n34 

F4 n4 n4 
   

Средние 

значения 
Fm  n mв  n mг 
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 Полученные приращения записываем в соответствующую колонку табли-

цы. Аналогично поступаем и с отсчетами по обоим приборам. Затем вычисляем 

среднее приращение нагрузки и среднее приращение отсчетов по обоим прибо-

рам. 

 Полученные средние значения приращений записываем в таблицу резуль-

татов испытания. 

 

  
4 4 4

вi гi i
вm гm m

n n F
n , n , F .

  
     

  
   (503) 

  

 Для подтверждения справедливости закона Гука построим график дефор-

мирования балки. На вертикальной оси откладывать нагрузку, а на горизон-

тальной оси – показания приборов (рис. 204). 

 

 
 

 2.14.3.3 Результаты испытания. По результатам испытания вычислим 

прогибы балки в вертикальном и в горизонтальном направлениях. 

 Полный прогиб в расчетном сечении балки вычислим, как геометрическую 

сумму прогибов в вертикальном и в горизонтальном направлениях. 

 

            
оп 2 2

в гftotf f  .      (504) 

    

 Угол между направлением полного прогиба и вертикали вычислим по от-

ношению прогиба в горизонтальном направлении и прогиба в вертикальном 

направлении 

      оп г

в

tgγ
f

.
f

        (505) 

 

fг 

fв 

n 

F 

0 

Рис. 204 –  График зависимости вертикальных и горизонтальных  

прогибов балки при косом изгибе  
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 2.14.4 Результаты теоретического расчета 

 2.14.4.1 Расчетная схема балки и эпюры изгибающих моментов  

 Слева на опытной установке расположен крепежный узел, не позволяю-

щий сечению балки смещаться и поворачиваться, что соответствует защемле-

нию (заделке). Правый конец балки свободен.  Центральные главные оси инер-

ции X и Y повернуты относительно плоскости суммарного изгибающего момен-

та, которая образована линией действия силы mF и плечом этой силы – осью 

балки. При этом положение главных осей инерции и положение плоскости 

суммарного изгибающего момента во всех поперечных сечениях балки одина-

ковое. Поэтому балка испытывает плоский косой изгиб. Главные оси инерции X 

и Y повернуты на угол  по отношению, соответственно, к горизонтальному и 

вертикальному направлениям.  

 Разложим вертикальную силу mF  на две составляющие – проекцию на 

ось X и на ось Y , соответственно,  

 

      cos α ; sin αmY m mX mF F F F .        (506) 

  

 Составляющая mYF  вызывает в расчетном сечении балки, то есть в за-

щемлении, изгибающий момент относительно оси X. Составляющая mXF  вы-

зывает изгибающий момент относительно оси Y.  

 

    ;x mY y mXM F a M F a.         (507) 

    

 Таким образом, косой изгиб можно представить как два простых плоских 

изгиба в плоскостях XZ и YZ (рис. 205). Построим эпюры изгибающих момен-

тов в обеих плоскостях. 

 
Рис. 205 –  Эпюры изгибающих моментов в плоскости ZY и в плоскости  ZX  

 

 Очевидно, что отношение изгибающих моментов во всех сечениях балки 

одинаковое. Поэтому исследуемая балка испытывает плоский косой изгиб. 

 2.14.4.2 Прогибы балки по направлениям главных моментов инерции 

X и Y.  Для вычисления прогибов балки используем метод начальных парамет-

Y 

X l 

Z 

Fmx 

Fmxa 
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ров. Точка C удалена от защемления на расстоянии l. Поэтому прогибы балки в 

точке C по направлениям главных осей инерции X и Y определяем выражения-

ми, составленными по методу начальных параметров.  

 

    

 
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;
2 6 6

2 6 6

my my my
y

x x x

mxmx mx
x

y y y

F al F l F l a
V

EI EI EI

F l aF al F l
V .
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   
   

  
   

   (508) 

     

где E – модуль упругости материала балки; 

 
3

12
x

bh
I   – момент инерции прямоугольного поперечного сечения балки 

относительно главной оси X; 

 
3

12
y

b h
I   – момент инерции прямоугольного поперечного сечения балки 

относительно главной оси Y. 

 Отметим, что оси X и Y являются главными центральными осями инерции 

поперечного сечения, потому, что они его оси симметрии. 

 2.14.4.3 Полный прогиб и его направление 

 Полный прогиб балки в расчетном сечении определим как геометрическую 

сумму прогибов по направлению осей X и Y (рис. 206). 

 

      теор 2 2
tot x yV V V  .      (509)

    

 
 

Рис. 206 –  Схема величины и направления прогибов балки  
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 Учитывая, что балка испытывает плоский косой изгиб, направление пол-

ного прогиба балки в расчетном сечении, то есть угол , найдем по формуле 

 

      теорtgγ = tgαx

y

I

I
.      (510) 

     

 2.14.5 Сравнение результатов, оформление отчета и выводы 

 Сравним значения полных прогибов, полученных в опыте и теоретическим 

расчетом. 

 

      
   

 

теороп

теор
×100.

tot tot

tot

f f

f


     (511) 

 

 На основании сравнения результатов полученных из опыта и теоретиче-

ского расчета, сделать вывод о достоверности метода расчета прогибов балки 

при косом изгибе. 

 По результатам проведенного опыта и сделанных теоретических расчетов 

оформить отчет. 

 

 

 2.14.6 Контрольные вопросы по разделу 2.15 

1. Какой вид сопротивления называется косым изгибом? 

2. На какие два вида делится косой изгиб? 

3. Чем отличается плоский косой изгиб от пространственного? 

4. Как определяется положение нейтральной оси при плоском и при простран-

ственном косых изгибах? 

5. Как определить направление полного прогиба при плоском и при простран-

ственном косых изгибах? 

6. По какому более простому признаку можно установить вид косого изгиба? 

7. Какая цель поставлена в лабораторной работе? 

8. Какие требования предъявляются при проведении испытания? 

9. Из каких узлов и деталей состоит испытательная установка? 

10. Почему плоскость суммарного изгибающего момента при испытании рас-

полагается вертикально? 

11. Какие измерительные инструменты и приборы использованы в лаборатор-

ной работе? 

12. Что являлось образцом в лабораторной работе? 

13. В каком порядке проводилось испытание балки на косой изгиб? 

14. Как заполнялась таблица результатов испытания? 

15. Как строился график деформаций? 

16. Как вычислялись опытные значения прогибов? 
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17. Как вычислялся по опытным данным полный прогиб балки? 

18. Как определяется по опытным данным направление полного прогиба? 

19. Какой вид имеет расчетная схема балки? 

20. Почему балка в лабораторной работе испытывает плоский косой изгиб? 

21. На какие составляющие разложена нагрузка на балку? 

22. Как вычисляются изгибающие моменты вблизи защемления? 

23. Как строятся грузовые эпюры и единичные эпюры изгибающих моментов? 

24. Как вычисляются прогибы балки по направлениям главных центральных 

осей инерции методом Максвелла-Мора (способом Верещагина)? 

25. Как определяется полный прогиб балки по результатам расчета? 

26. Как определяется направление полного прогиба по результатам расчета? 

27. Как сравнивались прогибы, полученные в опыте и теоретически? 

28. Какой вывод можно сделать из результатов испытания? 

 

 

 2.15 Исследование внецентренного растяжения 

 

 Внецентренное растяжение (сжатие) – это такой вид сложного со-

противления, который вызван действием продольной силы, не совпадающей с 

продольной осью стержня. 

 Этот вид сопротивления вызывается сжимающей либо растягивающей си-

лой, параллельной оси стержня, но не совпадающей с ней. Пусть система гео-

метрически и физически линейная, то есть перемещения малы по сравнению с 

ее размерами и выполняется закон Гука. Тогда справедлив принцип независи-

мости действия сил. Пусть внецентренно растянутый или сжатый стержень 

длинный. При выполнении этих условий внецентренное растяжение-сжатие, 

являясь сложным видом сопротивления, может быть представлен как сумма 

простых видов сопротивления – центральное растяжение (сжатие) и косого из-

гиб (изгиба в двух плоскостях). Все формулы, справедливые для центрального 

растяжения-сжатия и косого изгиба, будут справедливы и для внецентренного 

растяжения-сжатия. 

 Для расчета на прочность стержня, испытывающего внецентренное растя-

жение-сжатие, требуется найти положение опасных точек сечения. Если мате-

риал стержня имеет разную прочность на растяжение и сжатие, то следует ис-

кать опасные точки, как в растянутой, так и в сжатой частях сечения. А для это-

го требуется найти положение нулевой линии, которая делит сечение на 

растянутую и сжатую части. 

 Линия, соединяющая все точки сечения колонны, в которой напряжения 

равны нулю, называется нулевой линии (нейтральной оси). 

 Опасные точки – это точки, максимально удаленные от нулевой линии в 

растянутой и в сжатой частях сечения.  

 Такой вид сопротивления испытывают опоры мостов, фундаменты под ко-

лонны, колонны промышленных корпусов и др. 
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 2.15.1 Цель испытания 

1. В намеченных точках опытного стержня экспериментально определить нор-

мальные напряжения и установить характер распределения их по сечению. 

2. В этих же точках вычислить нормальные напряжения теоретически. 

3. Сравнить напряжения и сделать вывод о достоверности расчетных формул.  

 

 2.15.2 Исходные данные 

 2.15.2.1 Требования к испытанию.  Максимальные нормальные напряже-

ния в испытываемом стержне не должны превышать значения предела пропор-

циональности, нагружение должно быть статическим. Нагружение образца 

должно быть плавным без толчков и вибрации. 

 2.15.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта использован 

гидравлический пресс Р-50 (разрывная машина, способная создать нагрузку в 

50 т). Пресс оснащен самописцем и силоизмерителем. 

 2.15.2.3 Используемый образец.  В качестве исследуемого образца ис-

пользована стальная пластина прямоугольного сечения (рис. 207). На обоих 

концах пластины имеются узлы с шарнирами, позволяющие исключить переко-

сы нагрузки и надежный захват. В пластине сделан вырез, который увеличивал 

эксцентриситет приложения силы. Для распределения сосредоточенной силы в 

узлах по всему поперечному сечению на концах образца сделаны утолщения. 

 

  

 
 

Fm 

Fm 

Д1 Д2 Д3 Д4 

Fm 

Fm 

Рис. 207 – Испытываемый на внецентренное растяжение образец  
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 2.15.2.4 Измерительные инструменты и приборы.  Для определения 

размеров поперечного сечения используются штангенциркуль с ценой деления 

0,1 мм и стальная линейка. Для измерения деформаций волокон стержня ис-

пользуются проволочные датчики сопротивления и измеритель деформаций 

цифровой ИДЦ1 с ценой деления -5α 1×10  и коэффициентом 2,1K= . Будем 

называть продольными волокнами стержня те волокна, направление которых 

совпадает с направлением растягивающей или сжимающей силы. Так как линия 

действия силы вертикальна, то для измерения деформаций продольных волокон 

датчики должны быть наклеены так, чтобы их вытянутость была вертикальной. 

 

 

 2.15.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.15.3.1 Порядок проведения испытания  

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы испытательной ма-

шины. 

2. Ознакомиться с образцом, его положением по отношению к нагрузке и узлам 

его крепления. 

3. Определить положение рабочих датчиков и компенсирующего датчика. 

4. Включить пресс и нагружать образец последовательными ступенями. 

5. Последовательно с каждого датчика по прибору ИДЦ1 снимать отсчеты и за-

носить их в журнал. 

6. После завершения испытания снять нагрузку и выключить пресс. 

 2.15.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания и построение 

графика деформирования балки. Обрабатываем результаты измерения. Вы-

числяем приращения нагрузки и приращения отсчетов снятых с прибора ИДЦ1. 

Для этого от нагрузки последующей ступени нагружения вычесть нагрузку 

предыдущей ступени нагружения. Полученные приращения записываем в соот-

ветствующую колонку таблицы. Аналогично поступаем и с отсчетами по всем 

четырем датчикам. Вычисляем средние приращения нагрузки и отсчетов по 

прибору. 
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 Полученные средние значения приращений записываем в таблицу резуль-

татов испытания. 

 Для подтверждения справедливости закона Гука построим график дефор-

мирования балки (рис. 208). На вертикальной оси откладывать нагрузку, а на 

горизонтальной оси – показания прибора. 
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Таблица 6. Результаты испытания стержня на внецентренное 

растяжение 
Нагрузка 

кН 
Д1 Д2 Д3 Д4  

F F n1  n2  n3  n4  

F1 
 

n11 
 

n12 
 

n13 
 

n14 
 

F21 n11 n12 n13 n14 

F2 n21 n22 n23 n24 

F32 n21 n22 n23 n24 

F3 n31 n32 n33 n34 

F43 n31 n32 n33 n34 

F4 
n41 

n42 n43 n44 

F54 n41 n42 n43 n44 

F5 
n51 

n52 n53 n54 

F65 n51 n52 n53 n54 

F6 
n61 

n62 n63 n64 

F76 n61 n62 n63 n64 

F7 
n71 

n72 n73 n74 
     

Fm nm1 nm2 nm3 nm4 

 

 
 

 2.15.3.3 Результаты испытания. Относительные линейные продольные 

деформации во всех точках, где наклеены датчики, вычисляем по формулам 

 

   1 1ε 2 αmn K    ;   2 2ε 2 αmn K    ; 

(513) 

   3 3ε 2 αmn K    ;   4 4ε 2 αmn K    .  
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Рис. 208 –  График зависимости деформаций волокон стержня  

от нагрузки  
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 Учитывая закон Гука, определим нормальные напряжения в расчетных 

точках образца 

    1 1σ εE  ;    2 2σ εE  ; 

(514) 

    3 3σ εE  ;    4 4σ εE  .     

 

 2.15.4 Результаты теоретического расчета 

 2.15.4.1 Нормальные напряжения в расчетных сечениях балки  Так 

как образец подвергнут внецентренному растяжению продольная сила N при-

нимается со знаком “плюс” 

      mN F  .       (515) 

      

 Нормальные напряжения в расчетных точках сечения стержня вычисляют-

ся как сумма напряжений, вызванных центральным растяжением и двумя изги-

бающими моментами – изгибающим моментом относительно главной цен-

тральной оси X и изгибающим моментом относительно главной центральной 

оси Y. 

      σ
yx

k kk
x y

MMN
y x

A I I
   ,     (516) 

   

где A  – площадь поперечного сечения стержня; 

 x FM N y   – изгибающий момент, вызванный эксцентриситетом прило-

жения силы,  относительно главной центрально оси X; 

 y FM N x   – изгибающий момент, вызванный эксцентриситетом прило-

жения силы,  относительно главной центрально оси Y; 

 F Fx , y  – координаты точки приложения силы (или равнодействующей) от-

носительно главных центральных осей инерции поперечного сечения. 

 x yI ,I  – главные центральные моменты инерции поперечного сечения 

 

     
3 3

; ;
12 12

x y
bh hb

I I       (517) 

    

 k – номер расчетной точки (точек, где расположены датчики). 

 Отметим, что в лабораторной работе сила приложена так, что один из экс-

центриситетов точки приложения силы равен нулю 0Fy  . Поэтому изгибаю-

щий момент 0xM  . Формула для вычисления нормальных напряжений упро-

щается и принимает вид 

      σ
y

kk
y

MN
x

A I
  .      (518) 
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 При этом, заранее известно, что оси X и Y являются главными централь-

ными инерции, так как они оси симметрии прямоугольного поперечного сече-

ния. Положение нулевой линии определяем по формулам 

 

    0 0; .
y x

F F

I I
x y

A x A y
   

 
    (519) 

  

 Так как эксцентриситет Fy  точки приложения силы mF  равен нулю, то 

отсеченный отрезок нулевой линии 0y  . Это значит, что нулевая линия 

располагается параллельно оси Y. 

 2.15.4.2 Построение эпюры нормальных напряжений. По найденным 

значениям нормальных напряжений построим их эпюру (рис. 209). 

 

 

 
 

 2.15.5 Сравнение результатов, выводы и оформление отчета  

 Сравним результаты опыта и теоретического расчета. Оценим погреш-

ность в процентах 

 

      
   

 

теороп

k

теор

σ σ
×100.

σ

k

k


      (520) 

    

 Для удобства оформим сравнение в виде таблицы. 

 

 

X 

Y 

Z 

нулевая линия 

Fm 

Рис. 209 – Вид эпюры нормальных напряжений в поперечном  

сечении опытного образца  
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Таблица 7. Сравнение результатов испытания стержня на внецентренное 

растяжение 

Напряжения 1 2 3 4 

Опытные 
 1

σоп   2
σоп   3

σоп   4
σоп  

Теоретические 
 1

σтеор   2
σтеор   3

σтеор   4
σтеор  

Расхождение,% 
   

 

1 1

1

σ σ
×100.

σ

оп теор

теор


    

 

2 2

2

σ σ
×100.

σ

оп теор

теор


    

 

3 3

3

σ σ
×100.

σ

оп теор

теор


    

 

4 4

4

σ σ
×100.

σ

оп теор

теор


 

 По результатам проведенного опыта и сделанных теоретических расчетов 

сделать выводы и оформить отчет. 

 

 2.15.6 Контрольные вопросы по разделу 2.16 

1. Какой вид сопротивления называется внецентренным растяжением или 

внецентренным сжатием? 

2. Когда появляется внецентренное растяжение (сжатие)? 

3. На какие виды простых сопротивлений можно разложить внецентренное 

растяжение (сжатие)? 

4. Что называется нулевой линией? 

5. На какие части делит сечение нулевая линия? 

6. Как найти опасные точки в поперечном сечении при внецентренном растя-

жении (сжатии)? 

7. Какая цель поставлена в лабораторной работе? 

8. Какие требования предъявляются к испытанию стержня на внецентренное 

растяжение (сжатие)? 

9. На какой испытательной машине проводилось испытание? 

10. Какие измерительные инструменты и приборы использованы в лаборатор-

ной работе? 

11. Как устроены и для чего предназначены проволочные датчики? 

12. Как располагались датчики на образце? 

13. Какую форму и из какого материала изготовлен образец? 

14. Для чего предназначены узлы на концах образца? 

15. Для чего в образце сделан вырез? 

16. В каком порядке проводится испытание образца? 

17. Как заполнялась таблица результатов испытания? 

18. Как вычислялись средние значения приращений нагрузки и приращений 

показаний прибора? 

19. Как строится график зависимости деформаций от нагрузки? 

20. Как вычислялись относительные линейные деформации в образце? 

21. По каким формулам вычислялись опытные значения нормальных напряже-

ний в сечении образца? 

22. Почему продольная сила принята положительной? 

23. Может ли быть при внецентренном действии нагрузки продольная сила от-

рицательной? 
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24. По какой формуле вычислялись теоретические значения нормальных 

напряжений в поперечном сечении стержня при внецентренном действии 

нагрузки? 

25. Как вычисляются изгибающие моменты, вызванные эксцентриситетом при-

ложения нагрузки? 

26. Почему для вычисления нормальных напряжений в лабораторной работе 

применяется неполная формула? 

27. Как определяется положение нулевой линии? 

28. Какой вид имеет эпюра нормальных напряжений при внецентренном дей-

ствии нагрузки? 

29. Как сравнивались результаты опыта и результаты теоретического расчета?  

30. Какие выводы можно сделать по результатам проведенной лабораторной 

работы? 

 

 2.16 Исследование устойчивости сжатого стержня 

 

 Во многих случаях выполнение условия прочности при центральном сжа-

тии является недостаточным для нормальной (безопасной) эксплуатации со-

оружения. Возможно разрушение сжатых стержней, плит, оболочек, связанное 

с их потерей устойчивости – внезапного изменения формы с последующим раз-

рушением.  

 

 2.16.1 Цель испытания 

1.  Изучить явление потери устойчивости сжатого стержня. 

2. Определить опытным и теоретическим способом величину критической силы 

и сравнить их. 

 

 2.16.2 Исходные данные 

 2.16.2.1 Требования к испытанию.  Максимальные нормальные напряже-

ния в испытываемом стержне не должны превышать значения предела пропор-

циональности, нагружение должно быть статическим. Нагружение образца 

должно быть плавным без толчков и вибрации. 

 2.16.2.2 Испытательная установка. Для проведения опыта использована 

настольная установка (рис. 210). 

 Настольная установка расположена на станине в виде треноги, цилиндри-

ческого кожуха с продольной щелью, верхнего неподвижного и нижнего по-

движного патронов, стальной пластинки, червячного механизма с силоизмери-

телем  и трех стрелочных тензометров, вставленных в отверстиия в кожухе. 

 2.16.2.3 Измерительные инструменты и приборы.  Для определения 

размеров поперечного сечения используются штангенциркуль с ценой деления 

0,1 мм и стальная линейка. Для измерения смещений стального стержня ис-

пользованы три стрелочных тензометра (индикаторов часового типа) с ценой 

делениям α 0,01 мм .  
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 2.16.2.4 Используемый образец.  В качестве исследуемого образца ис-

пользована стальная пластина прямоугольного сечения. С обоих концов пла-

стинка заточена для точного их попадания в клинообразные вырезы в патронах. 

 

 2.16.3 Порядок проведения испытания и обработка результатов 

 2.16.3.1 Порядок проведения испытания  

1. Ознакомиться с основными узлами и принципом работы испытательной ма-

шины. 

2. Ознакомиться с образцом, его положением по отношению к нагрузке и узлам 

его крепления. 

3. Вращая ручку червячного механизма и контролируя показания на шкале си-

лоизмерителя довести нагрузку до первой ступени. 

4. Снять отсчеты со стрелочных тензометров. 

5. Записать в журнал испытания значения нагрузки и показания тензометров. 

6. Повторять пп 3-5 при нагрузках второй и последующих ступеней. 

7. После завершения испытания вращая ручку червячного механизма снять 

нагрузку с образца. 

 2.16.3.2 Заполнение таблицы результатов испытания и построение 

графика смещений образца. По отсчетам на силоизмерителе и, учитывая цену 

деления динамометра , вычисляем нагрузки на образец и записываем их в таб-

лицу.  

      αk kF n .        (521) 
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Рис. 210 – Настольная установка для исследования сжатого  

стержня на устойчивость 
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 По отсчетам на тензометрах и, учитывая их цену деления uα , вычисляем 

смещения точек образца и записываем их в таблицу.  

 

         αui k iu kV n  .      (522) 

 

Таблица 8. Результаты испытания на устойчивость 
№ 

супе-

ни 

От-

счет 

n, мм 

Нагру- 

зка 

F, Н 

И1 И2 И3 

n1u V1, мм n2u V2, мм n3u V3, мм 

1. n1 F1 n1u(1) V1(1) n2u(1) V2(1) n3u(1) V3(1) 

2. n2 F2 n1u(2) V1(2) n2u(2) V2(2) n3u(2) V3(2) 

3. n3 F3 n1u(3) V1(3) n2u(3) V2(3) n3u(3) V3(3) 

4. n4 F4 n1u(4) V1(4) n2u(4) V2(4) n3u(4) V3(4) 

5. n5 F5 n1u(5) V1(5) n2u(5) V2(5) n3u(5) V3(5) 

6. n6 F6 n1u(6) V1(6) n2u(6) V2(6) n3u(6) V3(6) 

7. n7 F7 n1u(7) V1(7) n2u(7) V2(7) n3u(7) V3(7) 

8. n8 F8 n1u(8) V1(8) n2u(8) V2(8) n3u(8) V3(8) 

9. n9 F9 n1u(9) V1(9) n2u(9) V2(9) n3u(9) V3(9) 

10. n10 F10 n1u(10) V1(10) n2u(10) V2(10) n3u(10) V3(10) 

 Для анализа закона отклонения образца за счет его искривления от сжи-

мающей силы построим график. На вертикальной оси откладывать нагрузку, а 

на горизонтальной оси – показания второго тензометра. 

 2.16.3.3 Результаты испытания. Из графика зависимости отклонения  

стержня от действия сжимающей силы (рис. 211), очевидно, что до некоторого 

предела этот график имеет прямолинейный характер, то есть деформации пря-

мопропорциональны нагрузке. При этих условиях сжимающая сила меньше 

критической и стержень работает на центральное сжатие. Его сопротивление 

очень большое. При увеличении силы на графике наблюдаются значительные 

отклонения – график становится почти горизонтальным. Это значит, что сжи-

мающая сила превышает критическую силу.  

 
 

V2 

F 

Fcr 

Рис. 211 – График зависимости отклонения стержня за счет его  

искривления от сжимающей силы  
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 Воспользуемся этим и определим (ориентировочно) значение критической 

сжимающей силы, которое будет соответствовать месту на графике, где наблю-

дается изменение характера деформирования стержня. 

 Это место условно отмечено на графике (рис. 211) штриховой линией, а в 

таблице затушевкой соответственных значений. 

 Для подтверждения предположения Эйлера о форме искривления сжатого 

стержня в момент потере устойчивости в виде синусоиды выпишем значения 

отклонений в трех местах стержня. 

           1 8 2 8 3 8V , V , V .      (523) 

  

 2.16.4 Результаты теоретического расчета 

 2.16.4.1 Критическая сжимающая сила и критические напряжения. 

Определим предельную гибкость сжатого стержня по условию σ σcr pr . Эту 

величину иногда называют верхним пределом гибкости. 

 

      
2π

λ
σ

u
pr

E
 .       (524) 

      

 Затем определяем гибкость испытываемого стержня 

 

      
min

μ
λ

l

i
 ,       (525) 

 

где   μ  – коэффициент приведения длины стержня, зависящий от способа за-

крепления сжатого стержня; 

 l  – длина стержня; 

 mini  – минимальный радиус инерции поперечного сечения стержня. 

 В момент потери устойчивости стержень искривляется, образуя волны. 

Форма искривления стержня зависит от закрепления стержня (рис. 212).  
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l 
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Рис. 212 –  Формы искривления сжатого стержня в 

момент потери устойчивости при различных усло-

виях его закрепления  
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 Минимальный радиус инерции поперечного сечения сжатого стержня вы-

числяется по формуле 

     min
min

V

br br

II
i

A A
  .      (526) 

     

Здесь minI  или VI  – это меньший из главных центральных моментов инерции 

поперечного сечения сжатого стержня, а brA  – площадь поперечного сечения 

стержня без учета местных ослаблений (отверстий, выточек и пр. сделанных на 

небольшом участке стержня). 

 Для того, чтобы можно было применить метод Эйлера, должно выполнять-

ся условие  λ λu .  

 Если это условие выполняется, то критическую силу для сжатого стержня 

следует определять по формуле Эйлера 

 

     
 

2
min
2

π

μ
cr

EI
F

l
 , σ cr

cr
br

F

A
 ,    (527) 

     

если нет – то по формуле Ясинского 

 

     σ λcr a b  ; σcr cr brF A ,     (528) 

     

где a,b  – эмпирические коэффициенты (из справочника). 

 Сопоставить полученное критическое напряжение и предел пропорцио-

нальности материала стержня. Убедиться, что критическое напряжение меньше 

предела пропорциональности  σ σcr pr . 

 2.16.4.2 Форма искривления сжатого стержня в момент потери устой-

чивости. В соответствии с допущением Эйлера форма сжатого стержня в мо-

мент потери устойчивости имеет вид синусоиды 

 

      sin
z

V B
l

 
  

 
.      (529) 

      

 Примем коэффициент B равным отклонению стержня посредине его дли-

ны, полученное в опыте V2.  Тогда отклонение стержня при потере его устойчи-

вости на четвертях его длины равно 
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 2.16.5 Сравнение результатов, выводы и оформление отчета 

 Сравним значения критических сил, полученных из опыта и по методу Эй-

лера. Оценить их отличие в процентах 

 

      
оп теор

теор
100cr cr

cr

F F

F


 .      (531) 

      

 Для подтверждения достоверности предположения Эйлера о синусоидаль-

ной форме искривления сжатого стержня в момент потери устойчивости срав-

ним смещения, полученные в опыте и найденные из теоретического расчета. 

Покажем форму потери устойчивости на рисунке 213.  

 

 
 

 По результатам, полученным из опыта и теоретическим расчетом сделать 

выводы и оформить отчет. 

 

 2.16.6 Контрольные вопросы по разделу 2.17 

1. Как происходит разрушение сооружения при потере устойчивости? 

2. Какое состояние называется устойчивым состоянием равновесия? 

3. Какое состояние называется неустойчивым состоянием равновесия? 

4. При каком условии сжатый стержень находится в состоянии устойчивого 

равновесия? 

5. При каком условии сжатый стержень находится в неустойчивом состоянии 

равновесия? 

6. Что следует понимать под возмущением равновесной механической систе-

мы? 

7. Какой вид сопротивления называется продольным изгибом? 

8. Какие методы расчета используются для расчета на устойчивость? 

9. Как следует понимать смежные формы равновесия и при каких условиях 

они появляются? 

V1оп И1 
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И3 

V2оп 

V3оп 
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V1теор 

V2теор 

V3теор 

Рис. 213 –  Формы искривления сжатого стержня в момент потери  

устойчивости, полученные из опыта и по теории  
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10. Как понимать бифуркацию ? 

11. Что называется критической силой по методу Эйлера? 

12. Когда можно использовать метод Эйлера для расчета сжатого стержня? 

13. Чем опасен продольный изгиб? 

14. Какая ставится цель в лабораторной работе? 

15. Какие ставятся требования при проведении опыта? 

16. Как устроена испытательная установка и из каких узлов и деталей она со-

стоит? 

17. Какие измерительные инструменты и приборы используются в лаборатор-

ной работе?  

18. Как выглядит образец и из какого материала он изготовлен? 

19. В каком порядке проводилось испытание образца на сжатие? 

20. Как определялась нагрузка на образец? 

21. Как определялись смещения расчетных точек сжатого стержня? 

22. Как строился график зависимости отклонения расчетных точек сжатого 

стержня? 

23. Какую особенность имеет график зависимости смещения центральной точки 

сжатого стержня от нагрузки? 

24. Почему часть графика имеет вид близкий к прямой, а другая его часть – по-

чти горизонтальная линия? 

25. Как по графику определялось значение критической силы? 

26. По какой формуле определялась предельная гибкость стержня? 

27. По какой формуле определялась гибкость стержня? 

28. Что называется приведенной длинной сжатого стержня? 

29. Что характеризует коэффициент приведения длины сжатого стержня? 

30. От чего зависит и какие значения может принимать коэффициент приведе-

ния длины сжатого стержня? 

31. Как вычисляется минимальный радиус инерции поперечного сечения 

стержня? 

32. При каком условии для расчета сжатого стержня на устойчивость может 

применяться формула Эйлера? 

33. Как вычисляется критическая сила для сжатого стержня по решению Эйле-

ра? 

34. Какой вид имеет формула Ясинского и в каком случае она применяется для 

расчета сжатого стержня? 

35. Какую форму искривления имеет сжатый стержень в момент потери устой-

чивости согласно решению Эйлера? 

36. Как сравнивались результаты, полученные из опыта и по теоретическому 

расчету? 

37. Какие выводы сделаны по результатам лабораторной работы? 
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3 КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ 

 

 Контрольная работа состоит из шести задач по наиболее важным разделам 

сопротивления материалов и выполняется студентами самостоятельно. Исход-

ные данные для каждого студента выдаются преподавателем индивидуально. 

Контрольная работа разделена на три части: расчет ступенчатого стержня (за-

дача 1); определение геометрических характеристик плоских сечений (задача 

2); расчет балок (задачи 3, 4, 5). Список вариантов приведен ниже. 

 

 

 3.1 Исходные данные к первой части контрольной работы 

 

Таблица 9. Числовые данные к задаче №1 

№строки L1,м L2,м L3,м A1,см2 A2,см2 A3,см2 

1 2,4 7,0 1,0 4,0 12,0 6,0 

2 4,2 2,0 3,4 6,0 11,0 8,0 

3 6,0 5,8 5,8 7,0 6,0 9,0 

4 1,8 3,8 3,2 12,0 11,0 8,0 

5 2,2 6,8 1,2 5,0 12,0 6,0 

6 5,0 4,8 5,6 8,0 7,0 10,0 

7 5,2 5,2 3,6 11,0 10,0 10,0 

8 2,8 3,6 3,0 6,0 10,0 12,0 

9 4,4 6,4 1,4 6,0 8,0 11,0 

10 5,4 2,2 5,4 10,0 9,0 11,0 

11 3,8 4,6 3,8 9,0 9,0 12,0 

12 2,2 5,4 2,8 12,0 8,0 12,0 

13 5,8 3,4 5,2 7,0 10,0 10,0 

14 3,0 6,6 1,6 9,0 8,0 7,0 

15 2,6 2,4 4,0 10,0 6,0 9,0 

16 4,8 3,2 5,0 8,0 11,0 6,0 

17 5,6 5,6 2,6 8,0 7,0 9,0 

18 3,6 4,4 4,2 11,0 7,0 7,0 

19 4,0 6,2 1,8 7,0 7,0 8,0 

20 2,4 2,6 4,8 11,0 12,0 11,0 

21 5,0 2,8 2,4 9,0 6,0 8,0 

22 3,2 4,0 4,4 12,0 8,0 9,0 

23 1,0 3,0 2,0 10,0 6,0 6,0 

24 1,8 6,0 4,6 6,0 9,0 10,0 

25 3,4 4,2 2,2 10,0 12,0 7,0 
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Таблица 10. Числовые данные к задаче №1 (продолжение) 

№строки F1,кН F2,кН F3,кН F4,кН F5,кН F6,кН 

1 40 180 130 280 40 280 

2 50 50 200 150 280 190 

3 60 120 120 240 50 110 

4 70 240 240 140 300 270 

5 80 60 260 230 70 180 

6 90 170 190 130 270 100 

7 100 70 110 120 80 260 

8 110 230 180 220 90 170 

9 120 40 100 270 100 90 

10 130 160 230 110 110 250 

11 140 80 280 50 120 160 

12 150 220 90 210 130 80 

13 160 90 170 100 140 240 

14 170 150 80 90 150 150 

15 180 240 270 200 160 70 

16 190 210 220 260 170 230 

17 200 100 70 190 180 140 

18 210 140 160 80 190 60 

19 220 250 60 40 200 220 

20 230 200 130 180 210 130 

21 240 110 150 70 220 50 

22 250 260 210 250 230 210 

23 260 130 50 170 240 120 

24 270 190 140 60 250 40 

25 280 120 40 160 260 200 
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 Контрольные вопросы для защиты первой части контрольной работы 

1. Какие силы называются внешними? 

2. Какие силы называются внутренними? 

3. Какой элемент называется стержнем? 

4. Что называется осью стержня? 

5. Что называется продольной силой? 

6. Как обозначается продольная сила и в чем она измеряется? 

7. Когда продольная сила считается положительной, а когда отрицательной? 

8. Как определяется продольная сила? Метод сечений? 

9. Какой вид сопротивления называется центральным растяжением-

сжатием? 

10. Как обозначается и какую размерность имеет нормальное напряжение? 

11. От чего зависит знак нормального напряжения? 

12. Когда нормальное напряжение считается положительным, а когда отри-

цательным? 

13. По какой формуле вычисляется нормальное напряжение при центральном 

растяжении-сжатии стержня? 

14. По какой формуле вычисляются деформации при центральном растяже-

нии (сжатии) ? 

15. Какой знак принимает продольная деформация стержня при центральном 

растяжении-сжатии? 

16. Что характеризует и в чем измеряется модуль упругости? 

17. Как вычисляются смещения сечений стержня, подвергнутого централь-

ному растяжению-сжатию? 
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Схемы к задаче №1 (продолжение) 
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 3.2 Исходные данные ко второй части контрольной работы 

 

 
 

Таблица 11. Числовые данные к задаче №2 

№ 

строки 

Лист 

Уголок 
Швеллер 

№ 
Двутавр № B, 

мм 

L, мм 

1 2 3 4 5 6 

1 12 300 125808 33 27 

2 14 320 16010012 24 33 

3 16 340 100638 22 22 

4 18 360 56365 27 30 

5 20 340 80608 18 40 

6 22 320 100638 36 16 

7 24 300 110708 16 33 

8 26 280 63406 22 18 

9 28 260 80506 33 20 

10 30 240 110708 30 27 

11 32 220 18011010 33 40 

12 30 200 140908 18 24 

13 28 180 75506 27 22 

14 26 200 63404 24 18 

15 24 220 80505 33 33 

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 

9 10 11 12 13 14 15 16 

17 18 19 20 21 22 23 24 

Примечание. Разрывы между элементами показаны для лучшего восприятия сечения 

и в реальном сечении не существуют.  

Схемы к задаче №2 
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Продолжение таблицы №11 

1 2 3 4 5 6 

16 22 240 100636 27 30 

17 20 260 90566 22 36 

18 18 280 1006510 18 20 

19 16 300 70455 16 24 

20 14 320 90568 20 36 

21 12 340 1258010 24 22 

22 10 360 20012512 30 18 

23 12 340 20012516 18 22 

24 14 320 18011012 33 40 

25 16 300 16010014 16 24 

 

 Контрольные вопросы для защиты второй части контрольной работы 

1. Что называется статическим моментом плоского сечения (фигуры)? 

2. В чем измеряется статический момент плоского сечения? 

3. Какие значения может принимать статический момент? 

4. По каким формулам вычисляются площади элементарных фигур – пря-

моугольника, круга и треугольника? 

5. Где располагается центр тяжести элементарных фигур – прямоугольника, 

круга и треугольника? 

6. Как определяется статический момент элементарной геометрической фи-

гуры – прямоугольника, круга, треугольника? 

7. Как определяется статический момент плоского сечения сложной формы? 

8. По какой формуле вычисляются координаты центра тяжести плоского се-

чения сложной формы? 

9. На чем основана проверка положения сечения сложной формы? 

10. Что называется осевым моментом инерции плоского сечения? 

11. В чем измеряется осевой момент инерции плоского сечения? 

12. Какие значения может принимать осевой момент инерции? 

13. Чему равен осевой момент инерции прямоугольного сечения относитель-

но центральной оси, параллельной одной из его сторон? 

14. Чему равен осевой момент инерции прямоугольного сечения относитель-

но оси, проходящей через его сторону?  

15. Чему равен осевой момент инерции круглого сечения относительно его 

центральной оси? 

16. Чему равен осевой момент инерции треугольного сечения относительно 

оси, проходящей через его основание? 

17. Чему равен осевой момент инерции треугольного сечения относительно 

центральной оси, параллельной его основанию? 

18. Что называется полярным моментом инерции сечения? 

19. Какую размерность имеет полярный момент инерции плоского сечения? 

20. Какие значения может принимать полярный момент инерции плоского 

сечения? 
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21. Какая связь существует между полярным и осевыми моментами инерции 

сечения? 

22. По какой формуле вычисляется полярный момент инерции круглого се-

чения? 

23. Что называется центробежным моментом инерции плоского сечения? 

24. Какую размерность имеет центробежный момент инерции плоского сече-

ния? 

25. Какие значения может принимать центробежный момент инерции? 

26. Какая зависимость существует между осевыми моментами инерции сече-

ния относительно параллельных осей? 

27. Как выражается центробежный момент инерции прямоугольного тре-

угольника относительно осей, проведенных через его катеты? 

28. Какие оси инерции называются главными и главными центральными ося-

си инерции? 

29. Какие моменты инерции называются главными? 

30. Какие моменты инерции называется главными и главными центральными 

моментами инерции сечения? 

31. Как определяется положение главных осей инерции? 

32. Какая особенность существует для сечений имеющих оси (ось) симмет-

рии? 

33. Какая особенность существует для сечений, имеющих более чем две оси 

симметрии? 

34. По какой формуле вычисляются значения главных моментов инерции? 

 

3.3 Исходные данные к третьей части контрольной работы 

 
Таблица 12. Числовые данные к задачам № 3, 4, 5 

№ a, м b, м c, м M, кНм F, кН q, кН/м 

1 1,8 2,8 1,6 28 24 12 

2 2,0 2,4 2,0 32 20 18 

3 2,2 3,6 2,4 36 16 14 

4 2,4 2,6 2,8 40 22 16 

5 2,6 3,2 3,2 48 18 18 

6 2,8 2,0 3,2 28 22 14 

7 3,0 3,4 2,8 32 24 12 

8 3,2 3,0 2,4 36 16 16 

9 3,4 2,2 2,0 40 20 12 

10 3,6 1,8 1,6 48 18 18 
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Схемы к задачам № 3, 4, 5 
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 Контрольные вопросы для защиты третьей части контрольной  

 работы 

1. Какой вид сопротивления называется изгибом? 

2. Что называется балкой? 

3. Чем отличается чистый изгиб от поперечного изгиба? 

4. Когда изгиб называется простым (плоским)? 

5. Какие связи имеет шарнирно неподвижная цилиндрическая опора? 

6. Как обозначается шарнирно неподвижная опора на расчетной схеме? 

7. Какие связи имеет шарнирно подвижная опора? 

8. Как обозначается шарнирно подвижная опора на расчетной схеме? 

9. Какие связи имеет защемление (заделка)? 

10. Как обозначается защемление (заделка) на расчетной схеме? 

11. Как обозначается на расчетной схеме простая шарнирная балка? 

12. Как обозначается на расчетной схеме балка защемленная? 

13. Как обозначается на расчетной схеме балка с консолями? 
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14. Что называется пролетом балки? 

15. Что называется консолью балки? 

16. Какие внутренние силы появляются в поперечных сечениях балки при 

плоском поперечном изгибе? 

17. Что называется поперечной силой? 

18. Что называется изгибающим моментом? 

19. Когда поперечная сила в балке считается положительной и когда отрица-

тельной? 

20. Когда изгибающий момент в балке считается положительным и когда от-

рицательным? 

21. В какую сторону откладываются положительные и отрицательные орди-

наты поперечных сил при построении их эпюры в балках? 

22. В какую сторону откладываются положительные и отрицательные орди-

наты изгибающих моментов при построении их эпюры в балках? 

23. Десять правил анализа эпюр поперечных сил и изгибающих моментов в 

балках? 

24. Что называется нейтральной осью балки? 

25. По какой формуле вычисляется нормальное напряжение в произвольной 

точке поперечного  сечения балки? 

26. Какая величина обозначается буквой y для вычисления нормальных 

напряжений в произвольной точке сечения  при изгибе балки? 

27. Какой вид имеет эпюра нормальных напряжений в поперечном сечении 

балки? 

28. По какой формуле вычисляется касательное напряжение в произвольной 

точке поперечного сечения балки? 

29. Как вычисляется статический момент отсеченной части балки и как полу-

чается отсеченная часть сечения? 

30. Какую ширину сечения следует подставлять в формулу Журавского? 

31. Какой момент инерции следует подставлять в формулу Журавского? 

32. Какой вид имеет эпюра касательных напряжений в поперечном сечении 

балки (для случая прямоугольного и для случая двутаврового сечений)? 

33. Как записывается условие прочности по нормальным напряжениям при 

изгибе балки? 

34. Что называется осевым моментом сопротивления сечения балки? Его 

размерность? 

35. Как записывается условие прочности по касательным напряжениям при 

поперечном изгибе балки? 

36. Статический момент какой части сечения подставляется в условие проч-

ности по касательным напряжениям при поперечном изгибе балки? 

37. Какую ширину сечения следует подставлять в условие прочности по ка-

сательным напряжениям при поперечном изгибе балки? 

38. Какой момент инерции следует подставлять в условие прочности по каса-

тельным напряжениям при поперечном изгибе балки? 
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39. Как в общем виде выглядит универсальное уравнение упругой оси балки 

по методу начальных параметров? 

40. Что обозначает первый и второй начальные параметры? 

41. Из каких условий определяются начальные параметры? 

42. Какие требования следует выполнить при использовании метода началь-

ных параметров для определения прогибов и углов поворота сечений 

балки? 

43. Как получить уравнение углов поворота сечений балки по универсально-

му уравнению упругой оси балки? 

44. Какому правилу необходимо следовать при определении знака перед сла-

гаемым в универсальном уравнении упругой оси балки? 

45. Как записывается условие жесткости для балки? 
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4 ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЙ РАЗДЕЛ 

 

4.1 Тематический план дисциплины 

Таблица 13. Наименование тем и разделов дисциплины 
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1 2 3 5 9 

1 Основные понятия и определения 2   

1.1 Гипотезы, изучаемые объекты, расчетная схема (модель), опо-

ры 

   

1.2 Внешние силовые воздействия (нагрузки) и их классификация, 

температурные, кинематические и другие воздействия 

   

1.3 Деформации, перемещения, напряжения, закон Гука и модуль 

упругости материалов 

   

2 Центральное растяжение (сжатие) 2  2 

2.1 Нормальные напряжения в поперечном и наклонном сечениях 

стержня 

   

2.2 Продольные и поперечные деформации. Коэффициент Пуас-

сона. Закон Гука 

   

3 Механические характеристики материалов 1 4  

3.1 Механические свойства конструкционных материалов    

3.2 Испытание на растяжение, Машинная диаграмма испытания      

3.3 Испытание стали, чугуна и дерева на сжатие    

3.4 Определение модуля упругости и коэффициента Пуассона    

4 Методы расчетов на прочность 1   

4.1 Основные требования к инженерным конструкциям: проч-

ность, жесткость, надежность 

   

4.2 Основы методов расчета: по допускаемым напряжениям, по 

разрушающим нагрузкам и по предельным состояниям 

   

4.3 Расчет на жесткость. Условие жесткости    

5 Геометрические характеристики поперечных сечений 2  2 

5.1 Понятие о геометрических характеристиках сечения и их свой-

ствах 

   

5.2 Зависимость моментов инерции при параллельном переносе и 

при повороте координатных осей 

   

5.3 Моменты инерции сечений простых геометрических форм    

5.4 Определение главных моментов инерции и положения главных 

осей сечения 

   

6 Изгиб прямых стержней 6 4 2 

6.1 Внутренние силы в балках и построение их эпюр    

6.2 Эпюра нормальных и касательных напряжений    

6.3 Расчеты балки на прочность  2  

6.4 Дифференциальное уравнение оси изогнутой балки (упругой 

линии балки) и его интегрирование 

   

6.5 Метод начальных параметров и расчет балки на жесткость  2  

7 Напряженное и деформированное состояние в точке 2   

7.1 Напряженное состояние в точке. Тензор напряжений    

7.2 Напряжения на наклонной площадке. Главные напряжения и 

положения главных площадок 
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1 2 3 4 5 

7.3 Деформированное состояние. Тензор деформаций    

7.4 Главные оси деформации и главные деформации    

7.5 Обобщенный закон Гука    

8 Чистый сдвиг 2   

8.1 Понятие о чистом сдвиге. Анализ напряженного состояния при 

сдвиге 

   

8.2 Закон Гука при сдвиге. Модуль упругости второго рода (мо-

дуль сдвига). Жесткость сечения при сдвиге 

   

8.3 Расчет заклепочных, болтовых и сварных соединений. Расчет 

врубки 

   

9 Кручение  2 2  

9.1 Определение внутренних сил и касательных напряжений в се-

чениях скручиваемого стержня (вала) 

   

9.2 Закон Гука при кручении стержня    

9.3 Расчеты на прочность и жесткость стержня (вала) круглого 

(кольцевого) сечения 

   

10 Теории прочности 1   

10.1 Гипотезы наибольших нормальных напряжений, наибольших 

относительных удлинений, наибольших касательных напряже-

ний,  энергии формоизменения 

   

10.2 Феноменологический критерий Мора для материалов с раз-

личными пределами прочности  при растяжении и сжатии 

   

11 Статически неопределимые системы. Метод сравнения 

дефрпмаций 

2 2  

11.1 Статический и кинематический анализ стержневых систем       

11.2 Расчет статически неопределимых стержневых систем при 

растяжении–сжатии и кручении. Температурные напряжения 

   

11.3 Расчет простейших неразрезных балок    

12 Сложное сопротивление 6 6  

12.1 Общий случай действия сил на брус, составляющие внутрен-

них сил и их эпюры. 

   

12.2 Расчет балки на косой изгиб на прочность и жесткость  4  

12.3 Расчет стержня на внецентренное растяжение (сжатие)  2  

12.4 Ядро сечения и его свойства    

12.5 Кручение с изгибом и изгиб с растяжением (сжатием)    

13 Устойчивость сжатых стержней 2 2  

13.1 Понятие о формах равновесия сжатых стержней    

13.2 Формула Эйлера для критической силы упругой стадии и пре-

делы ее применимости 

   

13.3 Эмпирическая формула Ясинского    

13.4 Практический метод расчета сжатых стержней на устойчи-

вость 

   

14 Динамический расчет строительных конструкций 1   

14.1 Понятие о динамических нагрузках и динамическом коэффи-

циенте 

   

14.2 Подъем и опускание груза с ускорением. Принцип Даламбера    

14.3 Расчеты на удар. Формула динамического коэффициента    

14.4 Расчет балки на поперечный удар    

15 Прочность при переменных напряжениях 1   

15.1 Понятие об усталостном разрушении элементов конструкций    

15.2 Кривая усталости    

15.3 Малоцикловая, многоцикловая и высокоресурсная усталость. 

Предел выносливости 

   

15.4 Факторы, влияющие на сопротивление усталости    

16 Учет пластических деформаций при расчете элементов 1   

16.1 Упрощенная диаграмма  сопротивления упруго-пластического 

материала и развитие пластических деформаций в стержневых 

системах 
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4.2  Учебно-методическое обеспечение дисциплины 

 

 4.2.1 Основная литература 

1. Александров, А.В. Сопротивление материалов/А.В.Александров, 

В.Д.Потапов, Б.П.Державин; под ред. А.В.Александрова. – М.: Высш. шк., 

1995. – 560 с. 

2. Сопротивление материалов/А.Ф.Смирнов [и др.]; под общ. ред. 

А.Ф.Смирнова. – М.: Высш. шк., 1975. – 480 с. 

3. Феодосьев, В.И. Сопротивление материалов/В.И.Феодосьев. – М.: Наука, 

1986. – 560 с. 

4. Сопротивление материалов/Г.С.Писаренко [и др.]; под общ. ред. 

Г.С.Писаренко. – Киев: Вища шк., 1973. – 672 с. 

 

 

 4.2.2 Дополнительная  литература 

5. Сопротивление материалов (примеры и задачи), учебно-методическое посо-

бие для студентов строительных специальностей/ М.К.Балыкин [и др.]. – 

Минск: БНТУ, 2008. – 365 с.   

6.  Справочник по сопротивлению материалов / Е.Ф.Винокуров [и др.]. – 

Минск: Наука и техника, 1988. – 464 с. 

7.  Вербицкая, О.Л. Сопротивление материалов. Пособие по выполнению лабо-

раторных работ для студентов строительных специальностей. Часть 

1./О.Л.Вербицкая, С.И.Зиневич, Л.И.Шевчук.– Минск, БНТУ, 2014. – 138 с. 

8. Сопротивление материалов (лабораторный практикум) / М.К.Балыкин, 

В.А.Пенькевич, В.Н.Заяц, И.А.Голубев. Минск, 1999 – 158 с. 

9.  Заяц, В.Н. Сопротивление материалов / В.Н.Заяц, М.К.Балыкин, 

И.А.Голубев. – Минск: БГПА, 1998. – 367 с. 

 

 

 4.2.3 Информационное обеспечение дисциплины 

 

 Для успешного усвоения всех разделов дисциплины используются следу-

ющие средствa: 

1. Учебная литература по дисциплине; 

2. Конспект лекций; 

3. Плакаты по разделам сопротивления материалов; 

4. Учебное компьютерное и программное обеспечение кафедры. 
 

 


