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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé ÷àñòüþ ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà àâòîðà ïî ìàòåìàòèêå
äëÿ ñòóäåíòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÁÍÒÓ. Èçëîæåííûé â íåì ìàòåðèàë ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êóðñà ìàòåìàòèêè, ÷èòàåìîì â òðåòüåì ñåìåñòðå íà ýíåðãåòè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå.
Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ ÿ, íå ïðåòåíäóÿ íà áåçóïðå÷íîñòü, ñòðåìèëñÿ ê ïîëíîòå è

ñòðîãîñòè â îïðåäåëåíèÿõ, ôîðìóëèðîâêàõ è äîêàçàòåëüñòâàõ óòâåðæäåíèé. Ïîëàãàþ, ÷òî ïî
ýòîé ïðè÷èíå ó÷åáíèê íå ñòàë ïåðåãðóæåííûì, òàê êàê ÿ ñòàðàëñÿ âûáèðàòü êîðîòêèå è ñî-
äåðæàòåëüíûå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îñòàâàòüñÿ â ïðåäåëàõ îòâåäåííûõ íà êóðñ
ó÷åáíûõ ÷àñîâ. Îïóùåííûå çäåñü ãðîìîçäêèå äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî
íàéòè â ó÷åáíèêàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïîìåùåí â êîíöå äàííîãî ïîñîáèÿ. Èìåþùèåñÿ â êàæäîì
ïàðàãðàôå íå âñåãäà òðèâèàëüíûå ïðèìåðû è äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ãðàôèêîâ äîïîëíÿþò è
ïîÿñíÿþò èçëîæåíèå.
Òåêñò ëåêöèé ïîäãîòîâëåí ìíîé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû íàáîðà è âåðñòêè ñëîæíûõ òåêñòîâ

MiKTEX . Âñå èìåþùèåñÿ â òåêñòå ãðàôèêè ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, îíè ïîñòðîåíû â ñðåäå êîì-
ïüþòåðíîé àëãåáðû Mathematica .
Â òåêñòå èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ññûëêè íà ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòè ýëåêòðîííîãî ó÷åáíèêà

àâòîðà.

2014 ã. Ï. Ëàñûé
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ÃËÀÂÀ X. ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ, ÄÂÎÉÍÛÅ, ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÅ È
ÒÐÎÉÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû îáîáùèì ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåí-
íîé íà ñëó÷àé ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ, çàäàííîé íà ëèíèè, â îáëàñòè èëè íà
ïîâåðõíîñòè è ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå ïðèëîæåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ, äâîéíûõ, ïîâåðõíîñòíûõ
è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ â ãåîìåòðèè è ìåõàíèêå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ýòèõ èíòåãðàëîâ ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ñóìì, êîòîðûé óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ íàìè äëÿ îïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �2).

�1. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû, èõ ñâîéñòâà è âû÷èñëåíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ââåäåì îïðåäåëåíèå è èçó÷èì ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ

êàê ñêàëÿðíîé, òàê è âåêòîðíîé ôóíêöèé è õîòÿ, êàê ìû óâèäèì, âòîðîé èç íèõ è âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ïåðâûé, îäíàêî îí èìååò è ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó è âû÷èñëÿåòñÿ îí èíà÷å,
è â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ íå ìåíüøå.

1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ïåðâîãî ðîäà)

Ïóñòü L � ñïðÿìëÿåìàÿ, ò.å. èìåþùàÿ êîíå÷íóþ äëèíó, ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùàÿ
ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè. Ðàññìîòðèì çàäàííóþ íà ëèíèè L ôóíêöèþ f(M),M ∈ L. Ðàçîáüåì
L íà n ìàëûõ ÷àñòåé ∆L1,∆L2, . . . ,∆Ln ñ äëèíàìè ∆l1,∆l2, . . . ,∆ln, âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
âíóòðè êàæäîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå Mk ∈ ∆Lk, k = 1, n è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

In =
n∑

k=1

f(Mk)∆lk. (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆d = max
k=1,n

∆dk � ìàêñèìóì äèàìåòðîâ1 ∆dk ÷àñòåé ∆Lk, k = 1, n ëèíèè L.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûé ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) èíòåãðàëüíûõ ñóìì In ïðè óñëî-

âèè, ÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ëèíèè L ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íå çàâèñÿùèé îò

ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê âíóòðè ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ, íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èí-

òåãðàëîì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(M) ïî ëèíèè L èëè êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà.

Äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå∫
L

f(M)dl (2)

èëè â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz ïðîñòðàíñòâà∫
L

f(x, y, z)dl.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ∫
L

f(M)dl = lim
∆d→0

n∑
k=1

f(Mk)∆lk.

Ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (2) ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî ëèíèè L.
Ðàññìîòðèì îäíó ïðîñòóþ çàäà÷ó ìåõàíèêè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó.

Âû÷èñëèì ìàññó ìàòåðèàëüíîé ëèíèè L ñ èçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ ρ(M),
M ∈ L, êîòîðóþ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü èíòåãðèðóåìîé ïî L. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì, êàê è
âûøå, äàííóþ ëèíèþ íà ìàëûå ÷àñòè ∆L1,∆L2, . . . ,∆Ln ñ äëèíàìè ∆l1,∆l2, . . . ,∆ln è âûáå-
ðåì âíóòðè êàæäîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå Mk ∈ ∆Lk, k = 1, n. Ïîñêîëüêó ìàññà ∆mk êàæäîé

1Äèàìåòðîì d îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà D íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ
âåðõíåé ãðàíè ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè äàííîãî ìíîæåñòâà, ò.å. d = sup

M1,M2∈D
ρ(M1,M2).
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÷àñòè ∆Lk, k = 1, n ïðèáëèæåííî ðàâíà ∆mk ≈ ρ(Mk)∆lk, òî ìàññà m ëèíèè L âûðàæàåòñÿ
ïðèáëèæåííûì ðàâåíñòâîì

m =

n∑
k=1

∆mk ≈
n∑

k=1

ρ(Mk)∆lk.

Åñòåñòâåííî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåëü÷å áóäåò ðàçáèåíèå ëèíèè L íà
÷àñòè. Ïîýòîìó ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

m = lim
∆d→0

n∑
k=1

ρ(Mk)∆lk =

∫
L

ρ(M)dl.

Òàêèì îáðàçîì, ìàññà ìàòåðèàëüíîé ëèíèè L ñ ïëîòíîñòüþ ρ(M), M ∈ L ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

m =

∫
L

ρ(M)dl.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà, âûòåêàþùèå èç åãî îïðåäåëåíèÿ.
1) Äëèíà l ëèíèè L âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå

l =

∫
L

dl.

2) Ëèíåéíîñòü. Åñëè f1(M), f2(M) � èíòåãðèðóåìûå ïî ëèíèè L ôóíêöèè, òî èíòåãðèðó-

åìà òàêæå è ôóíêöèÿ a1f1(M) + a2f2(M), a1, a2 ∈ R è∫
L

(a1f1(M) + a2f2(M)) dl = a1

∫
L

f1(M)dl + a2

∫
L

f2(M)dl.

3) Àääèòèâíîñòü. Ïóñòü ëèíèÿ L ðàçáèòà íà äâå äóãè L1, L2 è ôóíêöèÿ f(M) èíòåãðèðó-
åìà ïî êàæäîé èç ýòèõ äóã. Òîãäà äàííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî ëèíèè L è∫

L

f(M)dl =

∫
L1

f(M)dl +

∫
L2

f(M)dl.

4) Åñëè f1(M), f2(M) � èíòåãðèðóåìûå ïî ëèíèè L ôóíêöèè è ïðè âñåõM ∈ L âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî f1(M) ≤ f2(M), òî ∫
L

f1(Mdl ≤
∫
L

f2(M)dl.

5) Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.

Åñëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(M) èíòåãðèðóåìà ïî îãðàíè÷åííîé è ñâÿçíîé ëèíèè L, ñîäåð-
æàùåé ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà M0 ∈ L òàêàÿ, ÷òî∫

L

f(M)dl = f(M0)l,

ãäå l � äëèíà ëèíèè L.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà VIII, �1)

ôóíêöèÿ f(M) îãðàíè÷åíà íà ëèíèè L è äîñòèãàåò íà íåé ñâîèõ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíåé, ò. å.
íàéäóòñÿ òî÷êè M1,M2 ∈ L, äëÿ êîòîðûõ

f(M1) = inf
L
f(M), f(M2) = sup

L
f(M).

Òàêèì îáðàçîì,
inf
L
f(M) ≤ f(M) ≤ sup

L
f(M),M ∈ L.
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Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 4), 2) è 1), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

inf
L
f(M)l ≤

∫
L

f(M)dl ≤ sup
L
f(M)l ⇐⇒ inf

L
f(M) ≤ 1

l

∫
L

f(M)dl ≤ sup
L
f(M).

Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè (ãëàâà VIII, �1) ñóùåñòâóåò òî÷êà M0 ∈ L, äëÿ êîòîðîé

f(M0) =
1

l

∫
L

f(M)dl ⇐⇒
∫
L

f(M)dl = f(M0)l.

Ïîêàæåì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (2) íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî ãëàäêîé ëèíèè ñóùåñò-
âóåò è íàó÷èìñÿ åãî âû÷èñëÿòü, åñëè èçâåñòíû óðàâíåíèÿ ëèíèè. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî
ãëàäêàÿ ëèíèÿ L (ãëàâà VII, �5, ïóíêò 1) çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [α, β].

Ðàçáèåíèþ
α = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = β

îòðåçêà [α, β] íà n ìàëûõ ÷àñòåé c äëèíàìè ∆tk, k = 1, n ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå ëèíèè L íà
ìàëûå ÷àñòè ∆L1,∆L2, . . . ,∆Ln. Êàê èçâåñòíî (ãëàâà VII, �5, ïóíêò 1), äëèíû ∆lk, k = 1, n
ýòèõ ÷àñòåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

∆lk =

tk∫
tk−1

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt, k = 1, n

èëè, ó÷èòûâàÿ ãëàäêîñòü ëèíèè L, ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà
VII, �1, ñâîéñòâî 6))

∆lk =
√

(x′(sk))2 + (y′(sk))2 + (z′(sk))2∆tk, sk ∈ [tk−1, tk], k = 1, n.

Âûáðàâ ïðîèçâîëüíî â êàæäîé èç ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ïî òî÷êå Mk(xk, yk, zk) ∈ ∆Lk, k = 1, n,
çàïèøåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

In =
n∑

k=1

f(Mk)∆lk =
n∑

k=1

f(xk, yk, zk)
√

(x′(sk))2 + (y′(sk))2 + (z′(sk))2∆tk

äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà (2) è èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Ĩn =

n∑
k=1

f(x(sk), y(sk), z(sk))
√

(x′(sk))2 + (y′(sk))2 + (z′(sk))2∆tk

äëÿ íåïðåðûâíîé, à, çíà÷èò, è èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [α, β] ôóíêöèè

f(x(t), y(t), z(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2.

Ââèäó íåïðåðûâíîñòè, à, çíà÷èò, è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 5) ôóíê-
öèè f(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β] è ãëàäêîñòè ëèíèè L èíòåãðàëüíûå ñóììû In è Ĩn áåñêîíå÷íî
ìàëî îòëè÷àþòñÿ ïðè ∆d→ 0, ò. å.

lim
∆d→0

In = lim
∆µ→0

Ĩn, ∆µ = max
k=1,n

∆tk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñêîëüêó

lim
∆d→0

In =

∫
L

f(x, y, z)dl, lim
∆µ→0

Ĩn =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt,

òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïî ôîðìóëå∫
L

f(x, y, z)dl =

β∫
α

f(x(t), y(t), z(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt. (3)
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ãëàäêîé ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β]

ëèíèè L ∫
L

f(x, y)dl =

β∫
α

f(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2 dt. (4)

Ïîëüçóÿñü (4), ìû ìîæåì çàïèñàòü åùå äâå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåã-
ðàëà ïî ãëàäêîé ëèíèè íà ïëîñêîñòè.
Åñëè ëèíèÿ L çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì

y = y(x), x ∈ [a, b],

ãäå y = y(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ, òî çäåñü â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà ìû ìîæåì âçÿòü àðãóìåíò x è, ñëåäîâàòåëüíî,∫

L

f(x, y)dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2 dx. (5)

Àíàëîãè÷íî, åñëè
x = x(y), y ∈ [c, d],

òî ∫
L

f(x, y)dl =

d∫
c

f(x(y), y)
√

1 + (x′(y))2 dy.

Íàêîíåö, åñëè ãëàäêàÿ êðèâàÿ L çàäàíà óðàâíåíèåì

r = r(φ), φ ∈ [α, β]

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, òî

x = r(φ) cosφ, y = r(φ) sinφ, φ ∈ [α, β]

� ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ëèíèè è, ïîñêîëüêó

(x′(φ))2 + (y′(φ))2 = (r(φ))2 + (r′(φ))2,

òî ∫
L

f(x, y)dl =

β∫
α

f(r(φ) cosφ, r(φ) sinφ)
√

(r(φ))2 + (r′(φ))2 dφ. (6)

Çàìå÷àíèå. Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó òàêæå è äëÿ êóñî÷íî-
ãëàäêèõ ëèíèé.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∫

L

3
√
y2 + z2 + yz dl

ïî îêðóæíîñòè L, íàõîäÿùåéñÿ â ñå÷åíèè ñôåðû x2 + y2 + z2 = 4 ïëîñêîñòüþ x+ y + z = 0.
Ðåøåíèå.
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-10 1

x

-1 0 1

y

-1

0

1

z
L

-1

0

1

-2-10 1 2

x

-2 -1 0 1 2

y

-2

-1

0

1

2

z
L

-2

-1

0

1

Èñêëþ÷àÿ èç ñèñòåìû {
x2 + y2 + z2 = 4,

x+ y + z = 0

ïåðåìåííóþ x, ïîëó÷èì y2 + z2 + yz = 2. Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâî 1) êðèâî-
ëèíåéíîãî èíòåãðàëà, íàéäåì∫

L

3
√
y2 + z2 + yz dl =

∫
L

3
√
2 dl =

3
√
2

∫
L

dl = 4
3
√
2π.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ìàññó äóãè ëèíèè L

x =
√
t cos t, y =

√
t sin t, z = t

îò òî÷êè O(0, 0, 0) äî òî÷êè A(
√
2π, 0, 2π), åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññ

ρ(x, y, z) = z
√
x2 + y2.

Ðåøåíèå. Ëèíèÿ L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí âèòîê ñïèðàëè íà ïàðàáîëîèäå x2 + y2 = z.

-
�!!!!!!!!2 Π

0
�!!!!!!!!2 Π

x

-
�!!!!!!!!2 Π0

�!!!!!!!!2 Πy

0

2 Π

z

0

A

L

�!!!!!!!!
0
�!!!!!!!!2 Π

x

-
�!!!20

�!!!!!!!!

-
�!!!!!!!!2 Π

0
�!!!!!!!!2 Π

x

-
�!!!!!!!!2 Π0

�!!!!!!!!2 Πy

0

2 Π

z

L

�!!!!!!!!
0
�!!!!!!!!2 Π

x

-
�!!!20

�!!!!!!!!

Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî èñêîìàÿ ìàññà âûðàæàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì

m =

∫
L

ρ(x, y, z)dl =

∫
L

z
√
x2 + y2 dl.

Ïîñêîëüêó

x′(t) =
1

2
√
t
cos t−

√
t sin t, y′(t) =

1

2
√
t
sin t+

√
t cos t, z′(t) = 1,

òî

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 =
1

4t
+ t+ 1 =

(2t+ 1)2

4t
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (3)

m =

2π∫
0

t
√
t
2t+ 1

2
√
t
dt =

1

2

2π∫
0

(
2t2 + t

)
dt =

1

2

(
2 · t

3

3
+
t2

2

) ∣∣∣∣2π
0

=
π2(8π + 3)

3
.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ôóíêöèè f(x, y) = xy ïî ëèíèè L íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé

óðàâíåíèåì y = −
√
x2 − 1 îò òî÷êè A(2,−

√
3) äî òî÷êè B(3,−2

√
2).
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Ðåøåíèå. Äàííàÿ ëèíèÿ � ÷àñòü ðàâíîñòîðîííåé ãèïåðáîëû ñ óðàâíåíèåì x2 − y2 = 1.

-3 -2 -1 1 2 3 x

-3

-2

-1

1

2

3

y

O

A

B

L

Çäåñü

y′ = − x√
x2 − 1

=⇒ 1 + (y′(x))2 =
2x2 − 1

x2 − 1
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (5), ïîëó÷èì:∫
L

xydl = −
3∫

2

x
√
x2 − 1

√
2x2 − 1

x2 − 1
dx = −

3∫
2

x
√

2x2 − 1 dx =

= −1

4

3∫
2

√
2x2 − 1 d

(
2x2 − 1

)
= −1

6

(
2x2 − 1

) 3
2

∣∣∣∣3
2

=
1

6

(
7
√
7− 17

√
17
)
.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

I =

∫
L

√
2
√
x2 + y2 − x2 − y2 dl

ïî ëèíèè L : r = 2 sin2 φ
2 , çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ êàðäèîèäîé.

-2 -1 x

-1

1

y

O

L

Äëÿ íåå

r′ = 2 sin
φ

2
cos

φ

2
, (r(φ))2 + (r′(φ))2 = 4 sin2

φ

2
è, ñòàëî áûòü, ïî ôîðìóëå (6)

I =

π∫
−π

√
4 sin2

φ

2
− 4 sin4

φ

2

√
4 sin2

φ

2
dφ = 4

π∫
−π

sin2
φ

2
cos

φ

2
dφ =

= 8

π∫
−π

sin2
φ

2
d sin

φ

2
=

8

3
sin3

φ

2

∣∣∣∣π
−π

=
8

3
(1− (−1)) =

16

3
.
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2. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè (âòîðîãî ðîäà)

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàäêóþ, ñîäåðæàùóþ ñâîè ãðàíè÷íûå

òî÷êè ëèíèþ L íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî ëèíèÿ L íå

èìååò îñîáûõ òî÷åê, ò. å. â íåêîòîðîì åå ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [α, β] (1)

êàñàòåëüíûé âåêòîð
τ̄(M) = x′(t)̄ı+ y′(t)ȷ̄+ z′(t)k̄

â ëþáîé òî÷êå Mt(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β] êðèâîé íå ðàâåí íóëü-âåêòîðó.
Âûáåðåì íà äàííîé ëèíèè îïðåäåëåííóþ îðèåíòàöèþ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùå-

ãîñÿ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà τ̄1(M),M ∈ L. ßñíî, ÷òî íà ëèíèè ñóùåñòâóþò äâå

ïðîòèâîïîëîæíûå äðóã äðóãó îðèåíòàöèè.
Ïóñòü â òî÷êàõ ëèíèè L çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f̄(M) = fx(M )̄ı+ fy(M)ȷ̄+ fz(M)k̄, M ∈ L.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ïðîåêöèè âåêòîðíîé ôóíêöèè f̄(M) íà êàñà-
òåëüíûé âåêòîð τ̄(M) ïî ëèíèè L ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé, òî îí íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåé-

íûì èíòåãðàëîì äàííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè ïî äàííîé ëèíèè èëè êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì

âòîðîãî ðîäà. Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé âåëè÷èíó ∫
L

Prτ̄(M) f̄(M)dl.

L
M

Τ HM L

f HM L

x

y

z

Çàìåòèì ñðàçó æå, ÷òî, åñëè âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f̄(M) íåïðåðûâíà íà ëèíèè L, òî êðè-
âîëèíåéíûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå íåïðåðûâíà òàêæå ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ Prτ̄(M) f̄(M).
Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ãëàâà II, �3) ñëåäóåò, ÷òî

Prτ̄(M) f̄(M) = f̄(M) · τ̄1(M),

ãäå

τ̄1(M) =
τ̄(M)

|τ̄(M)|
� åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ëèíèè L â òî÷êå M è, ñòàëî áûòü,∫

L

Prτ̄(M) f̄(M)dl =

∫
L

f̄(M) · τ̄1(M)dl.

Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòàìè åäèíè÷íîãî âåêòîðà τ̄1(M) ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû
cosα, cosβ, cos γ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà τ̄(M) (ãëàâà II, �2), òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âåê-
òîðíîé ôóíêöèè ìû ìîæåì çàïèñàòü òàêæå â âèäå∫

L

Prτ̄(M) f̄(M)dl =

∫
L

(fx(M) cosα+ fy(M) cosβ + fz(M) cos γ) dl.
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Ðàññìîòðèì îäíî èç ïðîñòåéøèõ ïðèëîæåíèé êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíê-
öèè â ôèçèêå. Âû÷èñëèì ðàáîòó ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëèíèè L â âû-
áðàííîì íàïðàâëåíèè ïîä äåéñòâèåì íåïðåðûâíîé ñèëû F (M), M ∈ L. Ðàçîáüåì äàííóþ ëè-
íèþ íà ìàëûå ÷àñòè ∆L1,∆L2, . . . ,∆Ln ñ äëèíàìè ∆l1,∆l2, . . . ,∆ln è âûáåðåì âíóòðè êàæ-
äîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå Mk ∈ ∆Lk, k = 1, n. Ðàáîòà ∆Ak ïî ïåðåìåùåíèþ òî÷êè âäîëü äóãè
∆Lk, k = 1, n ïðèáëèæåííî ðàâíà ∆Ak ≈ F (Mk) · ∆r̄k, ãäå ∆r̄k = ∆lkτ̄1(Mk) è åäèíè÷íûé
êàñàòåëüíûé âåêòîð τ̄1(Mk) ñîðèåíòèðîâàí â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì ïåðåìåùåíèÿ ïî
êðèâîé L. Òîãäà èñêîìàÿ ðàáîòà ïðèáëèæåííî ðàâíà

A =
n∑

k=1

∆Ak ≈
n∑

k=1

F (Mk) ·∆r̄k =
n∑

k=1

F (Mk) · τ̄1(Mk)∆lk

è ðàâåíñòâî ýòî áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå áóäóò äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ëèíèè L.
Â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ïðèáëèæåííîãî ðàâåíñòâà çàïèñàíà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ ôóíêöèè
F (M) · τ̄1(M), M ∈ L è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ïðè óñëîâèè áåñêîíå÷íî ìàëîãî äðîáëåíèÿ
ëèíèè L, ìû ïîëó÷èì:

A =

∫
L

F (M) · τ̄1(M)dl.

Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ëèíèè L ïîä äåéñòâèåì
ñèëû F (M) ÷èñëåííî ðàâíà êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó âåêòîðà ñèëû ïî äàííîé ëèíèè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè, âûòåêà-
þùèå èç åãî îïðåäåëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè.
1) Ëèíåéíîñòü. Åñëè f̄1(M), f̄2(M) � èíòåãðèðóåìûå ïî ëèíèè L ñ âûáðàííîé íà íåé îðèåí-

òàöèåé âåêòîðíûå ôóíêöèè, òî èíòåãðèðóåìà òàêæå ïî ýòîé ëèíèè è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

a1f̄1(M) + a2f̄2(M), a1, a2 ∈ R è∫
L

Prτ̄(M)

(
a1f̄1(M) + a2f̄2(M)

)
dl = a1

∫
L

Prτ̄(M) f̄1(M)dl + a2

∫
L

Prτ̄(M) f̄2(M)dl.

2) Àääèòèâíîñòü. Ïóñòü ëèíèÿ L ñ çàôèêñèðîâàííîé íà íåé îðèåíòàöèåé ðàçáèòà íà äâå

äóãè L1, L2 è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f̄(M) èíòåãðèðóåìà ïî êàæäîé èç ýòèõ äóã. Òîãäà äàííàÿ

âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî ëèíèè L è∫
L

Prτ̄(M) f̄(M)dl =

∫
L1

Prτ̄(M) f̄(M)dl +

∫
L2

Prτ̄(M) f̄(M)dl.

3) Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+ ëèíèþ L ñ âûáðàííîé íà íåé îðèåíòàöèåé, à ÷åðåç L− � òó æå

ëèíèþ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé. Òîãäà, åñëè âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f̄(M) èíòåãðèðóåìà
ïî L+ (L−), òî îíà èíòåãðèðóåìà è ïî L− (L+) è∫

L+

Prτ̄(M) f̄(M)dl = −
∫
L−

Prτ̄(M) f̄(M)dl.

4) Òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè.

Åñëè âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f̄(M) íåïðåðûâíà íà ëèíèè L ñ çàôèêñèðîâàííîé íà íåé îðèåí-

òàöèåé, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà M0 ∈ L òàêàÿ, ÷òî∫
L

Prτ̄(M) f̄(M)dl = Prτ̄(M0) f̄(M0)l = f̄(M0) · τ̄1(M0)l,

ãäå l � äëèíà ëèíèè L.
Ñâåäåì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè ê îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó â ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî ãëàäêàÿ ëèíèÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (1), à âåêòîðíàÿ
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ôóíêöèÿ f̄(M) íåïðåðûâíà íà L. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
Mt(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [α, β] êðèâîé L ÷åðåç

r̄ = r̄(t), t ∈ [α, β] (2)

è, çíà÷èò, (2) � âåêòîðíîå óðàâíåíèå ëèíèè L. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ τ̄(Mt) = r̄′(t)

è, ñëåäîâàòåëüíî, τ̄1(Mt) =
r̄′(t)
|r̄′(t)| , ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (3) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà-

ôà, ïîëó÷èì: ∫
L

Prτ̄(M) f̄(M)dl =

β∫
α

f̄(Mt) · r̄′(t)dt.

Îïðåäåëèâ äèôôåðåíöèàë âåêòîðíîé ôóíêöèè r̄ = r̄(t) â òî÷êå t èíòåðâàëà [α, β] ðàâåíñòâîì

dr̄(t) = r̄′(t)dt,

ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíê-
öèè â âèäå ∫

L

Prτ̄(M) f̄(M)dl =

β∫
α

f̄(Mt) · dr̄(t) (3)

èëè, êîîðäèíàòàõ,∫
L

Prτ̄(M) f̄(M)dl =

β∫
α

fx(x(t), y(t), z(t))dx(t)+fy(x(t), y(t), z(t))dy(t)+fz(x(t), y(t), z(t))dz(t). (4)

Ôîðìóëû (3) è (4) îïðàâäûâàþò åùå äâà îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåê-
òîðíîé ôóíêöèè: â âåêòîðíîé ôîðìå ∫

L

f̄(M) · dr̄

è â êîîðäèíàòàõ ∫
L

fx(x, y, z)dx+ fy(x, y, z)dy + fz(x, y, z)dz.

Î÷åâèäíî, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè

f̄(M) = fx(M )̄ı+ fy(M)ȷ̄

ïî îðèåíòèðîâàííîé ëèíèè L íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x(t), y = y(t), t ∈ [α, β],

âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (4) ïî ôîðìóëå∫
L

fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy =

β∫
α

fx(x(t), y(t))dx(t) + fy(x(t), y(t))dy(t).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ëèíèÿ çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì

y = y(x), x ∈ [a, b] èëè x = x(y), y ∈ [c, d],

òî ∫
L

fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy =

b∫
a

fx(x, y(x))dx+ fy(x, y(x))dy(x)

èëè ∫
L

fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy =

d∫
c

fx(x(y), y)dx(y) + fy(x(y), y)dy. (5)
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Åñëè ëèíèÿ L çàìêíóòà, ò. å. â åå ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè (2) r̄(α) = r̄(β), òî êðèâî-
ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè f̄(M) ïî äàííîé ëèíèè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç1∮

L

Prτ̄(M) f̄(M)dl.

Çàìå÷àíèå. Âñå íàéäåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
âåêòîðíîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû òàêæå è äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèíèé.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

I =

∮
L

z

x2 + y2
dx− 2xdy + 3ydz

ïî çàìêíóòîé ëèíèè L, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = cos t, y = sin t, z = cos 2t

è îðèåíòèðîâàííîé òàê, ÷òî íàáëþäàÿ ñî ñòîðîíû îñè Oz ìû áóäåì âèäåòü îáõîä ïî äàííîé

ëèíèè ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ ðàñïîëàãàåòñÿ íà ãèïåðáîëè÷åñêîì ïàðàáîëîèäå, òàê
êàê ïðè âñåõ t ∈ R

x2 − y2 = z.

-1

11x

-1

11y

-1

11

z

L

-1

11x

-1

11y

-1

11x

-1

11y

-1

11

z

L

-1

11x

-1

11y

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4), çàìåòèâ, ÷òî ïðè
âûáðàííîé îðèåíòàöèè ëèíèè ïàðàìåòð t èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 2π.

I =

2π∫
0

cos 2t

sin2 t+ cos2 t
d cos t− 2 cos t d sin t+ 3 sin td cos 2t =

=

2π∫
0

(2 cos2 t− 1)d cos t− 2

2π∫
0

cos2 tdt− 6

2π∫
0

sin t sin 2t dt =

=

(
2

3
cos3 t− cos t

) ∣∣∣∣2π
0

−
2π∫
0

(1 + cos 2t)dt− 3

2π∫
0

(cos t− cos 3t)dt =

= −
(
t+

1

2
sin 2t

) ∣∣∣∣2π
0

− 3

(
sin t− 1

3
sin 3t

) ∣∣∣∣2π
0

= −2π.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ðàáîòó ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü êðèâîé L íà

ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì y2 = −x, èç ïîëîæåíèÿ B(−1, 1) â ïîëîæåíèå C(−4,−2) ïîä
äåéñòâèåì ñèëû

F (x, y) =
x

y4 + 1
ı̄− e

√
−xȷ̄.

Ðåøåíèå. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ ïî äóãå ïàðàáîëû y2 = −x.
1Èíîãäà åãî íàçûâàþò èíòåãðàëîì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó.
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-4 -3 -2 -1 x

-2

-1

1

2

y

O

C

BL

Êàê ìû óñòàíîâèëè âûøå, èñêîìàÿ ðàáîòà âûðàæàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì

A =

∫
L

x

y4 + 1
dx− e

√
−xdy,

äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî ìû ïðèìåíèì ôîðìóëó (5). Çäåñü x = −y2 è ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè
ïî äàííîé ëèíèè èç B â C àðãóìåíò y èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî −2. Ïîýòîìó

A =

−2∫
1

−y2

y4 + 1
d
(
−y2

)
− e|y|dy =

1

2

−2∫
1

d
(
y4 + 1

)
y4 + 1

+

0∫
−2

e−ydy +

1∫
0

eydy =

=
1

2
ln
(
y4 + 1

) ∣∣∣∣−2

1

− e−y

∣∣∣∣0
−2

+ ey
∣∣∣∣1
0

=
1

2
ln

17

2
− 1 + e2 + e− 1 =

1

2
ln

17

2
+ e2 + e− 2.

�2. Äâîéíîé èíòåãðàë, åãî ñâîéñòâà è âû÷èñëåíèå.
Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå. Ôîðìóëà Ãðèíà.

Î íåñîáñòâåííîì äâîéíîì èíòåãðàëå

Ïóñòü D � çàìêíóòàÿ, îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, êîòîðóþ ìû áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü òàêæå êâàäðèðóåìîé, ò. å. èìåþùåé êîíå÷íóþ ïëîùàäü, è f(M) � ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí-
íûõ, çàäàííàÿ â ýòîé îáëàñòè.
Ââåäåì îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ôóíêöèè f(M) ïî îáëàñòè D. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ðàç-

áèåíèå äàííîé îáëàñòè íà ìàëûå ÷àñòè ∆Dk, k = 1, n ñ ïëîùàäÿìè ∆Sk è äèàìåòðàìè ∆dk. Â
êàæäîé èç ÷àñòåé âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êóMk ∈ ∆Dk, k = 1, n è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ

ñóììó

In =
n∑

k=1

f(Mk)∆Sk.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì In ïðè óñëîâèè,

÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ∆Dk, k = 1, n ðàçáèåíèÿ îáëàñòè D ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íå çà-

âèñÿùèé êàê îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ, òàê è îò âûáîðà òî÷åê Mk ∈ ∆Dk, k = 1, n, òî îí

íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(M) ïî îáëàñòè D è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç∫∫
D

f(M)dS (1)

èëè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy íà ïëîñêîñòè∫∫
D

f(x, y)dS.

Ñòàëî áûòü, ïî îïðåäåëåíèþ∫∫
D

f(M)dS = lim
∆d→0

n∑
k=1

f(Mk)∆Sk, ∆d = max
k=1,n

∆dk.

Åñëè äâîéíîé èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f(M) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî

îáëàñòè D.
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Òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ìàòåðèàëüíîé ëèíèè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ìîæåì óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàññà ïëîñêîé ìàòåðèàëüíîé ïëàñòèíêè D ñ èçâåñòíîé èíòåãðèðóåìîé ïî
îáëàñòè D ïëîòíîñòüþ ρ(M), M ∈ D âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâîéíîé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå

m =

∫∫
D

ρ(M)dS. (2)

Âñå ïðèâåäåííûå â �1, ïóíêò 1 ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðåíîñÿòñÿ è íà äâîéíîé
èíòåãðàë, åñëè çàìåíèòü â íèõ ñëîâà

”
ëèíèÿ“ è

”
äëèíà“ íà ñëîâà

”
îáëàñòü“ è

”
ïëîùàäü“,

ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, ñâîéñòâî 1) çäåñü ñëåäóåò ñôîðìóëèðîâàòü òàê:
ïëîùàäü S îáëàñòè D âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå

S =

∫∫
D

dS.

Åùå îäíî ïðèëîæåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ìû ïîëó÷èì, åñëè ïîïûòàåìñÿ âû÷èñëèòü îáúåì
òåëà T â ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åííîãî îáëàñòüþ D â ïëîñêîñòè Oxy, ïîâåðõíîñòüþ ñ óðàâíå-
íèåì z = f(x, y), ãäå f(x, y) � íåîòðèöàòåëüíàÿ â îáëàñòè D è èíòåãðèðóåìàÿ òàì ôóíêöèÿ,
è öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, îáðàçóþùàÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè Oz, à íàïðàâëÿþùåé
ñëóæèò ãðàíèöà îáëàñòè D.

x

y

z

z= f Hx,yL

T

y

Óêàçàííîìó âûøå ðàçáèåíèþ îáëàñòèD íà ìàëûå ÷àñòè∆Dk, k = 1, n ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå
òåëà T íà ìàëûå ÷àñòè ∆Tk, k = 1, n. Îáúåì ∆Vk êàæäîé òàêîé ÷àñòè ïðèáëèæåííî ðàâåí
îáúåìó ïðÿìîãî öèëèíäðà ñ îñíîâàíèåì ∆Dk è âûñîòîé f(Mk), ãäå Mk ∈ ∆Dk, ò. å.

∆Vk ≈ f(Mk)∆Sk.

Òîãäà îáúåì V òåëà T âûðàæàåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðàâåíñòâîì

V =

n∑
k=1

∆Vk ≈
n∑

k=1

f(Mk)∆Sk

è, çíà÷èò, â ïðåäåëå ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ∆Dk, k = 1, n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

V =

∫∫
D

f(M)dS.

Ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò ñëóæèòü íåñòðîãèì îáîñíîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ

äâîéíîãî èíòåãðàëà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî îáëàñòè D, òàê êàê èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå óêàçàííîå âûøå òåëî T èìååò êîíå÷íûé îáúåì.
Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì äâîéíîãî èíòåãðàëà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè z = f(x, y) ïî

ïðîñòîé âäîëü îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé îáëàñòè.

Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé âäîëü îñè Oy (ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòîé âäîëü îñè Ox),
åñëè ýòà îáëàñòü çàêëþ÷åíà ìåæäó ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

y = y1(x), y = y2(x), y1(x) ≤ y2(x), x ∈ [a, b]
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(ñîîòâåòñòâåííî ìåæäó ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

x = x1(y), x = x2(y), x1(y) ≤ x2(y), y ∈ [c, d]).

a b
x

y

O

y=y2HxL

y=y1HxL

Da b
x

y

x

y

O
x=x1HyL x=x2HyL

c

d

D

x

y

×àñòî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå ïðîñòûå îáëàñòè íà ïëîñêîñòè. Îá-
ëàñòü D ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé, åñëè íåïðåðûâíûìè ëèíèÿìè åå ìîæíî ðàçáèòü íà êî-
íå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé ÷àñòåé.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì

Π = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}
ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò.
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèÿ

a = x0 < x1 < . . . < xm−1 < xm = b

è
c = y0 < y1 < . . . < yn−1 < yn = d

îòðåçêîâ [a, b] è [c, d], ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå x = xi, i = 0,m; y = yj , j = 0, n ðàçáèâàþò
ïðÿìîóãîëüíèê Π íà mn ïðÿìîóãîëüíèêîâ

∆Πij = {(x, y) |xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1}, i = 0,m− 1, j = 0, n− 1.

Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Imn =

m−1∑
i=0

n−1∑
j=0

f(xi, yj)∆xi∆yj ,

ãäå ∆xi = xi+1 − xi, ∆yj = yj+1 − yj � äëèíû îòðåçêîâ [xi, xi+1], i = 0,m− 1; [yj , yj+1], j =
0, n− 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

lim
∆µ→0
∆ν→0

Imn =

∫∫
Π

f(x, y)dS, ∆µ = max
i=0,m−1

∆xi, ∆ν = max
j=0,n−1

∆yj .

Ñ äðóãîé, ïåðåïèñàâ èíòåãðàëüíóþ ñóììó â âèäå

Imn =

m−1∑
i=0

∆xi

n−1∑
j=0

f(xi, yj)∆yj

è çàìåòèâ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i = 0,m− 1

lim
∆ν→0

n−1∑
j=0

f(xi, yj)∆yj =

d∫
c

f(xi, y)dy

ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î ïîâòîðíîì ïðåäåëå (ãëàâà VIII, �1, òåîðåìà 1), ïîëó÷èì:∫∫
Π

f(x, y)dS = lim
∆µ→0

m−1∑
i=0

∆xi

d∫
c

f(xi, y)dy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y)dy

dx.
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Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ ïîâòîðíûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
b∫

a

dx

d∫
c

f(x, y)dy.

Â ýòîì èíòåãðàëå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé y ïðè ïðîèç-
âîëüíîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ [a, b] è çàòåì íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåòñÿ ïî ïåðåìåííîé
x.
Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîé èíòåãðàë íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî ïðÿìîóãîëüíèêó âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ïîâòîðíûé ïî ôîðìóëå ∫∫
Π

f(x, y)dS =

b∫
a

dx

d∫
c

f(x, y)dy. (3)

Åñòåñòâåííî, â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå ìû ìîæåì ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è, òàêèì
îáðàçîì, ∫∫

Π

f(x, y)dS =

d∫
c

dy

b∫
a

f(x, y)dx.

Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà â ïðîñòîé âäîëü îñè Oy îáëàñòè

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)},
ãäå y1(x), y2(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè.

a b
x

y

O

y=y2HxL

y=y1HxL

Da b
x

y

Î÷åâèäíî, äàííàÿ îáëàñòü ñîäåðæèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå

Π = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d},
ãäå c = min

x∈[a, b]
y1(x), d = max

x∈[a, b]
y2(x).

x

c

d

y

O a b

P
y=y2HxL

y=y1HxL

Dx
x

c

d

y

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x, y) =

{
f(x, y), (x, y) ∈ D;

0, (x, y) ∈ Π \D.
Ñ îäíîé ñòîðîíû,∫∫

Π

g(x, y)dS =

∫∫
D

g(x, y)dS +

∫∫
Π\D

g(x, y)dS =

∫∫
D

f(x, y)dS +

∫∫
Π\D

0 dS =

∫∫
D

f(x, y)dS.
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Ñ äðóãîé, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (3), ïîëó÷èì:∫∫
Π

g(x, y)dS =

b∫
a

dx

d∫
c

g(x, y)dy =

b∫
a

dx

 y1(x)∫
c

g(x, y)dy +

y2(x)∫
y1(x)

g(x, y)dy +

d∫
y2(x)

g(x, y)dy

 =

=

b∫
a

dx

 y1(x)∫
c

0 dy +

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy +

d∫
y2(x)

0 dy

 =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy.

Ñëåäîâàòåëüíî, äâîéíîé èíòåãðàë ïî ïðîñòîé âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè Oy îáëàñòè ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ ïîâòîðíîãî ïî ôîðìóëå∫∫

D

f(x, y)dS =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy. (4)

Àíàëîãè÷íî, äâîéíîé èíòåãðàë ïî ïðîñòîé âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè Ox îáëàñòè

D = {(x, y) |x1(y) ≤ x ≤ x2(y), c ≤ y ≤ d}

x

y

O

c

d

x=x1HyL x=x2HyL
D

x

y

ñ íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèÿìè x1(y), x2(y) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫∫
D

f(x, y)dS =

d∫
c

dy

x2(y)∫
x1(y)

f(x, y)dx. (5)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñòðóêòóðó ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà, äâîéíîé èíòåãðàë ÷àñòî çàïèñû-
âàþò â âèäå ∫∫

D

f(x, y)dxdy.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, òî, ðàçáèâ åå íà ïðîñòûå âäîëü êîîðäè-
íàòíûõ îñåé ÷àñòè D1, D2, . . . , Dn, ìû ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè äâîéíîãî èíòåãðàëà ìîæåì
âû÷èñëèòü∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∫∫
D1

f(x, y)dxdy +

∫∫
D2

f(x, y)dxdy + . . .+

∫∫
Dn

f(x, y)dxdy.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
D

x2 sinπy dxdy,

ãäå îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè y = x3, x+ y = 2, x = 0.
Ðåøåíèå. Äàííàÿ îáëàñòü èìååò âèä
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1
x

2

y

O

y=2-x

y=x3

D

1
x

2

y

Ýòà îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé âäîëü îñè Oy, òàê êàê íà îòðåçêå [0, 1] îñè Ox îíà çàêëþ÷åíà
ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé y = x3 è y = 2− x. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (4):

I =

1∫
0

dx

2−x∫
x3

x2 sinπydy =
1

π

1∫
0

x2dx

2−x∫
x3

sinπy d(πy) =

= − 1

π

1∫
0

x2 cosπy

∣∣∣∣2−x

x3

dy =
1

π

 1∫
0

x2 cosπx3dx−
1∫

0

x2 cosπ(x− 2)dx

 .

Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ â ñêîáêàõ ìû íàéäåì ïîäâåäåíèåì ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà, à âòîðîé
� äâîéíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

1∫
0

x2 cosπx3dx =
1

3π

1∫
0

cosπx3d(πx3) =
1

3π
sinπx3

∣∣∣∣1
0

=
1

3π
(sinπ − sin 0) = 0.

1∫
0

x2 cosπ(x− 2)dx =
1

π

1∫
0

x2d sinπ(x− 2) =
1

π

x2 sinπ(x− 2)

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

sinπ(x− 2)dx2

 =

=
1

π

0− 2

1∫
0

x sinπ(x− 2)dx

 =
2

π2

1∫
0

xd cosπ(x− 2) =

=
2

π2

x cosπ(x− 2)

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

cosπ(x− 2)dx

 =
2

π2

(
−1− 1

π
sinπ(x− 2)

∣∣∣∣1
0

)
= − 2

π2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

I =
1

π

(
0−

(
− 2

π2

))
=

2

π3
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ìàññó îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

x = 2y − y2, y = x, y = 2x,

åñëè èçâåñòíà ïëîòíîñòü ρ(x, y) = e
x
y â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè.

Ðåøåíèå. Äàííóþ îáëàñòü D

x

1

3
����

2

y

O

D1

D2

x=
y
������

2 x=y

x=2y-y2

x

1

3
����

2

y
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ïðÿìîé y = 1 ìû ðàçîáüåì íà äâå ïðîñòûå âäîëü îñè Ox ÷àñòè D1 è D2. Ïî ôîðìóëå (2)

m =

∫∫
D

ρ(x, y)dxdy =

∫∫
D

e
x
y dxdy =

∫∫
D1

e
x
y dxdy +

∫∫
D2

e
x
y dxdy.

Èíòåãðàëû ïî îáëàñòÿì D1 è D2 ìû âû÷èñëèì ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5).∫∫
D1

e
x
y dxdy =

1∫
0

dy

y∫
y
2

e
x
y dx =

1∫
0

ydy

y∫
y
2

e
x
y d

(
x

y

)
=

1∫
0

y e
x
y

∣∣∣∣y
y
2

dy =
(
e−

√
e
) y2

2

∣∣∣∣1
0

=
1

2

(
e−

√
e
)
.

∫∫
D2

e
x
y dxdy =

3
2∫

1

dy

2y−y2∫
y
2

e
x
y dx =

3
2∫

1

ydy

2y−y2∫
y
2

e
x
y d

(
x

y

)
=

3
2∫

1

y e
x
y

∣∣∣∣2y−y2

y
2

dy =

=

3
2∫

1

y
(
e2−y −

√
e
)
dy =

3
2∫

1

ye2−ydy −
√
e
y2

2

∣∣∣∣
3
2

1

= −

3
2∫

1

y de2−y − 5

8

√
e =

= − ye2−y

∣∣∣∣ 32
1

+

3
2∫

1

e2−ydy − 5

8

√
e = −3

2

√
e+ e− e2−y

∣∣∣∣ 32
1

− 5

8

√
e =

= e− 17

8

√
e−

√
e+ e = 2e− 25

8

√
e.

Îêîí÷àòåëüíî, èñêîìàÿ ìàññà ðàâíà

m =
1

2

(
e−

√
e
)
+ 2e− 25

8

√
e =

1

8

(
20e− 29

√
e
)
.

Êàê è äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà èíîãäà áûâàåò
ïîëåçíîé çàìåíà ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ìîæåò åãî óïðîñòèòü.
Âûÿñíèì ñíà÷àëà, êàê ïðåîáðàçóåòñÿ ïëîùàäü ìàëîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ïðè çàìåíå ïåðåìåí-

íûõ. Ïðîâåäåì äëÿ ýòîãî ïóñòü è íå ñîâñåì ñòðîãèå, íî çàòî äîñòàòî÷íî ïðîçðà÷íûå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ.
Ïóñòü îáëàñòü D1 íà ïëîñêîñòè O1x1y1 áèåêòèâíî, ò. å. âçàèìíî îäíîçíà÷íî, îòîáðàæàåòñÿ

â îáëàñòü D ïëîñêîñòè Oxy ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = x(x1, y1), y = y(x1, y1) (6)

ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè â îáëàñòè D1 ôóíêöèÿìè x(x1, y1), y(x1, y1), êîòîðîå ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå è íåâûðîæäåííûì, ò. å. îïðåäåëèòåëü ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

J(x1, y1) =

∣∣∣∣∣ x′x1
(x1, y1) x′y1(x1, y1)

y′x1
(x1, y1) y′y1(x1, y1)

∣∣∣∣∣
îòëè÷åí îò íóëÿ â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè D1. Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü ßêîáè ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé, òî ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè (ãëàâà VIII, �1, òåîðåìà 3) îí ñîõðàíÿåò çíàê
â îáëàñòè D1, ò. å.

J(x1, y1) > 0 (J(x1, y1) < 0), åñëè (x1, y1) ∈ D1.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó A1(x1, y1) îáëàñòè D1. Ââèäó íåïðåðûâíîé äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé x = x(x1, y1), y = y(x1, y1) èõ ïðèðàùåíèÿ âáëèçè òî÷êè A1 ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëîâ â âèäå

∆x(A1,∆x1,∆y1) = dx(A1) + o1(∆r1) = x′x1
(A1)∆x1 + x′y1(A1)∆y1 + o1(∆r1),

∆y(A1,∆x1,∆y1) = dy(A1) + o2(∆r1) = y′x1
(A1)∆x1 + y′y1(A1)∆y1 + o2(∆r1),
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ãäå o1(∆r1), o2(∆r1) � áåñêîíå÷íî ìàëûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ∆r1 =
√
∆x21 +∆y21 è,

òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ ∆x1 è ∆y1 ïðåîáðàçîâàíèå (6) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîãî

x(x1 +∆x1, y1 +∆y1) ≈ x(A1) + x′x1
(A1)∆x1 + x′y1(A1)∆y1,

y(x1 +∆x1, y1 +∆y1) ≈ y(A1) + y′x1
(A1)∆x1 + y′y1(A1)∆y1.

(7)

Ïðÿìîé ïðîâåðêîé íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (7) îòîáðàæàåò
ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå òàêæå â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è, ñòàëî áûòü, ïàðàëëåëîãðàìì îíî ïðå-

îáðàçóåò â ïàðàëëåëîãðàìì.
Ðàññìîòðèì ìàëûé ïðÿìîóãîëüíèê ∆Π1 â îáëàñòè D1 ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ

A1(x1, y1), A2(x1 +∆x1, y1), A3(x1 +∆x1, y1 +∆y1), A4(x1, y1 +∆y1)

è ïëîùàäüþ ∆S1 = |∆x1∆y1|. Ïðåîáðàçîâàíèå (6) îòîáðàæàåò ∆Π1 â êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê ∆Π â îáëàñòè D ñ âåðøèíàìè

B1(x(A1), y(A1)), B2(x(A2), y(A2)), B3(x(A3), y(A3)), B4(x(A4), y(A4)).

x1

y1

O1

D1

A1

A3

A2

A4

x

y

O

D B1

B3
B2

B4

Ââèäó ìàëîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà∆Π1 ÷åòûðåõóãîëüíèê B1B2B3B4 ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïàðàëëå-
ëîãðàììà C1C2C3C4, ÿâëÿþùåãîñÿ îáðàçîì ∆Π1 ïðè ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè (7). Ïîñêîëüêó

C1(x(A1), y(A1)), C2

(
x(A1) + x′x1

(A1)∆x1, y(A1) + y′x1
(A1)∆x1

)
,

C3

(
x(A1) + x′x1

(A1)∆x1 + x′y1(A1)∆y1, y(A1) + y′x1
(A1)∆x1 + y′y1(A1)∆y1

)
,

C4

(
x(A1) + x′y1(A1)∆y1, y(A1) + y′y1(A1)∆y1

)
,

òî
C1C2

(
x′x1

(A1)∆x1, y
′
x1
(A1)∆x1

)
, C1C4

(
x′y1(A1)∆y1, y

′
y1(A1)∆y1

)
è, çíà÷èò,

C1C2 × C1C4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

x′x1
(A1)∆x1 y′x1

(A1)∆x1 0

x′y1(A1)∆y1 y′y1(A1)∆y1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ x′x1
(A1)∆x1 y′x1

(A1)∆x1

x′y1(A1)∆y1 y′y1(A1)∆y1

∣∣∣∣∣ k̄ = J(x1, y1)∆x1∆y1k̄.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü ∆SC1C2C3C4 ïàðàëëåëîãðàììà C1C2C3C4 ðàâíà

∆SC1C2C3C4 =
∣∣C1C2 × C1C4

∣∣ = |J(x1, y1)∆x1∆y1| = |J(x1, y1)|∆S1
è ïîòîìó äëÿ ïëîùàäè ∆S ÷åòûðåõóãîëüíèêà B1B2B3B4 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåí-
íîå ðàâåíñòâî:

∆S ≈ |J(x1, y1)|∆S1. (8)

Èç ôîðìóëû (8) ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ßêîáè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò äåôîð-

ìàöèè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà îáëàñòè D1 â äàííîé òî÷êå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ
(6). À èìåííî, åñëè |J(x1, y1)| < 1, òî îáëàñòü D1 âáëèçè òî÷êè A1(x1, y1) ñæèìàåòñÿ, à ïðè
|J(x1, y1)| > 1, íàîáîðîò, ðàñòÿãèâàåòñÿ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè D ôóíêöèþ f(x, y). Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåí-

íûõ (6), ìû ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ â îáëàñòè D1 ôóíêöèþ f1(x1, y1) = f(x(x1, y1), y(x1, y1))
ïåðåìåííûõ x1, y1. Ðàçîáüåì îáëàñòü D1 ïðÿìûìè

x1 = x10 < x1 = x11 < . . . < x1 = x1m, y1 = y10 < y1 = y11 < . . . < y1 = y1n
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ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì íà ìàëûå ÷àñòè ∆D1ij ñ ïëîùàäÿìè ∆S1ij , i = 0,m− 1,
j = 0, n− 1. Êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ ∆D1ij , ñîäåðæàùèõñÿ â îáëàñòè D1, îòîáðàæàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (6) â ÷åòûðåõóãîëüíèê ∆Dij â îáëàñòè D, ïëîùàäü ∆Sij êîòîðîãî
ñâÿçàíà ñ ïëîùàäüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ôîðìóëîé (8):

∆Sij ≈ |J(x1i, y1j)|∆S1ij . (9)

Îáîçíà÷èì xij = x(x1i, y1j), yij = y(x1i, y1j) è çàïèøåì, èñïîëüçóÿ (9), ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî∑
i

∑
j

f(xij , yij)∆Sij ≈
∑
i

∑
j

f1(x1i, y1j)|J(x1i, y1j)|∆S1ij , (10)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ äàííîãî ðàâåíñòâà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ïðÿìî-
óãîëüíèêè ∆D1ij , ñîäåðæàùèåñÿ â îáëàñòè D1. Åñëè äèàãîíàëè âñåõ òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
áåñêîíå÷íî ìàëû, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) ñêîëü óãîäíî ìàëî
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà, à, ñ äðóãîé, ëåâàÿ ÷àñòü áåñêîíå÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äâîéíîãî
èíòåãðàëà ∫∫

D

f(x, y)dxdy,

à ïðàâàÿ � îò èíòåãðàëà ∫∫
D1

f1(x1, y1)|J(x1, y1)|dx1dy1.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå (10), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó çàìåíû ïåðåìåííûõ
â äâîéíîì èíòåãðàëå:∫∫

D

f(x, y)dxdy =

∣∣∣∣∣ x = x(x1, y1),

y = y(x1, y1)

∣∣∣∣∣ =
∫∫
D1

f(x(x1, y1), y(x1, y1))|J(x1, y1)|dx1dy1, (11)

ãäå

J(x1, y1) =

∣∣∣∣∣ x′x1
(x1, y1) x′y1(x1, y1)

y′x1
(x1, y1) y′y1(x1, y1)

∣∣∣∣∣
� îïðåäåëèòåëü ßêîáè äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì çàìåíó ïåðåìåííûõ â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, à èìåííî, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Çäåñü
x = r cosφ, y = r sinφ,

0 ≤ r < +∞, −π ≤ φ < π.
(12)

Ïðåîáðàçîâàíèå (12), î÷åâèäíî, áèåêòèâíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D1 ïëîñêîñòè O1rφ, íå ñîäåð-
æàùóþ íà÷àëà êîîðäèíàò, â îáëàñòü D ïëîñêîñòè Oxy è äåêàðòîâû êîîðäèíàòû x, y êàê ôóíê-
öèè ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò r, φ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû. Íàéäåì îïðåäåëèòåëü ßêîáè
äàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó

x′r = cosφ, x′φ = −r sinφ; y′r = sinφ, y′φ = r cosφ,

òî

J(r, φ) =

∣∣∣∣∣ cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

∣∣∣∣∣ = r.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (11), ïîëó÷èì:∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∣∣∣∣∣∣∣
x = r cosφ,

y = r sinφ,

J(r, φ) = r

∣∣∣∣∣∣∣ =
∫∫
D1

f(r cosφ, r sinφ)rdrdφ.

Äâîéíîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà óäîáíî çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïîâòîðíûé
â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü ñåêòîðà

r1(φ) ≤ r ≤ r2(φ), φ ∈ [α, β],

ãäå r1(φ), r2(φ) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [α, β] ôóíêöèè.
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x

y

O

r=r1HjL

r=r2HjL

Α

D

Α

Β

x

y

Çäåñü ∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∣∣∣∣∣∣∣
x = r cosφ,

y = r sinφ,

J(r, φ) = r

∣∣∣∣∣∣∣ =
β∫

α

dφ

r2(φ)∫
r1(φ)

f(r cosφ, r sinφ)rdr. (13)

Ïðîèëëþñòðèðóåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ïðèìåðàìè.
Ïðèìåð 3. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû D íà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y = x2, 5y = x2, x = y3, 6x = y3.

Ðåøåíèå.

x

y

O

D

Èñêîìàÿ ïëîùàäü íàõîäèòñÿ, êàê èçâåñòíî, ïî ôîðìóëå

S =

∫∫
D

dxdy.

Âû÷èñëåíèå äàííîãî äâîéíîãî èíòåãðàëà ñîïðÿæåíî ñ íåìàëûìè òåõíè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè,
ïîýòîìó ïðîâåäåì â íåì çàìåíó ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

p =
x2

y
, q =

y3

x
. (14)

Ïðè ýòîé çàìåíå îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòü D ëèíèè îòîáðàæàþòñÿ â ïðÿìûå

p = 1, p = 5, q = 1, q = 6,

ñîîòâåòñòâåííî, â ïëîñêîñòè O1pq è, òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü D îòîáðàæàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèê

D1 = {(p, q) | 1 ≤ p ≤ 5, 1 ≤ q ≤ 6} .

1 5
p

1

6

q

O1

D1

Èç óðàâíåíèé (14) ìû îäíîçíà÷íî íàõîäèì

x = p
3
5 q

1
5 , y = p

1
5 q

2
5 .
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Î÷åâèäíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áèåêòèâíî è ôóíêöèè x è y ïåðåìåííûõ p, q íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìû â ëþáîé îáëàñòè, íå ñîäåðæàùåé íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó

x′p =
3

5
p−

2
5 q

1
5 , x′q =

1

5
p

3
5 q−

4
5 , y′p =

1

5
p−

4
5 q

2
5 , y′q =

2

5
p

1
5 q−

3
5 ,

òî

J(p, q) =

∣∣∣∣∣∣∣
3

5
p−

2
5 q

1
5

1

5
p

3
5 q−

4
5

1

5
p−

4
5 q

2
5

2

5
p

1
5 q−

3
5

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

5
p−

1
5 q−

2
5 .

Îñòàëîñü ïðîèíòåãðèðîâàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (11):

S =

∫∫
D1

J(p, q)dpdq =

∫∫
D1

1

5
p−

1
5 q−

2
5dpdq =

1

5

5∫
1

p−
1
5dp

6∫
1

q−
2
5dq =

=
1

5
· 5
4
p

4
5

∣∣∣∣5
1

· 5
3
q

3
5

∣∣∣∣6
1

=
5

12

(
5
√
625− 1

)(
5
√
216− 1

)
.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫
D

(
x2 − y2

)
dxdy

ïî îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé, çàäàííîé óðàâíåíèåì(
x2 + y2

)2
= x2 − y2 (ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè).

Ðåøåíèå. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ x2 + y2 = r2, x2 − y2 = r2 cos 2φ, ïîýòîìó óðàâíåíèå
ëåìíèñêàòû èìååò âèä

r2 = cos 2φ⇐⇒ r =
√

cos 2φ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ cos 2φ ÷åòíà, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì π è

cos 2φ ≥ 0 ïðè − π

4
+ πn ≤ φ ≤ π

4
+ πn, n ∈ Z,

òî ëåìíèñêàòà çàêëþ÷åíà ìåæäó ïðÿìûìè y = ±x è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x

y

D

O

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíà ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ è îáëàñòü D ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé, ïîýòîìó

I = 4

∫∫
D1

(
x2 − y2

)
dxdy,
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ãäå D1 � ÷àñòü îáëàñòè D, ñîäåðæàùàÿñÿ â ïåðâîé êîîðäèíàòíîé ÷åòâåðòè. Âîñïîëüçóåìñÿ
ôîðìóëîé (13), çàìåòèâ, ÷òî îáëàñòü D1 îãðàíè÷åíà ëó÷àìè φ = 0, φ = π

4 è ëåìíèñêàòîé:

I = 4

π
4∫

0

dφ

√
cos 2φ∫
0

(
r2 cos2 φ− r2 sin2 φ

)
rdr = 4

π
4∫

0

cos 2φdφ

√
cos 2φ∫
0

r3dr =

=

π
4∫

0

cos 2φ · r4
∣∣∣∣
√
cos 2φ

0

dφ =

π
4∫

0

cos2 2φ · cos 2φ dφ =
1

2

π
4∫

0

(
1− sin2 2φ

)
d sin 2φ =

=
1

2

(
sin 2φ− 1

3
sin3 2φ

) ∣∣∣∣π4
0

=
1

2

(
1− 1

3

)
=

1

3
.

Óñòàíîâèì òåïåðü çàâèñèìîñòü ìåæäó êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âåêòîðíîé ôóíêöèè ïî
çàìêíóòîìó êîíòóðó íà ïëîñêîñòè è äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòèì
êîíòóðîì.
Ââåäåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè è ïðîñòîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè.
Îáëàñòü (îòêðûòàÿ èëè çàìêíóòàÿ) íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè ëþáîé íåïðåðûâíûé çà-

ìêíóòûé êîíòóð, ñîäåðæàùèéñÿ â ýòîé îáëàñòè, ìû íå âûõîäÿ èç íåå íåïðåðûâíîé äåôîðìà-
öèåé ìîæåì ñòÿíóòü â òî÷êó îáëàñòè. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü
íå ñîäåðæèò

”
äûð“.

Íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè â åå ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåä-
ñòàâëåíèè

r̄ = r̄(t), t ∈ [α, β]

ðàâåíñòâî r̄(t1) = r̄(t2) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü ïðè α = β. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòàÿ êðèâàÿ
íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé è ïåòåëü.
Ïóñòü çàìêíóòàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè îãðàíè÷åíà ïðîñòîé,

êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèåé L.

x

y

D

L

O

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ

f̄(x, y) = fx(x, y)̄ı+ fy(x, y)ȷ̄

íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ∂yfx(x, y), ∂xfy(x, y) â îáëàñòèD. Òîãäà
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãðèíà:∮

L

fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy =

∫∫
D

(∂xfy(x, y)− ∂yfx(x, y))dxdy,

ãäå â êðèâîëèíåéíîì èíòåãðàëå êîíòóð L ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí, ò. å. ïðè îáõîäå ïî
íåì îáëàñòü D îñòàåòñÿ ñëåâà.
Äëÿ óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü îáëàñòü D ïðîñòîé âäîëü îáåèõ êîîðäèíàò-

íûõ îñåé. Ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé âäîëü îñè Oy, òî

D = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)},
ãäå y1(x), y2(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè.
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a b
x

y

D

y=y1HxL

y=y2HxL

O

Âû÷èñëèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∮
L

fx(x, y)dx,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëèíèÿ L ñîñòîèò çäåñü èç ãðàôèêîâ ôóíêöèé y1(x) è y2(x) è, âîçìîæíî, îòðåçêîâ
ïðÿìûõ x = a è x = b.∮

L

fx(x, y)dx =

b∫
a

fx(x, y1(x))dx+

a∫
b

fx(x, y2(x))dx = −
b∫

a

(fx(x, y2(x))− fx(x, y1(x)))dx =

= −
b∫

a

fx(x, y)

∣∣∣∣y2(x)
y1(x)

dx = −
b∫

a

 y2(x)∫
y1(x)

∂yfx(x, y)dy

dx = −
∫∫
D

∂yfx(x, y)dxdy.

Àíàëîãè÷íî, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðîñòîé è âäîëü îñè Ox, ìû óáåæ-
äàåìñÿ â òîì, ÷òî ∮

L

fy(x, y)dy =

∫∫
D

∂xfy(x, y)dxdy.

Ñëåäîâàòåëüíî,∮
L

fx(x, y)dx+ fy(x, y)dy = −
∫∫
D

∂yfx(x, y)dxdy +

∫∫
D

∂xfy(x, y)dxdy =

=

∫∫
D

(∂xfy(x, y)− ∂yfx(x, y))dxdy.

Çàìå÷àíèå 2. Ôîðìóëà Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå àíàëîãîì ôîðìóëû Íüþ-

òîíà-Ëåéáíèöà, òàê êàê îíà ñâîäèò âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
ïî çàìêíóòîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ê âû÷èñëåíèþ

”
ïåðâîîáðàçíîé“ ýòîé ôóíêöèè íà ãðàíèöå

îáëàñòè.
Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Ãðèíà îáñóäèì âîçìîæíîñòü

âû÷èñëåíèÿ ñ åå ïîìîùüþ ïëîùàäè îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü êîîð-
äèíàòû âåêòîðíîé ôóíêöèè òàê, ÷òîáû

∂xfy(x, y)− ∂yfx(x, y) = 1

âñþäó â îáëàñòè D. Ïîëîæèì, íàïðèìåð,

fx(x, y) = −1

2
y, fy(x, y) =

1

2
x.

Òîãäà, ∫∫
D

(∂xfy(x, y)− ∂yfx(x, y))dxdy =

∫∫
D

dxdy = S,
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ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè D, è, çíà÷èò, ïî ôîðìóëå Ãðèíà

S =
1

2

∮
L

xdy − ydx.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë∮
L

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy

ïî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó, ñîñòîÿùåìó èç îòðåçêà ïðÿìîé

L1 : y = −1 è ïàðàáîëû L2 : y = 3− x2, íåïîñðåäñòâåííî è ïî ôîðìóëå Ãðèíà.
Ðåøåíèå. Ïðÿìàÿ è ïàðàáîëà ïåðåñåêàþòñÿ ïðè x = ±2.

-2 -1 1 2
x

-1

1

2

3

y

O

D

L1

L2

-2 -1 1 2
x

-1

1

2

3

y

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë íåïîñðåäñòâåííî, êàê ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ:∮
L

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy =

∫
L1

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy +

∫
L2

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy.

Ïîñêîëüêó∫
L1

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy =

2∫
−2

(1− ln 1)dx+ 2x(−1)d(−1) = x

∣∣∣∣2
−2

+ 0 = 4,

∫
L2

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy =

−2∫
2

((
3− x2

)2 − ln
(
5− x2

))
dx+ 2x

(
3− x2

)
d
(
3− x2

)
=

=

−2∫
2

(
9− 6x2 + x4 − 4x2

(
3− x2

))
dx+

2∫
−2

ln
(
5− x2

)
dx =

−2∫
2

(
9− 18x2 + 5x4

)
dx+

+ x ln
(
5− x2

) ∣∣∣∣2
−2

−
2∫

−2

xd ln
(
5− x2

)
=
(
9x− 6x3 + x5

) ∣∣∣∣−2

2

− 2

2∫
−2

−x2

5− x2
dx =

= −4− 2

2∫
−2

(
5− x2

)
− 5

5− x2
dx = −4− 2

2∫
−2

(
1− 5

5− x2

)
dx =

= −4− 2

(
x− 5

2
√
5
ln

∣∣∣∣∣
√
5 + x√
5− x

∣∣∣∣∣
) ∣∣∣∣∣

2

−2

= −4 + 4
(√

5 ln
(√

5 + 2
)
− 2
)
,

òî ∮
L

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy = 4− 4 + 4

(√
5 ln

(√
5 + 2

)
− 2
)
= 4

(√
5 ln

(√
5 + 2

)
− 2
)
.

Âû÷èñëèì òåïåðü äàííûé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå Ãðèíà. Çäåñü

∂xfy(x, y) = 2y, ∂yfx(x, y) = 2y − 1

y + 2
=⇒ ∂xfy(x, y)− ∂yfx(x, y) =

1

y + 2
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è, ñëåäîâàòåëüíî,∮
L

(
y2 − ln(y + 2)

)
dx+ 2xydy =

∫∫
D

dxdy

y + 2
=

2∫
−2

dx

3−x2∫
−1

dy

y + 2
=

=

2∫
−2

ln(y + 2)

∣∣∣∣3−x2

−1

dx =

2∫
−2

ln
(
5− x2

)
dx = 4

(√
5 ln

(√
5 + 2

)
− 2
)
.

(ýòîò ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìû íàøëè âûøå ïðè âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî ëè-
íèè L2).
Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ââåäåì ïîíÿòèå íåñîáñòâåííîãî äâîéíîãî èíòåãðàëà.
Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå çàìêíóòîé íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè D. Ïóñòü DR � çàìêíóòàÿ îãðà-

íè÷åííàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â îáëàñòè D è R � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî íàèáî-
ëåå óäàëåííîé òî÷êè èç DR. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñîâîêóïíîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà
îáëàñòåé DR, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ D. Î÷åâèäíî, äëÿ òàêîé ñîâîêóïíî-
ñòè R→ +∞.
Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y). Èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîé

îáëàñòè DR ñóùåñòâóåò.
Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
R→+∞

∫∫
DR

f(x, y)dxdy, (15)

íå çàâèñÿùèé îò óêàçàííîé âûøå ñîâîêóïíîñòè, òî îí íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì äâîéíûì

èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè D. Îáîçíà÷àåòñÿ, åñòåñòâåííî, ýòîò íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë ÷åðåç ∫∫

D

f(x, y)dxdy.

Åñëè ïðåäåë (15) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ,
èíà÷å, ò. å. åñëè äàííûé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, � ðàñõîäÿùèìñÿ.
Ïðèìåð 6. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∫∫

D

e−x2−y2dxdy

ïî âñåé ïëîñêîñòè

D = {(x, y) | −∞ ≤ x ≤ +∞,−∞ ≤ y ≤ +∞}
ñõîäèòñÿ è âû÷èñëèòü åãî.

Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè âëîæåííûõ îáëàñòåé DR, ïîêðûâàþùèõ
ïëîñêîñòü, ïðåäåë (15) ñóùåñòâóåò è íå çàâèñèò îò âûáîðà ñîâîêóïíîñòè. Ïîñêîëüêó ïîäûíòåã-
ðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà è îáëàñòü DR ñîäåðæèòñÿ â êðóãå

KR =
{
(x, y) |x2 + y2 ≤ R2

}
,

òî ∫∫
DR

e−x2−y2dxdy ≤ I(R) =

∫∫
KR

e−x2−y2dxdy.

Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

I(R) =

∣∣∣∣∣∣∣
x = r cosφ,

y = r sinφ,

J(r, φ) = r

∣∣∣∣∣∣∣ =
2π∫
0

dφ

R∫
0

e−r2rdr =

= φ

∣∣∣∣2π
0

·
(
−1

2

) R∫
0

e−r2d
(
−r2

)
= 2π

(
−1

2

)
e−r2

∣∣∣∣R
0

= π
(
1− e−R2

)
.
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Îòñþäà,

lim
R→+∞

I(R) = lim
R→+∞

π
(
1− e−R2

)
= π

è, çíà÷èò, ∫∫
DR

e−x2−y2dxdy < π. (16)

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ I(R) ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëó âîçðàñòàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî Rε òàêîå, ÷òî ïðè R ≥ Rε âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

π − ε < I(R) < π.

Ñîâîêóïíîñòü DR ïîêðûâàåò ïëîñêîñòü, ïîýòîìó ïðè ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì R îáëàñòü
DR ñîäåðæèò êðóã KRε è, ñòàëî áûòü,∫∫

DR

e−x2−y2dxdy ≥ I(Rε) > π − ε,

îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî (16), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

π − ε <

∫∫
DR

e−x2−y2dxdy < π.

Ïîñëåäíåå, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè ε è îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè âëîæåííûõ îáëàñ-
òåé DR

lim
R→+∞

∫∫
DR

e−x2−y2dxdy = π

è, òàêèì îáðàçîì, ∫∫
D

e−x2−y2dxdy = π. (17)

Âû÷èñëèì, ïîëüçóÿñü (17), èçâåñòíûé â ïðèëîæåíèÿõ èíòåãðàë Ïóàññîíà
+∞∫

−∞

e−x2
dx. (18)

Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî e−x2
< e−x ïðè x > 1 è, ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫
1

e−xdx = − e−x

∣∣∣∣+∞

1

= − lim
x→+∞

e−x + e−1 = 0 + e−1 = e−1

ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ãëàâà VII, �4, ïóíêò 1) ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
+∞∫
1

e−x2
dx.

Ââèäó ÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ òàêæå è èíòåãðàë
−1∫

−∞

e−x2
dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (18) ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Íàéäåì åãî, èñïîëüçîâàâ ðàâåíñòâî (17) è
âû÷èñëèâ äâîéíîé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ñîâîêóïíîñòè
âëîæåííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Πab = {(x, y) | − a ≤ x ≤ a,−b ≤ y ≤ b} :
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∫∫
D

e−x2−y2dxdy = lim
a→+∞
b→+∞

∫∫
Πab

e−x2−y2dxdy = lim
a→+∞
b→+∞

a∫
−a

e−x2
dx

b∫
−b

e−y2dy =

= lim
a→+∞

a∫
−a

e−x2
dx lim

b→+∞

b∫
−b

e−y2dy =

 +∞∫
−∞

e−x2
dx

2

.

Îòñþäà,  +∞∫
−∞

e−x2
dx

2

= π

è, òàêèì îáðàçîì,
+∞∫

−∞

e−x2
dx =

√
π. (19)

Â êóðñå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (IV ñåìåñòð) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë
+∞∫

−∞

e−
x2

2 dx,

çíà÷åíèå êîòîðîãî ìû ïîëó÷èì èç (19) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè x =
z√
2
. Äåéñòâèòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå dx =
dz√
2
è, çíà÷èò,

+∞∫
−∞

e−x2
dx =

1√
2

+∞∫
−∞

e−
z2

2 dz =
√
π.

Ñëåäîâàòåëüíî,
+∞∫

−∞

e−
x2

2 dx =
√
2π.

�3. Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, èõ ñâîéñòâà è âû÷èñëåíèå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëèì èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì, êàê è
äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ñêàëÿðíûõ è

âåêòîðíûõ ôóíêöèé.

1. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ïåðâîãî ðîäà)

Ââåäåì ñíà÷àëà íåîáõîäèìîå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòèå êâàäðèðóåìîé ïîâåðõ-

íîñòè. Ýòî ïîíÿòèå â îòëè÷èå îò îáëàñòè íà ïëîñêîñòè íå òàê èíòóèòèâíî ÿñíî è ïîýòîìó
íóæäàåòñÿ â áîëåå òî÷íîì îïðåäåëåíèè.
Âñþäó â ýòîì ïóíêòå ìû äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàäêóþ, îãðà-

íè÷åííóþ ïîâåðõíîñòü Q, èìåþùóþ îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ íà îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñ-
êîñòåé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Q îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ â çàìêíóòóþ,
êâàäðèðóåìóþ îáëàñòü Qxy íà ïëîñêîñòè Oxy.
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x

y

z

Qxy

Q

x

Óðàâíåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè èìååò âèä

z = z(x, y), (1)

ãäå z(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè Qxy ôóíêöèÿ. Åñëè Lxy � ãðàíèöà îáëà-
ñòè Qxy, òî ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

L = {(x, y, z(x, y)) | (x, y) ∈ Lxy}
íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé èëè êðàåì ïîâåðõíîñòè Q.
Ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü íà ìàëûå ÷àñòè ∆Qk, k = 1, n. Èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy ðàçáè-

âàþò îáëàñòü Qxy íà ìàëûå ÷àñòè ∆Qxyk, k = 1, n ñ ïëîùàäÿìè ∆Sxyk. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî
âíóòðè êàæäîé èç ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïî òî÷êåMk ∈ ∆Qk, k = 1, n è îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ∆Q̃k ÷àñòü êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê äàííîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå Mk, ïðîåêöèåé êîòîðîé
íà ïëîñêîñòü Oxy ñëóæèò ∆Qxyk. Ïóñòü ∆S̃k � ïëîùàäü ÷àñòè ∆Q̃k, k = 1, n. Òàêèì îáðàçîì,
ïîâåðõíîñòü Q îêàçûâàåòñÿ ïîêðûòîé

”
÷åøóéêàìè“ ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòè ñ ïëîùàäüþ

n∑
k=1

∆S̃k, êîòîðóþ ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü, êàê ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè äàííîé ïî-

âåðõíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïëîùàäè îïèñàííîé âûøå ìíîãîãðàí-

íîé ïîâåðõíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Q ñòðå-

ìÿòñÿ ê íóëþ, íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê âíóòðè ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ,

òî îí è ñ÷èòàåòñÿ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè Q. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êâàä-

ðèðóåìîé.

Ïðåäïîëàãàÿ òåïåðü äàííóþ ïîâåðõíîñòü êâàäðèðóåìîé, óñòàíîâèì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïëî-
ùàäüþ ∆Sk ïðîèçâîëüíîé ÷àñòè ∆Qk, k = 1, n ðàçáèåíèÿ è ïëîùàäüþ ∆Sxyk ïðîåêöèè ýòîé
÷àñòè íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ïëîñ-
êîñòüþ ê ïîâåðõíîñòè â òî÷êå Mk(xk, yk, zk) ∈ ∆Qk è ïëîñêîñòüþ Oxy ðàâåí, î÷åâèäíî, óãëó
γ(Mk) ìåæäó âåêòîðîì íîðìàëè ýòîé ïëîñêîñòè è îñüþ Oz. Â ãëàâå VIII, �4 ìû óñòàíîâèëè,
÷òî íîðìàëüíûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû

n̄(xk, yk) = −z′x(xk, yk )̄ı− z′y(xk, yk)ȷ̄+ k̄.

Ïëîùàäü ∆S̃k ÷àñòè ∆Q̃k êàñàòåëüíîé ê äàííîé ïîâåðõíîñòè â òî÷êåMk ïëîñêîñòè è ïëîùàäü
∆Sxyk åå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü Oxy ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

∆S̃k =
∆Sxyk

cos γ(Mk)
è, ïîñêîëüêó

cos γ(Mk) =
1

|n̄(xk, yk)|
,

òî
∆S̃k = |n̄(xk, yk)|∆Sxyk.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ââèäó ìàëîñòè ÷àñòè ∆Qk, åå ïëîùàäü ∆Sk ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ∆S̃k,
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

∆Sk ≈ |n̄(xk, yk)|∆Sxyk. (2)

Òåïåðü ìû äîñòàòî÷íî ïîäãîòîâëåíû ê òîìó, ÷òîáû ââåñòè îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî

èíòåãðàëà ôóíêöèè f(M), çàäàííîé â òî÷êàõ äàííîé êâàäðèðóåìîé ïîâåðõíîñòè Q è âû-
÷èñëèòü åãî. Ïóñòü, êàê è âûøå, ∆Qk, k = 1, n � ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè íà ìàëûå ÷àñòè ñ
äèàìåòðàìè ∆dk è ïëîùàäÿìè ∆Sk. Âûáðàâ ïðîèçâîëüíî âíóòðè êàæäîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå
Mk ∈ ∆Qk, k = 1, n, ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

In =
n∑

k=1

f(Mk)∆Sk.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì In ïðè óñëîâèè,

÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ∆Qk, k = 1, n ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Q ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íå

çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê âíóòðè ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ, òî îí íàçûâàåòñÿ

ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ñêàëÿðíîé ôóíêöèè f(M) ïî ïîâåðõíîñòè Q èëè ïîâåðõíîñòíûì

èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç∫∫
Q

f(M)dS (3)

èëè â êîîðäèíàòàõ ∫∫
Q

f(x, y, z)dS.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ∫∫
Q

f(M)dS = lim
∆d→0

n∑
k=1

f(Mk)∆Sk, ∆d = max
k=1,n

∆dk.

Åñëè ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë (3) ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f(M) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî ïîâåðõíîñòè Q.
Åñëè â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè èçâåñòíà ïëîòíîñòü ρ(M),M ∈ Q è ôóíêöèÿ ρ(M) èíòåã-

ðèðóåìà ïî äàííîé ïîâåðõíîñòè, òî åå ìàññà âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïî
ôîðìóëå

m =

∫∫
Q

ρ(M)dS,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ ìàòåðèàëüíîé ëèíèè (�1, ïóíêò 1).
×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâ, òî îíè òàêæå ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè ïîâòîðÿþò ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà (�1, ïóíêò 1). Â ÷àñòíîñòè, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Q
ðàâíà

S =

∫∫
Q

dS. (4)

Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà, ïðåäïîëàãàÿ ïîäûíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ íåïðåðûâíîé íà ïîâåðõíîñòè. Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåïèøåì ïðèâåäåííóþ âûøå èíòåã-
ðàëüíóþ ñóììó, èñïîëüçîâàâ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè (1) è ôîðìóëó (2):

n∑
k=1

f(Mk)∆Sk ≈
n∑

k=1

f(xk, yk, z(xk, yk))|n̄(xk, yk)|∆Sxyk,

ïðè÷åì äàííîå ðàâåíñòâî áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåëü÷å áóäåò ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè íà ÷à-
ñòè. Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà
ôóíêöèè

f(x, y, z(x, y))|n̄(x, y)|
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ïî îáëàñòè Qxy, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîåêöèåé ïîâåðõíîñòè Q íà ïëîñêîñòü Oxy. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè óñëîâèè, ÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ∆Qk, k = 1, n ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè Q ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó1∫∫

Q

f(x, y, z)dS =

∫∫
Qxy

f(x, y, z(x, y))|n̄(x, y)|dxdy (5)

èëè, ïîñêîëüêó |n̄(x, y)| =
√

1 + (z′x(x, y))
2 +

(
z′y(x, y)

)2
, ôîðìóëó∫∫

Q

f(x, y, z)dS =

∫∫
Qxy

f(x, y, z(x, y))

√
1 + (z′x(x, y))

2 +
(
z′y(x, y)

)2
dxdy, (6)

ñâîäÿùóþ ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ê äâîéíîìó.

Èç (6), ó÷èòûâàÿ (4), ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè Q ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîð-
ìóëå

S =

∫∫
Qxy

√
1 + (z′x(x, y))

2 +
(
z′y(x, y)

)2
dxdy. (7)

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðõíîñòü Q îáëàäàåò áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, íî ìû ìîæåì ðàç-
áèòü åå íà ÷àñòè Q1, Q2, . . . , Qn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ íà îäíó èç
êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, òî∫∫

Q

f(x, y, z)dS =

∫∫
Q1

f(x, y, z)dS +

∫∫
Q2

f(x, y, z)dS + . . .+

∫∫
Qn

f(x, y, z)dS.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ìàññó ÷àñòè Q ïîâåðõíîñòè äâóõïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ñ óðàâíå-

íèåì

x2 + y2 − z2 = −1,

êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â ïåðâîì îêòàíòå è âûðåçàåòñÿ èç äàííîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòüþ

x+ y = 2. Ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå ãèïåðáîëîèäà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

ρ(x, y, z) =
|xyz|√

x2 + y2 + z2
.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, îäíîçíà÷íîé ïðîåêöèåé ïîâåðõíîñòè Q íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy
ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê Qxy, îãðàíè÷åííûé îñÿìè êîîðäèíàò è ïðÿìîé y = 2− x.

012

x

0
1

2y

0

1

2

z

Qxy

Q

0

1

2

Èç óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëîèäà
z =

√
1 + x2 + y2.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (6). Ïîñêîëüêó

z′x =
x√

1 + x2 + y2
, z′y =

y√
1 + x2 + y2

,
√

1 + (z′x)
2 + (z′y)

2 =

√
1 + 2x2 + 2y2

1 + x2 + y2
,

1Ýòà ôîðìóëà ñëóæèò îáîñíîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà äëÿ íåïðåðûâíîé íà ïîâåðõ-
íîñòè ôóíêöèè.
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òî

m =

∫∫
Q

xyz√
x2 + y2 + z2

dS =

∫∫
Qxy

xy
√

1 + x2 + y2√
1 + 2x2 + 2y2

√
1 + 2x2 + 2y2

1 + x2 + y2
dxdy =

=

∫∫
Qxy

xy dxdy =

2∫
0

xdx

2−x∫
0

ydy =

2∫
0

x
y2

2

∣∣∣∣2−x

0

dx =
1

2

2∫
0

x(2− x)2dx =

=
1

2

2∫
0

(
4x− 4x2 + x3

)
dx =

1

2

(
2x2 − 4

3
x3 +

x4

4

) ∣∣∣∣2
0

=
2

3
.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè Q ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

x = y2 − z2,

âûðåçàåìîé èç íåãî öèëèíäðîì

y2 + z2 = 9.

Ðåøåíèå. Ïîâåðõíîñòü Q îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ â êðóã Qyz : y2 + z2 ≤ 9 íà ïëîñêîñòè
Oyz.

-9
0

9

x

-3 0 3
y

-3

0

3

z

Q

-3

0 -3 3 y

-3

3
z

O

Qyz

-3 3 y

-3

3
z

Çäåñü

x′y = 2y, x′z = −2z,
√

1 + (x′y)
2 + (x′z)

2 =
√

1 + 4y2 + 4z2,

ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7) è ïåðåõîäÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì,
ïîëó÷èì:

S =

∫∫
Qyz

√
1 +

(
x′y
)2

+ (x′z)
2 dydz =

∫∫
Qyz

√
1 + 4y2 + 4z2 dydz =

∣∣∣∣∣∣∣
y = r cosφ,

z = r sinφ,

J(r, φ) = r

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

2π∫
0

dφ

3∫
0

√
1 + 4r2 rdr = φ

∣∣∣∣2π
0

· 1
8

3∫
0

√
1 + 4r2 d

(
1 + 4r2

)
=

=
π

4
· 2
3

(
1 + 4r2

) 3
2

∣∣∣∣3
0

=
π

6

(
37
√
37− 1

)
.

2. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè (âòîðîãî ðîäà)

Ïóñòü Q � ãëàäêàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì. Ìû ìîæåì âûáðàòü íà íåé îäíó
èç äâóõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùåãîñÿ åäèíè÷íîãî íîðìàëü-
íîãî âåêòîðà. ×àñòî âìåñòî âûáîðà îðèåíòàöèè ìû áóäåì ãîâîðèòü î âûáîðå êàêîé-íèáóäü
îïðåäåëåííîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð, íèæíåé èëè âåðõíåé, âíóòðåííåé èëè âíåø-
íåé â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòè.
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Ðàññìîòðèì çàäàííóþ íà ïîâåðõíîñòè Q âåêòîðíóþ ôóíêöèþ

f̄(M) = fx(M )̄ı+ fy(M)ȷ̄+ fz(M)k̄, M ∈ Q.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íà äàííîé ïîâåðõíîñòè îïðåäåëåííóþ îðèåíòàöèþ è ïóñòü n̄(M),M ∈
Q � ñîîòâåòñòâóþùèé íîðìàëüíûé âåêòîð.

x

y

z
n��HM L

f
���

HM L

MQ

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë∫∫
Q

Prn̄(M) f̄(M)dS

ïðîåêöèè âåêòîðíîé ôóíêöèè f̄(M) íà íîðìàëüíûé âåêòîð n̄(M) ïî ïîâåðõíîñòè Q ñ âûáðàí-

íîé îðèåíòàöèåé, òî îí íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì äàííîé âåêòîðíîé ôóíêöèè

ïî äàííîé ïîâåðõíîñòè èëè ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà.

Ïîñêîëüêó
Prn̄(M) f̄(M) = f̄(M) · n̄1(M),

ãäå n̄1(M) =
n̄(M)

|n̄(M)|
� åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê äàííîé ïîâåðõíîñòè, òî∫∫

Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

∫∫
Q

f̄(M) · n̄1(M)dS (1)

èëè ÷åðåç íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëüíîãî âåêòîðà∫∫
Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

∫∫
Q

(fx(M) cosα+ fy(M) cosβ + fz(M) cos γ) dS.

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè f̄(M) ïî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Q, ò. å.
ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∫∫

⃝
Q

Prn̄(M) f̄(M)dS.

Ðàññìîòðèì îäíó ôèçè÷åñêóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíê-
öèè âîçíèêàåò âïîëíå åñòåñòâåííî. Íàéäåì êîëè÷åñòâî èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (ïî-
òîê æèäêîñòè), ïðîõîäÿùåé â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïîâåðõíîñòüQ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè,
åñëè èçâåñòåí íåïðåðûâíûé âåêòîð ñêîðîñòè v̄(M) â ëþáîé òî÷êå M äàííîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ
ýòîãî ðàçîáüåì ïîâåðõíîñòü íà ìàëûå ÷àñòè ∆Qk, k = 1, n ñ ïëîùàäÿìè ∆Sk è âîçüìåì âíóòðè
êàæäîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå Mk ∈ ∆Qk, k = 1, n. Êîëè÷åñòâî æèäêîñòè ∆Πk, ïðîòåêàþùåé â
åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ìàëóþ ÷àñòü ∆Qk, k = 1, n ïîâåðõíîñòè Q ïðèáëèæåííî ðàâíî îáúåìó
ïðÿìîãî öèëèíäðà ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ ∆Sk è âûñîòîé, ðàâíîé ïðîåêöèè âåêòîðà ñêîðîñòè
â òî÷êå Mk íà âåêòîð íîðìàëè â ýòîé òî÷êå, ò. å.

∆Πk ≈ Prn̄(Mk) v̄(Mk)∆Sk.

Çíà÷èò, ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç âñþ ïîâåðõíîñòü ïðèáëèæåííî ðàâåí

Π =
n∑

k=1

∆Πk ≈
n∑

k=1

Prn̄(Mk) v̄(Mk)∆Sk,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäåëå ïðè óñëîâèè áåñêîíå÷íî ìàëîãî äðîáëåíèÿ ïîâåðõíîñòè íà ÷àñòè

Π =

∫∫
Q

Prn̄(M) v̄(M)dS.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê æèäêîñòè ÷åðåç ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ðàâåí

ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó âåêòîðà ñêîðîñòè ýòîé æèäêîñòè ïî äàííîé ïîâåðõíîñòè.

Ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì
ñâîéñòâàì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè, ïåðå÷èñëåííûì â �1, ïóíêò 2. Â
÷àñòíîñòè, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé,

åñëè ìåíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ íà îäíó èç êîîð-
äèíàòíûõ ïëîñêîñòåé. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Qxy � åå îäíîçíà÷íàÿ ïðîåêöèÿ íà êîîð-
äèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy. Òîãäà óðàâíåíèå äàííîé ïîâåðõíîñòè ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

z = z(x, y), (x, y) ∈ Qxy,

ãäå ôóíêöèÿ z(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè Qxy. Ñ÷èòàÿ ôóíêöèþ
f̄(x, y, z) íåïðåðûâíîé íà ïîâåðõíîñòè Q, íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
âåêòîðíîé ôóíêöèè ÷åðåç äâîéíîé. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îðèåí-
òàöèè íîðìàëüíûé âåêòîð n̄(x, y) ê ïîâåðõíîñòè èìååò êîîðäèíàòû

n̄(x, y) = ±
(
−z′x(x, y)̄ı− z′y(x, y)ȷ̄+ k̄

)
, (x, y) ∈ Qxy,

ãäå çíàê
”
+“ âûáèðàåòñÿ äëÿ âåðõíåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè, à çíàê

”
�“ � äëÿ íèæíåé. Ïðè-

ìåíÿÿ ê èíòåãðàëó (1) ôîðìóëó (5) ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïîëó÷èì:∫∫
Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

∫∫
Qxy

(
f̄(x, y, z(x, y)) · n̄(x, y)

|n̄(x, y)|

)
|n̄(x, y)|dxdy =

=

∫∫
Qxy

f̄(x, y, z(x, y)) · n̄(x, y)dxdy.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè ïî ïîâåðõíîñòè Q, èìåþùåé
îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ Qxy íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫∫

Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

∫∫
Qxy

f̄(x, y, z(x, y)) · n̄(x, y)dxdy. (2)

Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè â ïðîåêöèÿõ íà êîîð-
äèíàòíûå ïëîñêîñòè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Q èìååò îäíîçíà÷íûå ïðîåêöèè
íà êàæäóþ èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé. Ïîñêîëüêó∫∫
Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

∫∫
Q

fx(M) Prn̄(M) ı̄ dS +

∫∫
Q

fy(M) Prn̄(M) ȷ̄ dS +

∫∫
Q

fz(M) Prn̄(M) k̄ dS,

òî, ïðèìåíèâ ê êàæäîìó èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëó (2) â ïðîåêöèÿõ íà êîîðäèíàò-
íûå ïëîñêîñòè Oyz,Oxz,Oxy, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì:∫∫

Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

= ±
∫∫
Qyz

fx(x(y, z), y, z)dydz ±
∫∫
Qxz

fy(x, y(x, z), z)dxdz ±
∫∫
Qxy

fz(x, y, z(x, y))dxdy.
(3)

Êàæäûé èç äâîéíûõ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3) áåðåòñÿ ñî çíàêîì
”
+“, åñëè

âåêòîð íîðìàëè ê âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
êîîðäèíàòíîé îñüþ, è çíàêîì

”
�“, åñëè ýòîò óãîë � òóïîé.
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Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé ôîðìóëû, äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
âåêòîðíîé ôóíêöèè (1) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå∫∫

Q

fx(x, y, z)dydz + fy(x, y, z)dxdz + fz(x, y, z)dxdy.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîâåðõíîñòü Q íå èìååò îäíîçíà÷íîé ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñ-
êîñòè, íî ìû ìîæåì ðàçáèòü åå íà ÷àñòè Q1, Q2, . . . , Qn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ óæå îäíîçíà÷íî
ïðîåêòèðóåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà îäíó èç êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, òî, âû÷èñëèâ ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè ïî êàæäîé èç ÷àñòåé ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (2) èëè (3),
ìû ïîëó÷èì∫∫

Q

Prn̄(M) f̄(M)dS =

∫∫
Q1

Prn̄(M) f̄(M)dS +

∫∫
Q2

Prn̄(M) f̄(M)dS + . . .+

∫∫
Qn

Prn̄(M) f̄(M)dS.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âåêòîðíîé ôóíêöèè

f̄(x, y, z) = xı̄+ yȷ̄+ z2k̄

ïî âíåøíåé ñòîðîíå ïîëóñôåðû z = −
√

4− x2 − y2.
Ðåøåíèå.

-2 -1 0 1 2x

-2
-1

0 1 2y

-2
-1.5
-1

-0.5
0

z

n��

Q

-2 -1 0 1 2

-2
-1

0 1 2

Ïðîåêöèåé ýòîé ïîâåðõíîñòè íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, êðóã ðàäè-
óñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

-2 2 x

-2

2
y

O

Qxy

-2 2 x

-2

2
y

Ïîñêîëüêó çäåñü

z′x = −
(√

4− x2 − y2
)′

= − 1

2
√

4− x2 − y2
· (4− x2 − y2)′x =

x√
4− x2 − y2

,

z′y =
y√

4− x2 − y2
,

òî íîðìàëüíûé âåêòîð â ëþáîé òî÷êå âíåøíåé ñòîðîíû äàííîé ïîâåðõíîñòè èìååò êîîðäèíàòû

n̄(x, y) =
x√

4− x2 − y2
ı̄+

y√
4− x2 − y2

ȷ̄− k̄.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2), ó÷èòûâàÿ, ÷òî çäåñü

f̄(x, y, z(x, y)) · n̄(x, y) = x2 + y2√
4− x2 − y2

− (4− x2 − y2).
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Òîãäà

I =

∫∫
Q

xdydz + ydxdz + z2dxdy =

∫∫
Qxy

(
x2 + y2√
4− x2 − y2

− (4− x2 − y2)

)
dxdy.

Â ïîëó÷åííîì äâîéíîì èíòåãðàëå ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

I =

∣∣∣∣∣∣∣
x = r cosφ,

y = r sinφ,

J(r, φ) = r

∣∣∣∣∣∣∣ =
2π∫
0

dφ

2∫
0

(
r2√
4− r2

− (4− r2)

)
rdr =

= φ

∣∣∣∣2π
0

· 1
2

2∫
0

(
(4− r2)− 4√

4− r2
+ (4− r2)

)
d(4− r2) =

= π

2∫
0

(√
4− r2 − 4√

4− r2
+ (4− r2)

)
d(4− r2) =

=

(
2

3
(4− r2)

3
2 − 8

√
4− r2 +

(4− r2)2

2

) ∣∣∣∣2
0

π =

(
0−

(
2

3
· 8− 8 · 2 + 8

))
π =

8

3
π.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë

I =

∫∫
Q

cosx2dydz + z2 cos ydxdz + x6 arctg2 zdxdy

ïî âíåøíåé ñòîðîíå ÷àñòè ïîâåðõíîñòè y2 + z2 − x2 = 9, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

x = 0 è x = 4.
Ðåøåíèå. Ïîâåðõíîñòü Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ âîêðóã

îñè Ox.

01 2 3 4x
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5y
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z

n�� Q

01 2 3 4x
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-2.5

0
2.5

5y

Çäåñü óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (3). Âû÷èñëèì äàííûé èíòåãðàë êàê ñóììó òðåõ èíòåã-
ðàëîâ

I1 =

∫∫
Q

cosx2dydz, I2 =

∫∫
Q

z2 cos ydxdz, I3 = x6 arctg2 zdxdy.

Ïîâåðõíîñòü Q îäíîçíà÷íî ïðîåêòèðóåòñÿ â êîëüöî Qyz íà ïëîñêîñòè Oyz, îáðàçîâàííîå
îêðóæíîñòÿìè y2 + z2 = 9 è y2 + z2 = 25.
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Ïîñêîëüêó íîðìàëüíûé âåêòîð ê âíåøíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ îñüþ
Ox, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èç óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè x2 = y2 + z2 − 9, ìû ìîæåì çàïèñàòü

I1 = −
∫∫
Qyz

cos
(
y2 + z2 − 9

)
dydz.

Âû÷èñëèì ýòîò äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

I1 =

∣∣∣∣∣∣∣
y = r cosφ,

z = r sinφ,

J(r, φ) = r

∣∣∣∣∣∣∣ = −
2π∫
0

dφ

5∫
3

r cos
(
r2 − 9

)
dr =

= −1

2
φ

∣∣∣∣2π
0

·
5∫

3

cos
(
r2 − 9

)
d
(
r2 − 9

)
= −π sin

(
r2 − 9

) ∣∣∣∣5
3

= −π sin 16.

Êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü Oxz ðàçáèâàåò ïîâåðõíîñòü Q íà äâå ñèììåòðè÷íûå ÷àñòè Q+
y

è Q−
y ñ óðàâíåíèÿìè y =

√
x2 − z2 + 9 è y = −

√
x2 − z2 + 9, ñîîòâåòñòâåííî, èìåþùèå îáùóþ

ïðîåêöèþ Qxz íà ýòó ïëîñêîñòü, è íîðìàëüíûé âåêòîð ê âíåøíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè Q+
y (Q−

y )
îáðàçóåò îñòðûé (òóïîé) óãîë ñ îñüþ Oy. Çàìåòèì, êðîìå òîãî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ
÷åòíà ïî ïåðåìåííîé y. Òîãäà

I2 =

∫∫
Q

z2 cos ydxdz =

∫∫
Q+

y

z2 cos ydxdz +

∫∫
Q−

y

z2 cos ydxdz =

=

∫∫
Qxz

z2 cos
√
x2 − z2 + 9dxdz −

∫∫
Qxz

z2 cos
√
x2 − z2 + 9dxdz = 0.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî I3 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

I = I1 + I2 + I3 = −π sin 16.
Çàìå÷àíèå. Âñå íàéäåííûå âûøå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ êàê

ñêàëÿðíûõ, òàê è âåêòîðíûõ ôóíêöèé ñîõðàíÿþò ñâîþ ñèëó òàêæå è äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ

ïîâåðõíîñòåé, ò. å. íåïðåðûâíûõ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå êóñî÷íî-ãëàäêèìè ëèíèÿìè ðàçáèâà-
þòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãëàäêèõ ÷àñòåé. Äîñòàòî÷íî ôóíêöèþ ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êàæäîé
èç ýòèõ ÷àñòåé è ðåçóëüòàòû ñëîæèòü.

�4. Òðîéíîé èíòåãðàë, åãî ñâîéñòâà è âû÷èñëåíèå.
Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Îïðåäåëèì, íàêîíåö, èíòåãðàë ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè

(òåëó), àêòèâíî îïèðàÿñü ïðè èçëîæåíèè íà àíàëîãèþ ñ äâîéíûì èíòåãðàëîì.
Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå è êóáèðóåìîå, ò. å. èìåþùåå êîíå÷íûé îáúåì, òåëî T

â ïðîñòðàíñòâå ñ çàäàííîé â íåì ôóíêöèåé òðåõ ïåðåìåííûõ f(M).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà, êàê è âñåõ äðóãèõ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä

èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ðàçîáüåì òåëî T íà n ìàëûõ ÷àñòåé ∆Tk, k = 1, n, îáúåìû è äèàìåòðû
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êîòîðûõ ìû îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç ∆Vk è ∆dk, k = 1, n. Âçÿâ âíóòðè êàæäîé èç
÷àñòåé òî÷êó Mk ∈ ∆Tk, k = 1, n, ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

In =
n∑

k=1

f(Mk)∆Vk.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûé ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) èíòåãðàëüíûõ ñóìì In ïðè óñëî-

âèè, ÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ∆Tk, k = 1, n ðàçáèåíèÿ òåëà T ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íå

çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê âíóòðè ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ, íàçûâàåòñÿ òðîé-

íûì èíòåãðàëîì ôóíêöèè f(M) ïî òåëó T è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç∫∫∫
T

f(M)dV (1)

èëè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz â ïðîñòðàíñòâå∫∫∫
T

f(x, y, z)dV.

Ôóíêöèþ f(M) â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðóåìîé ïî òåëó T.
Òàêèì îáðàçîì, ∫∫∫

T

f(M)dV = lim
∆d→0

n∑
k=1

f(Mk)∆Vk, ∆d = max
k=1,n

∆dk.

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ òðîéíîãî
èíòåãðàëà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ìàññà ìàòåðèàëüíîãî òåëà T ñ èçâåñòíîé, èíòåãðèðóåìîé
ïî T ïëîòíîñòüþ ρ(M), M ∈ T :

m =

∫∫∫
T

ρ(M)dV. (2)

Ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà, åñòåñòâåííî, àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîéñòâàì âñåõ
èíòåãðàëîâ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ äàííîé ãëàâû. Â
÷àñòíîñòè, îáúåì òåëà T ÷èñëåííî ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó åäèíèöû ïî äàííîìó òåëó, ò. å.

V =

∫∫∫
T

dV.

Íå èìåÿ âîçìîæíîñòè â äàííîì êóðñå äëÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðîéíîãî
èíòåãðàëà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(M), M ∈ T, ìû ïðèâëå÷åì íà ïîìîùü èíòóèöèþ. Åñëè
ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, òî ìû ìîæåì åå ñ÷èòàòü ïëîòíîñòüþ ρ(M) = f(M),M ∈ T ìàòå-
ðèàëüíîãî òåëà T. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî òåëî ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ îáëàäàåò êîíå÷íîé
ìàññîé è, ñòàëî áûòü, ââèäó (2) èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò. Åñëè ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê, òî ìû
ìîæåì ñâåñòè åå ê ïîëîæèòåëüíîé, äîáàâèâ ê íåé íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî, ââèäó
íåïðåðûâíîñòè, âîçìîæíî è íå îòðàæàåòñÿ íà èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê âû÷èñëåíèþ òðîéíîãî èíòåãðàëà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(M), M ∈ T.

Ïî àíàëîãèè ñ äâîéíûì èíòåãðàëîì ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òðîéíîé èíòåãðàë ïî

ïðÿìîóãîëüíîìó ïàðàëëåëåïèïåäó

Π = {(x, y, z) | ax ≤ x ≤ bx, ay ≤ y ≤ by, az ≤ z ≤ bz}
ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, ñâîäèòñÿ ê ïîâòîðíîìó ïî ôîðìóëå∫∫∫

Π

f(x, y, z)dV =

bx∫
ax

dx

by∫
ay

dy

bz∫
az

f(x, y, z)dz
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èëè, ÷åðåç äâîéíûå, ïî ôîðìóëàì∫∫∫
Π

f(x, y, z)dV =

∫∫
Πxy

dxdy

bz∫
az

f(x, y, z)dz (3)

èëè ∫∫∫
Π

f(x, y, z)dV =

bx∫
ax

dx

∫∫
Π

(x)
yz

f(x, y, z)dydz, (4)

ãäå Πxy � ïðîåêöèÿ äàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Π íà ïëîñêîñòü Oxy, à Π
(x)
yz � ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ

ïàðàëëåëåïèïåäà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè Oyz è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x îñè
Ox, íà ïëîñêîñòü Oyz.
Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïðîñòîìó âäîëü îäíîé èç êîîð-

äèíàòíûõ îñåé òåëó T. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì âäîëü

îñè Oz, ò. å. îíî çàêëþ÷åíî ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè, èìåþùèìè îáùóþ ïðîåêöèþ íà êîîð-
äèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy :

T = {(x, y, z) | (x, y) ∈ Txy, z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)},
ãäå ôóíêöèè z1(x, y), z2(x, y) íåïðåðûâíû â çàìêíóòîé ïðîñòîé îáëàñòè Txy íà ïëîñêîñòè Oxy.

x y

z

Txy

T

z=z1Hx,yL

z=z2Hx,yL

Ðàçìåñòèâ òåëî T âíóòðè íåêîòîðîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Π ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîð-
äèíàòíûì ïëîñêîñòÿì è îïðåäåëèâ ôóíêöèþ

g(x, y, z) =

{
f(x, y, z), (x, y, z) ∈ T ;

0, (x, y, z) ∈ Π \ T,
ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü (3), òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èì:∫∫∫

T

f(x, y, z)dV =

∫∫
Txy

dxdy

z2(x, y)∫
z1(x, y)

f(x, y, z)dz, (5)

ãäå Txy � ïðîåêöèÿ òåëà T íà ïëîñêîñòü Oxy. Åñëè, êðîìå òîãî, ïðîåêöèÿ Txy ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé
âäîëü îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé îáëàñòüþ (äëÿ îïðåäåëåííîñòè âäîëü îñè Oy)

Txy = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}
ñ íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿìè y1(x), y2(x), òî∫∫∫

T

f(x, y, z)dV =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

dy

z2(x, y)∫
z1(x, y)

f(x, y, z)dz.
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Ñòðóêòóðà ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìóëû ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà îáîçíà÷åíèå∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz.

Àíàëîãè÷íî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðîåêöèÿ òåëà T íà îñü Ox çàïîëíÿåò îòðåçîê [a, b], ìû, ïðèìåíÿÿ
ôîðìóëó (4), íàéäåì ∫∫∫

T

f(x, y, z)dV =

b∫
a

dx

∫∫
T

(x)
yz

f(x, y, z)dydz. (6)

Â ýòîé ôîðìóëå T (x)
yz � ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ òåëà T ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè Oyz è

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x îñè Ox, íà ïëîñêîñòü Oyz.
Çàìå÷àíèå. Åñëè òåëî T èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, òî ñëåäóåò ïîïûòàòüñÿ ðàçáèòü

åãî íà ïðîñòûå âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé ÷àñòè è âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì àääèòèâíîñòè

òðîéíîãî èíòåãðàëà.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫∫
T

(x+ 2z)dxdydz

ïî òåëó T, îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 − y2, x = 3, z = 0.
Ðåøåíèå. Ïåðâàÿ èç îãðàíè÷èâàþùèõ ïîâåðõíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëè÷åñêèé

ïàðàáîëîèä, âòîðàÿ � ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè Ox, òðåòüÿ � êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü
Oxy.

0
3

x
-3

0
3

y0

9

z T

0
3

Òåëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì îòíîñèòåëüíî îñè Oz, åãî ïðîåêöèåé íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy
ñëóæèò òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè y = ±x, x = 3.

3 x

-3

3
y

O

Txy

3 x

-3

3
y
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5):

I =

∫∫
Txy

dxdy

x2−y2∫
0

(x+ 2z)dz =

∫∫
Txy

(
xz + z2

) ∣∣∣∣x2−y2

0

dxdy =

∫∫
Txy

(
x3 − xy2 + x4 − 2x2y2 + y4

)
dxdy =

=

3∫
0

dx

x∫
−x

(
x3 − xy2 + x4 − 2x2y2 + y4

)
dy =

3∫
0

(
x3y − xy3

3
+ x4y − 2x2y3

3
+
y5

5

) ∣∣∣∣x
−x

dx =

=
4

15

3∫
0

(
5x4 + 4x5

)
dx =

4

15

(
x5 +

2x6

3

) ∣∣∣∣3
0

=
972

5
.

Ïðèìåð 2. Íàéòè îáúåì òåëà T, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x = y2, y2 + z2 − 4y = 0, x = 0.

Ðåøåíèå. Äàííîå òåëî îãðàíè÷èâàþò äâà öèëèíäðà è êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü Oyz.

0

5

10

15
x

0
1
2
3
4

y

-2
-1
0
1
2

z

T

0

5

10

15
x

-2
-1
0

Òåëî T ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì âäîëü îñè Ox è ïðîåêòèðóåòñÿ â êðóã Tyz : y2 + z2 − 4y ≤ 0 íà
ïëîñêîñòè Oyz.

4 y

-2

2
z

O

Txy

4 y

-2

2
z

Ïðèìåíÿÿ è çäåñü ôîðìóëó (5), ïîëó÷èì:

V =

∫∫∫
T

dxdydz =

∫∫
Tyz

dydz

y2∫
0

dx =

∫∫
Tyz

y2dydz.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

y = r cosφ, z = r sinφ.
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé êðóã
Tyz, èìååò âèä r = 4 cosφ, íàéäåì:

V =

π
2∫

−π
2

dφ

4 cosφ∫
0

r · r2 cos2 φdr =

π
2∫

−π
2

r4

4

∣∣∣∣4 cosφ
0

cos2 φdφ = 64

π
2∫

−π
2

cos6 φdφ =

= 8

π
2∫

−π
2

(1 + cos 2φ)3dφ = 8

π
2∫

−π
2

(
1 + 3 cos 2φ+ 3 cos2 2φ+ cos3 2φ

)
dφ =

= 8

(φ+
3

2
sin 2φ

) ∣∣∣∣π2
−π

2

+
3

2

π
2∫

−π
2

(1 + cos 4φ)dφ+
1

2

π
2∫

−π
2

(
1− sin2 2φ

)
d sin 2φ

 =

= 8

(
π +

3

2

(
φ+

1

4
sin 4φ

) ∣∣∣∣π2
−π

2

+
1

2

(
sin 2φ− sin3 2φ

3

) ∣∣∣∣
π
2

−π
2

)
= 20π.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ìàññó ìàòåðèàëüíîãî òåëà T, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ÷àñòü äâóõ-

ïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà x2 − 2y2 + z2 = −1, îòñå÷åííàÿ ïëîñêîñòÿìè y = 1 è y = 2, åñëè
èçâåñòíà ïëîòíîñòü òåëà ρ(x, y, z) = y.
Ðåøåíèå.

-2

0

2

x

1 2
y

-2

0

2

z

T

-2

0

2
-2

0

2

Ìàññà òåëà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2), à äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà íàì çäåñü
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (6), ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ñå÷åíèè äàííîãî òåëà ïëîñêîñòüþ, ïàðàë-

ëåëüíîé ïëîñêîñòè Oxz è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó y îñè Oy, íàõîäèòñÿ êðóã T (y)
xz ðàäèóñà√

2y2 − 1.

m =

∫∫∫
T

ydxdydz =

2∫
1

ydy

∫∫
T

(y)
xz

dxdz =

2∫
1

yπ
(
2y2 − 1

)
dy = π

(
y4

2
− y2

2

) ∣∣∣∣2
1

= 6π.

Îáñóäèì òåïåðü âîçìîæíîñòü çàìåíû ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
òåëî T1 ïðîñòðàíñòâà O1x1y1z1 áèåêòèâíî îòîáðàæàåòñÿ â òåëî T ïðîñòðàíñòâà Oxyz ñ ïîìî-
ùüþ íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

x = x(x1, y1, z1), y = y(x1, y1, z1), z = z(x1, y1, z1), (7)
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ãäå ôóíêöèè x(x1, y1, z1), y(x1, y1, z1), z(x1, y1, z1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â T1 è îïðå-
äåëèòåëü ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

J(x1, y1, z1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x′x1

(x1, y1, z1) x′y1(x1, y1, z1) x′z1(x1, y1, z1)

y′x1
(x1, y1, z1) y′y1(x1, y1, z1) y′z1(x1, y1, z1)

z′x1
(x1, y1, z1) z′y1(x1, y1, z1) z′z1(x1, y1, z1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (8)

îòëè÷åí îò íóëÿ â ëþáîé òî÷êå òåëà T1.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî êàê è äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà (�2, ôîðìóëà (11)), ìîæíî óáåäèòüñÿ

â òîì, ÷òî, âûïîëíèâ â òðîéíîì èíòåãðàëå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x, y, z) ïî òåëó T çàìåíó
ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì (7), ìû ïîëó÷èì:∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
T1

f(x(x1, y1, z1), y(x1, y1, z1), z(x1, y1, z1))|J(x1, y1, z1)|dx1dy1dz1. (9)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, êàê è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäå-
ëèòåëÿ ßêîáè (8) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò äåôîðìàöèè

áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà òåëà T1 â äàííîé òî÷êå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ (7).
Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

x

y

z

O

M Hx,y,zL

r

j

Θ

Òî÷êó M(x, y, z) â ïðîñòðàíñòâå ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü òàêæå, åñëè èçâåñòíî ðàññòîÿíèå r
îò ýòîé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò è äâà óãëà: φ � óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò ïðîåêöèÿ ðàäèóñà-
âåêòîðà òî÷êè M íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox
(äîëãîòà) è óãîë θ ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì äàííîé òî÷êè è ïëîñêîñòüþ Oxy (øèðîòà).
Òðîéêó ÷èñåë r, φ, θ è íàçûâàþò ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êèM. ×òîáû ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó äåêàðòîâûìè è ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, ìû
áóäåì îòñ÷èòûâàòü äîëãîòó â ïðåäåëàõ ïîëíîãî óãëà, íàïðèìåð, îò −π äî π, à øèðîòó � â
ïðåäåëàõ îò −π

2 äî π
2 .

Èç ÷åðòåæà ñëåäóåò, ÷òî äåêàðòîâû è ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè M ñâÿçàíû ðàâåí-
ñòâàìè

x = r cosφ cos θ, y = r sinφ cos θ, z = r sin θ,

0 ≤ r < +∞, −π ≤ φ < π, −π
2
≤ θ ≤ π

2
.

(10)

Òàê êàê
x′r = cosφ cos θ, x′φ = −r sinφ cos θ, x′θ = −r cosφ sin θ;

y′r = sinφ cos θ, y′φ = r cosφ cos θ, y′θ = −r sinφ sin θ;

z′r = sin θ, z′φ = 0, z′θ = r cos θ,

òî îïðåäåëèòåëü ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) ðàâåí

J(r, φ, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
cosφ cos θ −r sinφ cos θ −r cosφ sin θ

sinφ cos θ r cosφ cos θ −r sinφ sin θ

sin θ 0 r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 cos θ. (11)
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Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå (10) îòîáðàæàåò òåëî T1 ïðîñòðàíñòâà Orφθ â òåëî T ïðîñòðàíñòâà
Oxyz è f(x, y, z) � íåïðåðûâíàÿ â T ôóíêöèÿ. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (9) � (11), ïðåäñòàâèì
òðîéíîé èíòåãðàë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ :∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
T1

f(r cosφ cos θ, r sinφ cos θ, r sin θ)r2 cos θdrdφdθ. (12)

Åñëè òåëî T1 çàäàíî íåðàâåíñòâàìè

α ≤ φ ≤ β, θ1(φ) ≤ θ ≤ θ2(φ), r1(φ, θ) ≤ r ≤ r2(φ, θ),

ãäå θ1(φ), θ2(φ), r1(φ, θ), r2(φ, θ) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òî òðîéíîé èíòå-
ãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (12) ìû ìîæåì çàïèñàòü ÷åðåç ïîâòîðíûé∫∫∫

T

f(x, y, z)dxdydz =

β∫
α

dφ

θ2(φ)∫
θ1(φ)

cos θdθ

r2(φ, θ)∫
r1(φ, θ)

f(r cosφ cos θ, r sinφ cos θ, r sin θ)r2dr. (13)

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫∫
T

x2dxdydz

ïî øàðîâîìó ñëîþ T, çàêëþ÷åííîìó ìåæäó ñôåðàìè

x2 + y2 + z2 − 2x = 0, x2 + y2 + z2 − 2x− 3 = 0.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèñàâ óðàâíåíèÿ ñôåð â âèäå

(x− 1)2 + y2 + z2 = 1, (x− 1)2 + y2 + z2 = 4,

ìû çàìå÷àåì, ÷òî îíè èìåþò îáùèé öåíòð O1(1, 0, 0) è ðàäèóñû 1 è 2, ñîîòâåòñòâåííî.

T

-1
0

1
2

3

x

-2

-1
0

1
2

y

-2

-1

0

1

2

z

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ñìåñòèì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó O1, ò. å.
âûïîëíèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî ôîðìóëàì

x1 = x− 1, y = y, z = z.

Î÷åâèäíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íå ìåíÿåò îáúåìîâ, ïîýòîìó

I =

∫∫∫
T1

(1 + x1)
2dx1dydz =

∫∫∫
T1

dx1dydz + 2

∫∫∫
T1

x1dx1dydz +

∫∫∫
T1

x21dx1dydz, (14)

ãäå T1 � òîò æå øàðîâîé ñëîé, òîëüêî ñ öåíòðîì â íà÷àëå íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí îáúåìó ñëîÿ è, çíà÷èò,

I1 =

∫∫∫
T1

dx1dydz =
4

3
π · 23 − 4

3
π · 13 = 28

3
π.
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Âî âòîðîì èíòåãðàëå âûïîëíèì çåðêàëüíîå îòíîñèòåëüíîå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oyz
ïðåîáðàçîâàíèå

x1 = −x2, y = y, z = z,

â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ìû ïðèäåì ê èíòåãðàëó

−
∫∫∫
T2

x2dx2dydz,

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî òîëüêî çíàêîì è, ñëåäîâàòåëüíî,

I2 =

∫∫∫
T1

x1dx1dydz = −I2 =⇒ I2 = 0.

Íàêîíåö, â òðåòüåì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (14) ìû ïåðåéäåì ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì
(10) è, âîñïîëüçîâàâøèñü (13) è òåì, ÷òî äëÿ ñëîÿ T1

−π ≤ φ < π, −π
2
≤ θ ≤ π

2
, 1 ≤ r ≤ 2,

ïîëó÷èì:

I3 =

∫∫∫
T1

x21dx1dydz =

π∫
−π

dφ

π
2∫

−π
2

cos θdθ

2∫
1

r4 cos2 φ cos2 θdr =

=
1

2

π∫
−π

(1 + cos 2φ)dφ

π
2∫

−π
2

(
1− sin2 θ

)
d sin θ · r

5

5

∣∣∣∣2
1

=

=
31

10

(
φ+

1

2
sin 2φ

) ∣∣∣∣π
−π

(
sin θ − sin3 θ

3

) ∣∣∣∣
π
2

−π
2

=
124

15
π.

Îêîí÷àòåëüíî,

I = I1 + 2I2 + I3 =
28

3
π + 0 +

124

15
π =

88

5
π.

�5. Ïðèìåíåíèå êðèâîëèíåéíûõ, äâîéíûõ, ïîâåðõíîñòíûõ
è òðîéíûõ èíòåãðàëîâ â ìåõàíèêå

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ìû ìîæåì âû÷èñ-
ëèòü ìàññó ìàòåðèàëüíîé ôèãóðû íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî èíòåãðàëà. Èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñòàòè÷åñêèå
ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé ôèãóðû îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò (íà ïëîñêîñòè) èëè êîîðäèíàò-
íûõ ïëîñêîñòåé (â ïðîñòðàíñòâå), ÷òî ïîçâîëèò íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ýòîé
ôèãóðû. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ ìû òàêæå íàéäåì ìîìåíòû èíåðöèè ôèãóðû îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, îñåé êîîðäèíàò è êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé (äëÿ ôèãóðû â ïðîñòðàíñòâå).
Âî èçáåæàíèå ïîâòîðåíèé ìû ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ ãëàäêîé èëè êóñî÷íî-ãëàäêîé

ìàòåðèàëüíîé ëèíèè L íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå ñ èçâåñòíîé íåïðåðûâíîé ïëîò-

íîñòüþ ρ(M),M ∈ L. Äëÿ îñòàëüíûõ ôèãóð âî âñåõ ôîðìóëàõ, ïðèâåäåííûõ íèæå, ñëåäóåò
çàìåíèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë íà ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé ôèãóðå èíòåãðàë.
Ñíà÷àëà íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ èç ìåõàíèêè. Ñòàòè÷åñêèì ìîìåíòîì îòíî-

ñèòåëüíî îñè Ox (Oy) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M0(x0, y0) íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíà
ìàññà m, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

mx = my0 (my = mx0).

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå
ìàññû òî÷êè íà ðàññòîÿíèå äî ñîîòâåòñòâóþùåé îñè.
Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îïðåäåëÿþòñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêèå

ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ âñåõ òî÷åê ñèñòåìû.
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Íàéäåì ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé ìàòåðèàëüíîé ëèíèè L
íà ïëîñêîñòè. Ðàçîáüåì ëèíèþ íà ìàëûå ÷àñòè ∆Lk, k = 1, n, îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆lk, k = 1, n
äëèíû ýòèõ ÷àñòåé è âûáåðåì ïðîèçâîëüíî âíóòðè êàæäîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå Mk(xk, yk) ∈
∆Lk, k = 1, n. Òîãäà ìû ïðèáëèæåííî ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ëèíèþ êàê ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åêMk, k = 1, n ñ ìàññàìè ρ(Mk)∆lk, k = 1, n, ñîîòâåòñòâåííî, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòè÷åñêèå
ìîìåíòû äàííîé ëèíèè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò ïðèáëèæåííî ðàâíû

mx ≈
n∑

k=1

ykρ(Mk)∆lk, my ≈
n∑

k=1

xkρ(Mk)∆lk.

Ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ � èíòåãðàëüíûå ñóììû äëÿ ôóíêöèé yρ(x, y) è
xρ(x, y), ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå, êîãäà äëèíû âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ, ìû ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ìàòåðèàëüíîé
ëèíèè íà ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò:

mx =

∫
L

yρ(x, y)dl, my =

∫
L

xρ(x, y)dl. (1)

Öåíòð òÿæåñòè äàííîé ëèíèè ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êó C(xc, yc), îáëà-
äàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî, åñëè ñîñðåäîòî÷èòü â íåé ìàññó m ëèíèè, òî åå ñòàòè÷åñêèå
ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé áóäóò ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòàòè÷åñêèì ìîìåí-
òàì mx è my ëèíèè. Ñòàëî áûòü,

mx = myc, my = mxc

è, çíà÷èò, êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ëèíèè íà ïëîñêîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

xc =
my

m
, yc =

mx

m

èëè, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëû (1) è òîò ôàêò, ÷òî ìàññà ëèíèè ðàâíà êðèâîëèíåéíîìó
èíòåãðàëó ïëîòíîñòè ïî íåé

xc =

∫
L

xρ(x, y)dl∫
L

ρ(x, y)dl
, yc =

∫
L

yρ(x, y)dl∫
L

ρ(x, y)dl
. (2)

Â ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
M0(x0, y0, z0) ñ ìàññîé m îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé Oyz,Oxz,Oxy ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé âåëè÷èíû

myz = mx0,mxz = my0,mxy = mz0,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåäÿ òåïåðü äëÿ ìàòåðèàëüíîé ëèíèè L â ïðîñòðàíñòâå òî÷íî òàêèå æå
ðàññóæäåíèÿ, êàê è âûøå äëÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè, ìû ïðèäåì ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ýòîé ëèíèè:

myz =

∫
L

xρ(x, y, z)dl, mxz =

∫
L

yρ(x, y, z)dl, mxy =

∫
L

zρ(x, y, z)dl. (3)

Öåíòð òÿæåñòè ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå � ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà C(xc, yc, zc), èìåþùàÿ ìàññó
m äàííîé ëèíèè è îáùèå ñ íåé ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.
Ñëåäîâàòåëüíî,

myz = mxc, mxz = myc, mxy = mzc
è, çíà÷èò,

xc =
myz

m
, yc =

mxz

m
, zc =

mxy

m
èëè

xc =

∫
L

xρ(x, y, z)dl∫
L

ρ(x, y, z)dl
, yc =

∫
L

yρ(x, y, z)dl∫
L

ρ(x, y, z)dl
, zc =

∫
L

zρ(x, y, z)dl∫
L

ρ(x, y, z)dl
. (4)

Òåïåðü î ìîìåíòàõ èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé ëèíèè.
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Ìîìåíòîì èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M0(x0, y0) íà ïëîñêîñòè ñ ìàññîé m îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò èëè êîîðäèíàòíîé îñè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ìàññû òî÷-
êè íà êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò èëè ñîîòâåòñòâóþùåé îñè. Òàêèì
îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

IO = m
(
x20 + y20

)
, Ix = my20, Iy = mx20.

Äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè M0(x0, y0, z0) ìàññû m â ïðîñòðàíñòâå åå ìîìåíòû èíåðöèè îòíî-
ñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, îñåé êîîðäèíàò è êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî ïî ôîðìóëàì

IO = m
(
x20 + y20 + z20

)
, Ix = m

(
y20 + z20

)
, Iy = m

(
x20 + z20

)
, Iz = m

(
x20 + y20

)
,

Iyz = mx20, Ixz = my20, Ixy = mz20 .

Äëÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìîìåíòû èíåðöèè íàõîäÿòñÿ êàê ñóììû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìîìåíòîâ èíåðöèè âñåõ òî÷åê äàííîé ñèñòåìû.
Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ñóìì è äàííûå îïðåäåëåíèÿ, ìû, êàê è âûøå ïðè íàõîæ-

äåíèè ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, ïîëó÷èì ôîðìóëû

IO =

∫
L

(
x2 + y2

)
ρ(x, y)dl, Ix =

∫
L

y2ρ(x, y)dl, Iy =

∫
L

x2ρ(x, y)dl (5)

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé ëèíèè L íà ïëîñêîñòè è ôîðìóëû

IO =

∫
L

(
x2 + y2 + z2

)
ρ(x, y, z)dl,

Ix =

∫
L

(
y2 + z2

)
ρ(x, y, z)dl, Iy =

∫
L

(
x2 + z2

)
ρ(x, y, z)dl, Iz =

∫
L

(
x2 + y2

)
ρ(x, y, z)dl,

Iyz =

∫
L

x2ρ(x, y, z)dl, Ixz =

∫
L

y2ρ(x, y, z)dl, Ixy =

∫
L

z2ρ(x, y, z)dl,

(6)

ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëèòü ìîìåíòû èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå.

Çàìå÷àíèå 1. Ñòàòè÷åñêèå ìîìåíòû, êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè, ìîìåíòû èíåðöèè ìàòå-
ðèàëüíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè, ìàòåðèàëüíîé ïîâåðõíîñòè è ìàòåðèàëüíîãî òåëà â ïðîñòðàí-
ñòâå âû÷èñëÿþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ôîðìóëàì (1) � (6), åñëè çàìå-
íèòü â íèõ êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû íà, ñîîòâåòñòâåííî, äâîéíûå, ïîâåðõíîñòíûå è òðîéíûå
èíòåãðàëû.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ìàòåðèàëüíàÿ ôèãóðà è åå ïëîòíîñòü îáëàäàþò ñèììåòðèåé îòíîñè-

òåëüíî êàêîé-íèáóäü îñè èëè ïëîñêîñòè, òî öåíòð òÿæåñòè ýòîé ôèãóðû ðàñïîëîæåí íà îñè
èëè â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî äëÿ îäíîðîäíîé ôèãóðû, ó êîòîðîé
ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà.
Ïðèìåð 1. Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíîé äóãè àñòðîèäû

L : x = cos3 t, y = sin3 t,

ðàñïîëîæåííîé â ïåðâîé ÷åòâåðòè.

Ðåøåíèå.

1 x

1

y

O

L
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Äàííàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ëèíèÿ îäíîðîäíà (áóäåì äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàòü ρ(x, y) ≡ 1) è ñèììåò-
ðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x, ïîýòîìó öåíòð òÿæåñòè ëåæèò íà ýòîé ïðÿìîé.
Íàéäåì ìàññó ëèíèè è îäèí èç åå ñòàòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé.

Ïîñêîëüêó

x′(t) = −3 cos2 t sin t, y′(t) = 3 sin2 t cos t, (x′(t))2 + (y′(t))2 = 9 sin2 t cos2 t,

òî ïî ôîðìóëå (4), �1, ïóíêò 1

m =

∫
L

ρ(x, y)dl =

π
2∫

0

3 sin t cos tdt = 3

π
2∫

0

sin td sin t =
3

2
sin2 t

∣∣∣∣π2
0

=
3

2
.

Ïðèìåíÿÿ äàëåå ïåðâóþ èç ôîðìóë (1) íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà, ïîëó÷èì:

mx =

∫
L

yρ(x, y)dl =

π
2∫

0

sin3 t · 3 sin t cos tdt = 3

π
2∫

0

sin4 td sin t =
3

5
sin5 t

∣∣∣∣π2
0

=
3

5
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

xc = yc =
mx

m
=

2

5
,

ò. å. C
(
2
5 ,

2
5

)
� öåíòð òÿæåñòè äàííîé ëèíèè.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ìîìåíò èíåðöèè ìàòåðèàëüíîãî òåëà T ñ ïëîòíîñòüþ

ρ(x, y, z) = cosx,

îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x = y2 + z2, x =
π

2
,

îòíîñèòåëüíî åãî îñè ñèììåòðèè.

Ðåøåíèå. Òåëî îãðàíè÷èâàþò ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Ox è ïëîñêîñòü åé ïåðïåíäè-
êóëÿðíàÿ.

0
0.5

1
1.5x

-1

0
1y

-1

0

1

z T

0
0.5

1
1.5x

-1

0
1y

Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðîé èç ôîðìóë (6) ïðèìåíèòåëüíî ê òåëó â ïðîñòðàíñòâå:

Ix =

∫∫∫
T

(
y2 + z2

)
ρ(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
T

(
y2 + z2

)
cosxdxdydz.

Òðîéíîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ìû âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (6) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî ñå÷åíèåì T
(x)
yz òåëà ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Ox ïðè ôèêñèðîâàííîì x

ÿâëÿåòñÿ êðóã ðàäèóñà
√
x.

Ix =

π
2∫

0

cosxdx

∫∫
T

(x)
yz

(
y2 + z2

)
dydz.
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Â äâîéíîì èíòåãðàëå ìû ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì y = r cosφ, z = r sinφ è çàòåì
äâàæäû ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

Ix =

π
2∫

0

cosxdx

2π∫
0

dφ

√
x∫

0

r3dr =

π
2∫

0

φ

∣∣∣∣2π
0

· r
4

4

∣∣∣∣
√
x

0

cosxdx =
π

2

π
2∫

0

x2 cosxdx =
π

2

π
2∫

0

x2d sinx =

=
π

2

x2 sinx∣∣∣∣π2
0

−

π
2∫

0

sinxdx2

 =
π

2

π2
4

− 2

π
2∫

0

x sinx dx

 =
π

2

π2
4

+ 2

π
2∫

0

x d cosx

 =

=
π

2

π2
4

+ 2

x cosx∣∣∣∣π2
0

−

π
2∫

0

cosxdx


 =

π

2

(
π2

4
− 2 sinx

∣∣∣∣π2
0

)
=
π

8

(
π2 − 8

)
.
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ÃËÀÂÀ XI. ÒÅÎÐÈß ÏÎËß

Â ýòîé ãëàâå ìû èçó÷èì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè êàê ñêàëÿðíîãî, òàê è âåêòîðíîãî ïîëÿ,
ò. å. îáëàñòè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå, ñâîéñòâà êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé èëè âåêòîðíîé ôóíêöèåé, çàäàííîé â ýòîé îáëàñòè. Òåîðèÿ ïîëÿ íàõî-
äèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ, òåïëîâûõ, ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé.

�1. Ñêàëÿðíîå ïîëå è åãî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàí-

ñòâå, â êîòîðîé çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ u = u(M),M ∈ D.
Ïîñêîëüêó ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèåé u(M), òî ìû ÷àñòî

áóäåì îòîæäåñòâëÿòü åãî ñ ôóíêöèåé è ãîâîðèòü
”
ñêàëÿðíîå ïîëå u = u(M),M ∈ D.“

Îñíîâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíèè (ïîâåðõíîñòè) óðîâíÿ,
ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò. Èçó÷èì èõ â óêàçàííîì ïîðÿäêå.
Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíèåé (ïîâåðõíîñòüþ) óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u = u(M),M ∈ D íà

ïëîñêîñòè (â ïðîñòðàíñòâå) íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ (ïîâåðõíîñòü) ñ óðàâíåíèåì

u(M) = C,M ∈ D,

ãäå C � ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èç îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè u = u(M).
Î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûå ëèíèè (ïîâåðõíîñòè) óðîâíÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ è öåëèêîì çàïîëíÿþò

äàííîå ïîëå, ò. å. ÷åðåç êàæäóþ åãî òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ëèíèÿ (ïîâåðõíîñòü) óðîâíÿ.
Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ëèíèé óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y), (x, y) ∈ D

íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî ïîëÿ óðàâíåíèå z = u(x, y), (x, y) ∈ D îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïîâåðõ-
íîñòü Q â ïðîñòðàíñòâå è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèÿ óðîâíÿ u(x, y) = C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåê-
öèþ íà ïëîñêîñòü Oxy êðèâîé, ïî êîòîðîé ïëîñêîñòü z = C ïåðåñåêàåò ïîâåðõíîñòü Q.

x

y

z

z=uHx,yL

z=C

L

Ïðèìåð 1. Íàéòè è èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè ëèíèè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

u = x2 − y2.

Ðåøåíèå. Ëèíèÿìè óðîâíÿ çäåñü ÿâëÿþòñÿ ðàâíîñòîðîííèå ãèïåðáîëû ñ óðàâíåíèÿìè

x2 − y2 = C,C ̸= 0,

ðàçäåëåííûå áèññåêòðèñàìè y = ±x êîîðäèíàòíûõ óãëîâ (C = 0).
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-4 -2 2 4 x

-4

-2

2

4

y

O

Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòü è èçîáðàçèòü â ïðîñòðàíñòâå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

u =
1

x2 − y2 + z2
.

Ðåøåíèå. Ïðè C < 0 ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

1

x2 − y2 + z2
= C ⇐⇒ x2(

1/
√
−C
)2 − y2(

1/
√
−C
)2 +

z2(
1/

√
−C
)2 = −1

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âëîæåííûå äðóã â äðóãà äâóõïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû âðàùåíèÿ ñ îáùåé
îñüþ Oy. Àíàëîãè÷íî, åñëè C > 0, òî ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ èìåþò óðàâíåíèÿ

1

x2 − y2 + z2
= C ⇐⇒ x2(

1/
√
C
)2 − y2(

1/
√
C
)2 +

z2(
1/

√
C
)2 = 1

è, çíà÷èò, îíè ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè äðóã â äðóãà îäíîïîëîñòíûìè ãèïåðáîëîèäàìè âðàùåíèÿ
ñ îñüþ Oy.

-2
0

2
x

-2
-1

0
1

2

y

-2

0

2

z

-2

0

2

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êàê ôóíêöèè äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ õàðàêòå-
ðèçóþò ñêîðîñòü åãî èçìåíåíèÿ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ââåäåì îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé
ïî íàïðàâëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ â
äàííîé òî÷êå â çàäàííîì íàïðàâëåíèè.
Ïóñòü u(M),M(x, y, z) ∈ D � ñêàëÿðíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå,M0(x0, y0, z0) � ôèêñèðîâàííàÿ

òî÷êà ïîëÿ, l̄(lx, ly, lz) � íåíóëåâîé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Mt(x(t), y(t), z(t)), x(t) = x0 + lxt, y(t) = y0 + lyt, z(t) = z0 + lzt, t ≥ 0

òî÷êó íà ïðÿìîé L, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç M0 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó l̄.
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l
�

L

x
y

z

O

M0

Mt

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→+0

u(Mt)− u(M0)

|M0Mt|
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(M) â òî÷êå M0 ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà l̄.
Îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ÷åðåç

u′l̄(M0) èëè ∂l̄u(M0) èëè
∂u

∂l̄
(M0).

Íàéäåì óäîáíîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ, ïðåäïîëàãàÿ
ñêàëÿðíîå ïîëå äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå M0. Çàìåòèâ, ÷òî M0Mt = tl̄ è, ñëåäîâàòåëüíî,
|M0Mt| = |l̄|t, ìû ìîæåì çàïèñàòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ â âèäå

u′l̄(M0) =
1

|l̄|
lim
t→+0

u(Mt)− u(M0)

t
.

Ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí ïðîèçâîäíîé â íóëå êîìïîçèöèè ôóíêöèé

φ(t) = u(Mt) = u(x(t), y(t), z(t)),

êîòîðàÿ ââèäó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîëÿ â òî÷êå M0 ñóùåñòâóåò (ãëàâà VIII, �2). Ïî ïðàâèëó
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, íàéäåííîìó òàì æå

φ′(0) = u′x(M0)x
′(0) + u′y(M0)y

′(0) + u′z(M0)z
′(0)

è, ïîñêîëüêó x′(0) = lx, y
′(0) = ly, z

′(0) = lz, òî

φ′(0) = u′x(M0)lx + u′y(M0)ly + u′z(M0)lz.

Ïîýòîìó

u′l̄(M0) =
1

|l̄|
φ′(0) =

1

|l̄|
(
u′x(M0)lx + u′y(M0)ly + u′z(M0)lz

)
èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíû

lx
|l̄|

= cosα,
ly

|l̄|
= cosβ,

lz
|l̄|

= cos γ

� íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà l̄, ò. å. êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà l̄1 äàííîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ, ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

u′l̄(M0) = u′x(M0) cosα+ u′y(M0) cosβ + u′z(M0) cos γ. (1)

Èç ýòîé ôîðìóëû ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî, âî-ïåðâûõ, âåëè÷èíà ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ
íå çàâèñèò îò äëèíû âåêòîðà, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü åãî íàïðàâëåíèåì, è, âî-âòîðûõ, ïðîèçâîä-
íàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ìåíÿåò çíàê, åñëè íàïðàâëåíèå ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.
Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, òî íà íåå àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ âñå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ôóíêöèÿìè îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèâåäåííûå â ãëàâå V, �1.



56

Íàéäåì òåïåðü íàïðàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ïîëÿ u(M) â òî÷êå M0. Äëÿ ýòîãî
ïåðåïèøåì ôîðìóëó (1) ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå

u′l̄(M0) = ā · l̄1 = |ā| cos(̂̄a, l̄),
ãäå ā

(
u′x(M0), u

′
y(M0), u

′
z(M0)

)
, l̄1(cosα, cosβ, cos γ). Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðîèç-

âîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ áóäåò ìàêñèìàëüíîé, êîãäà cos(̂̄a, l̄) = 1 è, çíà÷èò, â êà÷åñòâå èñêîìîãî
íàïðàâëåíèÿ ìû ìîæåì âçÿòü âåêòîð l̄ = ā.
Îïðåäåëåíèå 3. Ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(M) â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ âåêòîð

gradu(M0), êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîãî ïîëÿ â äàííîé

òî÷êå, ò. å.

gradu(M0) = u′x(M0)̄ı+ u′y(M0)ȷ̄+ u′z(M0)k̄. (2)

Êàê ìû óñòàíîâèëè âûøå, ãðàäèåíò � íàïðàâëåíèå ìàêñèìàëüíîãî âîçðàñòàíèÿ ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ â äàííîé òî÷êå, à åãî äëèíà

| gradu(M0)| = u′gradu(M0)
(M0)

� ñêîðîñòü ýòîãî âîçðàñòàíèÿ.

Èñïîëüçóÿ ãðàäèåíò (2), ìû ìîæåì çàïèñàòü ôîðìóëó (1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî
íàïðàâëåíèþ â âèäå

u′l̄(M0) = gradu(M0) · l̄1 = Prl̄ gradu(M0). (3)

Çàìå÷àíèå 1. ×àñòî â òåîðèè ïîëÿ äëÿ êîìïàêòíîé çàïèñè íåêîòîðûõ âåêòîðíûõ îïåðà-
öèé èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà (íàáëà), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìâîëè÷åñêèé
âåêòîð

∇ = ∂xı̄+ ∂y ȷ̄+ ∂zk̄,

êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì x, y
è z, ñîîòâåòñòâåííî. Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ïðèâåäåííûå
âûøå ôîðìóëû (2) è (3) äëÿ ãðàäèåíòà è ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ â âèäå

gradu(M0) = ∇u(M0)

è
u′l̄(M0) = ∇u(M0) · l̄1,

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå è íà ãðàäèåíò.

À èìåííî, åñëè u1(M), u2(M) � äâà äèôôåðåíöèðóåìûõ â îáëàñòè D ïîëÿ, òî

grad (c1u1(M) + c2u2(M)) = c1 gradu1(M) + c2 gradu2(M), c1, c2 ∈ R;

grad (u1(M)u2(M)) = u2(M) gradu1(M) + u1(M) gradu2(M);

grad

(
u1(M)

u2(M)

)
=
u2(M) gradu1(M)− u1(M) gradu2(M)

(u2(M))2
, u2(M) ̸= 0,M ∈ D.

Âûÿñíèì, êàê íàïðàâëåí ãðàäèåíò ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíîñòÿì óðîâíÿ äèôôåðåíöèðó-

åìîãî ïîëÿ u(M),M ∈ D. Ïóñòü u(M) = C � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
M0 ∈ D. Â ãëàâå VIII, �4 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî íîðìàëüíûì âåêòîðîì ýòîé ïîâåðõíîñòè â òî÷-
êå M0 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð n̄

(
u′x(M0), u

′
y(M0), u

′
z(M0)

)
, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ãðàäèåíòîì ïîëÿ â

äàííîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ îðòîãîíàëåí ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ

ýòîãî ïîëÿ.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u = e
y
z
√
x+ 1 â òî÷êå M0(3, 0,−1) â

íàïðàâëåíèè âåêòîðà l̄ =M1M2, ãäå M1(2,−1,−3),M2(1,−3,−1).
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Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå M0:

u′x =
(
e

y
z

√
x+ 1

)′
x
=

e
y
z

2
√
x+ 1

, u′x(M0) =
1

4
,

u′y =
(
e

y
z

√
x+ 1

)′
y
= e

y
z · 1

z

√
x+ 1 =

e
y
z
√
x+ 1

z
, u′y(M0) = −2,

u′z =
(
e

y
z

√
x+ 1

)′
z
= e

y
z

(
− y

z2

)√
x+ 1 = −ye

y
z
√
x+ 1

z2
, u′z(M0) = 0.

Òîãäà

gradu(M0)

(
1

4
,−2, 0

)
.

Äàëåå, ïîñêîëüêó l̄(−1,−2, 2) è, çíà÷èò, |l̄| =
√

(−1)2 + (−2)2 + 22 = 3, òî

l̄1

(
−1

3
,−2

3
,
2

3

)
.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (3):

u′l̄(M0) =
1

4
·
(
−1

3

)
+ (−2) ·

(
−2

3

)
+ 0 · 2

3
=

5

4
.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò
îïðåäåëÿþòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî è îáëàäàþò òî÷íî òàêèìè æå ñâîéñòâàìè.
Ïðèìåð 4. Óáåäèòüñÿ â îðòîãîíàëüíîñòè ëèíèé óðîâíÿ ñêàëÿðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè

u1(x, y) = φ1

(
x2y3

)
è u2(x, y) = φ2

(
3x2 − 2y2

)
,

ãäå φ1(z), φ2(z) � äèôôåðåíöèðóåìûå íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèè.
Ðåøåíèå. Óãîë ìåæäó ëèíèÿìè óðîâíÿ äàííûõ ïîëåé â èõ îáùåé òî÷êå ðàâåí óãëó ìåæäó

êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ðàâåí óãëó ìåæäó íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè. Ïî-
ñêîëüêó, êàê ìû óáåäèëèñü âûøå, íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ñëóæàò ãðàäèåíòû ïîëåé, òî äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàäèåíòû ýòèõ ïîëåé îðòîãîíàëüíû.
Çäåñü

∂xu1 = φ′
1

(
x2y3

)
· 2xy3, ∂yu1 = φ′

1

(
x2y3

)
· 3x2y2;

∂xu2 = φ′
2

(
3x2 − 2y2

)
· 6x, ∂yu2 = φ′

2

(
3x2 − 2y2

)
· (−4y).

Ïîýòîìó

gradu1 = φ′
1

(
x2y3

) (
2xy3ı̄+ 3x2y2ȷ̄

)
, gradu2 = φ′

2

(
3x2 − 2y2

)
(6xı̄− 4yȷ̄)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

gradu1 · gradu2 = φ′
1

(
x2y3

)
φ′
2

(
3x2 − 2y2

) (
12x2y3 − 12x2y3

)
= 0,

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.

�2. Âåêòîðíîå ïîëå è åãî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

Â íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ñâîéñòâà îáëàñòè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäå-
ëÿþòñÿ íå ñêàëÿðíîé, à âåêòîðíîé ôóíêöèåé, çàäàííîé â ýòîé îáëàñòè, è òîãäà ìû âïðàâå
ãîâîðèòü î âåêòîðíîì ïîëå.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå âìåñòå ñ çàäàííîé â íåé

íåïðåðûâíîé âåêòîðíîé ôóíêöèåé ā = ā(M),M ∈ D íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì.

Êàê è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ÷àñòî â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåêòîðíîå ïîëå

ñ âåêòîðíîé ôóíêöèåé, õàðàêòåðèçóþùåé åãî ñâîéñòâà.
Ïðèñòóïèì òåïåðü ê èçó÷åíèþ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê âåêòîðíîãî ïîëÿ, ê ÷èñëó êîòîðûõ

îòíîñÿòñÿ âåêòîðíûå ëèíèè, ïîòîê, äèâåðãåíöèÿ, öèðêóëÿöèÿ è ðîòîð.
Ïóñòü

ā(M) = ax(M )̄ı+ ay(M)ȷ̄+ az(M)k̄, M(x, y, z) ∈ D (1)

� âåêòîðíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå.
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Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíîé ëèíèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, â êàæ-

äîé òî÷êå êîòîðîé êàñàòåëüíûé âåêòîð êîëëèíåàðåí âåêòîðó ïîëÿ â ýòîé òî÷êå.

L

x

y

z

Íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âåêòîðíûõ ëèíèé äëÿ ïîëÿ (1) áåç îñîáûõ òî÷åê, ò. å.
â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ ā(M) ̸= 0̄. Ïóñòü L � îäíà èç íèõ è

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ (α, β)

� åå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì t ∈ (α, β) âåêòîð

τ̄(x′(t), y′(t), z′(t))

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê L â òî÷êå M(x(t), y(t), z(t)) è, ñëåäîâàòåëüíî, τ̄ ∥ ā(M), òî

x′(t)

ax(M)
=

y′(t)

ay(M)
=

z′(t)

az(M)
⇐⇒ dx(t)

ax(x(t), y(t), z(t))
=

dy(t)

ay(x(t), y(t), z(t))
=

dz(t)

az(x(t), y(t), z(t))
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ âåêòîðíàÿ ëèíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

dx

ax(x, y, z)
=

dy

ay(x, y, z)
=

dz

az(x, y, z)
(2)

èëè â ðàâíîñèëüíîé åé íîðìàëüíîé ôîðìå

dx

dt
= ax(x, y, z),

dy

dt
= ay(x, y, z),

dz

dt
= az(x, y, z).

(3)

Âåðíî, î÷åâèäíî, è îáðàòíîå, à èìåííî, ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) èëè (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåêòîðíóþ ëèíèþ ïîëÿ (1).
ßñíî, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

ā(M) = ax(M )̄ı+ ay(M)ȷ̄, M(x, y) ∈ D

íà ïëîñêîñòè âåêòîðíûå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dx

ax(x, y)
=

dy

ay(x, y)
(4)

èëè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
dx

dt
= ax(x, y),

dy

dt
= ay(x, y).

Åñëè êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ā(M),M ∈ D óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì
ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (íàïðèìåð, îíè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè), òî ïîëå D öåëèêîì ñîñòîèò èç âåêòîðíûõ ëèíèé, ò. å. ÷åðåç êàæäóþ
åãî òî÷êó ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ âåêòîðíàÿ ëèíèÿ.
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Ïðèìåð 1. Íàéòè âåêòîðíûå ëèíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ

ā =
x

y
ı̄+ (ln y − lnx)ȷ̄

íà ïëîñêîñòè.

Ðåøåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4) çäåñü ïðèíèìàåò âèä

dx

x/y
=

dy

ln y − lnx
èëè

dy

dx
=
y

x
ln
y

x
. (5)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì (ãëàâà IX, �1,
ïóíêò 2). Ïðîâåäåì â íåì ïîäñòàíîâêó

y = xz,

ãäå z = z(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x. Ïîñêîëüêó

dy

dx
= z + x

dz

dx
,

òî óðàâíåíèå (5) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

z + x
dz

dx
= z ln z,

îòêóäà
dz

z(ln z − 1)
=

dx

x
è, çíà÷èò,∫

dz

z(ln z − 1)
=

∫
dx

x
⇐⇒

∫
d(ln z − 1)

ln z − 1
= ln |Cx| ⇐⇒ ln | ln z − 1| = ln |Cx|,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ln z − 1 = Cx⇐⇒ z = e1+Cx

è ïîñëå îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ âåêòîðíûõ ëèíèé äàííîãî ïîëÿ:

y = xe1+Cx, x > 0, C ∈ R.

0.5 1.0 1.5 2.0
x

0.5

1.0

1.5

2.0

y

O

Íà ãðàôèêå ñòðåëêàìè óêàçàíû íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ âåêòîðíîå ïîëå
”
ñêîëüçèò“, ïî

âåêòîðíûì ëèíèÿì.
Ïðèìåð 2. Íàéòè âåêòîðíûå ëèíèè ïîëÿ

ā = (x− y)̄ı+ (x+ y)ȷ̄+ zk̄

â ïðîñòðàíñòâå.
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Ðåøåíèå. Çàïèøåì è ïðîèíòåãðèðóåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) äëÿ äàí-
íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ: 

dx

dt
= x− y,

dy

dt
= x+ y,

dz

dt
= z.

(6)

Ñèñòåìó èç ïåðâûõ äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå çàâèñÿùóþ îò z, ìû ïðîèíòå-
ãðèðóåì ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, èçëîæåííûì â ãëàâå IX, �5. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè ïåðâîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, ìû ïîëó÷èì

x′′ = x′ − y′,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ âòîðîå óðàâíåíèå è ðàâåíñòâî y = x− x′, ìû ïðèäåì ê ëèíåéíîìó îäíîðîä-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

x′′ − 2x′ + 2x = 0 (7)

(ãëàâà IX, �4, ïóíêò 1). Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 − 2λ+ 2 = 0

èìååò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé λ1,2 = 1± i, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïàðà

x1(t) = et cos t, x2(t) = et sin t

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (7) è, ñòàëî áûòü, åãî îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

x = et (C1 cos t+ C2 sin t) .

Ïîñêîëüêó

x′ = et (C1 cos t+ C2 sin t) + et (−C1 sin t+ C2 cos t) = x+ et (−C1 sin t+ C2 cos t) ,

òî
y = x− x′ = et (C1 sin t− C2 cos t) .

Ïîñëåäíÿÿ èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñèñòåìû (6) íàõîäèòñÿ èç åå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, â
êîòîðîì ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå:

dz

z
= dt⇐⇒

∫
dz

z
=

∫
dt⇐⇒ ln |z| = t+ ln |C3| ⇐⇒ z = C3e

t.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíûå ëèíèè äàííîãî ïîëÿ èìåþò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

x = et (C1 cos t+ C2 sin t) , y = et (C1 sin t− C2 cos t) , z = C3e
t, C1, C2, C3 ∈ R.

Îíè ÿâëÿþòñÿ êîíè÷åñêèìè âèíòîâûìè ëèíèÿìè, òàê êàê

x2 + y2 =
(
C2
1 + C2

2

)
e2t, z2 = C2

3e
2t

è, çíà÷èò,
x2 + y2

C2
1 + C2

2

− z2

C2
3

= 0.
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Çàéìåìñÿ òåïåðü ïîòîêîì è äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ D � õàðàêòåðèñòèêàìè, îòðàæà-
þùèìè åãî èíòåíñèâíîñòü.
Ïóñòü Q ⊂ D � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì. Âûáåðåì íà íåé îïðåäå-

ëåííóþ ñòîðîíó ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùåãîñÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà n̄(M),M ∈ Q.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Q â âûáðàííîì íàïðàâ-

ëåíèè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Π(ā, Q), ÷èñëåííî ðàâíàÿ ïîâåðõíîñòíîìó èíòåãðàëó âåêòîðíîé
ôóíêöèè ā(M) ïî äàííîé ïîâåðõíîñòè, ò. å.

Π(ā, Q) =

∫∫
Q

Prn̄(M) ā(M)dS =

∫∫
Q

ax(x, y, z)dydz + ay(x, y, z)dxdz + az(x, y, z)dxdy.

Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü Q îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
◦
Π(ā, Q)

è, òàêèì îáðàçîì,
◦
Π(ā, Q) =

∫∫
⃝
Q

Prn̄(M) ā(M)dS.

Ïðèìåðîì ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà ìîæåò ñëóæèòü, ðàññìîòðåííûé â ãëàâå X, �3, ïóíêò 2,
ïîòîê âåêòîðà ñêîðîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü â
çàäàííîì íàïðàâëåíèè, ðàâíûé êîëè÷åñòâó æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç ýòó ïîâåðõíîñòü â
åäèíèöó âðåìåíè.
Çàìêíóòîå òåëî T â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ëþáóþ çàìêíóòóþ íåïðåðûâ-

íóþ ïîâåðõíîñòü Q1 ⊂ T, ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíèöåé òåëà T1 ⊂ T, ìû ìîæåì, íå âûõîäÿ èç T,
íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé ñòÿíóòü â òî÷êó äàííîãî òåëà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîñòîå òåëî ëèøåíî

”
äûð“ è

”
ïóñòîò“.

Ïóñòü T ⊂ D � ïðîñòîå òåëî è Q � îãðàíè÷èâàþùàÿ åãî êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè Q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Q+ (Q−) � ÷àñòü äàííîé ïîâåðõíîñòè, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé âåêòîðíàÿ ëèíèÿ ïåðåñåêàåò
ïîâåðõíîñòü ïîä îñòðûì (òóïûì) óãëîì.

Q- Q+

x

y

z

Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Q ðàâåí
◦
Π(ā, Q) = Π(ā, Q−) + Π(ā, Q+).
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Âåëè÷èíû
Π(ā, Q−) < 0 è Π(ā, Q+) > 0

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé, ñîîòâåòñòâåííî, âõîäÿùèé â òåëî T è èñõîäÿùèé èç íåãî ïîòîêè. Åñëè
îêàæåòñÿ, ÷òî

◦
Π(ā, Q) > 0,

òî èñõîäÿùèé ïîòîê ïðåâûøàåò âõîäÿùèé è, çíà÷èò â ïîëå èìåþòñÿ èñòî÷íèêè. Íàîáîðîò,
åñëè

◦
Π(ā, Q) < 0,

òî âõîäÿùèé ïîòîê áîëüøå èñõîäÿùåãî è, ñòàëî áûòü, äàííîå ïîëå ñîäåðæèò ñòîêè.
Îïðåäåëèì òåïåðü âåëè÷èíó, õàðàêòåðèçóþùóþ èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ â êàæäîé åãî òî÷êå.

Ýòî ïîçâîëèò íàì, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ïîëÿ.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó M(x, y, z) ∈ D è îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Q çàìêíóòóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïî-

âåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ ïðîñòîå òåëî ∆T ìàëîãî äèàìåòðà ∆d ñ îáúåìîì ∆V, ñîäåðæàùåå
âíóòðè òî÷êó M.
Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïîòîêà âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ (1) ÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè ∆Q ê îáúåìó ∆V òåëà ∆T ïðè óñëîâèè, ÷òî

åãî äèàìåòð ∆d ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, íå çàâèñÿùèé îò âûáîðà òåëà ∆T, òî îí íàçûâàåòñÿ

äèâåðãåíöèåé (ðàñõîäèìîñòüþ) äàííîãî ïîëÿ â òî÷êå M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç div ā(M).
Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ,

div ā(M) = lim
∆d→0

◦
Π(ā,∆Q)

∆V
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëîì äèàìåòðå òåëà ∆T

div ā(M) ≈
◦
Π(ā,∆Q)

∆V
è, çíà÷èò,

◦
Π(ā,∆Q) ≈ div ā(M)∆V.

Ïîñëåäíèå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè çäåñü îïðåäåëåííóþ ïàðàëëåëü ñ ìàññîé, à èìåííî,
ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî äèâåðãåíöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ

â äàííîé òî÷êå.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ äèâåðãåíöèè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå (1) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M.
Â êà÷åñòâå ìàëîãî òåëà ∆T ìû âîçüìåì ñíà÷àëà ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ öåíòðîì

â òî÷êå M è ðåáðàìè 2∆x, 2∆y, 2∆z, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì Ox,Oy,Oz, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ãäå ∆x,∆y,∆z � ìàëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

M

x

y

z
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Ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè Oyz è ðàñïîëîæåííûå â
ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè x−∆x è x+∆x îñè Ox, ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Q−

x è ∆Q+
x ,

ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî, ∆Q−
y ,∆Q

+
y è ∆Q−

z ,∆Q
+
z � äâå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé,

ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì Oxz è Oxy, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîòîê âåêòîðíîãî
ïîëÿ ÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí

◦
Π(ā,∆Q) = Πx +Πy +Πz,

ãäå

Πx =

∫∫
∆Q+

x

ax(x, y, z)dydz +

∫∫
∆Q−

x

ax(x, y, z)dydz,

Πy =

∫∫
∆Q+

y

ay(x, y, z)dxdz +

∫∫
∆Q−

y

ay(x, y, z)dxdz,

Πz =

∫∫
∆Q+

z

az(x, y, z)dxdy +

∫∫
∆Q−

z

az(x, y, z)dxdy

� ïîòîêè âäîëü îñåé Ox,Oy è Oz, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâûé èç íèõ, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ∆Qx îáùóþ
äëÿ ãðàíåé ∆Q−

x è ∆Q+
x ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü Oyz, ìû âûðàçèì ÷åðåç äâîéíîé èíòåãðàë

Πx =

∫∫
∆Qx

(ax(x+∆x, y, z)− ax(x−∆x, y, z))dydz,

ê êîòîðîìó ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì:

Πx=(ax(x+∆x, y1, z1)−ax(x−∆x, y1, z1))S(∆Qx)=4∆y∆z(ax(x+∆x, y1, z1)−ax(x−∆x, y1, z1)),

ãäå (y1, z1) ∈ ∆Qx. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

ax(x+∆x, y1, z1)− ax(x−∆x, y1, z1) = 2∆x · ∂xax(x1, y1, z1), x1 ∈ (x−∆x, x+∆x),

òî, îêîí÷àòåëüíî,

Πx = 8∆x∆y∆z · ∂xax(M1) = ∂xax(M1)∆V, M1(x1, y1, z1) ∈ ∆T

è ∆V = 8∆x∆y∆z � îáúåì òåëà ∆T. Àíàëîãè÷íî,

Πy = ∂yay(M2)∆V, M2 ∈ ∆T ; Πz = ∂zaz(M3)∆V, M3 ∈ ∆T

è, ñòàëî áûòü,
◦
Π(ā,∆Q) = (∂xax(M1) + ∂yay(M2) + ∂zaz(M3))∆V.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü êîîðäèíàò âåêòîðíîãî ïîëÿ è òîò ôàêò,
÷òî

M1 →M,M2 →M,M3 →M ïðè ∆x→ 0,∆y → 0,∆z → 0,

ìû íàõîäèì:

lim
∆d→0

◦
Π(ā,∆Q)

∆V
= lim

∆x→0
∆y→0
∆z→0

(∂xax(M1) + ∂yay(M2) + ∂zaz(M3)) = ∂xax(M) + ∂yay(M) + ∂zaz(M).

Ýòî æå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ëþáîãî òåëà ∆T áåñêîíå÷íî ìàëîãî
äèàìåòðà, ñîäåðæàùåãî òî÷êóM è îãðàíè÷åííîãî êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ ∆Q, òàê êàê
äëÿ íåãî îòíîøåíèå

◦
Π(ā,∆Q)

∆V
áåñêîíå÷íî ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò òàêîãî æå îòíîøåíèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.
Òàêèì îáðàçîì, äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

div ā(M) = ∂xax(M) + ∂yay(M) + ∂zaz(M).
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Äèâåðãåíöèþ ïîëÿ ìû ìîæåì çàïèñàòü òàêæå ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà â âèäå
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

div ā(M) = ∇ · ā(M).

Ñâÿçûâàåò ïîòîê è äèâåðãåíöèþ
Òåîðåìà Ãàóññà. Ïîòîê íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ÷åðåç âíåø-

íþþ ñòîðîíó êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Q, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàíèöåé ïðîñòîãî òåëà T ⊂ D,
ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó äèâåðãåíöèè ïîëÿ ïî òåëó T, ò.å.

◦
Π(ā, Q) =

∫∫∫
T

div ā(M)dV (ôîðìóëà Ãàóññà).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïî ñóùåñòâó íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû
Ãðèíà (ãëàâà X, �2). Ìû ïðîâåäåì åãî äëÿ ïðîñòîãî âäîëü êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé òåëà
T.
Ïîñêîëüêó äàííîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì âäîëü îñè Ox, òî îíî çàêëþ÷åíî ìåæäó ïîâåðõ-

íîñòÿìè Q1 : x = x1(y, z), Q2 : x = x2(y, z), èìåþùèìè îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ Tyz íà êîîðäè-
íàòíóþ ïëîñêîñòü Oyz, è, âîçìîæíî, öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ Q3, îáðàçóþùàÿ êîòîðîé
ïàðàëëåëüíà îñè Ox, à íàïðàâëÿþùåé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà îáëàñòè Tyz, ò. å.

T = {(x, y, z) |x1(y, z) ≤ x ≤ x2(y, z), (y, z) ∈ Tyz}.

x

y

z
Tyz

T Q1Q2
Q3

Òîãäà ∫∫∫
T

∂xax(M)dV =

∫∫
Tyz

dydz

x2(y, z)∫
x1(y, z)

∂xax(x, y, z)dx =

∫∫
Tyz

ax(x, y, z)

∣∣∣∣x2(y, z)

x1(y, z)

dydz =

=

∫∫
Tyz

(ax(x2(y, z), y, z)− ax(x1(y, z), y, z))dydz.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
◦
Π(axı̄, Q) =

∫∫
⃝
Q

Prn̄(M) ax(M )̄ıdS =

=

∫∫
Q1

ax(M) Prn̄(M) ı̄dS +

∫∫
Q2

ax(M) Prn̄(M) ı̄dS +

∫∫
Q3

ax(M) Prn̄(M) ı̄dS =

= −
∫∫
Tyz

ax(x1(y, z), y, z)dydz +

∫∫
Tyz

ax(x2(y, z), y, z)dydz + 0 =

=

∫∫
Tyz

(ax(x2(y, z), y, z)− ax(x1(y, z), y, z))dydz,

ìû ïîëó÷àåì
◦
Π(axı̄, Q) =

∫∫∫
T

∂xax(M)dV.
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Àíàëîãè÷íî,
◦
Π(ay ȷ̄, Q) =

∫∫∫
T

∂yay(M)dV,
◦
Π(azk̄, Q) =

∫∫∫
T

∂zaz(M)dV

è, çíà÷èò,
◦
Π(ā, Q) =

◦
Π(axı̄, Q) +

◦
Π(ay ȷ̄, Q) +

◦
Π(azk̄, Q) =

=

∫∫∫
T

(∂xax(M) + ∂yay(M) + ∂zaz(M))dV =

∫∫∫
T

div ā(M)dV.

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà Ãàóññà, êàê è ôîðìóëà Ãðèíà, ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû

Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, òàê êàê îíà ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ôóíêöèè
òðåõ ïåðåìåííûõ ïî çàìêíóòîìó òåëó â ïðîñòðàíñòâå ê âû÷èñëåíèþ

”
ïåðâîîáðàçíîé“ ýòîé

ôóíêöèè íà ãðàíèöå òåëà.
Åñëè â òî÷êå M íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (1)

div ā(M) > 0,

òî ââèäó íåïðåðûâíîñòè äèâåðãåíöèè, îíà áóäåò ïîëîæèòåëüíîé è â ëþáîé òî÷êå íåêîòîðîãî
ìàëîãî òåëà ∆T ñ ãðàíèöåé ∆Q, ñîäåðæàùåãî òî÷êó M. Òîãäà ïî ôîðìóëå Ãàóññà

◦
Π(ā,∆Q) =

∫∫∫
∆T

div ā(M)dV > 0

è, ñòàëî áûòü, òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì ïîëÿ.
Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå

div ā(M) < 0

òî÷êà M ñëóæèò ñòîêîì.
Ïðèìåð 3. Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

ā = x3ı̄+
(
y3 − x2

)
ȷ̄+

(
z3 + 2x2y4

)
k̄

÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ñôåðû

Q : x2 + y2 + z2 = 5

íåïîñðåäñòâåííî è ïî ôîðìóëå Ãàóññà.

Ðåøåíèå.

Q

-2
-1

0
1

2

x

-2
-1 0 1 2y

-2

-1

0

1

2

z

Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ïîòîê êàê ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë
◦
Π(ā, Q) =

∫∫
⃝
Q

x3dydz +
(
y3 − x2

)
dxdz +

(
z3 + 2x2y4

)
dxdy.
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Ïîëóñôåðû Q+
x : x =

√
5− y2 − z2, Q−

x : x = −
√

5− y2 − z2 èìåþò îáùóþ ïðîåêöèþ Qyz

íà ïëîñêîñòü Oyz, ÿâëÿþùóþñÿ êðóãîì ðàäèóñà
√
5 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîýòîìó

Πx =

∫∫
⃝
Q

x3dydz =

∫∫
Q+

x

x3dydz +

∫∫
Q−

x

x3dydz =

=

∫∫
Qyz

√
(5− y2 − z2)3dydz −

∫∫
Qyz

−
√

(5− y2 − z2)3dydz = 2

∫∫
Qyz

√
(5− y2 − z2)3dydz.

Â ïîëó÷åííîì äâîéíîì èíòåãðàëå ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì y = r cosφ, z = r sinφ.
Òîãäà

Πx=2

2π∫
0

dφ

√
5∫

0

r
√
(5− r2)3 dr=− φ

∣∣∣∣2π
0

·

√
5∫

0

√
(5− r2)3 d

(
5− r2

)
=−2π · 2

5

(
5− r2

) 5
2

∣∣∣∣
√
5

0

=20
√
5π.

Äàëåå,

Πy =

∫∫
⃝
Q

(
y3 − x2

)
dxdz =

∫∫
⃝
Q

y3dxdz −
∫∫
⃝
Q

x2dxdz.

Ïåðâûé èç ýòèõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ðàâåí, î÷åâèäíî, Πx, à âòîðîé � íóëþ, òàê êàê â
íåì ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé y, à ïîâåðõíîñòü Q ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxz. Òàêèì îáðàçîì,

Πy = 20
√
5π.

Àíàëîãè÷íî ìû óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

Πz =

∫∫
⃝
Q

(
z3 + 2x2y4

)
dxdy = 20

√
5π

è, ñëåäîâàòåëüíî,
◦
Π(ā, Q) = Πx +Πy +Πz = 60

√
5π.

Âû÷èñëèì òåïåðü ýòîò ïîòîê ïî ôîðìóëå Ãàóññà. Ïîñêîëüêó

∂xax = ∂xx
3 = 3x2, ∂yay = ∂y

(
y3 − x2

)
= 3y2, ∂zaz = ∂z

(
z3 + 2x2y4

)
= 3z2,

òî
div ā = ∂xax + ∂yay + ∂zaz = 3

(
x2 + y2 + z2

)
è, çíà÷èò,

◦
Π(ā, Q) =

∫∫∫
T

3
(
x2 + y2 + z2

)
dV.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì òðîéíîì èíòåãðàëå ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

x = r cosφ cos θ, y = r sinφ cos θ, z = r sin θ, J(r, φ, θ) = r2 cos θ,

ìû ïîëó÷èì

◦
Π(ā, Q) = 3

2π∫
0

dφ

π
2∫

−π
2

cos θdθ

√
5∫

0

r4dr = 3φ

∣∣∣∣2π
0

· sin θ
∣∣∣∣π2
−π

2

· r
5

5

∣∣∣∣
√
5

0

= 60
√
5π.

Èçó÷èì òåïåðü äâå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì õàðàêòåðèñòèêè âåêòîðíîãî ïîëÿ � öèðêóëÿöèþ
è ðîòîð, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóäèòü î âðàùàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ïîëÿ.
Ïóñòü L � çàìêíóòàÿ, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ëèíèÿ (êîíòóð), ðàñïîëîæåííàÿ â âåêòîðíîì ïîëå

(1). Âûáåðåì íà ëèíèè îïðåäåëåííóþ îðèåíòàöèþ ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùåãîñÿ
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà.
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Îïðåäåëåíèå 4. Öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó L â âûáðàí-

íîì íàïðàâëåíèè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç C(ā, L) è ðàâíàÿ êðèâîëèíåéíîìó
èíòåãðàëó âåêòîðíîé ôóíêöèè ā(M) ïî ëèíèè L, ò.å.

C(ā, L) =

∮
L

ā(M) · dr̄ =
∮
L

ax(x, y, z)dx+ ay(x, y, z)dy + az(x, y, z)dz.

Êàê ìû óáåäèëèñü â ãëàâå X, �1, ïóíêò 2, öèðêóëÿöèÿ ñèëîâîãî ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàáîòó ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà.
Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîëå ñêîðîñòåé v̄ äâèæóùåéñÿ èäåàëüíîé íåñæè-

ìàåìîé æèäêîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρ.
Ïóñòü L � àáñîëþòíî ïðîíèöàåìûé äëÿ æèäêîñòè çàìêíóòûé êîíòóð (òðóáêà) áåñêîíå÷íî

ìàëîãî ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ïëîùàäüþ ∆S, íàõîäÿùèéñÿ â æèäêîñòè. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèçîøëî ìãíîâåííîå îòâåðäåâàíèå ñòåíîê
òðóáêè. Â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòü áóäåò öèðêóëèðîâàòü ïî òðóá-
êå â îäíîì èç äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé.
Ðàçîáüåì òðóáêó íà ìàëûå ÷àñòè ∆L1,∆L2, . . . ,∆Ln ñ äëèíàìè ∆l1,∆l2, . . . ,∆ln è âûáåðåì

âíóòðè êàæäîé èç ÷àñòåé ïî òî÷êå Mk ∈ ∆Lk, k = 1, n. Äëÿ ëþáîãî k = 1, n âåëè÷èíà

ρ∆S∆lk Prτ̄ v̄(Mk),

ãäå τ̄ � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êîíòóðó â òî÷êå Mk, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó äâèæåíèÿ æèäêî-
ñòè, ïðèáëèæåííî ðàâíà èìïóëüñó îáúåìà æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ÷àñòè òðóáêè ∆Lk. Òîãäà
ñóììà

n∑
k=1

ρ∆S∆lk Prτ̄ v̄(Mk)

ïðèáëèæåííî ðàâíà èìïóëüñó p æèäêîñòè â òðóáêå. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå
äëèíû ∆lk, k = 1, n ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ìû ïîëó÷àåì

p =

∮
L

ρ∆S Prτ̄ v̄(M)dl = ρ∆S · C(v̄, L).

Òàêèì îáðàçîì, èìïóëüñ äâèæóùåéñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó æèäêîñòè ïðîïîðöèîíàëåí

öèðêóëÿöèè âåêòîðà ñêîðîñòè.

Â �2 ïðåäûäóùåé ãëàâû ìû óñòàíîâèëè, ÷òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äâîéíîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì, ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

Ãðèíà. Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ýòó ôîðìóëó íà ïîëå â ïðîñòðàíñòâå.
Òåîðåìà Ñòîêñà. Ïóñòü ãðàíèöåé îäíîñâÿçíîé1, êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Q êîíå÷-

íîãî äèàìåòðà, íàõîäÿùåéñÿ â íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîì âåêòîðíîì ïîëå (1), ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòàÿ, êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ëèíèÿ L áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òîãäà öèðêóëÿöèÿ ýòîãî ïîëÿ ïî

êîíòóðó L ðàâíà ïîòîêó âåêòîðíîãî ïîëÿ

b̄(M) = (∂yaz(M)− ∂zay(M))̄ı+ (∂zax(M)− ∂xaz(M))ȷ̄+ (∂xay(M)− ∂yax(M))k̄ (8)

÷åðåç ïîâåðõíîñòü Q, ò.å.
C(ā, L) = Π(b̄, Q),

ïðè÷åì îðèåíòàöèè ëèíèè L è ïîâåðõíîñòè Q ñîãëàñîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî, íàõîäÿñü

íà âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè, ìû íàáëþäàåì îáõîä ïî ëèíèè ñîâåðøàþùèìñÿ ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññóæäåíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü Q
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è èìååò îäíîçíà÷íûå ïðîåêöèè íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.
Ïóñòü Qxy � ïðîåêöèÿ Q íà ïëîñêîñòü Oxy è Lxy � îãðàíè÷èâàþùàÿ Qxy çàìêíóòàÿ ëèíèÿ.

Òîãäà óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè Q ìû ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

z = z(x, y), (x, y) ∈ Qxy,

1Îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê è îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè (ãëàâà X,
�2).
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ãäå z(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè Qxy ôóíêöèÿ. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî âåêòîð íîðìàëè ê âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè îáðàçóåò îñòðûé
óãîë ñ îñüþ Oz è, çíà÷èò, îí ðàâåí

n̄ = −∂xz(x, y)̄ı− ∂yz(x, y)ȷ̄+ k̄.

Ââèäó îäíîñâÿçíîñòè ïîâåðõíîñòè Q åå ïðîåêöèÿ Qxy áóäåò îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ íà ïëîñêî-
ñòè. Ïðèìåíèì ê èíòåãðàëó

Ix =

∮
L

ax(x, y, z)dx =

∮
Lxy

ax(x, y, z(x, y))dx

ôîðìóëó Ãðèíà:

Ix = −
∫∫
Qxy

(ax(x, y, z(x, y)))
′
ydxdy = −

∫∫
Qxy

(∂yax(x, y, z(x, y)) + ∂zax(x, y, z(x, y))∂yz(x, y))dxdy.

Ïåðåïèñàâ ïðàâóþ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â âèäå∫∫
Qxy

(0·(−∂xz(x, y))+∂zax(x, y, z(x, y))(−∂yz(x, y))−∂yax(x, y, z(x, y))·1)dxdy =

∫∫
Qxy

c̄ · n̄dxdy,

ãäå c̄ = ∂zax(x, y, z(x, y))ȷ̄−∂yax(x, y, z(x, y))k̄, ìû çàìå÷àåì, ÷òî Ix ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõ-
íîñòíûé èíòåãðàë

Ix =

∫∫
Q

∂zax(x, y, z)dxdz − ∂yax(x, y, z)dxdy.

Àíàëîãè÷íî

Iy =

∮
L

ay(x, y, z)dy =

∫∫
Q

∂xay(x, y, z)dxdy − ∂zay(x, y, z)dydz,

Iz =

∮
L

az(x, y, z)dz =

∫∫
Q

∂yaz(x, y, z)dydz − ∂xaz(x, y, z)dxdz.

è, ñëåäîâàòåëüíî,

C(ā, L) = Ix + Iy + Iz =

∫∫
Q

(∂yaz(x, y, z)− ∂zay(x, y, z))dydz+

+(∂zax(x, y, z)− ∂xaz(x, y, z))dxdz + (∂xay(x, y, z)− ∂yax(x, y, z))dxdy = Π(b̄, Q),

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Îïðåäåëèì âåêòîðíóþ õàðàêòåðèñòèêó âðàùàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷-

êå. Ïóñòü M0(x0, y0, z0) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ (1) è n̄ � íåíóëåâîé âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå. Âîçüìåì â ïëîñêîñòè Π, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
âåêòîðó n̄, êóñî÷íî-ãëàäêèé êîíòóð ∆L ìàëîãî äèàìåòðà ∆d, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ òî÷êó
M0 è îðèåíòèðîâàííûé òàê, ÷òî ïðè íàáëþäåíèè ñî ñòîðîíû âåêòîðà n̄ îáõîä ïî êîíòóðó ñî-
âåðøàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆Q � ÷àñòü ïëîñêîñòè Π, îãðàíè÷åííîé
êîíòóðîì ∆L, à ÷åðåç ∆S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ∆Q.

M0

n

DL

x

y

z
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Îïðåäåëåíèå 5. Ðîòîðîì (âèõðåì) âåêòîðíîãî ïîëÿ (1) â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ âåêòîð

rot ā(M0),

ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð n̄ ðàâíà

Prn̄ rot ā(M0) = lim
∆d→0

C(ā,∆L)

∆S
,

ïðè÷åì ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, åñòåñòâåííî, ñóùåñòâóþ-

ùèì è íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà êîíòóðà ∆L.
Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà

C(ā,∆L)

∆S
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ, ðàññ÷èòàííóþ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõ-
íîñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì ∆L, òî ðîòîð ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð ïëîòíîñòè
öèðêóëÿöèè ïîëÿ â äàííîé òî÷êå.
Íàéäåì êîîðäèíàòû ðîòîðà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ñòîêñà

C(ā,∆L) = Π(b̄,∆Q) =

∫∫
∆Q

Prn̄b̄(M)dS,

ãäå b̄ = b̄(M) � âåêòîð (8). Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà∫∫
∆Q

Prn̄b̄(M)dS = Prn̄b̄(M1)∆S, M1 ∈ ∆Q

è, çíà÷èò,

lim
∆d→0

C(ā,∆L)

∆S
= lim

∆d→0
Prn̄b̄(M1) = Prn̄b̄(M0),

ïîñêîëüêó M1 →M0 ïðè ∆d→ 0 è âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ b̄(M) íåïðåðûâíà.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà n̄

Prn̄ rot ā(M0) = Prn̄ b̄(M0),

÷òî âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà

rot ā(M0) = b̄(M0). (9)

Ñòðóêòóðà âåêòîðà (8) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðîòîð êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïåðàòîðà
Ãàìèëüòîíà ∇ è âåêòîðíîãî ïîëÿ ā(M), ò. å. â âèäå

rot ā(M) = ∇× ā(M),

èëè â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

rot ā(M) =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

∂x ∂y ∂z
ax(M) ay(M) az(M)

∣∣∣∣∣∣ =
= (∂yaz(M)− ∂zay(M))̄ı+ (∂zax(M)− ∂xaz(M))ȷ̄+ (∂xay(M)− ∂yax(M))k̄.

(10)

Îïðåäåëèòåëü óäîáíî ðàñêðûâàòü ïî ïåðâîé ñòðîêå, ïðè÷åì âåçäå ïîä ïðîèçâåäåíèåì ñèìâîëà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà êîîðäèíàòó âåêòîðíîãî ïîëÿ ñëåäóåò ïîíèìàòü îïåðàöèþ ÷àñòíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýòîé êîîðäèíàòû ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé.
Ïîëüçóÿñü (9), ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ñòîêñà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C(ā, L) = Π(rot ā, Q) (ôîðìóëà Ñòîêñà),

ò.å. öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî êîíòóðó L ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç ïî-

âåðõíîñòü Q, ãðàíèöåé êîòîðîé ñëóæèò L.
Çàìå÷àíèå 2. Ôîðìóëà Ñòîêñà äàåò âîçìîæíîñòü ñâåñòè âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòå-

ãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè ïî ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ê âû÷èñëåíèþ
”
ïåðâîîáðàçíîé“ ýòîé

ôóíêöèè íà ãðàíèöå ïîâåðõíîñòè è â ýòîì ñìûñëå îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà.



70

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîíÿòèå ðîòîðà íà ïðèìåðå ïðîèçâîëüíîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â
ïðîñòðàíñòâå. Çàôèêñèðóåì â íåì òî÷êó O, êîòîðóþ ìû áóäåì ñ÷èòàòü íà÷àëîì ñèñòåìû êî-
îðäèíàò, è ïóñòü M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà òåëà. Èç êèíåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî â ëþáîé
ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè M ðàâåí

v̄ = v̄O + ω̄ × r̄,

ãäå
v̄O = vOxı̄+ vOy ȷ̄+ vOzk̄

� âåêòîð ñêîðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà,

ω̄ = ωxı̄+ ωy ȷ̄+ ωzk̄

� âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, r̄ = OM � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M.

O

M

Ω

rv-vO

x

y

z

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

v̄ = v̄O +

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

ωx ωy ωz

x y z

∣∣∣∣∣∣ = (vOx + ωyz − ωzy)̄ı+ (vOy + ωzx− ωxz)ȷ̄+ (vOz + ωxy − ωyx)k̄,

ìû ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïî ôîðìóëå (10) íàéäåì:

rot v̄ = 2 ω̄.

Òàêèì îáðàçîì, ðîòîð ïîëÿ ñêîðîñòåé òî÷åê òåëà ðàâåí óäâîåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè, ñ ÷åì
ñâÿçàíî è ñàìî íàçâàíèå âèõðÿ.
Ïðèìåð 4. Íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ

ā = yı̄− z2ȷ̄+ x3k̄

ïî êîíòóðó L, âûðåçàåìîìó íà ãèïåðáîëè÷åñêîì ïàðàáîëîèäå z = x2−y2 ïëîñêîñòÿìè x=1 è

z = 0 è îðèåíòèðîâàííîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Oz, íåïî-
ñðåäñòâåííî è ïî ôîðìóëå Ñòîêñà.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà öèðêóëÿöèþ íåïîñðåäñòâåííî, ò. å. êàê êðèâîëèíåéíûé èíòå-
ãðàë

C(ā, L) =

∮
L

ydx− z2dy + x3dz.

Êîíòóð L îãðàíè÷èâàåò ÷àñòü Q ñåäëîâèäíîé ïîâåðõíîñòè è ñîñòîèò èç îòðåçêà OA, äóãè

ïàðàáîëû
⌢
AB è îòðåçêà BO.
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0

1

x

-1

0

1

y

0

1

z

O

A

B

Q

0

Îòðåçîê OA èìååò óðàâíåíèÿ z = 0, y = −x, x ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó

I1 =

∫
OA

ydx− z2dy + x3dz =

1∫
0

(−x)dx− 0d(−x) + x3d0 = − x2

2

∣∣∣∣1
0

− 0 + 0 = −1

2
.

Äëÿ äóãè
⌢
AB x = 1, z = 1− y2, y ∈ [−1, 1] è, çíà÷èò,

I2 =

∫
⌢
AB

ydx− z2dy + x3dz =

1∫
−1

yd1−
(
1− y2

)2
dy + 13d

(
1− y2

)
=

= 0−
1∫

−1

(
1− 2y2 + y4

)
dy +

(
1− y2

) ∣∣∣∣1
−1

= −
(
y − 2

3
y3 +

y5

5

) ∣∣∣∣1
−1

+ 0 = −16

15
.

Íàêîíåö äëÿ îòðåçêà BO, êîòîðûé çàäàí óðàâíåíèÿìè z = 0, y = x, x ∈ [1, 0]

I3 =

∫
BO

ydx− z2dy + x3dz =

0∫
1

xdx− 0dx+ x3d0 =
x2

2

∣∣∣∣0
1

− 0 + 0 = −1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

C(ā, L) = I1 + I2 + I3 = −1

2
− 16

15
− 1

2
= −31

15
.

Ïðîâåäåì òåïåðü âû÷èñëåíèå öèðêóëÿöèè ïî ôîðìóëå Ñòîêñà. Ïîñêîëüêó

rot ā =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

∂x ∂y ∂z
y −z2 x3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∂y ∂z
−z2 x3

∣∣∣∣ ı̄− ∣∣∣∣ ∂x ∂z
y x3

∣∣∣∣ ȷ̄+ ∣∣∣∣ ∂x ∂y
y −z2

∣∣∣∣ k̄ =

=
(
∂yx

3 − ∂z
(
−z2

))
ı̄−
(
∂xx

3 − ∂zy
)
ȷ̄+

(
∂x
(
−z2

)
− ∂yy

)
k̄ = 2zı̄− 3x2ȷ̄− k̄,

òî

Π(rot ā, Q) =

∫∫
Q

2zdydz − 3x2dxdz − dxdy.

Ïîâåðõíîñòü Q èìååò îäíîçíà÷íóþ ïðîåêöèþ Qyz íà ïëîñêîñòü Oyz, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿìè
z = 0, z = 1− y2.
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-1 1 y

1

z

O

Qyz

-1 1 y

1

z

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íîðìàëüíûé âåêòîð ê âåðõíåé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè îáðàçóåò òóïîé óãîë ñ îñüþ
Ox, ïîëó÷èì:

Ix =

∫∫
Q

2zdydz = −
∫∫
Qyz

2zdydz = −
1∫

−1

dy

1−y2∫
0

2zdz = −
1∫

−1

z2
∣∣∣∣1−y2

0

dy = −
1∫

−1

(
1− y2

)2
dy = −16

15
.

(ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìû íàøëè âûøå ïðè âû÷èñëåíèè I2).
Â èíòåãðàëå

Iy =

∫∫
Q

−3x2dxdz

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé y, ïîýòîìó, ââèäó òîãî, ÷òî ïîâåðõíîñòü
Q ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Oxz, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî Iy = 0.
Ïðîåêöèåé Qxy ïîâåðõíîñòè Q íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü Oxy ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèê, îãðà-

íè÷åííûé ïðÿìûìè y = ±x, x = 1.

1 x

-1

1

y

O

Qxy

1 x

-1

1

y

Êîëü ñêîðî çäåñü íîðìàëüíûé âåêòîð îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ îñüþ Oz, òî

Iz =

∫∫
Q

−dxdy = −
∫∫
Qxy

dxdy = −S(Qxy) = −1.

Òàêèì îáðàçîì,

C(ā, L) = Π(rot ā, Q) = Ix + Iy + Iz = −16

15
+ 0− 1 = −31

15
.

�3. Ñïåöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è èõ ñâîéñòâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷èì íåñêîëüêî âåêòîðíûõ ïîëåé ÷àñòíîãî âèäà, êîòîðûå âñòðå÷à-
þòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.
Ïóñòü

ā(M) = ax(M )̄ı+ ay(M)ȷ̄+ az(M)k̄, M(x, y, z) ∈ D (1)

� íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå â îáëàñòè D ïðîñòðàíñòâà.
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à) Ïîòåíöèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðíîå ïîëå (1) íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâó-

åò íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ u = u(M),M ∈ D (ïîòåíöèàë èëè ïåðâîîáðàçíàÿ),
ãðàäèåíò êîòîðîé â ëþáîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì ïîëÿ, ò.å.

gradu(M) = ā(M),M ∈ D

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,

u′x(M) = ax(M), u′y(M) = ay(M), u′z(M) = az(M),M ∈ D

è, çíà÷èò,

du(M) = ā(M) · dr̄,M ∈ D, (2)

ãäå r̄ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M.
Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî êàê è ïåðâîîáðàçíàÿ, ïîòåíöèàë ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîñòîÿííîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u1(M) è u2(M) � äâà ïîòåíöèàëà ïîëÿ, òî äëÿ ôóíêöèè
v(M) = u2(M)− u1(M)

dv(M) = du2(M)− du1(M) = ā(M) · dr̄ − ā(M) · dr̄ = 0,M ∈ D.

Ñëåäîâàòåëüíî,
v(M) = C ⇐⇒ u2(M) = u1(M) + C.

Ïóñòü M1 è M2 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ. Ïîêàæåì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé
èíòåãðàë ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé L, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè M1

è M2 íå çàâèñèò îò L. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

x = x(t), y = y(t), z = z(t), t ∈ [t1, t2]

� ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëèíèè L, òî, îáîçíà÷èâ ÷åðåçMt(x(t), y(t), z(t)), t ∈ [t1, t2] òî÷êó
íà ëèíèè, ìû, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (2), ïîëó÷èì∫

L

ā(M) · dr̄ =
∫
L

du(M) =

t2∫
t1

du(Mt) = u(Mt)

∣∣∣∣t2
t1

= u(M2)− u(M1) (3)

è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïîòåíöè-
àëà â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ ëèíèè L.
Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (3), êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî ëè-

íèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êèM1 èM2 îáîçíà÷àåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì ÷åðåç
M2∫

M1

ā(M) · dr̄.

Èç ýòîé æå ôîðìóëû, çàôèêñèðîâàâ òî÷êó ïîëÿ M0 è îáîçíà÷èâ u(M0) = C, ìû íàéäåì âûðà-
æåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ

u(M) =

M∫
M0

ā · dr̄ + C,M ∈ D.

Äîêàæåì, ÷òî óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ ïîòåíöèàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî óáåäèìñÿ â òîì,
÷òî ôóíêöèÿ

u(M) =

M∫
M0

ā · dr̄,M ∈ D, (4)

ãäåM0(x0, y0, z0) � ôèêñèðîâàííàÿ, à M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöè-
àëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ (1).
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Ïîñêîëüêó îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè M íàéäåòñÿ òî÷êà M1(x1, y1, z1), äëÿ êîòîðîé îòðåçîê M1M ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüþ ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Îáëàñòü ÿâëÿ-
åòñÿ òàêæå ëèíåéíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ëèíèÿ L1 ⊂ D, ñâÿçûâàþùàÿ
òî÷êè M0 è M1.

M0

M1

M2
M3

M

L1

x

y

z

Âîçüìåì òåïåðü â êà÷åñòâå êîíòóðà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êèM0 èM ëèíèþ L = L1
∪
M1M2M3M,

ñîñòàâëåííóþ èç L1 è ëîìàíîé M1M2M3M. Òîãäà

u(M) =

∫
L

ā · dr̄ =
∫
L1

ā · dr̄ +
∫

M1M2M3M

ā · dr̄ =

=

∫
L1

ā · dr̄ +
x∫

x1

ax(s, y, z)ds+

y∫
y1

ay(x1, s, z)ds+

z∫
z1

az(x1, y1, s)ds

è, çíà÷èò,

u′x(M) = 0 +

 x∫
x1

ax(s, y, z)ds

′

x

+ 0 + 0 = ax(x, y, z) = ax(M).

Àíàëîãè÷íî, âûáèðàÿ äðóãèå ëîìàíûå, ñîñòàâëåííûå èç ðåáåð ïàðàëëåëåïèïåäà, ìû íàéäåì

u′y(M) = ay(M), u′z(M) = az(M)

è, ñòàëî áûòü, ôóíêöèÿ (4) � ïîòåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ (1).
Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîãî ïîëÿ îò ëèíèè èíòåãðèðîâà-

íèÿ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó íóëþ öèðêóëÿöèè ýòîãî ïîëÿ ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó.
Â ñàìîì äåëå, âûáðàâ íà êóñî÷íî-ãëàäêîì, çàìêíóòîì êîíòóðå L, íàõîäÿùåìñÿ â ïîëå, òî÷êè

M1 è M2, ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åãî êàê îáúåäèíåíèå äâóõ äóã L =
⌣

M1M2
∪ ⌢
M2M1

M1

M2

M1 M2

M1 M2

xy

z

è, ñëåäîâàòåëüíî,

C(ā, L) =

∮
L

ā · dr̄ =
∫
⌣

M1M2

ā · dr̄ +
∫
⌢

M2M1

ā · dr̄ =
∫
⌣

M1M2

ā · dr̄ −
∫
⌢

M1M2

ā · dr̄.
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Ïîýòîìó, åñëè êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïîëÿ íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî∫
⌣

M1M2

ā · dr̄ =
∫
⌢

M1M2

ā · dr̄

è, çíà÷èò,
C(ā, L) = 0.

Îáðàòíî, åñëè öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâíà íóëþ, òî

0 = C(ā, L) =

∫
⌣

M1M2

ā · dr̄ −
∫
⌢

M1M2

ā · dr̄ ⇐⇒
∫
⌣

M1M2

ā · dr̄ =
∫
⌢

M1M2

ā · dr̄,

ò. å. êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðíîãî ïîëÿ íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ïîëå (1) ïîòåíöèàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

åãî öèðêóëÿöèÿ ïî ëþáîìó êóñî÷íî-ãëàäêîìó, çàìêíóòîìó êîíòóðó, íàõîäÿùåìóñÿ â ýòîì

ïîëå, ðàâíà íóëþ.

Óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàâíî êàê è
ðàâåíñòâî íóëþ öèðêóëÿöèè, ÿâëÿåòñÿ òðóäíî ïðîâåðÿåìûì. Íàéäåì óäîáíûé êðèòåðèé ïî-
òåíöèàëüíîñòè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
Îáëàñòü D â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî, êóñî÷íî-

ãëàäêîãî êîíòóðà L ⊂ D ñóùåñòâóåò êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, îäíîñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü Q ⊂ D, êðàåì
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ L.
Òåîðåìà 1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå (1) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì

â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî áåçâèõðåâîå, ò.å.

rot ā(M) = 0̄,M ∈ D.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîëå (1) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
Äëÿ åãî ïîòåíöèàëà u(M)

∂xu(M) = ax(M), ∂yu(M) = ay(M), ∂zu(M) = az(M),M ∈ D

è, çíà÷èò, ââèäó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîëÿ, ôóíêöèÿ u(M) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ñìåøàííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ýòîé ôóíêöèè ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ
äèôôåðåíöèðîâàíèå, ò. å.

∂xyu(M) = ∂yxu(M), ∂xzu(M) = ∂zxu(M), ∂yzu(M) = ∂zyu(M),M ∈ D.

Òîãäà

rot ā(M) =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

∂x ∂y ∂z
ax(M) ay(M) az(M)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

ı̄ ȷ̄ k̄

∂x ∂y ∂z
∂xu(M) ∂yu(M) ∂zu(M)

∣∣∣∣∣∣ =
= (∂yzu(M)− ∂zyu(M))̄ı− (∂xzu(M)− ∂zxu(M))ȷ̄+ (∂xyu(M)− ∂yxu(M))k̄ = 0̄,M ∈ D.

Îáðàòíî, ïóñòü ïîëå ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì. Òîãäà ïî òåîðåìå Ñòîêñà, äîêàçàííîé â ïðåäû-
äóùåì ïàðàãðàôå, äëÿ ëþáîãî êóñî÷íî-ãëàäêîãî, çàìêíóòîãî êîíòóðà L ⊂ D, ñëóæàùåãî êðàåì
êóñî÷íî-ãëàäêîé, îäíîñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè Q ⊂ D

C(ā, L) = Π(rot ā, Q) = Π(0̄, Q) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå âåêòîðíîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî è åãî ïîòåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
(4).
Çàìå÷àíèå. Åñëè îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì ñî ñòîðîíàìè,

ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, òî ïðè âû÷èñëåíèè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå
(4) â êà÷åñòâå ëèíèè èíòåãðèðîâàíèÿ óäîáíî âûáðàòü ëîìàíóþ, çâåíüÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíû
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îñÿì êîîðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïåðåìåùàòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïàðàëëåëüíî îñÿì Oz,Oy è
Ox, ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

u(x, y, z) =

x∫
x0

ax(s, y, z)ds+

y∫
y0

ay(x0, s, z)ds+

z∫
z0

az(x0, y0, s)ds. (5)

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ïîòåíöèàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà åäèíè÷íîé ìàññû, íàõîäÿ-
ùàÿñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, âîçäåéñòâóåò íà äðóãóþ òî÷êó M(x, y, z) åäèíè÷íîé ìàññû ñ ñèëîé
F (M), ðàâíîé ïî âåëè÷èíå

|F (M)| = γ

r2
,

ãäå γ � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, r =
√
x2 + y2 + z2 � äëèíà ðàäèóñà-âåêòîðà r̄ = OM òî÷êè

M.

O

M
FHM L

x

y

z

Ïîñêîëüêó ñèëà ïðèòÿæåíèÿ äåéñòâóåò âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà â íàïðàâëåíèè îò òî÷êè M ê
íà÷àëó êîîðäèíàò, òî

F (M) = − γ

r3
r̄ = − γ

r3
(xı̄+ yȷ̄+ zk̄). (6)

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

ā =
1

r3
(xı̄+ yȷ̄+ zk̄).

Äëÿ íåãî

∂xay = ∂x

( y
r3

)
= y(−3)r−4(r)′x = −3y

r4
· x
r
= −3xy

r5

è, çíà÷èò, áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè

∂yax = ∂xay = −3xy

r5
, ∂xaz = ∂zax = −3xz

r5
, ∂yaz = ∂zay = −3yz

r5
.

Ïîýòîìó
rot ā = (∂yaz − ∂zay )̄ı+ (∂zax − ∂xaz)ȷ̄+ (∂xay − ∂yax)k̄ = 0̄,

ñëåäîâàòåëüíî,
rotF (M) = −γ rot ā = 0̄

è, òàêèì îáðàçîì, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (6) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
Íàéäåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5), ïîòåíöèàë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé

âîçüìåì òî÷êó M0(1, 1, 1). Òîãäà

u = −γ

 x∫
1

s√
(s2 + y2 + z2)3

ds+

y∫
1

s√
(1 + s2 + z2)3

ds+

z∫
1

s√
(2 + s2)3

ds

 .

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè a ∈ R∫
x√

(a+ x2)3
dx =

1

2

∫ (
a+ x2

)−3/2
d
(
a+ x2

)
=

1

2
(−2)

(
a+ x2

)−1/2
= − 1√

a+ x2
+ C,
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ìû ïîëó÷èì

u = γ

(
1√

s2 + y2 + z2

∣∣∣∣∣
x

1

+
1√

1 + s2 + z2

∣∣∣∣y
1

+
1√

2 + s2

∣∣∣∣z
1

)
= γ

(
1√

x2 + y2 + z2
− 1√

3

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u =
γ

r
+ C,C ∈ R.

Åñëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå çàäàíî íà ïëîñêîñòè

ā(M) = ax(M )̄ı+ ay(M)ȷ̄, M(x, y) ∈ D, (7)

òî åãî ðîòîðîì ñëóæèò âåêòîð

rot ā(M) =

∣∣∣∣∣∣
ı̄ ȷ̄ k̄

∂x ∂y ∂z
ax(M) ay(M) 0

∣∣∣∣∣∣ =
= (∂y0− ∂zay(M))̄ı+ (∂zax(M)− ∂x0)ȷ̄+ (∂xay(M)− ∂yax(M))k̄ = (∂xay(M)− ∂yax(M))k̄.

Ñëåäîâàòåëüíî,
rot ā(M) = 0̄ ⇐⇒ ∂xay(M) = ∂yax(M), M ∈ D

è, çíà÷èò, âåêòîðíîå ïîëå (7) íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âî âñåõ åãî òî÷êàõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∂xay(M) = ∂yax(M).

Èç ôîðìóëû (5) ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïîëÿ (7) ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

x∫
x0

ax(s, y)ds+

y∫
y0

ay(x0, s)ds.

b) Ñîëåíîèäíîå âåêòîðíîå ïîëå.
Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðíîå ïîëå (1) íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäíûì, åñëè åãî ïîòîê ÷åðåç âû-

áðàííóþ ñòîðîíó ëþáîé çàìêíóòîé, êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Q ⊂ D, îãðàíè÷èâàþùåé
ïðîñòîå òåëî T ⊂ D ðàâåí íóëþ, ò.å.

◦
Π(ā, Q) = 0. (8)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Q+ (ñîîòâåòñòâåííî, Q−) � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè Q, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé
âåêòîðíûå ëèíèè ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü ïîä îñòðûì (ñîîòâåòñòâåííî, òóïûì) óãëîì. Òîãäà
äëÿ ñîëåíîèäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

◦
Π(ā, Q) = Π(ā, Q+) + Π(ā, Q−) = 0

è, çíà÷èò,
Π(ā, Q+) = −Π(ā, Q−).

Òàêèì îáðàçîì, â ñîëåíîèäíîì âåêòîðíîì ïîëå âõîäÿùèé ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü
ïîòîê ðàâåí èñõîäÿùåìó è, ñòàëî áûòü, â íåì îòñóòñòâóþò èñòî÷íèêè è ñòîêè.
Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ âåêòîðíóþ òðóáêó â íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîì ñîëåíîèäíîì

âåêòîðíîì ïîëå, ò. å. îáëàñòü ñ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ, ñïëîøü ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðíûõ ëèíèé
ïîëÿ. Ïóñòü Q1 è Q2 � äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿ òðóáêè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñî-
áîé êóñî÷íî-ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå âåêòîðíûå ëèíèè ïåðåñåêàþò â åäèíñòâåííîé òî÷êå
íå êàñàÿñü, à Q3 � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü òðóáêè ìåæäó ñå÷åíèÿìè.
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Q1 Q2

Q3

x

y

z

Ïîñêîëüêó ïîòîê äàííîãî ïîëÿ ÷åðåç áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü âåêòîðíîé òðóáêè ðàâåí, î÷åâèäíî,
íóëþ, òî äëÿ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Q = Q1

∪
Q2
∪
Q3

◦
Π(ā, Q) = Π(ā, Q1) + Π(ā, Q2) + Π(ā, Q3) = Π(ā, Q1) + Π(ā, Q2) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê ñîëåíîèäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå âåê-

òîðíîé òðóáêè â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ñîëåíîèäíîå âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàþò èíà÷å òðóá÷àòûì.
Äëÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñóùåñòâóåò áîëåå óäîáíûé, ÷åì (8)

ñïîñîá ïðîâåðêè åãî íà ñîëåíîèäíîñòü.
Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå (1) áûëî ñîëå-

íîèäíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ëþáîé åãî òî÷êå îòñóòñòâîâàëà äèâåðãåíöèÿ,

ò.å.

div ā(M) = 0,M ∈ D.

Â ñàìîì äåëå, åñëè ïîëå ñîëåíîèäíîå, òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ∆Q, îãðà-
íè÷èâàþùåé ïðîñòîå òåëî ∆T ìàëîãî äèàìåòðà ∆d ñ îáúåìîì ∆V, ñîäåðæàùåå âíóòðè ôèê-
ñèðîâàííóþ òî÷êó M ∈ D

◦
Π(ā,∆Q) = 0.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äèâåðãåíöèè

div ā(M) = lim
∆d→0

◦
Π(ā,∆Q)

∆V
= lim

∆d→0

0

∆V
= 0.

Îáðàòíî, åñëè â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ äèâåðãåíöèÿ ðàâíà íóëþ, òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî
ïðîñòîãî òåëà T ⊂ D ñ ãðàíèöåé Q ïî òåîðåìå Ãàóññà (�2)

◦
Π(ā, Q) =

∫∫∫
T

div ā(M)dV = 0,

ò. å. ïîëå ā ñîëåíîèäíîå.
Ïîêàæåì, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå (6) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñîëåíîèäíûì. Â ñàìîì äåëå, äëÿ

íåãî

∂xFx = −γ
( x
r3

)′
x
= −γ r

3 − x · 3r2r′x
r6

= −γ
r − 3x · x

r

r4
= −γ r

2 − 3x2

r5
è, çíà÷èò, ââèäó ñèììåòðèè

∂yFy = −γ r
2 − 3y2

r5
, ∂zFz = −γ r

2 − 3z2

r5
.

Ïîýòîìó

divF =∂xFx+∂yFy+∂zFz=−γ
(
r2 − 3x2

r5
+
r2 − 3y2

r5
+
r2 − 3z2

r5

)
=−γ 3r

2 − 3(x2 + y2 + z2)

r5
= 0.

c) Ãàðìîíè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå.
Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîðíîå ïîëå (1) íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êàê

ïîòåíöèàëüíûì, òàê è ñîëåíîèäíûì.
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Ïóñòü u(M) � ïîòåíöèàë íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ãàðìîíè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
(1). Òîãäà

gradu(M) = ā(M),M ∈ D.

Ïîñêîëüêó ïîëå (1) òàêæå è ñîëåíîèäíîå, òî

div gradu(M) = div ā(M) = 0,M ∈ D

èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

div gradu = ∂x(∂xu) + ∂y(∂yu) + ∂z(∂zu) = ∂xxu+ ∂yyu+ ∂zzu,

ìû ìîæåì çàïèñàòü
∂xxu+ ∂yyu+ ∂zzu = 0. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ (9), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Ýòî óðàâíåíèå ìû ìîæåì ïðåäñòà-
âèòü â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå

∆u = 0,

åñëè èñïîëüçîâàòü ñèìâîë
∆ = ∇ · ∇ = ∂xx + ∂yy + ∂zz.

Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîòåíöèàë ãàðìîíè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Âåðíî òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, à èìåííî, ïîëå ãðàäèåíòîâ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè u = u(M),M ∈ D � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, òî ïîëå

ā(M) = gradu(M),M ∈ D

ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïî îïðåäåëåíèþ. Êðîìå òîãî,

div ā(M) = div gradu(M) = ∆u(M) = 0,M ∈ D

è, çíà÷èò, ýòî ïîëå òàêæå è ñîëåíîèäíîå.
Âûøå ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì è ñîëåíîèä-

íûì è, ñòàëî áûòü, ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ìû æèâåì, � ãàðìîíè÷åñêîå.



80

ÃËÀÂÀ XII. ×ÈÑËÎÂÛÅ È ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ.
ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ ÐßÄÛ. ÐßÄÛ ÔÓÐÜÅ

Â ýòîé ãëàâå, ðàñïðîñòðàíèâ ñóììèðîâàíèå íà áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, ìû ïðè-
äåì ê òàêîìó âàæíîìó, êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêå, òàê è â åå ïðèëîæåíèÿõ ïîíÿòèþ, êàê ðÿäû.

�1. ×èñëîâûå ðÿäû, èõ ñâîéñòâà è ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè

Ïóñòü an, n ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà

a1 + a2 + . . .+ an + . . .

áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ, êîòîðàÿ êîðîòêî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∞∑
n=1

an. (1)

×èñëà, ñîñòàâëÿþùèå ðÿä, íàçûâàþòñÿ åãî ñëàãàåìûìè. Ñîîòâåòñòâåííî, an, n ∈ N � îáùåå
ñëàãàåìîå ðÿäà.
Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå ðÿäà íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü, ïîñêîëüêó ìû åùå íå çíàåì, ÷òî ñëå-

äóåò ïîíèìàòü ïîä ñóììîé ðÿäà. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì

A1 = a1, A2 = a1 + a2, . . . , An = a1 + a2 + . . .+ an =

n∑
k=1

ak, . . . .

Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä (1) ñ÷èòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ (ðàñõîäÿùèìñÿ), åñëè ñõîäèòñÿ (ðàñõî-
äèòñÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Äëÿ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ïðåäåë

lim
n→∞

An (2)

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Äëÿ ñóììû ðÿäà ñîõðàíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå (1).
Ïðèìåð 1. Âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ x ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

xn−1 = 1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . . , (3)

ñîñòàâëåííûé èç ýëåìåíòîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, è íàéòè åãî ñóììó.

Ðåøåíèå. Åñëè x = 1, òî, î÷åâèäíî, An = n, n ∈ N è, çíà÷èò,

lim
n→∞

An = +∞,

ò. å. ðÿä (3) ðàñõîäèòñÿ.
Ïðè x ̸= 1

An =
n∑

k=1

xk−1 = 1 + x+ x2 + . . .+ xn−1 =
1− xn

1− x
, n ∈ N.

Ïîýòîìó, åñëè |x| < 1, òî

lim
n→∞

An = lim
n→∞

1− xn

1− x
=

1

1− x
,

òàê êàê
lim
n→∞

xn = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (3) ñõîäèòñÿ è
∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x
. (4)

Åñëè æå |x| > 1, òî
lim
n→∞

xn = ∞
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è, ñòàëî áûòü, ðÿä (3) ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó

lim
n→∞

An = lim
n→∞

1− xn

1− x
= ∞.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x = −1. Çäåñü ìû èìååì ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1 = 1− 1 + 1− 1 + . . . ,

äëÿ êîòîðîãî ÷àñòè÷íûå ñóììû An ñîñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

1, 0, 1, 0, . . . ,

êîòîðàÿ ïðåäåëà íå èìååò, òàê êàê åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè A2n−1 = 1, A2n = 0, n ∈ N èìåþò,
î÷åâèäíî, íå ðàâíûå äðóã äðóãó ïðåäåëû 1 è 0, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè x = −1
ðÿä (3) ðàñõîäèòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (3) ñõîäèòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà åå çíàìå-

íàòåëü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ìåíüøå 1 è ñóììà ýòîãî ðÿäà íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (4).
Ñôîðìóëèðóåì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ðÿäà, êîòîðûå ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ åãî ñõîäèìîñòè.
1) Îòáðàñûâàíèå èëè äîáàâëåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ðÿäà íå âëèÿåò íà õàðàêòåð

åãî ñõîäèìîñòè. Ýòà îïåðàöèÿ ìîæåò îòðàçèòüñÿ òîëüêî íà ñóììå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà.

2) Åñëè ðÿäû
∞∑
n=1

an è

∞∑
n=1

bn

ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ òàêæå ðÿä
∞∑
n=1

(c1an + c2bn), c1, c2 ∈ R

è
∞∑
n=1

(c1an + c2bn) = c1

∞∑
n=1

an + c2

∞∑
n=1

bn.

Ôîðìàëüíî ðÿä (1) ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå
∞∑
k=1

ak = An +

∞∑
k=n+1

ak, n ∈ N (5)

ãäå ðÿä

Rn =

∞∑
k=n+1

ak

íàçûâàåòñÿ n-ûì îñòàòêîì äàííîãî ðÿäà. Î÷åâèäíî, n-ûé îñòàòîê ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ìû äîïóñêàåì, çàìåíèâ ñóììó ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà n-îé ÷àñòè÷íîé ñóì-
ìîé.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åãî n-ûé îñòàòîê

áûë áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðè n→ ∞, ò.å.

lim
n→∞

Rn = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî îñòàòîê Rn êàê ðÿä ïî ñâîéñòâó 1) òàêæå ñõîäèòñÿ
ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n è ââèäó (5)

Rn =
∞∑
k=1

ak −An.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

Rn = lim
n→∞

( ∞∑
k=1

ak −An

)
=

∞∑
k=1

ak − lim
n→∞

An =

∞∑
k=1

ak −
∞∑
k=1

ak = 0.



82

Îáðàòíî, åñëè îñòàòîê áåñêîíå÷íî ìàë, òî êàê ðÿä îí ñõîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî
n, à òîãäà ïî ñâîéñòâó 1) ðÿäîâ ñõîäèòñÿ è ðÿä (1).

Âûÿñíèì, êàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò îáùåå ñëàãàåìîå ñõîäÿùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà.
Òåîðåìà 2 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè). Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî

åãî îáùåå ñëàãàåìîå áåñêîíå÷íî ìàëî, ò.å.

lim
n→∞

an = 0. (6)

Â ñàìîì äåëå, êîëü ñêîðî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî

lim
n→∞

An = lim
n→∞

An−1 =

∞∑
n=1

an = A

è, çíà÷èò,
lim
n→∞

an = lim
n→∞

(An −An−1) = lim
n→∞

An − lim
n→∞

An−1 = A−A = 0.

Óñëîâèå (6) íå ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, äîñòàòî÷íûì äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ïîäòâåðæäå-
íèåì ñêàçàííîìó ñëóæèò
Ïðèìåð 2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
.

Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ðÿäà

lim
n→∞

an = lim
n→∞

ln

(
1 +

1

n

)
= 0

è, çíà÷èò, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè (6) âûïîëíÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå çäåñü

An =

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=1

ln
k + 1

k
=

n∑
k=1

(ln(k + 1)− ln k) = ln(n+ 1)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞

An = lim
n→∞

ln(n+ 1) = +∞,

ò. å. äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Íàéäåì, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2, îäíî ïîëåçíîå
Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðåäåë

lim
n→∞

an

îáùåãî ñëàãàåìîãî ðÿäà (1) íå ðàâåí íóëþ èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû îí ñõîäèëñÿ, òî ïî òåîðåìå 2 âûïîëíÿëîñü áû óñëîâèå (6), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Ïðèìåð 3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n sin
π

n
.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó sin π
n ∼ π

n ïðè n→ ∞, òî

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n sin
π

n
= lim

n→∞
n · π

n
= π ̸= 0

è, çíà÷èò, äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ðÿäîì (1) è íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì (ãëàâà VII, �4, ïóíêò 1)

êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Ðàññìîòðèì íà ïðîìåæóòêå [1,+∞)
ôóíêöèþ

a(x) = an, x ∈ [n, n+ 1), n ∈ N. (7)
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Òåîðåìà 3. ×èñëîâîé ðÿä (1) è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

a(x)dx (8)

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî, ïðè÷åì â ñëó÷àå èõ ñõîäèìîñòè

∞∑
n=1

an =

+∞∫
1

a(x)dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n öåëóþ ÷àñòü ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà b ≥ 1.
Î÷åâèäíî, 0 ≤ b− n < 1. Òîãäà

b∫
1

a(x)dx =

2∫
1

a(x)dx+

3∫
2

a(x)dx+ . . .+

n∫
n−1

a(x)dx+

b∫
n

a(x)dx =

=

2∫
1

a1dx+

3∫
2

a2dx+ . . .+

n∫
n−1

an−1dx+

b∫
n

andx = a1 x

∣∣∣∣2
1

+ a2 x

∣∣∣∣3
2

+ . . .+ an−1 x

∣∣∣∣n
n−1

+ an x

∣∣∣∣b
n

=

= a1 + a2 + . . .+ an−1 + an(b− n) = An−1 + an(b− n),

ò. å.
b∫

1

a(x)dx = An−1 + an(b− n). (9)

Ïîýòîìó, åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî, ó÷èòûâàÿ (6), ìû ïîëó÷èì

lim
b→+∞

(An−1 + an(b− n)) = lim
n→∞

An−1 + lim
n→∞

an(b− n) = lim
n→∞

An−1 + 0 =

=
∞∑
n=1

an = lim
b→+∞

b∫
1

a(x)dx =

+∞∫
1

a(x)dx.

Îáðàòíî, åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (8) ñõîäèòñÿ, òî, âûáèðàÿ â (9) b = n, ìû íàéäåì
+∞∫
1

a(x)dx = lim
n→+∞

n∫
1

a(x)dx = lim
n→+∞

An−1 =

∞∑
n=1

an.

Ñòàëî áûòü, ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà (8).
Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî, åñëè îäèí èç íèõ ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è äðóãîé, òàê êàê
ïðåäïîëîæèâ îáðàòíîå, ìû íåìåäëåííî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çàéìåìñÿ òåïåðü äîñòàòî÷íûìè ïðèçíàêàìè ñõîäèìîñòè äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè ñëàãàåìûìè.
Òåîðåìà 4 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê). Åñëè f(x) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ, íåîòðèöàòåëü-

íàÿ è íåâîçðàñòàþùàÿ íà ïîëóîñè [1,+∞) ôóíêöèÿ, òî ðÿä
∞∑
n=1

f(n) (10)

è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x)dx (11)

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâÿæåì ñ ðÿäîì (10) äâå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè

f1(x) = f(n+ 1), f2(x) = f(n), x ∈ [n, n+ 1), n ∈ N.



84

Ïî òåîðåìå 3 ðÿä (10) è êàæäûé èç íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ
+∞∫
1

f1(x)dx,

+∞∫
1

f2(x)dx (12)

ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî. Ïîñêîëüêó

f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x), x ∈ [1,+∞),

òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (ãëàâà VII, �4, ïóíêò 1) èíòåãðàëû
(12), à, çíà÷èò, è ðÿä (10) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëîì (11).
Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

1

nα
(13)

â çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà α.
Ðåøåíèå. Ïðè α ≤ 0 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê, î÷åâèäíî, äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè (6). Ïðè α > 0 ïðèìåíèì èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê. Êàê èçâåñòíî (ãëàâà
VII, �4, ïóíêò 1, ïðèìåð 1), íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

xα

ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè α > 1. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (13) ñõîäèòñÿ ïðè α > 1, à ïðè âñåõ îñòàëüíûõ
çíà÷åíèÿõ α îí ðàñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå 1. Ðÿä (13) ÷àñòî íàçûâàþò îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì. Íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ

òåì, ÷òî åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðè α = 1 ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäÿùèéñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1

n
.

Òåîðåìà 5 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü äëÿ ðÿäîâ
∞∑
n=1

an (14)

è
∞∑
n=1

bn (15)

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñëàãàåìûìè ïðè âñåõ n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

an ≤ bn. (16)

Òîãäà ðÿä (14) ñõîäèòñÿ, åñëè ñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ ðÿä (15). Åñëè æå ðÿä (14) ðàñõîäèòñÿ,
òî ðàñõîäèòñÿ òàêæå è ðÿä (15).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a(x) è b(x) � ôóíêöèè (7) äëÿ ðÿäîâ (14) è (15), ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñêîëüêó ââèäó (16)
a(x) ≤ b(x), x ∈ [1,+∞)

è ïî òåîðåìå 3 ðÿäû (14) è (15) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî ñ íåñîáñòâåííûìè èíòå-

ãðàëàìè
+∞∫
1

a(x)dx è
+∞∫
1

b(x)dx, ñîîòâåòñòâåííî, òî óòâåðæäåíèå äàííîé òåîðåìû íåìåäëåííî

ñëåäóåò èç óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ.
Çàìå÷àíèå 2. Ñîñëàâøèñü íà ñâîéñòâî 1) ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâ òàêæå è â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî (16) âûïîëíÿåòñÿ íå ïðè
âñåõ íàòóðàëüíûõ n, à òîëüêî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0.
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Ïðèìåð 5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû

a)
∞∑
n=2

1

ln2 n
; b)

∞∑
n=1

2 + sinn100

3
√
2n + 1

.

Ðåøåíèå. à) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = lnx −
√
x. Îíà óáûâàåò, òàê êàê åå ïðîèçâîäíàÿ

ðàâíà f ′(x) = 1
x − 1

2
√
x
= 2−

√
x

2x è, çíà÷èò, f ′(x) < 0 ïðè x > 4. Îòñþäà

f(x) < 0 ⇐⇒ lnx <
√
x

ïðè x ≥ 4, ïîñêîëüêó f(4) = ln 4− 2 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 4

lnn <
√
n⇐⇒ ln2 n < n⇐⇒ 1

n
<

1

ln2 n
.

Âûøå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1
n ðàñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ

ðàñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ è ðÿä a).
b) Ïîñêîëüêó 2 + sinn100 ≤ 3, 3

√
2n + 1 > 2

n
3 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n, òî

2 + sinn100

3
√
2n + 1

<
3

2
n
3

, n ∈ N.

Ðÿä
∞∑
n=1

1

2
n
3

=

∞∑
n=1

(
1
3
√
2

)n

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ
(
ïðèìåð 1, 0 < x = 1

3√2
< 1
)
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ òàêæå ðÿä

∞∑
n=1

3

2
n
3

,

à âìåñòå ñ íèì ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ è ðÿä b).
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ èíîãäà áûâàåò áîëåå óäîáíîé äðóãàÿ � ïðåäåëüíàÿ ôîðìà

ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 6 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå). Åñëè äëÿ ðÿäîâ (14) è (15) ñ
ïîëîæèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

L = lim
n→∞

an
bn

è 0 < L < +∞, òî ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûáåðåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû è ÷èñëî L−ε áûëî
ïîëîæèòåëüíûì. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà
nϵ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

L− ε <
an
bn

< L+ ε

èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî,
(L− ε)bn < an < (L+ ε)bn, n > nε.

Îòñþäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, åñëè ðÿä
(14) ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ òàêæå è ðÿä

∞∑
n=1

(L− ε)bn,

à òîãäà ïî ñâîéñòâó 2) ðÿäîâ ñõîäÿùèìñÿ áóäåò ðÿä (15). Îáðàòíî, åñëè ðÿä (15) ñõîäèòñÿ, òî
ñõîäèòñÿ òàêæå ðÿä

∞∑
n=1

(L+ ε)bn,

à âìåñòå ñ íèì è ðÿä (14).
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Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, åñëè îäèí èç ðÿäîâ (14) èëè (15) ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäÿùèìñÿ
áóäåò è äðóãîé.
Çàìå÷àíèå 3. Åñëè îáùåå ñëàãàåìîå ðÿäà èìååò ñòåïåííîé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè, òî äëÿ

èññëåäîâàíèÿ íà ñõîäèìîñòü åãî ñëåäóåò ñðàâíèâàòü ñ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì (13).
Ïðèìåð 6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû

a)

∞∑
n=1

(
1− cos

1√
n

)
ln

3
√
n+ 2
3
√
n

; b)

∞∑
n=1

2−n + n

2n2 + 5n+ 8
.

Ðåøåíèå. a) Ïîñêîëüêó ïðè n→ ∞

1− cos
1√
n
= 2 sin2

1

2
√
n
∼ 2

(
1

2
√
n

)2

=
1

2n
, ln

3
√
n+ 2
3
√
n

= ln

(
1 +

2
3
√
n

)
∼ 2

3
√
n
,

òî (
1− cos

1√
n

)
ln

3
√
n+ 2
3
√
n

∼ 1

2n
· 2

3
√
n
=

1

n
4
3

.

Òàê êàê ðÿä
∞∑
n=1

1

n
4
3

,

áóäó÷è îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ñ α = 4
3 > 1, ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðåäåëüíîìó ïðèçíàêó ñðàâ-

íåíèÿ ñõîäèòñÿ òàêæå è ðÿä a).
b) Çäåñü

2−n + n ∼ n, 2n2 + 5n+ 8 ∼ 2n2

ïðè n→ ∞, ïîýòîìó
2−n + n

2n2 + 5n+ 8
∼ n

2n2
=

1

2
· 1
n
.

Ïîñêîëüêó ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ òàêæå ðÿä
∞∑
n=1

1

2n
,

à âìåñòå ñ íèì ïî ïðåäåëüíîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðàñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ è ðÿä b).
Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè,

èìåþùèõ ïîêàçàòåëüíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ñõîäÿùèìèñÿ èëè ðàñõî-
äÿùèìèñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Òåîðåìà 7 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà). Ïóñòü äëÿ ðÿäà

∞∑
n=1

an (17)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè ñóùåñòâóåò ïðåäåë (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé)

L = lim
n→∞

an+1

an
.

Òîãäà ïðè L < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè L > 1 � ðàñõîäèòñÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå L < 1 âûáåðåì ε1 > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû x1 = L+ε1 < 1.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäåòñÿ íîìåð n1, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
an+1

an
< x1.

Îòñþäà
an1+1 < an1x1,

an1+2 < an1+1x1 < an1x
2
1,

· · · · · · · ·
an1+k < an1+k−1x1 < an1x

k
1,

· · · · · · · · ·
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è, çíà÷èò,
an1+k < an1x

k
1, k ∈ N.

Ïîñêîëüêó çäåñü ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
∞∑
k=1

an1x
k
1

ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ òàêæå ðÿä
∞∑
k=1

an1+k,

à âìåñòå ñ íèì è ðÿä (17).
Àíàëîãè÷íî, åñëè L > 1, òî âûáåðåì ε2 > 0 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû x2 = L− ε2 > 1. Òîãäà,

êàê è âûøå, îòûùåòñÿ íîìåð n2 òàêîé, ÷òî
an+1

an
> x2, n ≥ n2,

îòêóäà
an2+k > an2x

k
2, k ∈ N.

Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
∞∑
k=1

an2x
k
2

ðàñõîäèòñÿ, à òîãäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðàñõîäèòñÿ è ðÿä (17).
Ïðèìåð 7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû

a)

∞∑
n=1

3n(n!)2

(2n)!
; b)

∞∑
n=1

2n + 5−n

n5 + 2n3 + 3n+ 4
.

Ðåøåíèå. a) Çäåñü

an =
3n(n!)2

(2n)!
, an+1 =

3n+1((n+ 1)!)2

(2(n+ 1))!
,

ïîýòîìó

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

3n+1((n+ 1)!)2

(2(n+ 1))!
· (2n)!

3n(n!)2
= lim

n→∞

3(n!)2(n+ 1)2

(2n)!(2n+ 1)2(n+ 1)
· (2n)!
(n!)2

=

=
3

2
lim
n→∞

n+ 1

2n+ 1
=

3

2
lim
n→∞

1 + 1
n

2 + 1
n

=
3

2
· 1
2
=

3

4
< 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä a) ñõîäèòñÿ.
b) Ïîñêîëüêó ïðè n→ ∞

2n + 5−n ∼ 2n, n5 + 2n3 + 3n+ 4 ∼ n5,

òî
2n + 5−n

n5 + 2n3 + 3n+ 4
∼ 2n

n5

è, çíà÷èò, ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ðÿä b) ñõîäèòñÿ èëè ðàñõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ðÿäîì
∞∑
k=1

2n

n5
,

äëÿ êîòîðîãî

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2n+1

(n+ 1)5
· n

5

2n
= 2 lim

n→∞

1(
1 + 1

n

)5 = 2 · 1 = 2 > 1.

Ñòàëî áûòü, ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä b) ðàñõîäèòñÿ.
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Òåîðåìà 8 (ïðèçíàê Êîøè). Åñëè äëÿ ðÿäà (17) ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûé)

L = lim
n→∞

n
√
an,

òî ïðè L < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, à ïðè L > 1 � ðàñõîäèòñÿ.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, ñîâåðøåííî àíà-

ëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå ìû èñïîëüçîâàëè âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðèçíàêà Äàëàìáåðà.
Ïðèìåð 8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû

a)
∞∑
n=1

(
cos

1

n

)n3

; b)
∞∑
n=2

(lnn)n

nlnn
.

Ðåøåíèå. a) Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Êîøè:

L1 = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√(
cos

1

n

)n3

= lim
n→∞

(
cos

1

n

)n2

.

Çäåñü âîçíèêëà íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1∞, êîòîðóþ ìû ðàñêðîåì, èñïîëüçîâàâ ÷èñëî e è ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî sin 1

2n ∼ 1
2n ïðè n→ ∞ :

L1 = lim
n→∞

(
1− 2 sin2

1

2n

)n2

= lim
n→∞

((
1− 2 sin2

1

2n

)− 1

2 sin2 1
2n

)−2n2 sin2 1
2n

=

= lim
n→∞

e−2n2( 1
2n)

2

=
1√
e
< 1

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä a) ñõîäèòñÿ.
b) Çäåñü ïî ïðèçíàêó Êîøè

L2 = lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
(lnn)n

nlnn
= lim

n→∞

lnn

n
lnn
n

= lim
n→∞

lnn

e
ln2 n
n

.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà

lim
x→+∞

ln2 x

x
âîçíèêàåò íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞

∞ , êîòîðóþ ìû ðàñêðîåì ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ
(ãëàâà V, �4):

lim
x→+∞

ln2 x

x
= lim

x→+∞

(ln2 x)′

(x)′
= lim

x→+∞

2 lnx · 1
x

1
= 2 lim

x→+∞

lnx

x
= 2 lim

x→+∞

(lnx)′

(x)′
= 2 lim

x→+∞

1

x
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

e
ln2 n
n = e0 = 1

è, çíà÷èò,
L2 = lim

n→∞
lnn = +∞.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä b) ðàñõîäèòñÿ.
Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèçíàêà Äàëàìáåðà èëè Êîøè ñîîòâåòñòâóþùèé

ïðåäåë L îêàæåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå, òî íè÷åãî îïðåäåëåííîãî î ñõîäèìîñòè ðÿäà ìû â ýòîì
ñëó÷àå ñêàçàòü íå ìîæåì � ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Ïðèìåðîì ìîæåò
ñëóæèòü îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä (13), äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîì α ∈ R

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

1
(n+1)α

1
nα

= lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)α = 1,

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
n

√
1

nα
= lim

n→∞

1

n
α
n

= lim
n→∞

1

eα
lnn
n

=
1

eα·0
= 1,

à ñõîäèòñÿ ýòîò ðÿä, êàê ìû âûÿñíèëè â ïðèìåðå 4, òîëüêî ïðè α > 1.
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Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà îáùåãî âèäà, ò. å. ðÿäà, çíàê ñëàãàåìûõ êîòîðîãî
ìîæåò ìåíÿòüñÿ, ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ, òàê êàê çäåñü ìû óæå íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðèçíàêè
ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè. Îäíàêî äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ
òàêèõ ðÿäîâ � çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà � ñóùåñòâóåò óäîáíûé äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìî-
ñòè.
×èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ, åñëè çíàê êàæäîãî ñëåäóþùåãî ñëàãàåìîãî

ðÿäà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ìû â äàëüíåéøåì áóäåì çàïè-
ñûâàòü â âèäå

∞∑
n=1

(−1)n+1an = a1 − a2 + a3 − a4 + . . . , (18)

ãäå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an, n ∈ N èìåþò ôèêñèðîâàííûé çíàê. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì ñ÷èòàòü èõ ïîëîæèòåëüíûìè.
Òåîðåìà 9 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä (18) ñõîäèòñÿ, åñëè

an > an+1, n ∈ N è lim
n→∞

an = 0. (19)

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ñõîäèìîñòè çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñëàãàåìûõ ðÿäà áûëà óáûâàþùåé è áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An, n ∈ N ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (18).
Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå èç óñëîâèé (19), ìû ìîæåì çàïèñàòü íåðàâåíñòâà

A2 < A3 < A1,

A2 < A4 < A3,

· · · · · ·
A2k < A2k+1 < A2k−1,

A2k < A2k+2 < A2k+1,

· · · · · · ·
à òîãäà è ñèñòåìó âëîæåííûõ îòðåçêîâ

[A2, A1] ⊃ [A2, A3] ⊃ . . . ⊃ [A2k, A2k−1] ⊃ [A2k, A2k+1] ⊃ . . . ,

êîòîðàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì âëîæåííûõ îòðåçêîâ (ãëàâà IV, �2) èìååò îáùóþ òî÷êó,
êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Äëèíû âëîæåííûõ îòðåçêîâ îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
an, n ≥ 2, êîòîðàÿ ââèäó âòîðîãî èç óñëîâèé (19) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé. Ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð nε, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
an < ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

|An −A| < an < ε, n > nε,

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An, n ∈ N, à, çíà÷èò, è çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà
(18).
Ïðèìåð 9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=3

(−1)n
ln lnn

lnn
.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ (19) äëÿ ýòîãî çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(x) =
ln lnx

lnx
.

Äëÿ íåå

f ′(x) =
(ln lnx)′ lnx− ln lnx(lnx)′

ln2 x
=

1− ln lnx

x ln2 x
,

ïîýòîìó f ′(x) < 0 ïðè x > ee è, çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

an = f(n) =
ln lnn

lnn
óáûâàåò ïðè n > 15.
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Êðîìå òîãî, ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ

lim
x→+∞

f(x) =
(∞
∞

)
= lim

x→+∞

(ln lnx)′

(lnx)′
= lim

x→+∞

1
lnx · 1

x
1
x

= lim
x→+∞

1

lnx
= 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞

an = 0.

Òàêèì îáðàçîì, îáà óñëîâèÿ (19) âûïîëíÿþòñÿ è, ñòàëî áûòü, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî
ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.
Çàìå÷àíèå 5. Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðèçíàêà Ëåéáíèöà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì

n
|An −A| < an+1

è, çíà÷èò, ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ ìû äîïóñêàåì, çàìåíèâ ñóììó çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà åãî
÷àñòè÷íîé ñóììîé, íå ïðåâûøàåò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïåðâîãî èç îòáðîøåííûõ ñëàãàåìûõ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ε ñóììû ðÿäà (18) ïðè óñëîâèÿõ (19),
ñóììèðîâàíèå ñëåäóåò ïðîâîäèòü äî ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå

áóäåò ïðåâîñõîäèòü ε.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà ââåäåì, êàê è äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ â ãëàâå VII, �4,
ïîíÿòèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.
Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ

âåëè÷èí åãî ñëàãàåìûõ, ò. å. ðÿä
∞∑
n=1

|an|. (20)

Òî÷íî òàêæå, êàê è äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (ãëàâà VII, �4, ïóíêò 1) ìû ìîæåì ïðîâå-
ðèòü, ÷òî èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå

íåâåðíî, â ÷åì ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ïðèìåðà.
Ïðèìåð 10. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n

nα
. (21)

â çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà α.
Ðåøåíèå. Çäåñü ðÿä (20) ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì (13), êîòîðûé ñõî-

äèòñÿ òîëüêî ïðè α > 1 è, çíà÷èò, äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé α ðÿä (21) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Åñëè
0 < α ≤ 1, òî ðÿä (21) ñõîäèòñÿ, òàê êàê äëÿ íåãî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ îáà óñëîâèÿ (19)
ïðèçíàêà Ëåéáíèöà, à âîò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå íåò. Íàêîíåö, ïðè α ≤ 0
ðÿä (21) ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè (6).

Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (20) ðàñõîäèòñÿ, ò. å. íåò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, òî äàííûé
ðÿä íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (21) óñëîâíî ñõîäèòñÿ ïðè 0 < α ≤ 1.

�2. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.
Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ

Ïóñòü an(x), n ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëåíà íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå X ⊆ R.
Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä

∞∑
n=1

an(x), (1)

ðàññìàòðèâàåìûé ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ X, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì.

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë x ∈ D ⊆ X, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.

Âñþäó â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ÷åðåç

An(x) =
n∑

k=1

ak(x), n ∈ N, x ∈ X



91

ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷àñòè÷íóþ ñóììó ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1), à ÷åðåç

A(x) =

∞∑
n=1

an(x), x ∈ D

� åãî ñóììó.
Ïðèìåðàìè ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

∞∑
n=0

xn

è îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1

nx
.

Êàê ìû âûÿñíèëè â �1, ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè ïåðâîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−1, 1), à
âòîðîãî � ïîëóîñü (1,+∞).
×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü óâåðåííî îïåðèðîâàòü ôóíêöèîíàëüíûìè ðÿäàìè ââåäåì ïîíÿòèå

ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæå-

ñòâå D ⊆ X, åñëè, âî-ïåðâûõ, îí ñõîäèòñÿ â ëþáîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà è, âî-âòîðûõ,

ðÿä äîñòèãàåò ñâîåé ñóììû ðàâíîìåðíî ïî âñåì x ∈ D, ò.å. äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà ε ñóùåñòâóåò íîìåð nε òàêîé, ÷òî íåðàâåíñòâî

|A(x)−An(x)| < ε (2)

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì n > nε äëÿ âñåõ x ∈ D.
Ïðèìåð 1. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=0

e−nx (3)

ÿâëÿåòñÿ ïîëóîñü (0,+∞), à íà ïîëóîñè [a,+∞) ïðè ëþáîì a > 0 äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèñàâ ðÿä (3) â âèäå
∞∑
n=0

(e−x)n,

ìû çàìå÷àåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (�1, ïðèìåð 1) è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îí ñõîäèòñÿ ïðè

e−x < 1 ⇐⇒ x ∈ (0,+∞).

Ïîêàæåì, ÷òî ñõîäèìîñòü íà ýòîì ìíîæåñòâå íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Äëÿ íàøåãî ðÿäà

An(x) =

n−1∑
k=0

e−kx =
1− e−nx

1− e−x
, A(x) =

1

1− e−x
,

ïîýòîìó

|A(x)−An(x)| =
e−nx

1− e−x

è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = 1
n , n ∈ N

lim
n→∞

|A(xn)−An(xn)| = lim
n→∞

e−1

1− e−
1
n

= +∞.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2) íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ (0,+∞) íè
ïðè êàêîì ε > 0, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà ìíîæåñòâå (0,+∞) íåò.
Çàôèêñèðóåì òåïåðü a > 0. Íà ïîëóîñè [a,+∞)

e−nx ≤ e−na, 1− e−x ≥ 1− e−a,
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ïîýòîìó

|A(x)−An(x)| ≤
e−na

1− e−a
. (4)

Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

e−na

1− e−a
= 0,

òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 îòûùåòñÿ íîìåð nε òàêîé, ÷òî

e−na

1− e−a
< ε

ïðè n > nε, îòêóäà ââèäó íåðàâåíñòâà (4) ñëåäóåò, ÷òî

|A(x)−An(x)| < ε, n > nε, x ∈ [a,+∞),

ò. å. ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [a,+∞).
Äîêàæåì óäîáíûé ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.
Òåîðåìà (ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Åñëè äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1), â êîòîðîì âñå

ôóíêöèè an(x), n ∈ N îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D ⊆ X, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ

÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

bn (5)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè òàêîé, ÷òî

|an(x)| ≤ bn, n ∈ N, x ∈ D, (6)

òî ðÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå D.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ (�1, òåîðåìà 5) ñõîäÿùèìñÿ

ÿâëÿåòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|an(x)|, x ∈ D

è, òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî íà ìíîæåñòâå D. Îñòàëîñü
ïðîâåðèòü åãî ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà ýòîì ìíîæåñòâå. Äëÿ ýòîãî îöåíèì ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå, èñïîëüçîâàâ íåðàâåíñòâî (6), ðàçíîñòü ìåæäó ñóììîé ðÿäà (1) è åãî ÷àñòè÷íîé
ñóììîé:

|A(x)−An(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|ak(x)| ≤
∞∑

k=n+1

bk, n ∈ N, x ∈ D. (7)

Âåëè÷èíà Rn =
∞∑

k=n+1

bk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n-ûé îñòàòîê ðÿäà (5), êîòîðûé ïî òåîðåìå 1, �1

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðè n→ ∞, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
íîìåð nε, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî Rn < ε. Îòñþäà, áëàãîäàðÿ (7),

|A(x)−An(x)| < ε, n > nε, x ∈ D,

÷òî è îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1) íà ìíîæåñòâå D.
Ïðèìåð 2. Íàéòè ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà

∞∑
n=1

cos3(2xn+ 3n10 sinx)
4
√

1− 2n+ 16n4
√
n
.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî,∣∣∣∣∣cos3(2xn+ 3n10 sinx)
4
√

1− 2n+ 16n4
√
n

∣∣∣∣∣ ≤ 1
4
√

1− 2n+ 16n4
√
n
, n ∈ N, x ∈ R.

Ïîñêîëüêó ïðè n→ ∞
1

4
√
1− 2n+ 16n4

√
n
∼ 1

4
√
16n4

√
n
=

1

2
· 1

n
9
8
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è ðÿä
∞∑
n=1

1

n
9
8

,

êàê îáîáùåííûé ãàðìîíè÷åñêèé ñ ïîêàçàòåëåì α = 9
8 > 1, ñõîäèòñÿ, òî ïî ïðåäåëüíîìó ïðè-

çíàêó ñðàâíåíèÿ (�1, òåîðåìà 6) ñõîäÿùèìñÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðÿä
∞∑
n=1

1
4
√

1− 2n+ 16n4
√
n
,

à òîãäà ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà äàííûé ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâ-

íîìåðíî íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
Óñòàíîâèì òåïåðü îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ íà îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè

ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ.
1) Ñóììà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1), ñîñòàâëåí-

íîãî èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, òàêæå íåïðåðûâíà íà äàííîì îòðåçêå.

Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà [c, d]. Ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè ìû äîëæíû
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñóììû ðÿäà

lim
x→x0

A(x) = A(x0). (8)

Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

|A(x)−A(x0)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(ak(x)− ak(x0)) +

∞∑
k=n+1

ak(x)−
∞∑

k=n+1

ak(x0)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=1

|ak(x)− ak(x0)|+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
k=n+1

ak(x0)

∣∣∣∣∣ .
(9)

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε. Ïîñêîëüêó ðÿä (1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ,
òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðè âñåõ x ∈ [c, d] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|A(x)−An(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3
.

Ïóñòü n0 � îäíî èç òàêèõ ÷èñåë è, çíà÷èò,∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n0+1

ak(x)

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
,

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n0+1

ak(x0)

∣∣∣∣∣∣ < ε

3
, x ∈ [c, d]. (10)

Êðîìå òîãî, ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé an(x), n ∈ N íàéäåòñÿ ÷èñëî δε > 0 òàêîå, ÷òî
n0∑
k=1

|ak(x)− ak(x0)| <
ε

3
(11)

äëÿ âñåõ x ∈ (x0 − δε, x0 + δε). Èç íåðàâåíñòâà (9) ïðè n = n0 è íåðàâåíñòâ (10) è (11) ñëåäóåò,
÷òî

|A(x)−A(x0)| <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε, x ∈ (x0 − δε, x0 + δε),

÷òî è îçíà÷àåò (8), ò. å. íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà (1) â ëþáîé òî÷êå îòðåçêà [c, d].
2) Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (1) íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà ýòîì îòðåçêå, òî ðÿä

∞∑
n=1

x∫
c

an(z)dz, x ∈ [c, d] òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà [c, d]

è
x∫

c

( ∞∑
n=1

an(z)

)
dz =

∞∑
n=1

x∫
c

an(z)dz. (12)
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Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä äîïóñêàåò

ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ëþáîìó îòðåçêó, ñîäåðæàùåìóñÿ â [c, d].
Â ñàìîì äåëå, ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó ñóììà ðÿäà íåïðåðûâíà, à, çíà÷èò, è èíòåãðèðóåìà

íà îòðåçêå [c, d]. Äàëåå, ââèäó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äàííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð nε òàêîé, ÷òî

|A(x)−An(x)| <
ε

d− c
, n > nε, x ∈ [c, d].

Îòñþäà, áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì 1), 3) è 4) îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ãëàâà VII, �1),∣∣∣∣∣∣
x∫

c

A(z)dz −
n∑

k=1

x∫
c

an(z)dz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

x∫
c

(A(z)−An(z))dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

x∫
c

|A(z)−An(z)|dz ≤
x∫

c

ε

d− c
dz =

ε

d− c
z

∣∣∣∣x
c

= ε
x− c

d− c
, n > nε, x ∈ [c, d]

è, ïîñêîëüêó

0 ≤ x− c

d− c
≤ 1, x ∈ [c, d],

òî ∣∣∣∣∣∣
x∫

c

A(z)dz −
n∑

k=1

x∫
c

an(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε, n > nε, x ∈ [c, d],

÷òî è äîêàçûâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

x∫
c

an(z)dz, x ∈ [c, d] è ôîðìóëó èíòåãðè-

ðîâàíèÿ (12).
3) Ïóñòü ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [c, d] ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (1) ñîñòàâëåí èç íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèé è ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ
∞∑
n=1

a′n(x) ñõîäèòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íà äàííîì îòðåçêå. Òîãäà èñõîäíûé ðÿä òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [c, d],
åãî ñóììà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è( ∞∑

n=1

an(x)

)′

=

∞∑
n=1

a′n(x), x ∈ [c, d]. (13)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 1) ñóììà B(x) ðÿäà
∞∑
n=1

a′n(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ïîòîìó

è èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé íà îòðåçêå [c, d]. Ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó
x∫

c

B(z)dz =

∞∑
n=1

x∫
c

a′n(z)dz =

∞∑
n=1

an(z)

∣∣∣∣x
c

=

∞∑
n=1

(an(x)− an(c)), x ∈ [c, d], (14)

ïðè÷åì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [c, d]. Îòñþäà, ââèäó ñõîäèìîñòè

ðÿäà
∞∑
n=1

an(c), ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (1). Ïîñêîëüêó, áëàãîäàðÿ (14),

A(x) = A(c) +

x∫
c

B(z)dz, x ∈ [c, d],

òî ïî ñâîéñòâó èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì (ãëàâà VII, �1, ñâîéñòâî 7))

A′(x) = B(x), x ∈ [c, d],

ò. å. ñóììà ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [c, d] è èìååò
ìåñòî ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (13).
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Çàìå÷àíèå. Èç ñâîéñòâ 1) � 3) ñëåäóåò, ÷òî íàä ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìèñÿ ôóíêöèîíàëüíû-
ìè ðÿäàìè ìû ìîæåì âûïîëíÿòü òå æå îïåðàöèè, ÷òî è íàä îáûêíîâåííûìè êîíå÷íûìè

ñóììàìè ôóíêöèé.

�3. Ñòåïåííûå ðÿäû è èõ ñâîéñòâà. Ðÿäû Òåéëîðà è Ìàêëîðåíà.
Ïðèìåíåíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

Ïóñòü x0 � ôèêñèðîâàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííûì ðÿäîì ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä,

ñîñòàâëåííûé èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ x− x0 ñ äåéñòâè-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò.å. ðÿä

∞∑
n=0

an(x− x0)
n. (1)

Ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â íóëå èìååò, î÷åâèäíî, âèä
∞∑
n=0

anx
n. (2)

Ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêîé z = x − x0 ñòåïåííîé ðÿä (1) ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 ñâîäèòñÿ ê
òàêîìó æå ðÿäó ñ öåíòðîì â íóëå, òî âñþäó â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ ìû äëÿ óäîáñòâà áóäåì âåñòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ ðÿäà (2).
Âûÿñíèì ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.
Òåîðåìà Àáåëÿ. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (2) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x1 ̸= 0, òî îí

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî íóëÿ èíòåðâàëå (−|x1|, |x1|), à íà ëþáîì
îòðåçêå [−b, b], 0 < b < |x1| ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=0

anx
n
1 ñõîäèòñÿ, òî ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó

ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü anxn1 áåñêîíå÷íî ìàëà, è, çíà÷èò (ãëàâà IV, �3, ïóíêò 2, ñâîé-
ñòâî 3)), îíà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà M òàêàÿ, ÷òî
ïðè âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n

|anxn1 | < M.

Òàê êàê ïðè òåõ æå n

|anxn| = |anxn1 |
∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n ≤M

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n , (3)

òî ïðè x ∈ (−|x1|, |x1|) ∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣ < 1

è, çíà÷èò, ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
∞∑
n=0

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n

ñõîäèòñÿ, à âìåñòå ñ íèì ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (�1, òåîðåìà 5) ñõîäèòñÿ è ðÿä
∞∑
n=0

|anxn| ,

ò. å. ðÿä (2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè x ∈ (−|x1|, |x1|).
Åñëè æå x ∈ [−b, b], 0 < b < |x1|, òî êàê ñëåäóåò èç (3)

|anxn| ≤M

(
b

|x1|

)n

, 0 ≤ n ∈ Z,

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
∞∑
n=0

(
b

|x1|

)n
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ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó
b

|x1|
< 1,

ìû ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà (�2) çàêëþ÷àåì, ÷òî ðÿä (2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
íà îòðåçêå [−b, b].
Ñëåäñòâèå. Ðàñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x2 ̸= 0 ñòåïåííîé ðÿä (2) ðàñõîäèòñÿ è ïðè

âñåõ x, ðàñïîëîæåííûõ âíå îòðåçêà [−|x2|, |x2|].
Â ñàìîì äåëå, åñëè áû îí ñõîäèëñÿ â êàêîé-íèáóäü òî÷êå x1, òàêîé, ÷òî |x1| > |x2|, òî ïî

òåîðåìå Àáåëÿ îí ñõîäèëñÿ áû è ïðè âñåõ x èç èíòåðâàëà (−|x1|, |x1|), à, çíà÷èò, è â òî÷êå x2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (2) ÷åðåç D. Ýòî ìíîæåñòâî, î÷åâèäíî,

íåïóñòîå, òàê êàê ïðè x = 0 ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïóñòü

R = supD ≥ 0.

×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.
Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ, êîòîðûå çäåñü âîçìîæíû.
1) R = 0. Â ýòîì ñëó÷àå D = {0}, òàê êàê èíà÷å íàøëàñü áû òî÷êà x1 < 0, â êîòîðîé ðÿä

(2) ñõîäèëñÿ áû, à òîãäà ïî òåîðåìå Àáåëÿ îí ñõîäèëñÿ áû è â èíòåðâàëå (x1,−x1) è, çíà÷èò,
áûëî áû R > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
2) 0 < R < +∞. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè ìíîæåñòâà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà ε íàéäåòñÿ ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî x1 ∈ D òàêîå, ÷òî R−ε < x1 ≤ R è, ñòàëî áûòü, ïî òåî-
ðåìå Àáåëÿ ðÿä (2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â èíòåðâàëå (−x1, x1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñêîëüêó
÷èñëî ε ìû ìîæåì âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî ìàëûì, òî äàííûé ñòåïåííîé ðÿä àáñîëþòíî ñõî-
äèòñÿ â èíòåðâàëå (−R,R). Â ëþáîé òî÷êå x > R ðÿä (2) ðàñõîäèòñÿ, à òîãäà êàê óòâåðæäàåò
ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Àáåëÿ, îí ðàñõîäèòñÿ è ïðè âñåõ x < −R. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
ñòåïåííîé ðÿä (2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ âíóòðè ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî íóëÿ ïðîìå-

æóòêà ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè ±R, âíå ýòîãî ïðîìåæóòêà îí ðàñõîäèòñÿ, à â ãðàíè÷íûõ

òî÷êàõ ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.

3) R = +∞. Çäåñü ðÿä (2) ñõîäèòñÿ ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x è, çíà÷èò, ïî
òåîðåìå Àáåëÿ îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
Âíóòðè ïðîìåæóòêà ñõîäèìîñòè ðÿä (2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðà-

äèóñà ñõîäèìîñòè ìû ìîæåì ïðèìåíèòü îäèí èç ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè äëÿ ðÿäîâ ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûìè ñëàãàåìûìè. Åñëè êîýôôèöèåíòû ðÿäà èìåþò ïîêàçàòåëüíûé ðîñò íà áåñêî-
íå÷íîñòè, òî ñ ýòîé öåëüþ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàêè Äàëàìáåðà èëè Êîøè (�1).
Ïóñòü, íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò ïðåäåë (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé)

L = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ . (4)

Òîãäà, ïðèìåíèâ ïðèçíàê Äàëàìáåðà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòåïåííîãî ðÿäà (2) íà àáñîëþòíóþ
ñõîäèìîñòü, ìû ïîëó÷èì:

lim
n→∞

∣∣an+1x
n+1
∣∣

|anxn|
= lim

n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ |x| = L|x|.

Ïîýòîìó, åñëè L = 0, òî ñòåïåííîé ðÿä (2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x,
ò. å. â ýòîì ñëó÷àå R = +∞. Åñëè 0 < L < +∞, òî ñòåïåííîé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè
L|x| < 1 ⇐⇒ |x| < 1

L è, ñòàëî áûòü, R = 1
L . Íàêîíåö, åñëè L = +∞, òî ðÿä (2), î÷åâèäíî,

ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè x = 0 è, çíà÷èò, çäåñü R = 0.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåäåë (4) ñóùåñòâóåò, òî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (2) âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ . (5)
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Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Êîøè, ìû ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó

R =
1

lim
n→∞

n
√

|an|
. (6)

Çàìå÷àíèå 1. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà îáùåãî âèäà (1) ÿâëÿåòñÿ
ïðîìåæóòîê, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî öåíòðà x0 ðÿäà, ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè x0 ±R, ãäå
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R òàêæå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëàì (5) èëè (6). Â ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ x = x0 ±R ìû ïîëó÷èì ðÿäû

∞∑
n=0

an(±R)n,

êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ìíîæå-
ñòâîì ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ öåíòð ðÿäà x0 èëè âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.
Çàìå÷àíèå 2. Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîìåæóòêà ñõîäèìîñòè âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ

ôîðìóë (5) èëè (6) áîëåå óäîáíî íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü ïðèçíàêè Äàëàìáåðà èëè Êîøè
ê ðÿäó, ñîñòàâëåííîìó èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí äàííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî
âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû (5).
Ïðèìåð 1. Íàéòè ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ

a)
∞∑
n=0

(−1)n
3n+1(x− 5)n

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)
; b)

∞∑
n=1

(n+ 2)5xn

(2n+ 1)n
; c)

∞∑
n=1

n2n(x+ 10)n

(n+ 2)!
.

Ðåøåíèå. à) Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà:

L1 = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(−1)n+1 3n+2(x− 5)n+1

(n+ 5) 3
√

ln(n+ 7)

(−1)n
3n+1(x− 5)n

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

3(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)

(n+ 5) 3
√

ln(n+ 7)
|x− 5| =

= 3|x− 5| lim
n→∞

n+ 4

n+ 5
3

√
ln(n+ 6)

ln(n+ 7)
.

Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ (ãëàâà V, �4)

lim
x→∞

ln(x+ 6)

ln(x+ 7)
=
(∞
∞

)
= lim

x→∞

(ln(x+ 6))′

(ln(x+ 7))′
= lim

x→∞

1/(x+ 6)

1/(x+ 7)
= lim

x→∞

x+ 7

x+ 6
= lim

x→∞

1 + 7/x

1 + 6/x
= 1,

ïîýòîìó

L1 = 3|x− 5| lim
n→∞

1 + 4/n

1 + 5/n
3
√
1 = 3|x− 5|

è, çíà÷èò, ðÿä à) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, åñëè

L1 = 3|x− 5| < 1 ⇐⇒ |x− 5| < 1

3
⇐⇒ 14

3
< x <

16

3
.

Çäåñü, î÷åâèäíî, R = 1
3 .

Èññëåäóåì äàííûé ðÿä íà ñõîäèìîñòü â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ. Ïðè x = 14
3 ìû èìååì ðÿä

∞∑
n=0

(−1)n
3n+1

(
14
3 − 5

)n
(n+ 4) 3

√
ln(n+ 6)

=

∞∑
n=0

(−1)n
3n+1

(
−1

3

)n
(n+ 4) 3

√
ln(n+ 6)

=

∞∑
n=0

3

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)
, (7)

äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîòîðîãî íà ñõîäèìîñòü ìû ïðèìåíèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäåëüíûé ïðèçíàê
ñðàâíåíèÿ è èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê (�1). Ïîñêîëüêó, êàê è âûøå, ln(n + 6) ∼ ln(n + 4) ïðè
n→ ∞, òî

1

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)
∼ 1

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 4)
, n→ ∞
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è, êîëü ñêîðî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
0

dx

(x+ 4) 3
√

ln(x+ 4)
=

+∞∫
0

(ln(x+ 4))−
1
3d ln(x+ 4) =

3

2
(ln(x+ 4))

2
3

∣∣∣∣+∞

0

=

=
3

2

(
lim

x→+∞
(ln(x+ 4))

2
3 − (ln 4)

2
3

)
= +∞

ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ òàêæå è ðÿä (7).
Ïðè x = 16

3 ìû ïîëó÷àåì çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=0

(−1)n
3

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)
,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà (�1), òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

3

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)

óáûâàåò è

lim
n→∞

3

(n+ 4) 3
√

ln(n+ 6)
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî, ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè äàííîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ
ïðîìåæóòîê (

14

3
,
16

3

]
.

b) Çäåñü óäîáíî ïðèìåíèòü ïðèçíàê Êîøè:

L2 = lim
n→∞

n

√∣∣∣∣(n+ 2)5xn

(2n+ 1)n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 2)
5
n

2n+ 1
|x|.

Òàê êàê ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ

lim
x→∞

ln(x+ 2)

x
=
(∞
∞

)
= lim

x→∞

(ln(x+ 2))′

(x)′
= lim

x→∞

1
x+2

1
= lim

x→∞

1

x+ 2
= 0,

òî

L2 = |x| lim
n→∞

(
e

ln(n+2)
n

)5
· 1

2n+ 1
= |x| · 1 · 0 = 0 < 1

è, çíà÷èò, èññëåäóåìûé ñòåïåííîé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x.
c) Â ýòîì ñëó÷àå ìû òàêæå èñïîëüçóåì ïðèçíàê Äàëàìáåðà:

L3 = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n+ 1)2(n+1)(x+ 10)n+1

(n+ 3)!

n2n(x+ 10)n

(n+ 2)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)2(n+1)

n2n
· (n+ 2)!

(n+ 3)!
· |x+ 10| =

= lim
n→∞

(n+ 1)2n(n+ 1)2

n2n
· (n+ 2)!

(n+ 2)!(n+ 3)
· |x+ 10| = lim

n→∞

((
1 +

1

n

)n)2

·
(
1 + 1

n

)2
1
n + 3

n2

· |x+ 10|.

Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

((
1 +

1

n

)n)2

= e2, lim
n→∞

(
1 + 1

n

)2
1
n + 3

n2

= +∞,

òî

L3 =

{
0, x = −10;

+∞, x ̸= −10

è, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè x = −10.
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Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=1

nanx
n−1, (8)

ïîëó÷åííûé äèôôåðåíöèðîâàíèåì ñëàãàåìûõ ðÿäà (2). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ðÿäû èìåþò îáùèé

ðàäèóñ ñõîäèìîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ, ïîäîáíûå òåì, êîòîðûå ìû èñïîëüçî-
âàëè âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Àáåëÿ.
Åñëè ðÿä (2) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x1 ̸= 0, òî èç íåðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò, ÷òî∣∣nanxn−1

∣∣ ≤ M

|x1|
n

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n−1

, n ∈ N

è, ïîñêîëüêó ïðè x ∈ (−|x1|, |x1|) ðÿä
∞∑
n=1

n

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n−1

ñõîäèòñÿ, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà, òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ
(�1) â òîì æå èíòåðâàëå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è ðÿä (8).
Åñëè æå ñòåïåííîé ðÿä (2) ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x2 ̸= 0, òî ðÿä (8) ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x òàêèõ,

÷òî |x| > |x2|. Â ñàìîì äåëå, åñëè áû îí ñõîäèëñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå x1, äëÿ êîòîðîé |x1| > |x2|,
òî ïî òåîðåìå Àáåëÿ îí ñõîäèëñÿ áû àáñîëþòíî è äëÿ âñåõ x èç èíòåðâàëà (−|x1|, |x1|) è, çíà÷èò,
ââèäó íåðàâåíñòâà

|anxn| ≤ |nanxn| , n ∈ N

ðÿä (2) òàêæå àáñîëþòíî ñõîäèëñÿ áû â òîì æå èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x2, ÷òî ïðîòè-
âîðå÷èò óñëîâèþ.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1, (9)

ïîëó÷åííûé èíòåãðèðîâàíèåì ñëàãàåìûõ ðÿäà (2), èìååò òàêîé æå ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.
Èç äîêàçàííîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû (2), (8), (9) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ âíóòðè

îáùåãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, ìû ñî ññûëêîé íà ñâîéñòâà 2), 3) ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ðÿäîâ (�2) ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ðÿä (2) âíóòðè ïðîìåæóòêà ñõîäèìîñòè ìû

èìååì ïðàâî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç. Ýòî æå
ñïðàâåäëèâî, åñòåñòâåííî, è äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà (1).

Ðàññìîòðèì òåïåðü î÷åíü âàæíûå â ïðèëîæåíèÿõ ðÿäû Òåéëîðà è Ìàêëîðåíà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è äèôôåðåíöèðóåìà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç â íåêîòîðîì
èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó x0. Òîãäà â ýòîì èíòåðâàëå ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n
ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà (ãëàâà V, �5, ïóíêò 1) â âèäå

f(x) = Pn(x) +Rn(x), (10)

ãäå

Pn(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .+
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

� ïîëèíîì Òåéëîðà â òî÷êå x0,

Rn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, c ∈ (x0, x) (11)

� îñòàòîê ôîðìóëû Òåéëîðà.

Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä1
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, (12)

1Çäåñü ìû äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì, ÷òî f (0)(x0) = f(x0), 0! = 1.
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êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0. Â ÷àñòíîñòè, åñëè x0 = 0, òî ðÿä
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn, (13)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ìàêëîðåíà ôóíêöèè f(x).
Âûÿñíèì, ïðè êàêîì óñëîâèè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðà â èíòåðâàëå

(a, b), ò. å.

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, x ∈ (a, b).

Òåîðåìà 2.Ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ñâîé ðÿä Òåéëîðà â èíòåðâàëå (a, b) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà îñòàòîê ôîðìóëû Òåéëîðà ýòîé ôóíêöèè áåñêîíå÷íî

ìàë, ò.å.

lim
n→∞

Rn(x) = 0, x ∈ (a, b). (14)

Èç ôîðìóëû Òåéëîðà (10) ñëåäóåò, ÷òî

Rn(x) = f(x)− Pn(x), x ∈ (a, b).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîëèíîì Òåéëîðà Pn(x) ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììîé
ðÿäà Òåéëîðà ìû ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè n→ ∞ è ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Çàìå÷àíèå 3. Èç òåîðåìû Àáåëÿ ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (14) ðÿä

Òåéëîðà (12), áóäó÷è ñòåïåííûì, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ê ôóíêöèè f(x) â èíòåðâàëå (a, b), à íà
ëþáîì îòðåçêå [a1, b1], a < a1 ≤ b1 < b ñõîäèìîñòü áóäåò åùå è ðàâíîìåðíîé.

Óñòàíîâèì òåïåðü îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Òåé-
ëîðà â èíòåðâàëå.
Òåîðåìà 3. Åñëè âñå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â èíòåðâàëå (a, b),

ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà M∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ ≤M, n ∈ N, x ∈ (a, b), (15)

òî f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â èíòåðâàëå (a, b) ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà c

lim
n→∞

cn

n!
= 0. (16)

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî q ∈ (0, 1) è îáîçíà÷èì ÷åðåç n0 ïåðâîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, äëÿ
êîòîðûõ c/n ≤ q. Òàêîå ÷èñëî, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïðè âñåõ n > n0 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

cn

n!
<
cn0

n0!
qn−n0 . (17)

Ïîñêîëüêó
lim
n→∞

qn−n0 = 0,

òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî nε, òàêîå, ÷òî
cn0

n0!
qn−n0 < ε, n > nε,

îòêóäà, ââèäó (17)
cn

n!
< ε, n > nε,

÷òî è îçíà÷àåò (16).
Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (14). Âîñïîëüçîâàâøèñü (11) è ðàâíîìåðíîé îãðàíè-

÷åííîñòüþ ïðîèçâîäíûõ (15), ïîëó÷èì

|Rn(x)| =

∣∣∣∣∣f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

∣∣∣∣∣ ≤M
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
, x ∈ (a, b),
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îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (16), è ñëåäóåò (14), à, çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2 ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä
Òåéëîðà â èíòåðâàëå (a, b).
Ïîêàæåì, ÷òî íè â íèêàêîé èíîé ñòåïåííîé ðÿä, êðîìå ðÿäà Òåéëîðà, ôóíêöèÿ ðàçëàãàòüñÿ

íå ìîæåò.
Òåîðåìà 4. Åñëè â èíòåðâàëå (a, b), ñîäåðæàùåì òî÷êó x0 ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ñòåïåííûì ðÿäîì

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)
n, (18)

òî äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n

an =
f (n)(x0)

n!
,

ò.å. ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

an(x− x0)
n

ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äàííîé ôóíêöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (18) ïðè x = x0 ìû íàõîäèì a0 = f(x0). Âûøå ìû îòìåòè-
ëè, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî ðàç. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü (18), ïîäñòàâëÿÿ â êàæäîå èç
ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ òî÷êó x0 :

f ′(x) =
∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1 =⇒ a1 = f ′(x0),

f ′′(x) =
∞∑
n=2

n(n− 1)an(x− x0)
n−2 =⇒ a2 =

f ′′(x0)

2!
,

· · · · · · · · · · · ·

f (n)(x) =

∞∑
k=n

k(k − 1) · . . . · (k − n+ 1)ak(x− x0)
k−n =⇒ an =

f (n)(x0)

n!
,

· · · · · · · · · · · · · ·
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðàçëîæåíèÿ äàííîé ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà äîñòà-

òî÷íî ðàçëîæèòü åå êàêèì-íèáóäü îáðàçîì â ñîîòâåòñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä.

Â ãëàâå V (�5, ïóíêò 2, ôîðìóëû (1) � (6)) ìû íàøëè ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà. Íàéäåì, ïîëüçóÿñü èìè, ðàçëîæåíèÿ òåõ æå ôóíêöèé â ðÿä

Ìàêëîðåíà (13).

Äëÿ ôóíêöèè f(x) = ex, x ∈ R ðÿä Ìàêëîðåíà èìååò âèä
∞∑
n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . .

è ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå f (n)(x) = ex, n ∈ N ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â ëþáîì êîíå÷íîì
èíòåðâàëå äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî ïî òåîðåìå 3

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . , x ∈ R.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ

sinx =

∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . , x ∈ R;

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . . + (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . , x ∈ R.
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Íàéäåì, äàëåå, èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà Ìàêëîðåíà
∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn = 1+

α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2+ . . .+

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn+ . . .

ôóíêöèè (1 + x)α, α ∈ R, x > −1. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (5):

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
α(α− 1) · . . . · (α− n)

(n+ 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1

n− α
= lim

n→∞

1 +
1

n

1− α

n

= 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ (àáñîëþòíî) â èíòåðâàëå (−1, 1). Îáîçíà÷èì åãî ñóììó
÷åðåç y(x) è ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëå (−1, 1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî
îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

(1 + x)y′ = αy. (19)

Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ñòåïåííîé ðÿä ìû èìååì ïðàâî äèôôåðåíöèðîâàòü âíóòðè èíòåðâàëà
ñõîäèìîñòè, òî

y′(x) =

( ∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn

)′

=

∞∑
n=1

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
nxn−1 =

=

∞∑
n=1

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

(n− 1)!
xn−1 =

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n)

n!
xn, x ∈ (−1, 1)

è, çíà÷èò,

(1 + x)y′(x) = y′(x) + xy′(x) =

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n)

n!
xn + x

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n)

n!
xn =

=

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n)

n!
xn +

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n)

n!
xn+1 =

=

∞∑
n=0

(
α(α− 1) · . . . · (α− n)

n!
+
α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

(n− 1)!

)
xn =

=

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

(
α− n

n!
+

1

(n− 1)!

)
xn =

= α

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn = αy(x), x ∈ (−1, 1),

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ. Êàê ïîêàçûâàåò íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà, ôóíêöèÿ (1+x)α

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (19). Ó÷èòûâàÿ, äàëåå, ÷òî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé y(x) è (1 + x)α ïðè x = 0 ñîâïàäàþò (ðàâíû 1), ìû ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (ãëàâà IX, �1) çàêëþ÷àåì, ÷òî y(x) = (1 + x)α è, òàêèì
îáðàçîì,

(1 + x)α =

∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn, x ∈ (−1, 1).

Â ÷àñòíîñòè, ïðè α = −1 ìû ïîëó÷àåì óæå çíàêîìûé íàì ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + . . . =

∞∑
n=0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1). (20)

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî ýòî ðàâåíñòâî:
x∫

0

ds

1 + s
= ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
, x ∈ (−1, 1).
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî è ïðè x = 1. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ
íàéäåííûì â �5 ãëàâû V ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè 1/(1 + x) ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ïðè x > −1

1

1 + x
= 1− x+ x2 + . . . + (−1)nxn +Rn(x), Rn(x) =

(−1)n+1

(1 + c)n+2
xn+1, c ∈ (0, x).

Îòñþäà ïîñëå ïî÷ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìû íàõîäèì

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+

x∫
0

(−1)n

(1 + c)n+1
snds

è, çíà÷èò, ïðè x = 1

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+ (−1)n+1 1

n
+

1∫
0

(−1)n

(1 + c)n+1
snds.

Ïîñêîëüêó 1 + c ≥ 1 ïðè 0 ≤ s ≤ 1, òî∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(−1)n

(1 + c)n+1
snds

∣∣∣∣∣∣ ≤
1∫

0

∣∣∣∣ (−1)n

(1 + c)n+1
sn
∣∣∣∣ds ≤

1∫
0

snds =
sn+1

n+ 1

∣∣∣∣1
0

=
1

n+ 1
−→ 0

ïðè n→ ∞ è, ñòàëî áûòü,

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+ (−1)n+1 1

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
, x ∈ (−1, 1]. (21)

Çàìåíèâ çäåñü x íà −x, ïîëó÷èì

ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
− . . .− xn

n
− . . . = −

∞∑
n=1

xn

n
, x ∈ [−1, 1). (22)

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî èç ðàâåíñòâà (21) ðàâåíñòâî (22), íàéäåì

ln
1 + x

1− x
= 2

(
x+

x3

3
+
x5

5
+ . . .+

x2n−1

2n− 1
+ . . .

)
= 2

∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1
, x ∈ (−1, 1). (23)

Â îòëè÷èå îò ôîðìóë (21) è (22), êîòîðûå ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ ëîãàðèôìû ÷èñåë èç ïðîìåæóòêà (0, 2], ôîðìóëà (23) äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ

ëîãàðèôìîâ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè 1+x
1−x â

èíòåðâàëå (−1, 1) ÿâëÿåòñÿ ïîëóîñü (0,+∞).
Çàìåíèì â ðàçëîæåíèè (20) x íà x2

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . .+ (−1)nx2n + . . . =

∞∑
n=0

(−1)nx2n, x ∈ (−1, 1)

è ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî:
x∫

0

ds

1 + s2
= arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, x ∈ (−1, 1).

Òî÷íî òàêæå, êàê è â (21) ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íàéäåííîå ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî è ïðè
x = ±1. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî,

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, x ∈ [−1, 1].
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè x = 1

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . .+ (−1)n

1

2n+ 1
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1
.

Äëÿ óäîáñòâà â èñïîëüçîâàíèè ñâåäåì âñå íàéäåííûå âûøå ðàçëîæåíèÿ â òàáëèöó.

Òàáëèöà ðàçëîæåíèé íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà

1) ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R;

2) sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
, x ∈ R;

3) cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . . + (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, x ∈ R;

4) (1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + . . .+

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn + . . . =

=
∞∑
n=0

α(α− 1) · . . . · (α− n+ 1)

n!
xn, α ∈ R, x ∈ (−1, 1);

5)
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + . . . =

∞∑
n=0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1);

6) ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n+1x

n

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
, x ∈ (−1, 1];

7) ln
1 + x

1− x
= 2

(
x+

x3

3
+
x5

5
+ . . .+

x2n−1

2n− 1
+ . . .

)
= 2

∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1
, x ∈ (−1, 1);

8) arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, x ∈ [−1, 1].

Ïîëüçóÿñü ýòîé òàáëèöåé, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ è äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
â ðÿä Ìàêëîðåíà èëè Òåéëîðà.
Ïðèìåð 2. Íàéòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèé shx è chx.
Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì èç òàáëè÷íûõ ðàçëîæåíèé, çàìåíèâ â íåì x íà −x :

e−x = 1− x

1!
+
x2

2!
− x3

3!
+ . . . + (−1)n

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
xn

n!
, x ∈ R.

Òîãäà

shx =
1

2
(ex − e−x) = x+

x3

3!
+
x5

5!
+ . . . +

x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

x2n−1

(2n− 1)!
, x ∈ R;

chx =
1

2
(ex + e−x) = 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ . . . +

x2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=0

x2n

(2n)!
, x ∈ R.

Ïðèìåð 3. Íàéòè ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèé

a) cos2 x, x0 =
π

4
; b)

1

x2 + x− 2
, x0 = −1.

Ðåøåíèå. a) Ïîñêîëüêó

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x) =

1

2

(
1 + sin

(π
2
− 2x

))
=

1

2

(
1− sin 2

(
x− π

4

))
,
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òî, ïðèìåíèâ âòîðîå èç òàáëè÷íûõ ðàçëîæåíèé, ïîëó÷èì

cos2 x =
1

2

(
1−

∞∑
n=1

(−1)n+1

(
2
(
x− π

4

))2n−1

(2n− 1)!

)
=

1

2

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
22n−1

(2n− 1)!

(
x− π

4

)2n−1
)
, x ∈ R.

b) Òàê êàê
1

x2 + x− 2
=

1

(x− 1)(x+ 2)
=

1

3

(
1

x− 1
− 1

x+ 2

)
,

òî íàéäåì ñíà÷àëà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x+ 1 êàæäîé èç äðîáåé â ñêîáêàõ,
âîñïîëüçîâàâøèñü ïÿòûì èç òàáëè÷íûõ ðàçëîæåíèé. Äëÿ ïåðâîé èç äðîáåé

1

x− 1
= − 1

2− (x+ 1)
= −1

2
· 1

1− x+1
2

= −1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(
−x+ 1

2

)n

= −
∞∑
n=0

(x+ 1)n

2n+1
.

Íàéäåì èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà:

−1 <
x+ 1

2
< 1 ⇐⇒ −2 < x+ 1 < 2 ⇐⇒ −3 < x < 1.

Äëÿ âòîðîé äðîáè

1

x+ 2
=

1

1 + (x+ 1)
=

∞∑
n=0

(−1)n(x+ 1)n, x ∈ (−2, 0).

Òîãäà äëÿ äàííîé ôóíêöèè

1

x2 + x− 2
=

1

3

(
−

∞∑
n=0

(x+ 1)n

2n+1
−

∞∑
n=0

(−1)n(x+ 1)n

)
=

1

3

∞∑
n=0

(
(−1)n+1 − 1

2n+1

)
(x+ 1)n,

x ∈ (−2, 0).

Çàìå÷àíèå 4. Íàðÿäó ñî ñòåïåííûì ðÿäîì (1) ïåðåìåííîé x ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü è
ñòåïåííûå ðÿäû áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, ñòåïåííûì ðÿäîì äâóõ ïåðåìåííûõ

x è y ñ öåíòðîì â òî÷êå M0(x0, y0) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä âèäà
∞∑

m=0

∞∑
n=0

amn(x− x0)
m(y − y0)

n, (24)

ãäå amn � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äëÿ òàêîãî ñòåïåííîãî ðÿäà ñïðàâåäëèâ àíàëîã òåîðåìû

Àáåëÿ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî åãî ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî

òî÷êè M0 è â êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà ðÿä (24) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëåíà è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà â íåêî-

òîðîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó M0(x0, y0), òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
îíà â ýòîé îáëàñòè ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä (24), êîòîðûé íåîáõîäèìî ÿâëÿåòñÿ åå ðÿäîì
Òåéëîðà, ò. å.

f(x, y) =
∞∑
n=0

dnf(M0)

n!
,

ãäå âñå äèôôåðåíöèàëû dnf(M0) ðàññ÷èòûâàþòñÿ äëÿ ïðèðàùåíèé x − x0 è y − y0 ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ â òî÷êå M0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ïðèëîæåíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

1) Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Ïóñòü â èíòåðâàëå (a, b) ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîèì ðÿäîì Òåéëîðà

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n, x ∈ (a, b) (25)
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â òî÷êå x0 ∈ (a, b). Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ∈ (a, b) îñòàòîê ðÿäà Òåéëîðà
áåñêîíå÷íî ìàë ïðè n → ∞, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0 âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x), äîñòàòî÷íî âûáðàòü n òàêèì, ÷òîáû îñòàòîê ðÿäà

Rn(x) =
∞∑

k=n+1

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

áûë ìåíüøå ε ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Òîãäà

f(x) ≈
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

ñ òî÷íîñòüþ ε. Åñëè ïðè äàííîì x ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
ïðèçíàêà Ëåéáíèöà (�1, òåîðåìà 9), òî, êàê îòìå÷àëîñü òàì æå, ñóììèðîâàíèå ïðè âû÷èñëå-
íèè f(x) ñëåäóåò ïðîâîäèòü äî ïåðâîãî ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áóäåò
ïðåâîñõîäèòü ε.
Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü a) sh 1; b) cos2

(
π
4 + 1

2

)
ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−6.

Ðåøåíèå. a) Ïîñêîëüêó (ïðèìåð 2)

shx = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ . . . +

x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

x2n−1

(2n− 1)!
, x ∈ R,

òî

sh 1 =
∞∑
n=1

1

(2n− 1)!
.

Çàìåòèì, äàëåå, ÷òî (2n− 1)! > 10n−1 ïðè n ≥ 3 è, çíà÷èò,

1

(2n− 1)!
<

1

10n−1
, n ≥ 3.

Òîãäà ïðè n ≥ 2
∞∑

k=n+1

1

(2k − 1)!
<

∞∑
k=n+1

1

10k−1
=

1

10n
· 1

1− 1
10

<
1

10n−1

è, òàê êàê 1
10n−1 < 10−6 ïðè n > 7, òî∣∣∣∣∣sh 1−

8∑
n=1

1

(2n− 1)!

∣∣∣∣∣ =
∞∑
n=9

1

(2n− 1)!
< ε.

Ñëåäîâàòåëüíî,

sh 1 ≈
8∑

n=1

1

(2n− 1)!
= 1, 175201

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε.
b) Âîñïîëüçóåìñÿ íàéäåííûì â ïðèìåðå 3 ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè cos2 x â ðÿä Òåéëîðà â

òî÷êå x0 = π
4 :

cos2 x =
1

2

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
22n−1

(2n− 1)!

(
x− π

4

)2n−1
)
, x ∈ R.

Îòñþäà ïðè x = π
4 + 1

2 ìû èìååì

cos2
(
π

4
+

1

2

)
=

1

2

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)!

)
.

Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèçíàêà
Ëåéáíèöà, ïîýòîìó, êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâîäèòü äî ïåðâîãî
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ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îêàæåòñÿ ìåíüøå ε. Ïîñêîëüêó 1
2·11! < 10−6, òî

cos2
(
π

4
+

1

2

)
≈ 1

2

(
1 +

5∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)!

)
= 0, 079264

ñ òî÷íîñòüþ ε.

2) Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â èíòåðâàëå (a, b) â ðÿä Òåéëîðà (25) â òî÷êå
x0 ∈ (a, b). Âû÷èñëèì ïðèáëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ ε > 0 èíòåãðàë

x1∫
x0

f(x)dx, x1 ∈ (a, b).

Ïîñêîëüêó ñòåïåííîé ðÿä âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ìû èìååì ïðàâî ïî÷ëåííî èíòåãðèðî-
âàòü, òî

x1∫
x0

f(x)dx =

∞∑
n=0

x1∫
x0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

ndx =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

(n+ 1)n!
(x1 − x0)

n+1.

Äàëåå ìû ïîñòóïàåì òî÷íî òàêæå, êàê è âûøå ïðè âû÷èñëåíèè ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè, ò. å. çàìåíÿåì ÷èñëîâîé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïîäõîäÿùåé ÷àñòè÷íîé
ñóììîé, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèé îñòàòîê ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áóäåò ìåíüøå çàäàí-
íîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ε.
Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−6 çíà÷åíèå ôóíêöèè1

F (t) =

t∫
0

e−
x2

2 dx

â òî÷êå t = 1.
Ðåøåíèå. Êàê îòìå÷àëîñü â ãëàâå VI, �2, ïóíêò 2 èíòåãðàë F (t) íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåí-

òàðíûå ôóíêöèè. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðâûì èç òàáëè÷íûõ ðàçëîæåíèé, ìû ìîæåì çàïèñàòü

e−
x2

2 =

∞∑
n=0

(
−x2

2

)n
n!

=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

2nn!
, x ∈ R.

Òîãäà

F (t) =
∞∑
n=0

t∫
0

(−1)n
x2n

2nn!
dx =

∞∑
n=0

(−1)n
t2n+1

2nn!(2n+ 1)

è, ñòàëî áûòü,

F (1) =
∞∑
n=0

(−1)n

2nn!(2n+ 1)
.

Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðèçíàêà Ëåéáíèöà, ïîýòîìó

F (1) ≈
6∑

n=0

(−1)n

2nn!(2n+ 1)
= 0, 855624

ñ ïîãðåøíîñòüþ ε, ïîñêîëüêó 1
277!15

< 10−6.

3) Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

y′ = f(x, y), y(x0) = y0,

1Ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû ôóíêöèÿ F (t) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé îøèáîê Φ(t) = 1√
2π

t∫
0

e−
x2

2 dx, êîòîðàÿ

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå.
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ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü f(x, y) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè D ∋ M0(x0, y0)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì (24).
Èç îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è

Êîøè ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ìîæåò áûòü íàéäåíî òàêæå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

y(x) =

∞∑
n=0

yn(x− x0)
n, (26)

ñõîäÿùåãîñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0.
Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðÿäà ìîãóò áûòü íàéäåíû äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âî-ïåðâûõ, ïîä-

ñòàâëÿÿ ðåøåíèå (26) â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ âûðàæåíèÿ x− x0 â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà, ìû ïî-
ëó÷èì àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ yn, èç êîòîðûõ
îíè è îïðåäåëÿþòñÿ. Âòîðîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ îñíîâàí íà òîì, ÷òî ðÿä â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (26) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà èñêîìîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå x0 è, çíà÷èò,

yn =
y(n)(x0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

Ïðîèçâîäíûå y(n)(x0) ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì îáå-
èõ ÷àñòåé äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîäñòàíîâêîé â ïîëó÷åííîå íà êàæäîì
øàãå ðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ x0 è ðàíåå íàéäåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå x0.
Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòè âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (26).

Îáðûâàÿ ïðîöåññ íà êàêîì-íèáóäü øàãå, ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé
çàäà÷è Êîøè.
Ïðèìåð 6. Íàéòè ïåðâûå ïÿòü îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñëàãàåìûõ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè

y′ = x2 + y2, y(1) = 1

â ñòåïåííîé ðÿä.

Ðåøåíèå. Êàê ñëåäóåò èç (26), èñêîìîå ðåøåíèå èìååò âèä:

y(x) = y(1) +
y′(1)

1!
(x− 1) +

y′′(1)

2!
(x− 1)2 +

y′′′(1)

3!
(x− 1)3 +

yIV (1)

4!
(x− 1)4 + . . . (27)

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ìû áóäåì èñêàòü âòîðûì èç ïðåäëîæåííûõ âûøå ñïîñîáîâ. Ïîä-
ñòàíîâêà çíà÷åíèÿ x = 1 â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äàåò íàì

y′(1) = 12 + (y(1))2 = 1 + 1 = 2.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî÷ëåííî äàííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî x = 1, ïîëó÷èì:

y′′ = 2x+ 2yy′ =⇒ y′′(1) = 2 · 1 + 2y(1)y′(1) = 2 + 4 = 6.

Àíàëîãè÷íî,

y′′′ = 2 + 2((y′)2 + yy′′) =⇒ y′′′(1) = 2 + 2((y′(1))2 + y(1)y′′(1)) = 2 + 2 · 10 = 22;

yIV = 2(3y′y′′ + yy′′′) =⇒ yIV (1) = 2(3y′(1)y′′(1) + y(1)y′′′(1)) = 2 · 58 = 116.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â (27), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

y(x) = 1 + 2(x− 1) + 3(x− 1)2 +
11

3
(x− 1)3 +

29

6
(x− 1)4 + . . .

�4. Ðÿäû Ôóðüå

Ðÿäû Ôóðüå (ðÿäû òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé) èìåþò èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå çíà÷åíèå
êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêå, òàê è â åå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðÿäû
Ôóðüå ïðåäñòàâëÿþò ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, à ïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â
ïðèðîäå è ìíîãèõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, òåîðåòè÷åñêîé ýëåêòðîòåõíèêè, ýëåêòðîñâÿçè
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ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ Ôóðüå. Íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ ìû â ñâîå âðåìÿ ðàññìîòðèì
ïðè èçó÷åíèè îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ïðîñòûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ èí-

òåãðàëîâ ïåðèîäè÷åñêèõ, à òàêæå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé.
Íàïîìíèì, ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåííàÿ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ñ ïåðèîäîì T > 0, åñëè äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x+ T ) = f(x).

Äëÿ êðàòêîñòè ìû òàêóþ ôóíêöèþ áóäåì íàçûâàòü T -ïåðèîäè÷åñêîé.
Äàííóþ T -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìû âñåãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ïðîìåæóòêå äëèíîé

â ïåðèîä, ïðè÷åì äëÿ ñèììåòðèè ÷àùå âñåãî íà ïðîìåæóòêå
[
−T

2 ,
T
2

)
.

Òåîðåìà 1. Åñëè T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà (ãëàâà VII, �1) íà
îòðåçêå äëèíîé â ïåðèîä, òî, âî-ïåðâûõ, äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b

b+T∫
a+T

f(x)dx =

b∫
a

f(x)dx

è, âî-âòîðûõ, äëÿ âñÿêîãî äåéñòâèòåëüíîãî a

a+T∫
a

f(x)dx =

T∫
0

f(x)dx.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ êóñî÷íîé íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè f(x) âñå ïðèâåäåííûå âûøå èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ðàâåíñòâà ïðîâåäåì â èíòåãðàëå åãî ëåâîé ÷àñòè ëèíåéíóþ

ïîäñòàíîâêó x = z + T. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îòðåçîê [a + T, b + T ] îòîáðàæàåòñÿ â îòðåçîê
[a, b], dx = dz è ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé, ìû ïîëó÷èì

b+T∫
a+T

f(x)dx =

b∫
a

f(z + T )dz =

b∫
a

f(z)dz.

Äîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî. Òàê êàê áëàãîäàðÿ ïåðâîìó ðàâåíñòâó
a+T∫
T

f(x)dx =

a∫
0

f(x)dx,

òî
a+T∫
a

f(x)dx =

0∫
a

f(x)dx+

T∫
0

f(x)dx+

a+T∫
T

f(x)dx =

= −
a∫

0

f(x)dx+

T∫
0

f(x)dx+

a∫
0

f(x)dx =

T∫
0

f(x)dx,

â ÷åì è òðåáîâàëîñü óáåäèòüñÿ.
Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè, íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé (íå÷åòíîé),

åñëè
f(−x) = f(x) (f(−x) = −f(x)) , x ∈ R.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ÷åòíîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè

ôóíêöèè f(x) ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì a
a∫

−a

f(x)dx = 2

a∫
0

f(x)dx.
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Äëÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè f(x) ñ òåì æå ñâîéñòâîì

a∫
−a

f(x)dx = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêè î÷åâèäíîãî ôàêòà çàìåòèì, ÷òî
0∫

−a

f(x)dx = |x = −z, dx = −dz | = −
0∫

a

f(−x)dx =

a∫
0

f(−x)dx.

Òîãäà äëÿ ÷åòíîé ôóíêöèè
0∫

−a

f(x)dx =

a∫
0

f(x)dx,

à äëÿ íå÷åòíîé �
0∫

−a

f(x)dx = −
a∫

0

f(x)dx.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
a∫

−a

f(x)dx =

0∫
−a

f(x)dx+

a∫
0

f(x)dx,

ìû è ïîëó÷àåì ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû.
Çàôèêñèðóåì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T è ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ñèñòåìó T -ïåðèîäè÷åñêèõ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

1, cosωx, sinωx, cos 2ωx, sin 2ωx, . . . , cosnωx, sinnωx, . . . , (1)

ãäå ω =
2π

T
.

Ñîñòàâèì òåïåðü ðÿä èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (1) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnωx+ bn sinnωx). (2)

Åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ íà ïðîìåæóòêå
[
−T

2 ,
T
2

)
, òî åãî ñóììà S(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

T -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ïîñêîëüêó òàêîé ïåðèîä èìååò êàæäàÿ èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ äàííûé ðÿä.
Ïîñòàâèì òåïåðü îáðàòíóþ çàäà÷ó, à èìåííî, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ çàäàííàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì (2) è êàê ïðè ýòîì âû÷èñëÿþòñÿ

êîýôôèöèåíòû a0, an, bn, n ∈ N ýòîãî ðÿäà.

Çàéìåìñÿ ñíà÷àëà êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî
T
2∫

−T
2

sinnωxdx =

T
2∫

−T
2

cosnωxdx = 0, n ∈ N;

T
2∫

−T
2

sinmωx cosnωxdx = 0, m, n ∈ N;

T
2∫

−T
2

sinmωx sinnωxdx =

T
2∫

−T
2

cosmωx cosnωxdx = 0, m, n ∈ N, m ̸= n.

(3)
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Ñïðàâåäëèâîñòü âñåõ ýòèõ ðàâåíñòâ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Äîêàæåì, íàïðèìåð, âòîðîå èç íèõ.
Åñëè m ̸= n, òî

T
2∫

−T
2

sinmωx cosnωxdx =
1

2

T
2∫

−T
2

(sin(m− n)ωx+ sin(m+ n)ωx)dx =

= −1

2

(
1

(m− n)ω
cos(m− n)ωx+

1

(m+ n)ω
cos(m+ n)ωx

) ∣∣∣∣T2
−T

2

= 0.

Åñëè æå m = n, òî
T
2∫

−T
2

sinnωx cosnωxdx =
1

nω

T
2∫

−T
2

sinnωx d sinnωx =
1

2nω
sin2 nωx

∣∣∣∣T2
−T

2

= 0.

Ïóñòü T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì (2), ò. å.

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnωx+ bn sinnωx), x ∈
[
−T
2
,
T

2

)
(4)

è îíà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî îòðåçêó
[
−T

2 ,
T
2

]
ðÿäà â

ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî ðàâåíñòâà, à òàêæå ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ èç íåãî óìíîæåíèåì íà ôóíêöèè
cosmωx, sinmωx, m ∈ N (êàê ìû óñòàíîâèëè â �2 äàííîé ãëàâû ýòî áóäåò èìåòü ìåñòî, íà-
ïðèìåð, åñëè ðÿä (2) ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå

[
−T

2 ,
T
2

]
ðàâíîìåðíî). Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå â

ðàâåíñòâå (4), ó÷èòûâàÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (3):
T
2∫

−T
2

f(x)dx =
a0
2
x

∣∣∣∣T2
−T

2

+
∞∑
n=1

an
T
2∫

−T
2

cosnωxdx+ bn

T
2∫

−T
2

sinnωxdx

 =
a0
2
T.

Îòñþäà

a0 =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x)dx.

Óìíîæèì, äàëåå, îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) íà ôóíêöèþ cosmωx, m ∈ N è ïðîâåäåì çàòåì
èíòåãðèðîâàíèå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà (3):

T
2∫

−T
2

f(x) cosmωxdx =
a0
2

T
2∫

−T
2

cosmωxdx+

∞∑
n=1

an
T
2∫

−T
2

cosmωx cosnωxdx+

+bn

T
2∫

−T
2

sinnωx cosmωxdx

 = am

T
2∫

−T
2

cos2mωxdx =
am
2

T
2∫

−T
2

(1 + cos 2mωx)dx =
am
2
T.

Ñëåäîâàòåëüíî,

am =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) cosmωxdx.
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Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ôîðìóëå

bm =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) sinmωxdx, m ∈ N.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3. Åñëè T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ðàçëàãàåòñÿ â ïðîìåæóòêå

[
−T

2 ,
T
2

)
â

òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä (2) è ýòîò ðÿä, à òàêæå ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî óìíîæåíèåì

íà ôóíêöèè cosmωx, sinmωx, m ∈ N, äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïî óêàçàííîìó

ïðîìåæóòêó, òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

a0 =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x)dx, an =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) cosnωxdx; bn =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) sinnωxdx, n ∈ N. (5)

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä (2), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (5), íà-
çûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f(x).
Èç ïðîâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé

óñëîâèÿì òåîðåìû 3,òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì (2) åäèíñòâåííî, ïðè÷åì îí ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
Ôóðüå äàííîé ôóíêöèè.
Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâî-

èì ðÿäîì Ôóðüå. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå âåñüìà ñëîæíî è ñâÿçàíî ñ êðîïîòëè-
âûì èññëåäîâàíèåì åãî ÷àñòè÷íîé ñóììû. Ìû ïðèâåäåì âñå íèæåñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ áåç
äîêàçàòåëüñòâà, ââåäÿ ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-ìîíîòîííîé, åñëè äàííûé

îòðåçîê ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.
Òåîðåìà 4 (ïðèçíàê Äèðèõëå). Åñëè T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) êóñî÷íî-íåïðåðûâíà

è êóñî÷íî-ìîíîòîííà íà îòðåçêå
[
−T

2 ,
T
2

]
, òî åå ðÿä Ôóðüå â ëþáîé òî÷êå x ∈ R ñõîäèòñÿ ê

ñóììå
1

2
(f(x− 0) + f(x+ 0)),

ò.å. â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ñóììà ðÿäà Ôóðüå ðàâíà çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷-

êå, à â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà � ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó ëåâîñòîðîííåãî è ïðàâîñòîðîííå-

ãî ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè. Íà ëþáîì îòðåçêå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) ðÿä Ôóðüå
ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî è äëÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.
Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [a, b], íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè

äàííûé îòðåçîê ìû ìîæåì ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîìåæóòêîâ, âíóòðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà, à íà êîíöàõ èìååò íå òîëüêî êîíå÷íûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ, íî è îäíî-
ñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå, ïðè óñëîâèè çàìåíû íà ýòèõ êîíöàõ çíà÷åíèé ôóíêöèè óêàçàííûìè
ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè.
Òåîðåìà 5. Ðÿä Ôóðüå T -ïåðèîäè÷åñêîé, êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå

[
−T

2 ,
T
2

]
ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x ∈ R ê ñóììå

1

2
(f(x− 0) + f(x+ 0)).

Íà ëþáîì îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè, ãäå ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x)
îãðàíè÷åíà, ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê äàííîé ôóíêöèè ðàâíîìåðíî.

Èç ýòèõ òåîðåì, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ðÿä Ôóðüå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü åäèíîå àíàëèòè÷å-

ñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
”
ñêëååííûõ“ôóíêöèé, èìåþùèõ íà ðàçíûõ ïðîìåæóòêàõ ðàçëè÷íûå

àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

×àñòíûì ñëó÷àåì, âñòðå÷àþùèìñÿ â ïðèëîæåíèÿõ, ÿâëÿþòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.
Åñëè 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îäíîé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ
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âûøå òåîðåì, òî â ëþáîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

ãäå

a0 =
1

π

π∫
−π

f(x)dx, an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx; bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx, n ∈ N.

Â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà ôóíêöèè

1

2
(f(x− 0) + f(x+ 0)) =

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx).

Ïðèìåð 1. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

f(x) =

{
−x, x ∈ [−2, 0),

1, x ∈ [0, 2).

Ðåøåíèå. Ãðàôèê ýòîé 4-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èìååò âèä:

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8
x

1

2

y

O

Äàííàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è êóñî÷íî-ìîíîòîííà, ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó
Äèðèõëå îíà ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå. Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ðÿäà ïî ôîðìóëàì (5), ðàçáèâàÿ
êàæäûé èç èíòåãðàëîâ íà ñóììó äâóõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì îòðåçêàì.

a0 =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x)dx =
1

2

 0∫
−2

−xdx+

2∫
0

1dx

 =
1

2

(
− x2

2

∣∣∣∣0
−2

+ x

∣∣∣∣2
0

)
= 2.

Ïðè íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòîâ an, bn, n ∈ N ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì.

an =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) cos
2πn

T
xdx =

1

2

 0∫
−2

−x cos πn
2
xdx+

2∫
0

1 cos
πn

2
xdx

 =

=
1

2

− 2

πn

0∫
−2

xd sin
πn

2
x+

2

πn
sin

πn

2
x

∣∣∣∣2
0

 = − 1

πn

x sin πn
2
x

∣∣∣∣0
−2

−
0∫

−2

sin
πn

2
xdx

 =

= − 2

π2n2
cos

πn

2
x

∣∣∣∣0
−2

= − 2

π2n2
(1− (−1)n) =

− 4

π2(2m− 1)2
, åñëè n = 2m− 1;

0, åñëè n = 2m, m ∈ N.
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Àíàëîãè÷íî

bn =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) sin
2πn

T
xdx =

1

2

 0∫
−2

−x sin πn
2
xdx+

2∫
0

1 sin
πn

2
xdx

 =

=
1

2

 2

πn

0∫
−2

xd cos
πn

2
x− 2

πn
cos

πn

2
x

∣∣∣∣2
0

 =
1

πn

x cos πn
2
x

∣∣∣∣0
−2

−
0∫

−2

cos
πn

2
xdx− (−1)n + 1

 =

=
1

πn

(
2 · (−1)n − 2

πn
sin

πn

2
x

∣∣∣∣0
−2

− (−1)n + 1

)
=

=
1

πn
((−1)n + 1) =

 0, åñëè n = 2m− 1;
1

πm
, åñëè n = 2m, m ∈ N.

Îñòàëîñü çàïèñàòü ðàçëîæåíèå (4) äàííîé ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå:

f(x) = 1 +

∞∑
n=1

(
− 4

π2(2n− 1)2
cos

π(2n− 1)

2
x+

1

πn
sinπnx

)
âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè. Â òî÷êàõ ðàçðûâà x = ±2 ñóììà ðÿäà Ôóðüå ðàâíà

1

2
(f(−2− 0) + f(−2 + 0)) =

1

2
(1 + 2) =

3

2
,

à â òî÷êå x = 0 îíà ðàâíà
1

2
(f(−0) + f(+0)) =

1

2
(0 + 1) =

1

2
.

Ïîñêîëüêó ðÿä Ôóðüå äàííîé ôóíêöèè â òî÷êå x = 0 èìååò âèä

1 +
∞∑
n=1

− 4

π2(2n− 1)2
,

òî èç óðàâíåíèÿ

1 +

∞∑
n=1

− 4

π2(2n− 1)2
=

1

2

ìû íàõîäèì
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
.

Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî
∞∑
n=1

1

n2
=

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
+

∞∑
n=1

1

(2n)2
=
π2

8
+

1

4

∞∑
n=1

1

n2
,

ìû ïîëó÷àåì
3

4

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

8

è, çíà÷èò,
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
− ðÿä Ýéëåðà.

Äëÿ ÷åòíîé èëè íå÷åòíîé ôóíêöèè ðÿä Ôóðüå óïðîùàåòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, T -ïåðèîäè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îäíîé èç òåîðåì 4 èëè 5.
Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n ôóíêöèÿ f(x) cosnωx ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî,
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÷åòíîé, à ôóíêöèÿ f(x) sinnωx � íå÷åòíîé, ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 2 è ôîðìóëàìè
(5), ïîëó÷èì:

a0 =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x)dx =
4

T

T
2∫

0

f(x)dx,

an =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) cosnωxdx =
4

T

T
2∫

0

f(x) cosnωxdx;

bn =
2

T

T
2∫

−T
2

f(x) sinnωxdx = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì,
ò.å.

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnωx,

ãäå

a0 =
4

T

T
2∫

0

f(x)dx, an =
4

T

T
2∫

0

f(x) cosnωxdx, n ∈ N,

âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íå÷åòíàÿ T -ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(x), óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì îäíîé èç òåîðåì 4 èëè 5, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâ-
íîñòè ðÿäîì Ôóðüå ïî ñèíóñàì:

f(x) =

∞∑
n=1

bn sinnωx, (6)

ãäå

bn =
4

T

T
2∫

0

f(x) sinnωxdx, n ∈ N. (7)

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [0, l], òî ìû ìîæåì ðàçëîæèòü åå â ðÿä Ôóðüå òîëü-

êî ïî êîñèíóñàì èëè òîëüêî ïî ñèíóñàì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîîïðåäåëèòü åå íà ñèììåò-
ðè÷íîì èíòåðâàëå (−l, 0) ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíûì èëè íå÷åòíûì îáðàçîì è çàòåì ïåðèîäè÷åñêè
ïðîäîëæèòü íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü, ïðåâðàòèâ åå òåì ñàìûì â 2l-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Ïðè
èçó÷åíèè îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå
òàêèì îáðàçîì çàäàííîé ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì. Çàïèøåì, ñëåäóÿ (6) � (7), êîí-
êðåòíûé âèä ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çäåñü T = 2l è, çíà÷èò, ω = π

l :

f(x) =
∞∑
n=1

bn sin
πn

l
x, (8)

ãäå

bn =
2

l

l∫
0

f(x) sin
πn

l
xdx, n ∈ N. (9)

Ïðèìåð 2. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì ôóíêöèþ f(x) = cos
√
2x, x ∈ [0, 1].

Ðåøåíèå. Äîîïðåäåëèâ ýòó ôóíêöèþ â èíòåðâàëå (−1, 0) íå÷åòíûì îáðàçîì è çàòåì ïåðèîäè-
÷åñêè ïðîäîëæèâ åå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü, ìû ïîëó÷èì íå÷åòíóþ 2-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ,
ãðàôèê êîòîðîé èìååò âèä:
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
x

-1

1

y

O

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (8) ýòîé ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå ìû íàéäåì ïî ôîðìóëàì (9) ïðè
l = 1 :

bn =
2

1

1∫
0

cos
√
2x sinπnxdx =

1∫
0

(
sin
(
πn−

√
2
)
x+ sin

(
πn+

√
2
)
x
)
dx =

= −

(
cos
(
πn−

√
2
)
x

πn−
√
2

+
cos
(
πn+

√
2
)
x

πn+
√
2

)∣∣∣∣∣
1

0

= −

(
cos
(
πn−

√
2
)

πn−
√
2

+
cos
(
πn+

√
2
)

πn+
√
2

)
+

+
1

πn−
√
2
+

1

πn+
√
2
=

2πn
(
1− (−1)n cos

√
2
)

π2n2 − 2
.

Òîãäà

cos
√
2x = 2π

∞∑
n=1

n
(
1− (−1)n cos

√
2
)

π2n2 − 2
sinπnx, x ∈ (0, 1).

Â òî÷êàõ x = 0, x = 1 ñóììà ðÿäà Ôóðüå äàííîé ôóíêöèè, î÷åâèäíî, ðàâíà 0.
Îáñóäèì, íàêîíåö, âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå

ïðîèçâîëüíîé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå
[x0, x0 + T ], T > 0 ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíà è êóñî÷íî-ìîíîòîííà èëè
êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìà. Ðàñïðîñòðàíèì åå ïåðèîäè÷åñêè ñ ïðîìåæóòêà [x0, x0 + T ) íà âñþ
÷èñëîâóþ îñü. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì T -ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ äàííîé
íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå. Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåì 4 èëè 5,
òî îíà ðàçëàãàåòñÿ â ïðîìåæóòêå [x0, x0 + T ) â ðÿä Ôóðüå (2), ïðè÷åì ïî òåîðåìå 1 ïðè âû-
÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü íå ïî îòðåçêó

[
−T

2 ,
T
2

]
, à ïî îòðåçêó

[x0, x0+T ] è, òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â ïðîìåæóòêå [x0, x0+T )

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnωx+ bn sinnωx), ω =
2π

T
,

ãäå

a0 =
2

T

x0+T∫
x0

f(x)dx, an =
2

T

x0+T∫
x0

f(x) cosnωxdx; bn =
2

T

x0+T∫
x0

f(x) sinnωxdx, n ∈ N. (10)

Ïðèìåð 3. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ f(x) = 100ex â ïðîìåæóòêå [−3π,−π].
Ðåøåíèå. Ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæèâ ôóíêöèþ f(x) ñ ïðîìåæóòêà [−3π,−π) íà âñþ ÷èñëîâóþ

îñü, ìû ïîëó÷èì 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ äàííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

-5 Π -4 Π -3 Π -2 Π -Π Π 2 Π 3 Π 4 Π 5 Π
x

1

2

3

4

y

O
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Êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå ìû íàéäåì ïî ôîðìóëàì (10).

a0 =
1

π

−π∫
−3π

f(x)dx =
1

π

−π∫
−3π

100exdx =
100

(
e−π − e−3π

)
π

,

an =
1

π

−π∫
−3π

f(x) cosnxdx =
100

π

−π∫
−3π

ex cosnxdx, bn =
1

π

−π∫
−3π

f(x) sinnxdx =
100

π

−π∫
−3π

ex sinnxdx.

Êàæäûé èç ýòèõ äâóõ èíòåãðàëîâ ìû íàéäåì äâîéíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.

I1 =

−π∫
−3π

ex cosnxdx =

−π∫
−3π

cosnxdex = ex cosnx

∣∣∣∣−π

−3π

−
−π∫

−3π

exd cosnx =

= (−1)n
(
e−π − e−3π

)
+ n

−π∫
−3π

ex sinnxdx = (−1)n
(
e−π − e−3π

)
+ n

−π∫
−3π

sinnxdex =

= (−1)n
(
e−π − e−3π

)
+ n

ex sinnx∣∣∣∣−π

−3π

−
−π∫

−3π

exd sinnx

 =

= (−1)n
(
e−π − e−3π

)
− n2

−π∫
−3π

ex cosnxdx = (−1)n
(
e−π − e−3π

)
− n2I1.

Îòñþäà,

I1 =
(−1)n

(
e−π − e−3π

)
1 + n2

.

Àíàëîãè÷íî,

I2 =

−π∫
−3π

ex sinnxdx =

−π∫
−3π

sinnxdex = ex sinnx

∣∣∣∣−π

−3π

−
−π∫

−3π

exd sinnx =

= −n
−π∫

−3π

ex cosnxdx = −n
−π∫

−3π

cosnxdex = −n

ex cosnx∣∣∣∣−π

−3π

−
−π∫

−3π

exd cosnx

 =

= −n(−1)n
(
e−π − e−3π

)
− n2

−π∫
−3π

ex sinnxdx = (−1)n+1n
(
e−π − e−3π

)
− n2I2,

è, çíà÷èò,

I2 =
(−1)n+1n

(
e−π − e−3π

)
1 + n2

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

an =
100

π
I1 =

(−1)n100
(
e−π − e−3π

)
π(1 + n2)

, bn =
100

π
I2 =

(−1)n+1100n
(
e−π − e−3π

)
π(1 + n2)

è, ñòàëî áûòü, èñêîìîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

ex =
100

(
e−π − e−3π

)
π

(
1

2
+

∞∑
n=1

(−1)n

1 + n2
(cosnx− n sinnx)

)
, x ∈ (−3π,−π).

Â òî÷êàõ x = −3π, x = −π ñóììà ðÿäà Ôóðüå ðàâíà 50
(
e−π + e−3π

)
.
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ÃËÀÂÀ XIII. ÒÅÎÐÈß ÔÓÍÊÖÈÉ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÉ

Â äàííîé ãëàâå ìû èçó÷èì îñíîâû òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé,
íàõîäÿùåé ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ êàê â ñàìîé ìàòåìàòèêå, òàê è â åå ïðèëîæåíèÿõ,
òàêèõ, íàïðèìåð, êàê òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà, àýðî- è ãèäðîäèíàìèêà, òåîðèÿ óïðóãîñòè.

�1. Ïðåäåë ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Íåïðåðûâíîñòü

Îïðåäåëåíèå 1. Çàêîíîìåðíîñòü, ïî êîòîðîé êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z èç ìíî-

æåñòâà D íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíî êîì-

ïëåêñíîå ÷èñëî w = f(z), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, îïðåäåëåííîé íà

ìíîæåñòâå D.
Åñëè êàæäîìó z ∈ D ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå w, òî ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ

îäíîçíà÷íîé, èíà÷å � ìíîãîçíà÷íîé. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ w = zn ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé, à âîò
ôóíêöèÿ w = n

√
z, n ≥ 2 � ìíîãîçíà÷íîé, à òî÷íåå, n-çíà÷íîé, ïîñêîëüêó ìû óñòàíîâèëè â

ãëàâå V, �8, ÷òî êàæäîìó íåíóëåâîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z ñîîòâåòñòâóåò n çíà÷åíèé êîðíÿ
n-îé ñòåïåíè èç ýòîãî ÷èñëà.
Âñþäó â äàëüíåéøåì â ýòîé ãëàâå, åñëè ýòî íå îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü

îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Çàïèñàâ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå z = x + yi è âûäåëèâ â âûðàæåíèè

äëÿ ôóíêöèè w = f(z) = f(x+ yi) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, ìû ìîæåì çàïèñàòü åå â
âèäå

w = u(x, y) + iv(x, y), (1)

ãäå u(x, y), v(x, y) � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ x, y. Îáðàòíûé ïå-
ðåõîä ìû ìîæåì îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ î÷åâèäíûõ ôîðìóë:

x =
1

2
(z + z̄), y =

1

2i
(z − z̄). (2)

Ïðèìåð 1. a) Âûäåëèòü äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ôóíêöèè w = iz3−2z2+3z−4i;

b) çàïèñàòü ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé w =
2xy + (x2 − y2)i

(x2 + y2)2
êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé

z = x+ yi.
Ðåøåíèå. a) Ïîäñòàâëÿÿ z = x+ yi â âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè w, ìû ïîëó÷èì:

w = i(x+ yi)3 − 2(x+ yi)2 + 3(x+ yi)− 4i =

= i
(
x3 + 3x2yi− 3xy2 − y3i

)
− 2

(
x2 + 2xyi− y2

)
+ 3(x+ yi)− 4i =

= −3x2y + y3 − 2
(
x2 − y2

)
+ 3x+

(
x3 − 3xy2 − 4xy + 3y − 4

)
i.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî,

w = −3x2y + y3 − 2
(
x2 − y2

)
+ 3x+

(
x3 − 3xy2 − 4xy + 3y − 4

)
i.

b) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (2). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

xy =
1

4i

(
z2 − z̄2

)
, x2 − y2 =

1

4

(
z2 + 2zz̄ + z̄2

)
+

1

4

(
z2 − 2zz̄ + z̄2

)
=

1

2

(
z2 + z̄2

)
,

x2 + y2 =
1

4

(
z2 + 2zz̄ + z̄2

)
− 1

4

(
z2 − 2zz̄ + z̄2

)
= zz̄,

ìû íàéäåì

w =
2 · 1

4i

(
z2 − z̄2

)
+

1

2

(
z2 + z̄2

)
i

(zz̄)2
=

− i

2

(
z2 − z̄2

)
+

1

2

(
z2 + z̄2

)
i

(zz̄)2
=

iz̄2

(zz̄)2
=

i

z2
,

ò. å.

w =
i

z2
.

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåíîé â òî÷êå. Çäåñü è â äàëüíåé-
øåì íàì áóäåò óäîáíî àññîöèèðîâàòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà ñ òî÷êàìè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè è, çíà÷èò, ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé, êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè â ãëàâàõ VIII è X äëÿ
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íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ è ëèíèé íà ïëîñêîñòè: îêðåñòíîñòü, ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü, îáëàñòü,
ïðîñòàÿ êðèâàÿ è ò. ä.
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(z0) òî÷êè z0.
Îïðåäåëåíèå 2. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî w0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0,

åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε îòûùåòñÿ ïðîêîëîòàÿ δε-îêðåñòíîñòü U̇(δε, z0) ⊂
U̇(z0) òî÷êè z0, äëÿ âñåõ òî÷åê z êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(z) ïðèíàä-
ëåæàò ε-îêðåñòíîñòè U(ε, w0) òî÷êè w0.
Äëÿ ýòîãî ïðåäåëà ñîõðàíÿåòñÿ ïðèâû÷íîå îáîçíà÷åíèå w0 = lim

z→z0
f(z).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè z0 íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-
æåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê êðóãà ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 è çàäàåòñÿ ýòî ìíîæåñòâî â
êîìïëåêñíîé ôîðìå íåðàâåíñòâîì

|z − z0| < ε,

òî ìû ìîæåì ïåðåôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: w0 = lim
z→z0

f(z),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèþ 0 < |z − z0| < δε, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(z)− w0| < ε.
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì ââåñòè îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà â áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííîé òî÷êå è áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà âíå íåêîòîðîãî
êðóãà (ìû áóäåì ãîâîðèòü, â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè), òî êîìïëåêñíîå ÷èñ-
ëî w0 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(z) â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0
íàéäåòñÿ Mε > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî |z| > Mε, òî |f(z) − w0| < ε. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòîò
ïðåäåë ÷åðåç lim

z→∞
f(z).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà-
÷åíèþ lim

z→z0
f(z) íåçàâèñèìî îò òîãî ïî êàêîé ëèíèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êà z ïðè-

áëèæàåòñÿ ê òî÷êå z0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî, ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, åñëè ìû óêàæåì äâå

ëèíèè, âäîëü êîòîðûõ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè áóäóò ðàçëè÷íûìè.
Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû.
1) lim

z→z0
c = c, c ∈ C.

Ýòî âïîëíå î÷åâèäíî, òàê êàê çäåñü íåðàâåíñòâî

|f(z)− w0| = |c− c| = 0 < ε

âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà ïðè ëþáîì ε > 0.

2) lim
z→∞

1

zn
= 0, n ∈ N.

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè íåðàâåíñòâî

|f(z)− w0| =
∣∣∣∣ 1zn − 0

∣∣∣∣ = 1

|z|n
< ε

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè |z|n > 1
ε ⇐⇒ |z| > 1

n
√
ε
, ÷òî è äîêàçûâàåò

äàííîå ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî.
Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ìîæíî äàòü è

â äðóãîé, ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå. À èìåííî, åñëè ôóíêöèÿ w = f(z) çàïèñàíà â âèäå (1) è
z0 = x0 + y0i, òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî w0 = u0 + v0i ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì äàííîé ôóíêöèè â òî÷êå

z0, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò îáà ïðåäåëà

lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = u0; lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = v0.

Äîêàçûâàåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå òî÷íî òàê æå, êàê è ñîîòâåòñòâóþùèé ôàêò äëÿ âåêòîðíûõ
ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà (ãëàâà V, �7).
Âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðîâàëè â ãëàâå IV, �4 äëÿ ïðåäåëà ÷èñëîâîé

ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, èìåþò ìåñòî òàêæå è äëÿ ïðåäåëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé.
1) Åñëè äëÿ ôóíêöèé f1(z) è f2(z), îïðåäåëåííûõ â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(z0) òî÷êè

z0, ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû lim
z→z0

f1(z) è lim
z→z0

f2(z), òî ñóùåñòâóþò òàêæå ïðåäåëû
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ôóíêöèé c1f1(z) + c2f2(z), c1, c2 ∈ C è f1(z)f2(z), ïðè÷åì

a) lim
z→z0

(c1f1(z) + c2f2(z)) = c1 lim
z→z0

f1(z) + c2 lim
z→z0

f2(z);

b) lim
z→z0

f1(z)f2(z) = lim
z→z0

f1(z) lim
z→z0

f2(z).

Åñëè, ñâåðõ òîãî, f2(z) ̸= 0, z ∈ U̇(z0) è lim
z→z0

f2(z) ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò òàêæå ïðåäåë äðîáè

f1(z)/f2(z) è

c) lim
z→z0

f1(z)

f2(z)
=

lim
z→z0

f1(z)

lim
z→z0

f2(z)
.

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ w = f1(z) îïðåäåëåíà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(z0)
òî÷êè z0 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

z→z0
f1(z) = w0, à ôóíêöèÿ f2(w) îïðåäåëåíà â ïðî-

êîëîòîé îêðåñòíîñòè U̇(w0) òî÷êè w0, ñîäåðæàùåé ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f1(z) è
ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

w→w0

f2(w) = L. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë êîìïîçèöèè ôóíêöèé

lim
z→z0

f2(f1(z)) = L.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé òàêæå ìîãóò âîçíèêàòü ðàçëè÷-
íûå íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðûå òðåáóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì ïðåäåëà.
Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü ïðåäåë

w0 = lim
z→∞

iz3 − z2 + 5z − 4 + 3i

((2 + i)z − 1)(z2 + 2)
.

Ðåøåíèå. Çäåñü, î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü ∞
∞ . Ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìå-

íàòåëü äðîáè íà z3, ïîëó÷èì:

w0 = lim
z→∞

i− 1
z + 5

z2
− 4−3i

z3(
2 + i− 1

z

) (
1 + 2

z2

) .
Îòñþäà, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî 1) è ïðèâåäåííûå âûøå ïðèìåðû, íàõîäèì:

w0 =
i− 0 + 0− 0

(2 + i− 0)(1 + 0)
=

i

2 + i
=

i(2− i)

(2 + i)(2− i)
=

1 + 2i

5
.

Äàäèì òåïåðü îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.
Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â òî÷êå z0, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë lim
z→z0

f(z), ðàâíûé çíà÷åíèþ ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå, ò.å.

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà D, òî îíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé
íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Ýòî îïðåäåëåíèå, êàê è äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ìû ìîæåì ïå-

ðåôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ïðèðàùåíèé, à èìåííî, åñëè ïðèäàòü àðãóìåíòó â òî÷êå z0 ïðèðà-
ùåíèå ∆z è îáîçíà÷èòü ÷åðåç ∆f(z0,∆z) = f(z0 + ∆z) − f(z0) ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå
ôóíêöèè â òî÷êå z0, òî, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ áóäåò íåïðåðûâíîé â òî÷êå z0 â òîì è òîëüêî â

òîì ñëó÷àå, åñëè ïðèðàùåíèå ôóíêöèè áóäåò áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðè ∆z → 0, ò.å.

lim
∆z→0

∆f(z0,∆z) = 0.

Åñëè â òî÷êå z0 ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà

ôóíêöèè.
Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ïðîèçâåäåíèå è ÷àñòíîå

äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, à òàêæå èõ êîìïîçèöèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.
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Ïðèìåðîì âñþäó íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ñ êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Pn(z) = a0z
n + a1z

n−1 + . . .+ an−1z + an.

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ w = z, à, çíà÷èò, è ëþáàÿ íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü
ïåðåìåííîé z ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.

�2. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé,
äèôôåðåíöèðóåìîñòü è äèôôåðåíöèàë. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.
Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f
′(z0).

Îáîçíà÷èâ, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ÷åðåç ∆z = z − z0 � ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà â
òî÷êå z0, à ÷åðåç

∆f(z0,∆z) = f(z0 +∆z)− f(z0)

� ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ïðèðàùåíèå ôóíêöèè, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé
â âèäå

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆f(z0,∆z)

∆z
. (1)

Ïîêàæåì, ÷òî, êàê è äëÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ñóùåñòâîâàíèå
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ðàâíîñèëüíî åå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â äàííîé

òî÷êå, ò. å. âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè âáëèçè òî÷êè z0 â âèäå

∆f(z0,∆z) = A∆z + φ(∆z)∆z, (2)

ãäå A � êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, φ(∆z) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè ∆z → 0 ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé.
Â ñàìîì äåëå, èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ôîðìóëå (1) ÿñíî, ÷òî ôóíêöèÿ

φ(∆z) =
∆f(z0,∆z)

∆z
− f ′(z0)

ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè ∆z → 0. Çíà÷èò,

∆f(z0,∆z) = f ′(z0)∆z + φ(∆z)∆z, (3)

ò. å. ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå z0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2) ñ ïîñòîÿííîé A = f ′(z0).
Îáðàòíî, åñëè èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (2), òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
∆z→0

∆f(z0,∆z)

∆z
= lim

∆z→0

A∆z + φ(∆z)∆z

∆z
= lim

∆z→0
(A+ φ(∆z)) = A+ 0 = A = f ′(z0).

Çàìå÷àíèå. Èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå z0 ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
è íåïðåðûâíîé â ýòîé òî÷êå.
Èç ôîðìóëû (3) äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z0 ôóíêöèè f(z) ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèå

ôóíêöèè ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà ∆z
÷àñòè f ′(z0)∆z è íåëèíåéíîé φ(∆z)∆z. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíê-

öèè f(z) â òî÷êå z0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç df(z0). Òàêèì îáðàçîì,

df(z0) = f ′(z0)∆z.

Åñëè ôóíêöèÿ w = f(z) äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,
ò. å. â êàæäîé òî÷êå z ýòîé îáëàñòè, òî, ñ÷èòàÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî dz = ∆z, ìû ìîæåì ïðåä-
ñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå îáëàñòè â ñëåäóþùåé
ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

dw = w′dz.

Îòñþäà, w′ =
dw

dz
� åùå îäíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé.
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Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÷èñëîâûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé, ñâÿçàííûå ñ
àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä ôóíêöèÿìè, ïåðåíîñÿòñÿ òàêæå è íà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé. À èìåííî, åñëè ôóíêöèè f1(z) è f2(z) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå z, òî ôóíêöèè
c1f1(z)+c2f2(z), ãäå c1, c2 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, è f1(z)f2(z) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû â ýòîé

òî÷êå è
(c1f1(z) + c2f2(z))

′ = c1f
′
1(z) + c2f

′
2(z),

(f1(z)f2(z))
′ = f ′1(z)f2(z) + f1(z)f

′
2(z).

Åñëè, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ f2(z) îòëè÷íà îò íóëÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z, òî

äèôôåðåíöèðóåìîé ÿâëÿåòñÿ è ôóíêöèÿ
f1(z)
f2(z)

, ïðè÷åì(
f1(z)

f2(z)

)′
=
f ′1(z)f2(z)− f1(z)f

′
2(z)

(f2(z))2
.

Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé òàêæå ñîõðàíÿåòñÿ: åñëè ôóíêöèÿ f1(z)
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z, à ôóíêöèÿ f2(w) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå f1(z), òî êîìïîçèöèÿ
ôóíêöèé f2(f1(z)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z è

(f2(f1(z))
′ = f ′2(f1(z))f

′
1(z).

Ïåðåôîðìóëèðóåì çäåñü åùå è ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè: åñëè ôóíê-
öèÿ w = f(z) âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò îáëàñòü D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z íà

îáëàñòü E êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w è â òî÷êå z ∈ D ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà è

f ′(z) ̸= 0, òî îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ z = f−1(w) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå w = f(z) è

(f−1)′(w) =
1

f ′(z)

èëè â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ

z′w =
1

w′
z

.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ w = zn, n ∈ Z. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî

(zn)′ = nzn−1. (4)

Ïðè n = 1 ôîðìóëà (4) ñïðàâåäëèâà, òàê êàê

z′ = lim
∆z→0

(z +∆z)− z

∆z
= lim

∆z→0
1 = 1 = 1 · z0.

Ïðåäïîëàãàÿ òåïåðü, ÷òî ôîðìóëà (4) âåðíà äëÿ ôèêñèðîâàííîãî n ∈ Z, óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî
îíà èìååò ìåñòî è ïðè n±1. Â ñàìîì äåëå, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî, ìû ïîëó÷èì:(

zn+1
)′
= (zn · z)′ = (zn)′ · z + zn · z′ = nzn−1 · z + zn · 1 = (n+ 1)zn,(

zn−1
)′
=

(
zn

z

)′
=

(zn)′ · z − zn · z′

z2
=
nzn−1 · z − zn · 1

z2
= (n− 1)zn−2.

Íàéäåì óñëîâèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) = u(x, y) + iv(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå z0 = x0+y0i òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû
â òî÷êå M0(x0, y0) è â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà:

u′x(M0) = v′y(M0), u
′
y(M0) = −v′x(M0). (5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Íåîáõîäèìîñòü.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå z0. Òîãäà âáëèçè ýòîé òî÷êè åå ïðèðàùåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2). Ïóñòü

A = A1 +A2i,∆z = ∆x+ i∆y, φ(∆z) = φ1(∆x,∆y) + iφ2(∆x,∆y).
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Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∆f(z0,∆z) = f(z0 +∆z)− f(z0) = ∆u(M0,∆x,∆y) + i∆v(M0,∆x,∆y),

A∆z = A1∆x−A2∆y + i(A1∆y +A2∆x),

φ(∆z)∆z = φ1(∆x,∆y)∆x− φ2(∆x,∆y)∆y + i(φ1(∆x,∆y)∆y + φ2(∆x,∆y)∆x),

(6)

ìû ìîæåì çàïèñàòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèé u(x, y), v(x, y) â òî÷êå M0 â âèäå

∆u(M0,∆x,∆y) = B1∆x+B2∆y + ψ1(∆x,∆y)∆r, ãäå

B1 = A1, B2 = −A2, ψ1(∆x,∆y) =
φ1(∆x,∆y)∆x− φ2(∆x,∆y)∆y

∆r
, ∆r =

√
(∆x)2 + (∆y)2;

∆v(M0,∆x,∆y) = C1∆x+ C2∆y + ψ2(∆x,∆y)∆r, ãäå

C1 = A2, C2 = A1, ψ2(∆x,∆y) =
φ1(∆x,∆y)∆y + φ2(∆x,∆y)∆x

∆r
.

Ïîñêîëüêó |∆x|
∆r ≤ 1, |∆y|

∆r ≤ 1, òî

lim
∆x→0
∆y→0

ψ1(∆x,∆y) = lim
∆x→0
∆y→0

ψ2(∆x,∆y) = 0

è, çíà÷èò, ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êåM0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñëîâèé
Êîøè-Ðèìàíà (5) âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì èç ðàâåíñòâ (6). Ïðè ∆y = 0 ìû ïîëó÷èì ∆z = ∆x è

∆f(z0,∆z) = ∆ux(M0,∆x) + i∆vx(M0,∆x), (7)

ãäå ∆xu(M0,∆x) = u(x0+∆x, y0)−u(x0, y0),∆xv(M0,∆x) = v(x0+∆x, y0)−v(x0, y0) � ÷àñòíûå
ïðèðàùåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y), ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè
ðàâåíñòâà (7) íà ∆z = ∆x, ìû íàéäåì â ïðåäåëå

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆f(z0,∆z)

∆z
= lim

∆x→0

∆ux(M0,∆x)

∆x
+ i lim

∆x→0

∆vx(M0,∆x)

∆x
= u′x(M0) + iv′x(M0).

Àíàëîãè÷íî, åñëè ∆x = 0, òî ∆z = i∆y,

∆f(z0,∆z) = ∆uy(M0,∆y) + i∆vy(M0,∆y)

è, çíà÷èò,

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆f(z0,∆z)

∆z
= lim

∆y→0

∆uy(M0,∆y)

i∆y
+ i lim

∆y→0

∆vy(M0,∆y)

i∆y
= v′y(M0)− iu′y(M0).

Ñëåäîâàòåëüíî,
f ′(z0) = u′x(M0) + iv′x(M0) = v′y(M0)− iu′y(M0) (8)

è, òàêèì îáðàçîì óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (5) âûïîëíÿþòñÿ.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) äèôôåðåíöèðóåìû â

òî÷êå M0(x0, y0) è â ýòîé òî÷êå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (5). Òîãäà (ãëàâà VIII, �2,
ôîðìóëà (3))

∆u(M0,∆x,∆y) = u′x(M0)∆x+ u′y(M0)∆y + φ1(∆x,∆y)∆r,

∆v(M0,∆x,∆y) = v′x(M0)∆x+ v′y(M0)∆y + φ2(∆x,∆y)∆r,

ãäå
lim
∆x→0
∆y→0

φ1(∆x,∆y) = lim
∆x→0
∆y→0

φ2(∆x,∆y) = 0. (9)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆r = |∆z| è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (5), ìû
ïîëó÷èì:

∆f(z0,∆z) = ∆u(M0,∆x,∆y) + i∆v(M0,∆x,∆y) =

= u′x(M0)∆x− v′x(M0)∆y + i(v′x(M0)∆x+ u′x(M0)∆y) + (φ1(∆x,∆y) + iφ2(∆x,∆y))|∆z| =

= (u′x(M0)∆x+ iv′x(M0)∆y)∆z + (φ1(∆x,∆y) + iφ2(∆x,∆y))
∆z
|∆z|∆z = A∆z + φ(∆z)∆z,
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ãäå

A = u′x(M0)∆x+ iv′x(M0)∆y, φ(∆z) = (φ1(∆x,∆y) + iφ2(∆x,∆y))
∆z

|∆z|
.

Ïîñêîëüêó
∣∣∣ ∆z
|∆z|

∣∣∣ = 1, òî ââèäó (9) lim
∆z→0

φ(∆z) = 0 è, òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå ôóíêöèè

f(z) â òî÷êå z0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (2), ÷òî è îçíà÷àåò åå äèôôåðåíöèðóåìîñòü â äàííîé
òî÷êå.

Ïðèìåð. ßâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè a) w =
1

2

(
z +

1

z

)
(ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî) è b) w = z̄

äèôôåðåíöèðóåìûìè?

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà (5).
a)

w =
1

2

(
z +

1

z

)
=

1

2

(
x+ yi+

1

x+ yi

)
=

1

2

(
x+ yi+

x− yi

x2 + y2

)
=

=
1

2

(
x+

x

x2 + y2

)
+

1

2

(
y − y

x2 + y2

)
i.

Çíà÷èò,

u(x, y) =
1

2

(
x+

x

x2 + y2

)
, v(x, y) =

1

2

(
y − y

x2 + y2

)
è

u′x =
1

2

(
1 +

1 · (x2 + y2)− x · 2x
(x2 + y2)2

)
=

1

2

(
1 +

y2 − x2

(x2 + y2)2

)
,

u′y =
1

2

(
0 + x

(
−
(
x2 + y2

)−2
)
· 2y
)
= − xy

(x2 + y2)2
;

v′x =
1

2

(
0− y

(
−
(
x2 + y2

)−2
)
· 2x
)
=

xy

(x2 + y2)2
,

v′y =
1

2

(
1− 1 · (x2 + y2)− y · 2y

(x2 + y2)2

)
=

1

2

(
1− x2 − y2

(x2 + y2)2

)
=

1

2

(
1 +

y2 − x2

(x2 + y2)2

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ z ̸= 0, òàê êàê â êàæäîé
òàêîé òî÷êå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà.
b) Äëÿ ýòîé ôóíêöèè w = x− yi è, ñòàëî áûòü, u(x, y) = x, v(x, y) = −y. Ïîñêîëüêó

u′x = 1, u′y = 0; v′x = 0, v′y = −1,

òî ïåðâîå èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà íå âûïîëíÿåòñÿ íè â îäíîé èç òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ, î÷åâèäíî, âåçäå íåïðåðûâíà, íî íèãäå íå äèôôåðåíöè-
ðóåìà.
Ââåäåì ñëåäóþùåå âàæíîå
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå,

åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå è íåêîòîðîé åå îêðåñòíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé îáëàñòè, òî îíà íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé

â ýòîé îáëàñòè.

Êàê ìû óâèäèì ïîçæå, àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè îáëàäàþò èñêëþ÷èòåëüíî õîðîøèìè äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâàìè è íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Â ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé êîì-

ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êðîìå òî÷êè z = 0, à âòîðàÿ ôóíêöèÿ w = z̄ íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé.

�3. Ýëåìåíòàðíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

Îïðåäåëèì ñíà÷àëà îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
1) Êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà.
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Êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = x+ yi îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ez = ex+yi = ex(cos y + i sin y).

Èìåííî òàê ìû óæå îïðåäåëÿëè ýòó ôóíêöèþ â ãëàâå V, �8. Òàì æå ìû îòìåòèëè, ÷òî êîì-
ïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà íàñëåäóåò ñâîéñòâà äåéñòâèòåëüíîé ýêñïîíåíòû, ñâÿçàííûå ñ àëãåáðà-

è÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íàä åå çíà÷åíèÿìè:

ez1ez2 = ez1+z2 ,
ez1

ez2
= ez1−z2 , (ez)n = ezn, z1, z2, z ∈ C, n ∈ Z.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè cos y è sin y � 2π-ïåðèîäè÷åñêèå, òî êîìïëåêñ-

íàÿ ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ÷èñòî ìíèìûì ïåðèîäîì 2πi. Ïðÿìûå
Im z = 2πn, n ∈ Z ðàçáèâàþò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü z íà ïîëîñû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âçàèì-
íî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòñÿ ôóíêöèåé w = ez íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü w ñ âûêîëîòîé
òî÷êîé 0.
Ïðîâåðèì ýêñïîíåíòó íà àíàëèòè÷íîñòü. Ïîñêîëüêó äëÿ íåå

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y,

òî
u′x = ex cos y, u′y = −ex sin y; v′x = ex sin y, v′y = ex cos y.

Çíà÷èò, óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíÿþòñÿ è êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêîé âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïî ôîðìóëå (8) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà åå ïðîèçâîäíàÿ
ðàâíà

(ez)′ = ez.

2) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Èç îïðåäåëåíèÿ êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû ïðè z = ix è z = −ix, x ∈ R ñëåäóþò ðàâåíñòâà

eix = cosx+ i sinx, e−ix = cosx− i sinx.

Âû÷èòàÿ è ñêëàäûâàÿ èõ ïî÷ëåííî, ìû íàõîäèì:

sinx =
eix − e−ix

2i
, cosx =

eix + e−ix

2
.

Ïîñëåäíèå ôîðìóëû ñëóæàò îñíîâîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìï-
ëåêñíîé ïåðåìåííîé z :

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
.

Ýòè ôóíêöèè 2π-ïåðèîäè÷åñêèå è íàñëåäóþò âñå ôîðìàëüíûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ
ÿâëÿåòñÿ èõ íåîãðàíè÷åííîñòü. Â ñàìîì äåëå, íà ìíèìîé îñè z = iy, y ∈ R êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè

sin iy =
e−y − ey

2i
, cos iy =

e−y + ey

2
è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
y→∞

| sin iy| = lim
y→∞

cos iy = +∞.

Ââèäó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ýêñïîíåíòû äèôôåðåíöèðóåìû òàêæå è ôóíêöèè sin z, cos z è

(sin z)′ =
1

2i

(
eiz − e−iz

)′
=
eiz(iz)′ − e−iz(−iz)′

2i
=
eiz · i− e−iz · (−i)

2i
=
eiz + e−iz

2
= cos z,

(cos z)′ =
1

2

(
eiz + e−iz

)′
=
eiz(iz)′ + e−iz(−iz)′

2
=
eiz · i+ e−iz · (−i)

2
= −e

iz − e−iz

2i
= − sin z.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
è äëÿ íèõ

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z.
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Òàíãåíñ è êîòàíãåíñ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

tg z =
sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z
.

Ôóíêöèÿ tg z ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê zk = π
2 + πk, k ∈ Z, è,

êàê è äëÿ òàíãåíñà äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé,

(tg z)′ =
1

cos2 z
.

Àíàëîãè÷íî, îáëàñòüþ àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè ctg z ÿâëÿåòñÿ âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü,
êðîìå òî÷åê zn = πn, n ∈ Z, è

(ctg z)′ = − 1

sin2 z
.

3) Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Äàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàòíàÿ ê ýêñïîíåíòå, à èìåííî, êàæäîìó êîìïëåêñ-

íîìó ÷èñëó z ̸= 0 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w, òàêîå, ÷òî

ew = z.

Ââèäó 2πi-ïåðèîäè÷íîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé, à òî÷íåå, áåñêîíå÷íîçíà÷íîé è åå çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
íà ÷èñòî ìíèìûå ÷èñëà, êðàòíûå 2πi. Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ ÷åðåç Ln z è íàéäåì äëÿ íåå
ÿâíîå âûðàæåíèå. Ïóñòü w = Ln z = u + vi, z = |z|(cos arg z + i sin arg z), ãäå arg z ∈ [0, 2π).
Òîãäà âî îïðåäåëåíèþ ýêñïîíåíòû

ew = z ⇐⇒ eu(cos v + i sin v) = |z|(cos arg z + i sin arg z),

îòêóäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

eu = |z| =⇒ u = ln |z|, v = arg z + 2πn, n ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Ln z = ln |z|+ (arg z + 2πn)i, n ∈ Z. (1)

Åñëè çàôèêñèðîâàòü â ïîñëåäíåé ôîðìóëå öåëîå n, òî ìû ïîëó÷èì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ n-îé âåòâüþ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè. Ýòà âåòâü âçàèìíî îäíîçíà÷íî
îòîáðàæàåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü z áåç íóëÿ íà ïîëîñó Imw ∈ [2πn, 2π(n+ 1)) êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè w. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 0 ôóíêöèÿ

ln z = ln |z|+ i arg z

íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìà. Î÷åâèäíî,

Ln z = ln z + 2πni, n ∈ Z.

Ëîãàðèôìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë îáëàäàþò îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè ëîãàðèôìîâ ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë:
Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2, Ln

z1
z2

= Ln z1 − Ln z2, (2)

ãäå z1, z2 � íåðàâíûå íóëþ êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ
äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à
àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ (ãëàâà V, �8) è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1):

Ln(z1z2) = ln |z1z2|+ (arg(z1z2) + 2πn)i = ln(|z1||z2|) + (arg z1 + arg z2 + 2πn)i =

= (ln |z1|+ (arg z1 + 2πn1)i) + (ln |z2|+ (arg z2 + 2πn2)i) = Ln z1 + Ln z2, n, n1, n2 ∈ Z

è n = n1 + n2. Âòîðîå èç ðàâåíñòâ (2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Çàìå÷àíèå. Âî èçáåæàíèå îøèáîê ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò ïîíèìàòü íå êàê ðàâåíñòâà ÷èñåë,

à êàê ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ.
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.

1) Ln(−e) = ln |− e|+ (arg(−e) + 2πn)i = ln e+ (π + 2πn)i = 1 + π(2n+ 1)i,

2) Ln(6i) = ln |6i|+ (arg(6i) + 2πn)i = ln 6 +
(π
2
+ 2πn

)
i = ln 6 +

π

2
(4n+ 1)i,

3) Ln(1− i) = ln |1− i|+ (arg(1− i) + 2πn)i = ln
√
2 +

(
7π

4
+ 2πn

)
i = ln

√
2 +

π

4
(8n+ 7)i,

ãäå n ∈ Z.
Ïîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ èç âåòâåé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè w = Ln z äèôôåðåíöèðóåìà â

ëþáîé òî÷êå z ̸= 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè, ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî çäåñü z = ew:

(Ln z)′ =
1

(ew)′
=

1

ew
=

1

z
.

Òàêèì îáðàçîì,

(Ln z)′ =
1

z
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ âåòâü êîìïëåêñíîãî ëîãàðèôìà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé âî
âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èñêëþ÷àÿ òî÷êó z = 0.
4) Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Çäåñü ðå÷ü èäåò î ôóíêöèÿõ Arcsin z,Arccos z,Arctg z,Arcctg z. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè ê

ñîîòâåòñòâóþùèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ôóíêöèÿì. Íàéäåì äëÿ íèõ ÿâíûå âûðàæåíèÿ.
Ôóíêöèÿ w = Arcsin z ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ñèíóñó. Ïîýòîìó

z = sinw =
eiw − e−iw

2i
.

Îòñþäà,
e2iw − 2izeiw − 1 = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå êàê êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî eiw, ìû ïîëó÷èì

eiw = iz +
√

1− z2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

iw = Ln
(
iz +

√
1− z2

)
è, çíà÷èò,

Arcsin z = −iLn
(
iz +

√
1− z2

)
.

Êàæäàÿ èç âåòâåé ýòîé áåñêîíå÷íîçíà÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé

âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èñêëþ÷àÿ òî÷êè z = ±1 è äëÿ íåå ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

(Arcsin z)′ =
1

(sinw)′
=

1

cosw
=

1√
1− sin2w

=
1√

1− z2
,

ò.å.

(Arcsin z)′ =
1√

1− z2
.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

Arccos z = −iLn
(
z +

√
z2 − 1

)
, (Arccos z)′ = − 1√

1− z2
;

Arctg z =
1

2i
Ln

1 + iz

1− iz
, (Arctg z)′ =

1

1 + z2
;

Arcctg z =
1

2i
Ln

z + i

z − i
, (Arcctg z)′ = − 1

1 + z2
.

5) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

zc = ecLn z, 0 ̸= z ∈ C.
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Íåñìîòðÿ íà òàêîå îïðåäåëåíèå ñòåïåíè â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî

Ln zc = cLn z.

Íàïðèìåð,

ii = eiLn i = ei(ln |i|+(arg i+2πn)i = ei(ln 1+(π
2
+2πn)i = e−(

π
2
+2πn), n ∈ Z

è, çíà÷èò,

Ln ii = Ln e−(
π
2
+2πn) = ln e−(

π
2
+2πn) + 2πki = −

(π
2
+ 2πn

)
+ 2πki, n, k ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Ln ii = −
(π
2
+ 2πn

)
+ 2πki, n, k ∈ Z

íå ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

iLn i = −
(π
2
+ 2πn

)
, n ∈ Z,

ò. å.
Ln ii ̸= iLn i.

Àíàëîãè÷íî íà ïðèìåðàõ ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå îñíîâíûå ñâîéñòâà äåéñòâèòåëü-
íûõ ñòåïåíåé äëÿ êîìïëåêñíûõ íàðóøàþòñÿ, ò. å. â îáùåì ñëó÷àå:

zc1zc2 ̸= zc1+c2 ,
zc1

zc2
̸= zc1−c2 , (zc1)c2 ̸= zc1c2 , c1, c2 ∈ C.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, êàê è ëîãàðèôì, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîçíà÷-

íîé, êàæäàÿ èç åå âåòâåé � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ è

(zc)′ =
(
ecLn z

)′
= ecLn z(cLn z)′ = ecLn z · c

z
= c · z

c

z
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ ñòåïåííîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ìû íå ìîæåì çàïè-
ñàòü â ïðèâû÷íîì âèäå

(zc)′ = czc−1,

òàê êàê â ïðåäûäóùåì àáçàöå ìû îòìåòèëè, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,
zc

z
̸= zc−1.

6) Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ýòà ôóíêöèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì êîìïëåêñíîì a ̸= 0 çàäàåòñÿ

ðàâåíñòâîì
az = ez Ln a.

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íàÿ, êàæäàÿ åå âåòâü � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ
ïðîèçâîäíîé

(az)′ =
(
ez Ln a

)′
= ez Ln a(z Ln a)′ = ez Ln a Ln a = az Ln a.

Òàêèì îáðàçîì,
(az)′ = az Ln a,

åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâîé ÷àñòè â âûðàæåíèÿõ az è Ln a âûáèðàòü îäíó è òó æå âåòâü
ëîãàðèôìà.
Ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèåé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ èç îñ-

íîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé è êîìïîçèöèé.
ßñíî, ÷òî ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ñ òîé ëèøü îãîâîðêîé, ÷òî, åñëè â åå âûðàæåíèè ÿâíî èëè íåÿâíî ó÷àñòâóåò ëîãàðèôì, òî
ðå÷ü èäåò î íåêîòîðîé âûäåëåííîé âåòâè ýòîé ôóíêöèè. Ïðèìåðàìè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
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ñëóæàò ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî òàêæå,
êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé (ãëàâà IV, �4, ïóíêò 1):

sh z =
1

2
(ez − e−z) � ñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé;

ch z =
1

2
(ez + e−z) � êîñèíóñ ãèïåðáîëè÷åñêèé;

th z =
sh z

ch z
� òàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé;

cth z =
ch z

sh z
� êîòàíãåíñ ãèïåðáîëè÷åñêèé.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè sh z
è ch z âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïî ôîðìóëàì

sh z = −i sin iz, ch z = cos iz.

Ïåðâûå äâå èç ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, à
ôóíêöèè th z è cth z àíàëèòè÷íû âåçäå, êðîìå òî÷åê zk = (2k+1)π

2 i, k ∈ Z è zn = πni, n ∈
Z, ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé òî÷íî òàêèå æå, êàê è äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé:

(sh z)′ = ch z;

(ch z)′ = sh z;

(th z)′ =
1

ch2 z
;

(cth z)′ = − 1

sh2 z
.

�4. Èíòåãðàë ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.
Èíòåãðàëüíûå òåîðåìà è ôîðìóëà Êîøè

Ïóñòü L � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, ñîäåðæàùàÿ ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè, ëèíèÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè. Âûáåðåì íà íåé îïðåäåëåííóþ îðèåíòàöèþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé îðèåíòàöèåé
ðàçîáüåì ëèíèþ íà ìàëûå ÷àñòè òî÷êàìè z0, z1, . . . , zn (z0 � íà÷àëüíàÿ, zn � êîíå÷íàÿ òî÷êè
ëèíèè) è íà êàæäîé èç äóã

⌢
zk−1zk, k = 1, n âûáåðåì ïðîèçâîëüíî ïî òî÷êå ck.

Ðàññìîòðèì îäíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z), çàäàííóþ íà êðèâîé L.
Ñîñòàâèì äëÿ íåå èíòåãðàëüíóþ ñóììó

In =
n∑

k=1

f(ck)∆zk,

ãäå ∆zk = zk − zk−1, k = 1, n.
Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûé ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò) èíòåãðàëüíûõ ñóìì In ïðè óñëî-

âèè, ÷òî äèàìåòðû âñåõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ ëèíèè L ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, íå çàâèñÿùèé íè

îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ, íè îò âûáîðà òî÷åê âíóòðè äóã ðàçáèåíèÿ, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì

ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) ïî ëèíèè L. Îáîçíà÷àåòñÿ îí ÷åðåç∫
L

f(z)dz. (1)

Åñëè èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî ëèíèè L. Äëÿ
èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòûì êðèâûì èñïîëüçóåòñÿ òàêîå æå îáîçíà÷åíèå, êàê è äëÿ êðèâîëèíåé-
íûõ èíòåãðàëîâ: ∮

L

f(z)dz.
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Íàéäåì âûðàæåíèå èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ÷åðåç äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè ýòîé ôóíêöèè. Ïóñòü f(z) = f(x+ yi) = u(x, y) + iv(x, y) è ck = ak + bki, ∆zk =
∆xk + i∆yk, k = 1, n. Òîãäà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà In ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

In =

n∑
k=1

(u(ak, bk) + iv(ak, bk))(∆xk + i∆yk) =

=

n∑
k=1

(u(ak, bk)∆xk − v(ak, bk)∆yk) + i

n∑
k=1

(v(ak, bk)∆xk + u(ak, bk)∆yk).

Î÷åâèäíî, ïåðâàÿ ñóììà â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ âåêòîðíîé ôóíê-
öèè (u(x, y),−v(x, y)), à âòîðàÿ � èíòåãðàëüíîé äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè (v(x, y), u(x, y)) ïî
ëèíèè L. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå ìû ïîëó÷èì:∫

L

f(z)dz =

∫
L

u(x, y)dx− v(x, y)dy + i

∫
L

v(x, y)dx+ u(x, y)dy. (2)

Ôîðìàëüíî ðàâåíñòâî (2) ìû ïîëó÷èì, åñëè â ëåâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â âûðàæåíèè
f(z)dz = (u(x, y) + iv(x, y))(dx + idy) ðàñêðîåì ñêîáêè. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ôóíêöèè

êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñâîäèòñÿ ê äâóì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëàì âåêòîðíûõ ôóíêöèé.

Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà L ôóíêöèÿ f(z) èíòåãðèðóåìà ïî ëèíèè L, òàê êàê â
ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y) òàêæå íåïðåðûâíû íà L è ïîýòîìó îáà êðèâîëèíåéíûõ
èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóþò (ãëàâà X, �1, ïóíêò 2).
Ñâîéñòâà èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ñâîéñòâàì êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âåêòîðíîé ôóíêöèè. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå
èç íèõ.
1) Åñëè f1(z), f2(z) � èíòåãðèðóåìûå ïî ëèíèè L ñ âûáðàííîé íà íåé îðèåíòàöèåé ôóíê-

öèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, òî èíòåãðèðóåìà òàêæå ïî ýòîé ëèíèè è ôóíêöèÿ a1f1(z) +
a2f2(z), a1, a2 ∈ C è∫

L

(a1f1(z) + a2f2(z))dz = a1

∫
L

f1(z)dz + a2

∫
L

f2(z)dz.

2) Ïóñòü ëèíèÿ L ñ çàôèêñèðîâàííîé íà íåé îðèåíòàöèåé ðàçáèòà íà äâå äóãè L1, L2 è

ôóíêöèÿ f(z) èíòåãðèðóåìà ïî êàæäîé èç ýòèõ äóã. Òîãäà äàííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî

ëèíèè L è ∫
L

f(z)dz =

∫
L1

f(z)dz +

∫
L2

f(z)dz.

3) Îáîçíà÷èì ÷åðåç L+ ëèíèþ L ñ âûáðàííîé íà íåé îðèåíòàöèåé, à ÷åðåç L− � òó æå

ëèíèþ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ f(z) èíòåãðèðóåìà ïî L+ (L−),
òî îíà èíòåãðèðóåìà è ïî L− (L+) è∫

L+

f(z)dz = −
∫
L−

f(z)dz.

Âñå ýòè ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé.
4) Åñëè ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà ëèíèè L, òî∣∣∣∣∣∣

∫
L

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
L

|f(z)|dl.

Åñëè æå |f(z)| ≤M, z ∈ L äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòû M, òî∣∣∣∣∣∣
∫
L

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤Ml,



131

ãäå l � äëèíà ëèíèè L.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ èíòåãðàëü-

íîé ñóììû:

|In| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ck)∆zk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|f(ck)||∆zk| ≤
n∑

k=1

|f(ck)|∆lk,

ãäå ∆lk � äëèíà äóãè
⌢

zk−1zk, k = 1, n. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî, òàê êàê∫
L

|f(z)|dl ≤
∫
L

Mdl =M

∫
L

dl =Ml.

Îáñóäèì òåïåðü ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Åñòå-
ñòâåííî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (2), âû÷èñëèâ äâà êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëà. Îä-
íàêî ýòî íå âñåãäà óäîáíî. Èíîãäà ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðè÷åñêèì

óðàâíåíèåì êðèâîé L, ò. å. óðàâíåíèåì z = z(t), t ∈ [α, β], ãäå êîìïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ
z(t) äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà t ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé. Â ýòîì
ñëó÷àå èíòåãðàë (1) ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå∫

L

f(z)dz =

β∫
α

f(z(t))dz(t) =

β∫
α

f(z(t))z′(t)dt. (3)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (3) äîñòàòî÷íî çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé L
â âèäå x = Re z(t), y = Im z(t), t ∈ [α, β] è â ôîðìóëå (2) ñîâåðøèòü ïåðåõîä ñïðàâà íàëåâî,
âûðàçèâ êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ÷åðåç îïðåäåëåííûå ïî ïàðàìåòðó t.
Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:

a)

∫
L

z

(Re z)2
dz, ãäå L � äóãà ïàðàáîëû y = x2 îò òî÷êè z1 = 2 + 4i äî òî÷êè z2 = 1 + i;

b)

∮
|z−z0|=R

(z − z0)
ndz äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ z0 ∈ C, R > 0, n ∈ Z,ïðè÷åì

îêðóæíîñòü |z − z0| = R îáõîäèòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ðåøåíèå. a) Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (2). Ïîëàãàÿ z = x+ yi, ìû ïîëó÷èì:∫
L

z

(Re z)2
dz =

∫
L

x+ yi

x2
(dx+ idy) =

∫
L

xdx− ydy

x2
+ i

∫
L

ydx+ xdy

x2
.

Âû÷èñëèì êàæäûé èç êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ:

I1 =

∫
L

xdx− ydy

x2
=

1∫
2

xdx− x2dx2

x2
=

1∫
2

(
dx

x
− dx2

)
=

=
(
lnx− x2

) ∣∣∣∣1
2

= ln 1− 1− (ln 2− 4) = 3− ln 2;

I2 =

∫
L

ydx+ xdy

x2
=

1∫
2

x2dx+ xdx2

x2
=

1∫
2

(dx+ 2dx) = 3x

∣∣∣∣1
2

= −3.

Òîãäà ∫
L

z

(Re z)2
dz = I1 + I2i = 3− ln 2− 3i.

b) Ïóñòü z0 = x0 + y0i, x0, y0 ∈ R. Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äàííîé îêðóæíîñòè
èìåþò âèä:

x = x0 +R cos t, y = y0 +R sin t, t ∈ R
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è, çíà÷èò,
z = x+ yi = x0 + y0i+R(cos t+ i sin t) = z0 +Reit,

ò. å.
z = z0 +Reit

� êîìïëåêñíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âîñïîëü-
çóåìñÿ ôîðìóëîé (3):

I =

∮
|z−z0|=R

(z − z0)
ndz =

2π∫
0

(Reit)nd
(
z0 +Reit

)
=

2π∫
0

RneintRieitdt = Rn+1i

2π∫
0

ei(n+1)tdt.

Åñëè n ̸= −1, òî

I =
Rn+1i

i(n+ 1)
ei(n+1)t

∣∣∣∣2π
0

=
Rn+1

n+ 1

(
e2πi(n+1) − 1

)
=
Rn+1

n+ 1
(1− 1) = 0.

Ïðè n = −1

I = i

2π∫
0

dt = it

∣∣∣∣2π
0

= 2πi.

Òàêèì îáðàçîì, ∮
|z−z0|=R

(z − z0)
ndz =

{
2πi, n = −1,

0, n ̸= −1.

Ýëåãàíòíûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ èíòåãðàëîâ àíàëèòè÷åñêèõ â íåêîòîðîé îáëà-

ñòè ôóíêöèé. Ðå÷ü áóäåò èäòè îá èíòåãðàëå ïî çàìêíóòîé êðèâîé (êîíòóðó), îãðàíè÷èâàþ-
ùåìó îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è L ⊂ D � ïðîñòàÿ, çàìêíóòàÿ, îðèåíòèðîâàííàÿ,

êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ëèíèÿ. Òîãäà ∮
L

f(z)dz = 0.

Ìû ïðèâåäåì óïðîùåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ïðåäïîëîæåíèè íåïðåðûâíîñòè
ïðîèçâîäíîé f ′(z) â îáëàñòè D (êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé).
Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè íà êðèâîé L èíòåãðàë∮

L

f(z)dz

ñóùåñòâóåò è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2). Áëàãîäàðÿ ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, äåé-
ñòâèòåëüíàÿ u(x, y) è ìíèìàÿ v(x, y) ÷àñòè ôóíêöèè f(z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â
çàìêíóòîé îáëàñòè D̃, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì L è, ñòàëî áûòü, ê êàæäîìó èç èíòåãðàëîâ â
ïðàâîé ÷àñòè (2) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ãðèíà (ãëàâà X, �2), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé

I1 =

∮
L

u(x, y)dx− v(x, y)dy =

∫∫
D̃

(−v′x(x, y))− u′y(x, y))dxdy,

I2 =

∮
L

v(x, y)dx+ u(x, y)dy =

∫∫
D̃

(u′x(x, y)− v′y(x, y))dxdy.

Ââèäó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f(z) âñþäó â îáëàñòè D âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

u′x(x, y) = v′y(x, y), u
′
y(x, y) = −v′x(x, y) ⇐⇒ u′x(x, y)− v′y(x, y) = 0, −v′x(x, y)− u′y(x, y) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

I1 = I2 = 0 =⇒
∮
L

f(z)dz = I1 + I2i = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè.

Òîãäà èíòåãðàë ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîé ïðîñòîé, êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè L ⊂ D, ñîåäèíÿþùåé
äâå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè z1, z2 ∈ D, íå çàâèñèò îò L.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü L1 è L2 � äâå êðèâûå, âåäóùèå èç òî÷êè z1 â òî÷êó z2.

z1

z2
L1

L2

O

D
x

y

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L−
2 êðèâóþ L2 ñ ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé, ò. å. âåäóùóþ èç z2 â z1.

Òîãäà L1
∪
L−
2 � çàìêíóòûé êîíòóð è ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè∮

L1
∪

L−
2

f(z)dz = 0.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè 2) è 3) èíòåãðàëà, ìû ïîëó÷àåì∮
L1

∪
L−
2

f(z)dz =

∫
L1

f(z)dz+

∫
L−
2

f(z)dz = 0 ⇐⇒
∫
L1

f(z)dz = −
∫
L−
2

f(z)dz ⇐⇒
∫
L1

f(z)dz =

∫
L2

f(z)dz,

÷òî è äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå èíòåãðàëà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè, ïîýòîìó îí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

z2∫
z1

f(z)dz

è íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè, îá-
ëàäàåò ïåðâîîáðàçíîé, ò. å. ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé F (z), äëÿ êîòîðîé

F ′(z) = f(z), z ∈ D.

Â êà÷åñòâå òàêîé ïåðâîîáðàçíîé ìû ìîæåì âçÿòü èíòåãðàë

F (z) =

z∫
z0

f(s)ds, (4)

ãäå z0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îáëàñòè D. Â ñàìîì äåëå,

∆F (z,∆z) = F (z +∆z)− F (z) =

z+∆z∫
z0

f(s)ds−
z∫

z0

f(s)ds =

z+∆z∫
z

f(s)ds.

Â êà÷åñòâå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ìû âûáåðåì îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäè-
íÿþùåé òî÷êè z è z +∆z. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîãî îòðåçêà

s = z + t∆z, t ∈ [0, 1].
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3), ìû ïîëó÷èì:
z+∆z∫
z

f(s)ds =

1∫
0

f(z + t∆z)∆zdt = ∆z

1∫
0

f(z + t∆z)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∆F (z,∆z)

∆z
=

1∫
0

f(z + t∆z)dt.

Ïóñòü z = x+ yi, ∆z = ∆x+ i∆y. Òîãäà
1∫

0

f(z + t∆z)dt =

1∫
0

u(x+ t∆x, y + t∆y)dt+ i

1∫
0

v(x+ t∆x, y + t∆y)dt.

Ê èíòåãðàëàì â ïðàâîé ÷àñòè ìû ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà
(ãëàâà VII, �1):
1∫

0

u(x+ t∆x, y+ t∆y)dt = u(x+ t1∆x, y+ t1∆y),

1∫
0

v(x+ t∆x, y+ t∆y)dt = v(x+ t2∆x, y+ t2∆y),

ãäå t1, t2 ∈ [0, 1]. Òàêèì îáðàçîì,

∆F (z,∆z)

∆z
= u(x+ t1∆x, y + t1∆y) + iv(x+ t2∆x, y + t2∆y)

è, ñòàëî áûòü,

lim
∆z→0

∆F (z,∆z)

∆z
= lim

∆x→0
∆y→0

(u(x+t1∆x, y+t1∆y)+iv(x+t2∆x, y+t2∆y)) = u(x, y)+iv(x, y) = f(z),

ò. å.

F ′(z) = lim
∆z→0

∆F (z,∆z)

∆z
= f(z).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (8) èç �2, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå F1(z)
è F2(z) ôóíêöèè f(z) ñâÿçàíû êîìïëåêñíîé êîíñòàíòîé, ò. å. ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîå ÷èñëî
C òàêîå, ÷òî

F2(z) = F1(z) + C. (5)

Âåðíà â ýòîì ñëó÷àå òàêæå è ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà:

z2∫
z1

f(z)dz = F (z2)− F (z1) = F (z)

∣∣∣∣z2
z1

,

ãäå F (z) � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(z). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ôîðìóëîé (4) è ó÷åñòü ñîîòíîøåíèå (5).
Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫

L

z sin2 z2dz

ïî êðèâîé L, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè z1 = −
√

π
4 i è z2 =

√
π
2 i.
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Ðåøåíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ z sin2 z2 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âî âñåé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííîãî èíòåãðàëà ïðèìåíèìà ôîðìóëà Íüþòîíà-
Ëåéáíèöà. ∫

L

z sin2 z2dz =

z2∫
z1

z sin2 z2dz =
1

8

z2∫
z1

(
1− cos 2z2

)
d
(
2z2
)
=

=
1

8

(
2z2 − sin 2z2

) ∣∣∣∣
√

π
2
i

−
√

π
4
i

=
1

8
((−π − sin(−π))− (−π/2− sin(−π/2))) = −π + 2

16
.

Ïåðåôîðìóëèðóåì èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.
Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè. Ïóñòü ôóíêöèÿ êîìïëåêñ-

íîé ïåðåìåííîé f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D è L, Li, i = 1, n � íåïåðåñåêàþ-

ùèåñÿ, ïðîñòûå, çàìêíóòûå, êóñî÷íî-ãëàäêèå, êîíòóðû ñîäåðæàùèåñÿ â îáëàñòè D, ïðè÷åì
âñå êîíòóðû Li, i = 1, n îõâàòûâàþòñÿ êîíòóðîì L è íè îäèí èç íèõ íå âëîæåí â äðó-

ãîé. Òîãäà, åñëè ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðàìè

L, Li, i = 1, n ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè D, òî ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîé îðèåíòàöèè âñåõ êîíòó-
ðîâ L, Li, i = 1, n ∮

L

f(z)dz =
n∑

k=1

∮
Lk

f(z)dz,

Äëÿ ïðîñòîòû ïðîâåäåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ äâóõñâÿçíîé îáëàñòè.

L

L1

M

D

M1

LMM1

O
x

y

Ñîåäèíèì òî÷êó M ∈ L ñ òî÷êîé M1 ∈ L1 ïðîñòîé, êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèåé LMM1 , ñîäåðæà-
ùåéñÿ â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðàìè L è L1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ëèíèè L è L1 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíû, ò. å. ïðè èõ îáõîäå ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè
îñòàþòñÿ ñëåâà. Ëèíèÿ L′ = LMM1

∪
L−
1

∪
LM1M

∪
L, ãäå L−

1 � êðèâàÿ L1 ñ îòðèöàòåëüíîé îðè-
åíòàöèåé, ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé óæå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Ïðèìåíÿÿ ê íåé èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó
Êîøè è ñâîéñòâà 2) è 3) èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ìû ïîëó÷èì:∮

L′

f(z)dz =

∫
LMM1

f(z)dz +

∮
L−
1

f(z)dz +

∫
LM1M

f(z)dz +

∮
L

f(z)dz =

=

∫
LMM1

f(z)dz −
∮
L1

f(z)dz −
∫

LMM1

f(z)dz +

∮
L

f(z)dz = 0 =⇒
∮
L

f(z)dz =

∮
L1

f(z)dz.

Îñíîâîé ìíîãèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ
Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D̃ è D ⊂ D̃ � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé, çàìêíó-

òîé, êóñî÷íî-ãëàäêîé, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ëèíèåé L. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè

z ∈ D èìååò ìåñòî ôîðìóëà

f(z) =
1

2πi

∮
L

f(t)

t− z
dt. (6)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå z, öåëèêîì ñîäåðæàùèéñÿ
â îáëàñòè D. Óðàâíåíèå îãðàíè÷èâàþùåé åãî îêðóæíîñòè çàïèøåì â âèäå |t − z| = r, t ∈ C.

Áóäåì ñ÷èòàòü åå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé. Ôóíêöèÿ f(t)
t−z êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé t

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â äâóõñâÿçíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé L è îêðóæíîñòüþ |t −
z| = r.

L

z

D

O
x

y

Òîãäà ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè∮
L

f(t)

t− z
dt =

∮
|t−z|=r

f(t)

t− z
dt.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (ïðèìåð 1, b)) ∮
|t−z|=r

dt

t− z
= 2πi,

ìû ìîæåì çàïèñàòü ∮
L

f(t)

t− z
dt− 2πif(z) =

∮
|t−z|=r

f(t)

t− z
dt− 2πif(z) =

=

∮
|t−z|=r

f(t)

t− z
dt−

∮
|t−z|=r

f(z)

t− z
dt =

∮
|t−z|=r

f(t)− f(z)

t− z
dt.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ∮
|t−z|=r

f(t)− f(z)

t− z
dt

íå çàâèñèò îò r. Ïîêàæåì, ÷òî îí ðàâåí íóëþ. Ââèäó ñâîåé àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèÿ f(z) ÿâ-
ëÿåòñÿ è íåïðåðûâíîé â îáëàñòè D, ïîýòîìó ïðè ëþáîì çàäàííîì ε > 0 ìû ìîæåì ïîäîáðàòü
ðàäèóñ r íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû äëÿ âñåõ òî÷åê îêðóæíîñòè |t − z| = r âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî

|f(t)− f(z)| < ε

2π
.

Òîãäà, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì 4) èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ìû ïîëó÷èì:∣∣∣∣∣∣∣
∮

|t−z|=r

f(t)− f(z)

t− z
dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∮

|t−z|=r

∣∣∣∣f(t)− f(z)

t− z

∣∣∣∣ dl ≤ ∮
|t−z|=r

ε
2π

r
dl =

ε
2π

r
· 2πr = ε.

Ïîñêîëüêó ε ïðîèçâîëüíî ìàëî, òî îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî∮
|t−z|=r

f(t)− f(z)

t− z
dt = 0,
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à, çíà÷èò, è ∮
L

f(t)

t− z
dt− 2πif(z) = 0,

÷òî ðàâíîñèëüíî (6).
Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

âíóòðè îáëàñòè, åñëè îíà èçâåñòíà òîëüêî íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè è ïî ýòîé ïðè÷èíå îíà
øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ èëè ãðàíè÷íûõ çàäà÷.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (6) ñëåäóåò, ÷òî∮

L

f(z)

z − z0
dz = 2πif(z0) (7)

è, òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû ïî çàìêíóòûì
êîíòóðàì.
Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮

|z−1|=2

e−z

4z2 + π2
dz.

Îêðóæíîñòü |z − 1| = 2 ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âåçäå çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê
z1 = −π

2 i, z2 = π
2 i. Îáå îíè ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïóñòü L1, L2

� íåïåðåñåêàþùèåñÿ, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ z1, z2,
ñîîòâåòñòâåííî, ñîäåðæàùèåñÿ âíóòðè îêðóæíîñòè |z − 1| = 2.

O

L1

L2

-1 1 2 3
x

-2

-1

1

2

y

Ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè∮
|z−1|=2

e−z

4z2 + π2
dz =

∮
L1

e−z

4z2 + π2
dz +

∮
L2

e−z

4z2 + π2
dz.

Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ìû âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (7).

I1 =

∮
L1

e−z

4z2 + π2
dz =

∮
L1

e−z

4(z−π
2
i)

z + π
2 i

dz.

Çäåñü f(z) = e−z

4(z−π
2
i)
, ïîýòîìó

I1 = 2πif
(
−π
2
i
)
= 2πi · e

π
2
i

4
(
−π

2 i−
π
2 i
) = −1

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= −1

2
i.

Àíàëîãè÷íî

I2 =

∮
L2

e−z

4z2 + π2
dz =

∮
L2

e−z

4(z+π
2
i)

z − π
2 i

dz = 2πi · e−
π
2
i

4
(
π
2 i+

π
2 i
) =

1

2

(
cos
(
−π
2

)
+ i sin

(
−π
2

))
= −1

2
i.



138

Ïîýòîìó ∮
|z−1|=2

e−z

4z2 + π2
dz = I1 + I2 = −i.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ôîðìàëüíî ïî ïåðåìåííîé z îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (6), ìû ïîëó÷èì:

f ′(z) =

 1

2πi

∮
L

f(t)

t− z
dt

′

=
1

2πi

∮
L

(
f(t)

t− z

)′
dt =

1

2πi

∮
L

f(t)

(t− z)2
dt. (8)

Ïðîâåðêà ýòîé ôîðìóëû òåõíè÷åñêè ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà èíòåãðàëüíîé ôîðìó-
ëû Êîøè (6).
Àíàëîãè÷íî, îòïðàâëÿÿñü îò ôîðìóëû (8), ïîâòîðíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ìû ìîæåì óáå-

äèòüñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′′(z) è

f ′′(z) =
2!

2πi

∮
L

f(t)

(t− z)3
dt.

Äàëüíåéøåå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðèâîäèò ê îáùåé ôîðìóëå

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
L

f(t)

(t− z)n+1
dt, n ∈ N. (9)

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèòè÷åñêàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è äëÿ åå ïðîèçâîäíûõ èìååò ìåñòî ôîðìóëà (9).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ôîðìóëó (9) ìû ïåðåïèøåì â âèäå∮

L

f(z)

(z − z0)n
dz =

2πi

(n− 1)!
f (n−1)(z0), n ∈ N. (10)

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∮
L

sin 3z

z3 + z2
dz

ïî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè L : |z| = 1
2 .

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ∮
L

sin 3z

z3 + z2
dz =

∮
L

sin 3z
z+1

z2
dz,

òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = sin 3z
z+1 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â êðóãå |z| ≤ 1

2 , ìû ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (10) ïðè n = 2 è z0 = 0. Òàê êàê

f ′(z) =

(
sin 3z

z + 1

)′
=

(sin 3z)′(z + 1)− sin 3z · (z + 1)′

(z + 1)2
=

3 cos 3z · (z + 1)− sin 3z

(z + 1)2
,

òî ∮
L

sin 3z

z3 + z2
dz = 2πif ′(0) = 2πi · 3 = 6πi.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðàôà âåðíåìñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé
îáëàñòè D ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé f(z) ÷åðåç äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè:

f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

u′x(x, y) = v′y(x, y), u
′
y(x, y) = −v′x(x, y). (11)

Âûøå ìû îòìåòèëè, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, ÷òî äàåò íàì
ïðàâî ïî÷ëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâ (11):

u′′xx(x, y) = v′′yx(x, y), u
′′
yy(x, y) = −v′′xy(x, y).
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v′′xy(x, y) = v′′yx(x, y) (ãëàâà VIII, �3), ñëåäóåò

u′′xx(x, y) + u′′yy(x, y) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ∆u = 0, ò. å. îíà ÿâëÿåò-
ñÿ ãàðìîíè÷åñêîé. Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî è ôóíêöèÿ v(x, y)
òàêæå ãàðìîíè÷åñêàÿ.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà, íàçûâàþòñÿ ñîïðÿ-

æåííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè. Âûøå ìû óáåäèëèñü â òîì, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè
àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿ-

æåííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè.

Åñëè èçâåñòíà îäíà èç ïàðû ñîïðÿæåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, òî íåòðóäíî íàéòè è
äðóãóþ. Ïóñòü, íàïðèìåð, èçâåñòíà ôóíêöèÿ v(x, y). Íàéäåì u(x, y). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî
âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè

ā(x, y) = v′y(x, y)̄ı− v′x(x, y)ȷ̄

ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ïîñêîëüêó ∂yv′y(x, y) = v′′yy(x, y) = −v′′xx(x, y) = ∂x(−v′x(x, y)). Òîãäà
èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) ñëóæèò ïîòåíöèàëîì ïîëÿ ā(x, y) è, ñòàëî áûòü, îíà ìîæåò
áûòü íàéäåíà êàê êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

v′y(s, t)ds− v′x(s, t)dt+ C, C ∈ R, (12)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ëþáîé ëèíèè, ðàñïîëîæåííîé â îáëàñòè D è ñîåäèíÿþùåé
òî÷êè (x0, y0) è (x, y). Ýòà ôîðìóëà áûëà ïîëó÷åíà íàìè â ãëàâå XI, �3. Åñëè îáëàñòü D ÿâëÿ-
åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, òî ôóíêöèþ u(x, y) ìû
ìîæåì íàéòè ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

x∫
x0

v′y(s, y)ds−
y∫

y0

v′x(x0, t)dt+ C. (13)

Àíàëîãè÷íî, åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ u(x, y), òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîé ôóíêöèè v(x, y) ìû
ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

v(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

−u′y(s, t)ds+ u′x(s, t)dt+ C (14)

èëè ôîðìóëó

v(x, y) = −
x∫

x0

u′y(s, y)ds+

y∫
y0

u′x(x0, t)dt+ C. (15)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (12) � (15), âîññòàíîâèòü àíàëèòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé ïî îäíîé èç åå ÷àñòåé (äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé).
Ïðèìåð 5. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) = ex(x cos y− y sin y) ìîæåò ñëóæèòü

äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Íàéòè ìíèìóþ

÷àñòü v(x, y) è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè f(z).
Ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

u′x = ex(x cos y − y sin y + cos y), u′y = ex(−x sin y − sin y − y cos y);

u′′xx = ex(x cos y − y sin y + 2 cos y), u′′yy = ex(−x cos y − 2 cos y + y sin y)



140

è, çíà÷èò, u′′xx+u
′′
yy = 0.Ôóíêöèþ v(x, y) ìû íàéäåì ïî ôîðìóëå (15), âçÿâ â êà÷åñòâå ñòàðòîâîé

òî÷êó O(0, 0).

v(x, y) = −
x∫

0

es(−s sin y − sin y − y cos y)ds+

y∫
0

(−t sin t+ cos t)dt+ C =

=

x∫
0

(s sin y + sin y + y cos y)des +

y∫
0

td cos t+ sin t

∣∣∣∣y
0

+ C =

= (s sin y + sin y + y cos y)es
∣∣∣∣x
0

−
x∫

0

esd(s sin y + sin y + y cos y)+

+ t cos t

∣∣∣∣y
0

−
y∫

0

cos tdt+ sin y + C = (x sin y + sin y + y cos y)ex − (sin y + y cos y)−

− es
∣∣∣∣x
0

sin y + y cos y − sin t

∣∣∣∣y
0

+ sin y + C = ex(x sin y + y cos y) + C.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(z) = ex(x cos y − y sin y) + i(ex(x sin y + y cos y) + C) =

= ex(x cos y − y sin y + i(x sin y + y cos y)) + Ci = (x+ yi)ex(cos y + i sin y) + Ci = zez + Ci.

Òàêèì îáðàçîì,
f(z) = zez + Ci, C ∈ R.

�5. Êîìïëåêñíûå ÷èñëîâûå ðÿäû. Ñòåïåííûå êîìïëåêñíûå ðÿäû.
Ðÿä Òåéëîðà àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Òåîðèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ è ñòåïåííûõ ðÿäîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ è
íà ñëó÷àé ðÿäîâ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ïî îïðåäåëåíèþ, êîìïëåêñíûì ÷èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóììà, ñëàãàåìû-

ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà:

c1 + c2 + . . .+ cn + . . . =

∞∑
n=1

cn. (1)

Ðÿä (1) ñ÷èòàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ò. å.
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

Cn, (2)

ãäå Cn = c1 + c2 + . . . + cn =
n∑

k=1

ck, n ∈ N. Ïðåäåë (2) ïðèíèìàåòñÿ çà ñóììó ðÿäà (1).

Ñîîòâåòñòâåííî, ðÿä (1) ðàñõîäèòñÿ, åñëè ïðåäåë (2) íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè.
Ïóñòü

cn = an + bni, n ∈ N

è An =
n∑

k=1

ak, Bn =
n∑

k=1

bk, n ∈ N. Òîãäà Cn = An + Bni, n ∈ N. Âûøå (�1) ìû îòìåòèëè, ÷òî

ïðåäåë (2) ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóþò îáà ïðåäåëà lim
n→∞

An

è lim
n→∞

Bn, ïðè÷åì lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

An + i lim
n→∞

Bn. Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (1) ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ ðÿäû
∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn, (3)
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ñîñòàâëåííûå èç äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé, ïðè÷åì
∞∑
n=1

cn =
∞∑
n=1

an + i
∞∑
n=1

bn.

Â ãëàâå XII, �1 ìû äîêàçàëè íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ðÿäà,
êîòîðûé áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ è íà êîìïëåêñíûé ðÿä: åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî åãî
îáùåå ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò íà áåñêîíå÷íîñòè, ò.å.

lim
n→∞

cn = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

|cn| = 0. (4)

Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

|cn|.

Èç íåðàâåíñòâ |an|, |bn| ≤ |cn|, n ∈ N è |cn| ≤ |an| + |bn|, n ∈ N è ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ (ãëàâà XII, �1) ñëåäóåò, ÷òî êîìïëåêñíûé ðÿä (1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ îáà ðÿäà (3). Îòñþäà ìû ñðàçó
æå çàêëþ÷àåì, ÷òî èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà (1) ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü. Îáðàòíîå,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.
Ïðèìåð 1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû:

a)
∞∑
n=1

(1 + ni)

(
1 + i

2

)n

; b)
∞∑
n=1

in

n
.

Ðåøåíèå. à) Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Òàê êàê∣∣∣∣(1 + ni)

(
1 + i

2

)n∣∣∣∣ = |1 + ni|
∣∣∣∣1 + i

2

∣∣∣∣n =
√

1 + n2

(√
2

2

)n

,

òî
∞∑
n=1

∣∣∣∣(1 + ni)

(
1 + i

2

)n∣∣∣∣ = ∞∑
n=1

√
1 + n2

(√
2

2

)n

.

Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó ðÿäó ïðèçíàê Äàëàìáåðà (ãëàâà XII, �1). Çäåñü an =
√
1 + n2

(√
2
2

)n
,

ïîýòîìó

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

√
1 + (n+ 1)2

(√
2
2

)n+1

√
1 + n2

(√
2
2

)n =

=

√
2

2
lim
n→∞

√
1 + (n+ 1)2

1 + n2
=

√
2

2
lim
n→∞

√
1
n2 + (1 + 1

n)
2

1
n2 + 1

=

√
2

2
· 1 =

√
2

2
< 1,

÷òî è îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà à).
b) Çäåñü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íå íàáëþäàåòñÿ, òàê êàê ðÿä èç ìîäóëåé

∞∑
n=1

∣∣∣∣ inn
∣∣∣∣ = ∞∑

n=1

1

n

ñîâïàäàåò ñ ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì, êîòîðûé, êàê ìû óñòàíîâèëè â ãëàâå XII, �1, ðàñõîäèòñÿ.
Ñàì æå ðÿä b) ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå

∞∑
n=1

in

n
=

∞∑
n=1

(−1)n

2n
+ i

∞∑
n=1

(−1)n+1

2n− 1
,

à îáà çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäÿòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà (ãëàâà XII, �1).
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Êîìïëåêñíûì ñòåïåííûì ðÿäîì ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ∈ C íàçûâàåòñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé
èç öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ z− z0 ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè:

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n. (5)

Ðÿä (5) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ñâîåé ñóììå C(z) íà ìíîæåñòâå D, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëî-
æèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ íîìåð nε òàêîé, ÷òî ïðè n > nε äëÿ âñåõ z ∈ D âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣C(z)−

n∑
k=0

ck(z − z0)
k

∣∣∣∣∣ < ε⇐⇒

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ck(z − z0)
k

∣∣∣∣∣ < ε.

Â ãëàâå XII, �3 ìû äîêàçàëè òåîðåìó Àáåëÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà íàì âûÿñíèòü ñòðóêòóðó
ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè äåéñòâèòåëüíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà
(5) ñïðàâåäëèâ àíàëîã ýòîé òåîðåìû è åãî äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.
Òåîðåìà Àáåëÿ. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä (5) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå z1 ̸= z0, òî îí

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êðóãå |z − z0| < |z1 − z0|, à â ëþáîì êðóãå |z − z0| ≤ r, 0 < r < |z1 − z0|
ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà R âíóòðè êðóãà

|z − z0| < R

êîìïëåêñíûé ñòåïåííîé ðÿä (5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, âíå ýòîãî êðóãà îí ðàñõîäèòñÿ, à â
òî÷êàõ îêðóæíîñòè |z − z0| = R òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå � òàì îí ìîæåò êàê

ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ. ×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè, êàê è â ãëàâå XII, �3, ìû ìîæåì â ïîäõîäÿùèõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ïðèçíàêè Äàëàìáåðà èëè Êîøè.
Òî÷íî òàêæå, êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âíóòðè êðóãà ñõîäèìî-

ñòè ñòåïåííîé ðÿä (5) ìû èìååì ïðàâî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðîâàòü ëþáîå

êîëè÷åñòâî ðàç è ïîëó÷åííûå ïîñëå ýòîãî ñòåïåííûå ðÿäû èìåþò òîò æå ðàäèóñ ñõîäèìî-

ñòè, ÷òî è èñõîäíûé ðÿä. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè.

Âàæíûì äëÿ íàñ ïðèìåðîì ñòåïåííîãî êîìïëåêñíîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè
∞∑
n=0

zn

ñ êîìïëåêñíûì çíàìåíàòåëåì z. Î÷åâèäíî, ðàäèóñ åãî ñõîäèìîñòè ðàâåí 1 è, òàêèì îáðàçîì,
äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êðóãå |z| < 1, âíå êðóãà îí ðàñõîäèòñÿ, à â ëþáîé òî÷êå
îêðóæíîñòè |z| = 1

lim
n→∞

|zn| = lim
n→∞

|z|n = 1 ̸= 0

è, çíà÷èò, ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè (4). Ñóììà ýòîãî ðÿäà, êàê è ñîîòâåòñòâóþùåãî äåéñòâèòåëüíîãî, ðàâíà 1

1−z , ò. å.

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn, |z| < 1. (6)

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó î ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè è z0 ∈ D. Òîãäà â êðóãå |z−z0| < r, r > 0, ñîäåðæàùåìñÿ â îáëàñòè D, äàííàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì (5), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
f (n)(z0)

n!
=

1

2πi

∮
|z−z0|=r

f(z)dz

(z − z0)n+1
, 0 ≤ n ∈ Z, (7)
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ò.å.

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n. (8)

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z0 (ðÿäîì
Ìàêëîðåíà, åñëè z0 = 0).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî âûðàæåíèå (7) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

ðÿäà Òåéëîðà ñëåäóåò èç ôîðìóëû (9) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Äàëåå, ïîñêîëüêó

1

t− z
=

1

(t− z0)− (z − z0)
=

1

t− z0
· 1

1− z−z0
t−z0

,

òî, ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (6), ìû ìîæåì çàïèñàòü

1

t− z
=

∞∑
n=0

(z − z0)
n

(t− z0)n+1
, (9)

ïðè÷åì äëÿ ëþáîé òî÷êè t îêðóæíîñòè |t−z0| = r ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè∣∣∣ z−z0
t−z0

∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z − z0| < r.

Îöåíèì òåïåðü ïî ìîäóëþ ðàçíîñòü ìåæäó ôóíêöèåé f(z) è n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà
Òåéëîðà, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Êîøè, ðàçëîæåíèåì (9) è ñâîéñòâîì 4),
�4 èíòåãðàëà ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.∣∣∣∣∣f(z)−

n∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∮
|t−z0|=r

f(t)dt

t− z
−

n∑
k=0

 1

2πi

∮
|t−z0|=r

f(t)dt

(t− z0)k+1

 (z − z0)
k

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∮
|t−z0|=r

f(t)

∞∑
k=0

(z − z0)
k

(t− z0)k+1
dt−

n∑
k=0

1

2πi

∮
|t−z0|=r

f(t)(z − z0)
k

(t− z0)k+1
dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∮
|t−z0|=r

f(t)
∞∑

k=n+1

(z − z0)
k

(t− z0)k+1
dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

2π

∮
|t−z0|=r

|f(t)|

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(z − z0)
k

(t− z0)k+1

∣∣∣∣∣ dl.
Ââèäó àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f(z) îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà îêðóæíîñòè |z − z0| = r è,
ñòàëî áûòü, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà (ãëàâà VIII, �1) åå ìîäóëü |f(z)| îãðàíè÷åí íà äàííîé
îêðóæíîñòè, ò. å. íàéäåòñÿ êîíñòàíòà M > 0, äëÿ êîòîðîé âî âñåõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè

|f(z)| ≤M. (10)

Äàëåå, äëÿ ëþáîé òî÷êè t îêðóæíîñòè |t− z0| = r∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(z − z0)
k

(t− z0)k+1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=n+1

|z − z0|k

|t− z0|k+1
=

1

r

∞∑
k=n+1

(
|z − z0|

r

)k

.

Îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
∞∑
n=0

(
|z − z0|

r

)n

áåñêîíå÷íî ìàë ïðè n→ ∞ è, çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàéäåòñÿ íîìåð nε,
íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî

∞∑
k=n+1

(
|z − z0|

r

)k

<
ε

M
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ òî÷åê t îêðóæíîñòè |t− z0| = r∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

(z − z0)
k

(t− z0)k+1

∣∣∣∣∣ < ε

rM
, n > nε. (11)
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Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (10) è (11), ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü íà÷àòóþ âûøå îöåíêó:∣∣∣∣∣f(z)−
n∑

k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∮
|t−z0|=r

M · ε

rM
dl =

1

2π
· ε
r
· 2πr = ε.

Îòñþäà, ââèäó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ε è ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå (8).
Çàìå÷àíèå. Âîçíèêàåò âîïðîñ î íàèáîëüøåì ðàäèóñå êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0, âíóòðè êî-

òîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (8). Ýòîò ðàäèóñ ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè z0 äî áëèæàéøåé
òî÷êè, ãäå òåðÿåòñÿ àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèè f(z).
Çàïèøåì ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïå-

ðåìåííîé â ñòåïåííûå ðÿäû. Ïî âèäó îíè íè÷åì íå áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçëîæåíèé ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà, íàéäåííûõ â ãëàâå XII, �3, ïîñêîëüêó â
�3 íàñòîÿùåé ãëàâû ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïðîèçâîäíûå îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ñîõðàíÿþò âèä ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî
àðãóìåíòà.

1) ez = 1 +
z

1!
+
z2

2!
+ . . . +

zn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C;

2) sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
+ . . .+ (−1)n+1 z2n−1

(2n− 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 z2n−1

(2n− 1)!
, z ∈ C;

3) cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
+ . . . + (−1)n

z2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, z ∈ C;

4) sh z = z +
z3

3!
+
z5

5!
+ . . . +

z2n−1

(2n− 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

z2n−1

(2n− 1)!
, z ∈ C;

5) ch z = 1 +
z2

2!
+
z4

4!
+ . . . +

z2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=0

z2n

(2n)!
, z ∈ C;

6)
1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + . . .+ (−1)nzn + . . . =

∞∑
n=0

(−1)nzn, |z| < 1;

7) ln(1 + z) = z − z2

2
+
z3

3
− z4

4
+ . . .+ (−1)n+1 z

n

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n
, |z| < 1.

Èç ðàçëîæåíèÿ 2) ñëåäóåò, ÷òî

sin z

z
= 1− z2

3!
+
z4

5!
+ . . .+ (−1)n

z2n

(2n+ 1)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n+ 1)!
, 0 ̸= z ∈ C.

Çíà÷èò, êàê è ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé,

lim
z→0

sin z

z
= 1.

�6. Ðÿä Ëîðàíà. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Ðÿä Ëîðàíà â òî÷êå z0 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êîìïëåêñíîãî ñòåïåííîãî ðÿäà íà ñëó÷àé ïðî-
èçâîëüíûõ öåëûõ ñòåïåíåé ëèíåéíîãî âûðàæåíèÿ z − z0, ò. å. îí èìååò âèä:

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n = . . .+ c−m(z − z0)

−m + . . .+ c−2(z − z0)
−2 + c−1(z − z0)

−1+

+c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + . . .+ cn(z − z0)

n + . . . .

(1)

Ôîðìàëüíî ðÿä Ëîðàíà ñîñòîèò èç äâóõ ðÿäîâ: ðÿäà ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì
∞∑

m=1

c−m(z − z0)
−m (2)
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è ðÿäà ïî íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n. (3)

Áóäåì ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëåíèþ ðÿä Ëîðàíà (1) ñõîäÿùèìñÿ â òî÷êå z, åñëè ñõîäÿòñÿ îáà

ðÿäà (2) è (3). Åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýòèõ ðÿäîâ ðàñõîäèòñÿ, òî è ðÿä (1) òàêæå

ðàñõîäèòñÿ.

Âûÿñíèì ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà Ëîðàíà. Ðÿä (2) ïîäñòàíîâêîé t = (z−z0)−1

ñâîäèòñÿ ê ñòåïåííîìó ðÿäó
∞∑

m=1

c−mt
m (4)

è, åñëè r−1 � êîíå÷íûé ðàäèóñ åãî ñõîäèìîñòè, òî äàííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè |t| < r−1

è, çíà÷èò, ðÿä (2) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, êîãäà∣∣(z − z0)
−1
∣∣ < r−1 ⇐⇒ |z − z0| > r,

ò. å. ìíîæåñòâîì ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ÿâëÿåòñÿ âíåøíîñòü êðóãà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå
z0. Åñëè ðÿä (4) ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ t, òî ðÿä (2) ñõîäèòñÿ ïðè |z − z0| > 0, ò. å. ïðè âñåõ z,
èñêëþ÷àÿ òî÷êó z0. Ðÿä æå (3) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîì êðóãå |z − z0| < R. Òîãäà ïðè
óñëîâèè r < R ðÿä Ëîðàíà (1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êîëüöå r < |z− z0| < R è âíóòðè êîëüöà

ñõîäèìîñòè îí äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå. Âî âñåõ òî÷êàõ
âíå êîëüöà ðÿä Ëîðàíà ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê â êàæäîé òàêîé òî÷êå ðàñõîäèòñÿ îäèí èç ðÿäîâ
(2) èëè (3). Â òî÷êàõ îãðàíè÷èâàþùèõ êîëüöî îêðóæíîñòåé ðÿä (1) ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê
è ðàñõîäèòüñÿ.
Òåîðåìà Ëîðàíà. Àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãîâîì êîëüöå 0 ≤ r < |z − z0| < R ≤ +∞ ôóíêöèÿ

f(z) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýòîì êîëüöå àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Ëîðàíà (1), êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∮
|z−z0|=r1

f(z)dz

(z − z0)n+1
, r < r1 < R,n ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.
Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííîå â òåîðåìå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå ôóíê-

öèè åäèíñòâåííî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

f(z) =
∞∑

n=−∞
dn(z − z0)

n (5)

� åùå îäíî ðàçëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè â ðÿä Ëîðàíà. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî öåëîãî ÷èñëà
k óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ (5) íà 1

(z−z0)k+1 è ïðîèíòåãðèðóåì çàòåì îáå ÷àñòè ïîëó÷èâ-

øåãîñÿ ðàâåíñòâà ïî îêðóæíîñòè |z − z0| = r1, r < r1 < R:∮
|z−z0|=r1

f(z)dz

(z − z0)k+1
=

∮
|z−z0|=r1

( ∞∑
n=−∞

dn
(z − z0)k−n+1

)
dz =

∞∑
n=−∞

dn

∮
|z−z0|=r1

dz

(z − z0)k−n+1
.

Â �4 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ∮
|z−z0|=r1

dz

(z − z0)k−n+1
= 0,

åñëè k ̸= n, à ïðè k = n äàííûé èíòåãðàë ðàâåí 2πi. Ïîýòîìó∮
|z−z0|=r1

f(z)dz

(z − z0)k+1
= 2πidk
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è, çíà÷èò,

dk =
1

2πi

∮
|z−z0|=r1

f(z)dz

(z − z0)k+1
= ck, k ∈ Z,

÷òî è îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà.

Ïðèìåð 1. Íàéòè âñå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà ôóíêöèè
z

z2 + 1
â òî÷êå z0 = i.

Ðåøåíèå. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê z = ±i.Íàéäåì
åå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà â îáëàñòÿõ D1 : 0 < |z − i| < 2 è D2 : |z − i| > 2.

-2 -1 1 2
x

-1

1

2

3

y

O

D1

D2

Ïîñêîëüêó
z

z2 + 1
=

1

2
· (z − i) + (z + i)

(z − i)(z + i)
=

1

2

(
1

z − i
+

1

z + i

)
,

òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü â óêàçàííûõ îáëàñòÿõ ôóíêöèþ 1
z+i . Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì 6) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.
Â îáëàñòè D1 :

1

z + i
=

1

2i+ (z − i)
=

1

2i
· 1

1 + z−i
2i

=
1

2i

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − i

2i

)n

=
1

2i

∞∑
n=0

(
i

2

)n

(z − i)n.

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ ïðè
∣∣ z−i

2i

∣∣ < 1 ⇐⇒ |z − i| < 2. Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè D1 ìû
èìååì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà

z

z2 + 1
=

1

2

(
1

z − i
+

1

2i

∞∑
n=0

(
i

2

)n

(z − i)n

)
.

Àíàëîãè÷íî, â îáëàñòè D2 :

1

z + i
=

1

2i+ (z − i)
=

1

z − i
· 1

1 + 2i
z−i

=
1

z − i

∞∑
n=0

(−1)n
(

2i

z − i

)n

=
∞∑
n=0

(−2i)n

(z − i)n+1
.

Çäåñü ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ, êîãäà
∣∣∣ 2i
z−i

∣∣∣ < 1 ⇐⇒ |z − i| > 2. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè

D2

z

z2 + 1
=

1

2

(
1

z − i
+

∞∑
n=0

(−2i)n

(z − i)n+1

)
=

1

z − i
+

1

2

∞∑
n=1

(−2i)n

(z − i)n+1
.

Ïóñòü âñþäó â äàëüíåéøåì â ýòîì ïàðàãðàôå ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â

íåêîòîðîì êðóãå |z− z0| < R ñ âûêîëîòîé òî÷êîé z0, â êîòîðîé äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêîé. Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z).
Ïðîâåäåì êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ òî÷åê, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïî òåîðåìå Ëîðàíà äàííàÿ

ôóíêöèÿ â îáëàñòè 0 < |z − z0| < R ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n. (6)

1) Åñëè ðàçëîæåíèå (6) íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé, òî z0 íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìîé
îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè f(z).
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2) Åñëè (6) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé, ò. å.

f(z) =

∞∑
n=−m

cn(z − z0)
n, m ≥ 1, c−m ̸= 0,

òî òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà m. Åñëè m = 1, òî z0 � ïðîñòîé ïîëþñ.
3) Åñëè æå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé â ðàçëîæåíèè (6) áåñêîíå÷íî, òî òî÷êà z0 íàçû-

âàåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé.
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè îñîáîé òî÷êè.
Òåîðåìà 2. Äëÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êè z0 ôóíêöèè f(z) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
z→z0

f(z).

Åñëè æå z0 � ïîëþñ, òî ñóùåñòâóåò

lim
z→z0

f(z) = ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Òîãäà â îáëàñòè 0 < |z−z0| < R
îíà ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè àáñîëþòíî ñõîäèò-
ñÿ â êðóãå |z−z0| < R è åãî ñóììà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç C(z), ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé â ýòîì êðóãå è âî âñåõ åãî òî÷êàõ, êðîìå z0, ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé f(z). Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò

lim
z→z0

C(z) = lim
z→z0

f(z) = C(z0) = c0.

Ïóñòü òåïåðü z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà m. Òîãäà

f(z) =
∞∑

n=−m

cn(z − z0)
n =

f1(z)

(z − z0)m
,

ãäå

f1(z) =

∞∑
n=0

cn−m(z − z0)
n

� àíàëèòè÷åñêàÿ â êðóãå |z − z0| < R ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó lim
z→z0

f1(z) = c−m ̸= 0, òî

lim
z→z0

f(z) = ∞.

Äëÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû çäåñü ïðèâî-
äèì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Òåîðåìà Ñîõîöêîãî. Åñëè z0 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z), òî äëÿ ëþáî-

ãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà w (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè) íàéäåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë zn, n ∈ N, ñõîäÿùàÿñÿ ê z0, äëÿ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(zn), n ∈ N çíà÷åíèé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ ê w.
Èç òåîðåìû Ñîõîöêîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåë ôóíêöèè â ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êå íå ñóùå-

ñòâóåò (íè êîíå÷íûé, íè áåñêîíå÷íûé).
Ïîñëåäíèå äâå òåîðåìû ïîçâîëÿþò ñóäèòü î õàðàêòåðå îñîáîé òî÷êè ïî ïîâåäåíèþ ôóíêöèè

â ìàëîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
1) Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
z→z0

f(z),

òî z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z).
Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå 2 îíà íå ìîæåò áûòü ïîëþñîì, à ïî òåîðåìå Ñîõîöêîãî îíà íå

ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îñîáîé.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ è äâà äðóãèõ ñëó÷àÿ.
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2) Åñëè ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì m ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé, íå ðàâíûé íóëþ ïðåäåë

lim
z→z0

(z − z0)
mf(z),

òî îñîáàÿ òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà m.
3) Â òîì ñëó÷àå, êîãäà íè êîíå÷íûé, íè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
z→z0

f(z)

íå ñóùåñòâóþò, îñîáàÿ òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé.
Ïðèìåð 2. Ïîêàæåì, ÷òî îñîáûìè òî÷êàìè ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè ìîãóò áûòü òîëüêî

ïîëþñû.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

Pm(z)

Qn(z)
,

ãäå Pm(z), Qn(z) � ïîëèíîìû êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z ñòåïåíåé m ≥ 0 è n ≥ 1, ñîîòâåòñòâåí-
íî, íå èìåþùèå îáùèõ êîðíåé. Î÷åâèäíî, îñîáûìè òî÷êàìè ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ êîðíè
çíàìåíàòåëÿ. Ïóñòü z = z0 � êîðåíü çíàìåíàòåëÿ êðàòíîñòè k. Òîãäà, êàê ìû óñòàíîâèëè â
ãëàâå V, �8, ìû ìîæåì çàïèñàòü çíàìåíàòåëü â âèäå

Qn(z) = (z − z0)
kRn−k(z),

ãäå Rn−k(z) � ïîëèíîì ñòåïåíè n− k, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî z0 óæå íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Òîãäà

lim
z→z0

(z − z0)
kPm(z)

Qn(z)
= lim

z→z0

Pm(z)

Rn−k(z)
=

Pm(z0)

Rn−k(z0)
̸= 0

è, òàêèì îáðàçîì, îñîáàÿ òî÷êà z0 � ïîëþñ ïîðÿäêà k äàííîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Ïðèìåð 3. Îïðåäåëèòü òèï îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè

f(z) =
e

1
z−1 sin 2z

z3 + 2iz2 − z
.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó z3 + 2iz2 − z = z(z + i)2, òî ó äàííîé ôóíêöèè òðè îñîáûå òî÷êè:
z1 = 0, z2 = −i, z3 = 1. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè âáëèçè êàæäîé èç íèõ.

lim
z→z1

f(z) = lim
z→0

e
1

z−1 sin 2z

z(z + i)2
= lim

z→0

2e
1

z−1

(z + i)2
· sin 2z

2z
=

2e−1

i2
· 1 = −2e−1.

Ñëåäîâàòåëüíî, z1 = 0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà.

lim
z→z2

(z−z2)2f(z) = lim
z→−i

(z+i)2
e

1
z−1 sin 2z

z(z + i)2
= lim

z→−i

e
1

z−1 sin 2z

z
=
e

1
−i−1 sin(−2i)

−i
=
e−

1
i+1 sin 2i

i
̸= 0.

Çíà÷èò, z2 = −i � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êå z3 = 1 ïðåäåë ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Âû÷èñëèì îäíîñòîðîííèå

ïðåäåëû â ýòîé òî÷êå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Ïóñòü z = x ∈ R. Òîãäà ñëåâà

lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1−0

e
1

x−1 · sin 2x

x(x+ i)2
= 0 · sin 2

(1 + i)2
= 0,

à ñïðàâà

lim
x→1+0

f(x) = lim
x→1+0

e
1

x−1 · sin 2x

x(x+ i)2
= ∞.

Çíà÷èò, ïðåäåë
lim
z→z3

f(z)

íå ñóùåñòâóåò è, ñòàëî áûòü, z3 = 1 � ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà äàííîé ôóíêöèè.
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�7. Âû÷åò àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè â îñîáîé òî÷êå.
Ïðèìåíåíèå âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ

Ïóñòü z0 � èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D : 0 < |z − z0| < R
ôóíêöèè f(z). Ïî òåîðåìå Ëîðàíà (�6) äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â îáëàñòè D â ðÿä Ëîðàíà

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n, (1)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =
1

2πi

∮
|z−z0|=r

f(z)dz

(z − z0)n+1
, 0 < r < R, n ∈ Z.

Îïðåäåëåíèå. Âû÷åòîì ôóíêöèè f(z) â îñîáîé òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíò c−1

ïðè ïåðâîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè â ðàçëîæåíèè â ðÿä Ëîðàíà (1).
Äëÿ âû÷åòà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

res
z0
f(z).

Òàêèì îáðàçîì,

res
z0
f(z) = c−1 =

1

2πi

∮
|z−z0|=r

f(z)dz, 0 < r < R. (2)

Åñëè z0 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà, òî â åå ðàçëîæåíèè (1) íåò îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé è
ïîýòîìó â íåé

res
z0
f(z) = 0.

Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â ïîëþñå ïîðÿäêà m. Â ýòîì ñëó÷àå

f(z) =
∞∑

n=−m

cn(z − z0)
n, m ≥ 1, c−m ̸= 0.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà (z − z0)
m, ìû ïîëó÷èì:

(z − z0)
mf(z) =

∞∑
n=−m

cn(z − z0)
n+m.

Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè íå ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé è âû÷åò â íåì ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåí-
òîì ïðè (m− 1)-îé ñòåïåíè. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî÷ëåííî (m− 1) ðàç ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî,
ìû ïðèäåì ê ñîîòíîøåíèþ

dm−1

dzm−1
((z − z0)

mf(z)) = (m− 1)!c−1 +
∞∑
n=1

dn(z − z0)
n,

ãäå dn = cn−1(n+m− 1)(n+m− 2) · . . . · (n+ 1), n ∈ N. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
z→z0

dm−1

dzm−1
((z − z0)

mf(z)) = (m− 1)!c−1.

Çíà÷èò, âû÷åò â ïîëþñå ïîðÿäêà m âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

res
z0
f(z) =

1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
((z − z0)

mf(z)). (3)

Â ÷àñòíîñòè, âû÷åò â ïðîñòîì ïîëþñå (m = 1) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

res
z0
f(z) = lim

z→z0
(z − z0)f(z).

Ïðèìåíåíèå âû÷åòîâ ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D çà èñ-

êëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê è L ⊂ D � ïðîñòàÿ, çàìêíóòàÿ,
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êóñî÷íî-ãëàäêàÿ, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ëèíèÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ íè ÷åðåç îäíó èç

îñîáûõ òî÷åê. Òîãäà ∮
L

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

res
zk
f(z),

ãäå zk, k = 1, n � îñîáûå òî÷êè ôóíêöèè, îõâàòûâàåìûå êîíòóðîì L.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Lk, k = 1, n � íåïåðåñåêàþùèåñÿ, ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-

ðîâàííûå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â îñîáûõ òî÷êàõ zk, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè êîíòóðà L.

L

L1

L2

L3

z1

z2

z3

O
x

y

Ïî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå Êîøè äëÿ ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè∮
L

f(z)dz =

n∑
k=1

∮
Lk

f(z)dz,

à èç ôîðìóëû (2) ñëåäóåò, ÷òî ∮
Lk

f(z)dz = 2πi res
zk
f(z), k = 1, n.

Ïîýòîìó ∮
L

f(z)dz =

n∑
k=1

2πi res
zk
f(z) = 2πi

n∑
k=1

res
zk
f(z).

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∮
|z|=3

(
sin

1

z + 2i
+

cos z

z2(2z − π)

)
dz.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç f(z), ÿâëÿåòñÿ àíàëè-
òè÷åñêîé â êðóãå |z| < 3 çà èñêëþ÷åíèåì òðåõ îñîáûõ òî÷åê

z1 = −2i, z2 = 0, z3 =
π

2
.

Â òî÷êå z1 = −2i ïðåäåë ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, ïðè
z = x− 2i

f(x− 2i) = sin
1

x
+

cos(x− 2i)

(x− 2i)2(2x− π − 4i)
.

Ïðåäåë

lim
x→0

sin
1

x
íå ñóùåñòâóåò (ãëàâà IV, �5, ïóíêò 2), à

lim
x→0

cos(x− 2i)

(x− 2i)2(2x− π − 4i)
=

cos(−2i)

(−2i)2(−π − 4i)
=

cos 2i

4(π + 4i)
,
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ïîýòîìó lim
x→0

f(x− 2i), à, çíà÷èò, è lim
z→−2i

f(z) íå ñóùåñòâóþò. Òàêèì îáðàçîì, z1 = −2i � ñóùå-

ñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(z). Âû÷åò â ýòîé òî÷êå ìû íàéäåì, ðàçëîæèâ ôóíêöèþ â ðÿä
Ëîðàíà. Âîñïîëüçîâàâøèñü íàéäåííûì â �5 ðàçëîæåíèåì ñèíóñà â ðÿä Ìàêëîðåíà, ïîëó÷èì:

sin
1

z + 2i
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n− 1)!(z + 2i)2n−1
, z ̸= −2i.

Ôóíêöèÿ
cos z

z2(2z − π)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå −2i, ïîýòîìó

res
−2i

f(z) = res
−2i

sin
1

z + 2i
= 1.

Â òî÷êå z2 = 0

lim
z→0

z2 sin
1

z + 2i
= 0 · sin 1

2i
= 0, lim

z→0
z2 · cos z

z2(2z − π)
= lim

z→0

cos z

2z − π
=

cos 0

0− π
= − 1

π
,

ïîýòîìó

lim
z→0

z2f(z) = 0− 1

π
= − 1

π
̸= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, z2 = 0 � ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà äàííîé ôóíêöèè. Âû÷åò â íåì ìû íàéäåì ïî
ôîðìóëå (3) ïðè m = 2. Ïîñêîëüêó

(z2f(z))′ =

(
z2 sin

1

z + 2i
+

cos z

2z − π

)′
= 2z sin

1

z + 2i
− z2

(z + 2i)2
cos

1

z + 2i
−(2z − π) sin z + 2 cos z

(2z − π)2
,

òî

res
0
f(z) = lim

z→0
(z2f(z))′ = − 2

π2
.

Íàêîíåö, â òî÷êå z3 =
π
2

lim
z→π

2

f(z) = lim
z→π

2

(
sin

1

z + 2i
+

cos z

z2(2z − π)

)
=

= lim
z→π

2

(
sin

1

z + 2i
− 1

2z2
·
sin
(
z − π

2

)
z − π

2

)
= sin

1
π
2 + 2i

− 2

π2
· 1 = sin

2

π + 4i
− 2

π2
.

Çíà÷èò, z3 =
π
2 � óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà è, ñòàëî áûòü,

res
π
2

f(z) = 0.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü äîêàçàííóþ òåîðåìó:∮
|z|=3

f(z)dz = 2πi

3∑
k=1

res
zk
f(z) = 2πi

(
1− 2

π2
+ 0

)
= 2

(
π − 2

π

)
i.

Ðàññìîòðèì âàæíûé â ïðèëîæåíèÿõ ñëó÷àé âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z ÿâëÿåòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêîé â îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè Re z < x0, x0 ∈ R, íåïðåðûâíîé â çàìêíóòîé

ïîëóïëîñêîñòè Re z ≤ x0 çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê

zk,Re zk < x0, k = 1, n è

lim
z→∞

Re z≤x0

f(z) = 0.

Òîãäà ïðè ëþáîì γ > 0 ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

x0+i∞∫
x0−i∞

eγzf(z)dz,
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðÿìîé z = x0 + yi, y ∈ (−∞,+∞), ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé
îñè, è

x0+i∞∫
x0−i∞

eγzf(z)dz = 2πi

n∑
k=1

res
zk

(eγzf(z)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð LR, R > 0, îõâàòûâàþùèé
îñîáûå òî÷êè zk, k = 1, n è ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà ïðÿìîé Re z = x0 è ïîëóîêðóæíîñòè CR :
|z − x0| = R,Re z ≤ x0.

x

y

z
1

zn

O

CR

Re z=x0

x0

Î÷åâèäíî, ó ôóíêöèé f(z) è eγzf(z) îáùèå îñîáûå òî÷êè. Òîãäà ïî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå∮
LR

eγzf(z)dz = 2πi

n∑
k=1

res
zk

(eγzf(z))

è, çíà÷èò, èíòåãðàë ∮
LR

eγzf(z)dz

íå çàâèñèò îò R. Ðàçîáüåì åãî íà ñóììó äâóõ èíòåãðàëîâ:∮
LR

eγzf(z)dz =

∫
CR

eγzf(z)dz +

x0+Ri∫
x0−Ri

eγzf(z)dz.

Ïî ëåììå Æîðäàíà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå Ñâåøíèêîâà
À.Ã. è Òèõîíîâà À.Í. ïî òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ïðèâåäåííîìó â ñïèñêå
ëèòåðàòóðû,

lim
R→+∞

∫
CR

eγzf(z)dz = 0,

ïîýòîìó

lim
R→+∞

∮
LR

eγzf(z)dz = lim
R→+∞

∫
CR

eγzf(z)dz + lim
R→+∞

x0+Ri∫
x0−Ri

eγzf(z)dz =

= 0 +

x0+i∞∫
x0−i∞

eγzf(z)dz =

x0+i∞∫
x0−i∞

eγzf(z)dz = 2πi

n∑
k=1

res
zk

(eγzf(z)).
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