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Аннотация
Строение железнодорожного пути моделируется в виде гибкого 

линейно-упругого элемента пути (шпала) и совокупности нелинейно
упругих слоев конечной толгцины с переменным модулем дефор
мации. Для расчета упругого основания с учетом физической 
нелинейности слоев в работе используется метод конечных 
разностей в вариационной постановке (вариагцлонно-разностный 
подход). Для реализации указанного подхода составлена программа 
на языке Mathematica 8.0 и проведена ее числовая апробация.

Введение
В инженерной практике часто встречаются балки, расположен

ные на многослойном упругом основании. К таким конструкциям 
относятся шпалы и рельсы железнодорожного пути, ленточные 
фундаменты зданий, днища резервуаров и др. Целью работы явля
ется уточнение определения осадок железнодорожной шпалы под 
действием нагрузок от экипажной части.

Существующие методы расчета балок и балочных плит, распо
ложенных на упругом основании базируются на использовании 
теории линейно деформируемых тел. В реальных условиях для не
однородных грунтов зависимость между нагрузкой и осадкой имеет 
явно нелинейный характер [1,2].

Основная часть. Рассматривается железнодорожная шпала, как 
элемент верхнего строения пути, в виде линейно-упругой балки на 
упругом физически нелинейном двухслойном основании (рис. 1). 
Шпала находится под действием двух сосредоточенных нагрузок Р, 
передаваемых от рельсовых нитей на шпалу. Параметры шпалы: 
ширина 21, высота А, изгибная жесткость EJ.
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Рис. 1. Разбивочняя сетка расчетной области

Область щебеночного балласта имеет размеры: 2Z; Ль расположена 
между балкой и нижним строением пути. Нижнее строение пути моде
лируется в виде прямоугольной расчетной области, размеры которой:
110 оси X  -  ширина 2Z; по осиу -  глубина Иг. Для шпалы как для гибкой 
линейно-упругой балки справедливы гипотезы теории изгиба.

Модуль деформации зависит от интенсивности деформаций, из
меняется функционально в неявном виде (функция гиперболичекий 
гангенс). Коэффициент Пуассона принимается постоянным, т. к. его 
влияние на характеристику деформационных свойств грунта менее 
значительно, чем влияние модуля деформации.

Граничные условия задачи: на границах принятой расчетной об
ласти перемещения в направлениях осей х и у принимаются равны
ми нулю; в контактной зоне справедливо равенство осадок основа
ния прогибам плиты. В контактной зоне шпалы с балластным слоем 
возникают нормальные реактивные давления, силами трения прене
брегаем.

Основание аппроксимируется симметричной разбивочной сеткой 
с постоянным шагом по осям: х -  Ах, у - А у  [3] ( см. рис. 1).

Для решения нелинейной задачи с применением вариационного 
метода в расчете используется функционал полной энергии, вели
чина которого получена суммированием функционала энергии де
формаций упругого основания Uf, функционала энергии изгиба бал
ки Q* и потенциала работы внешней нагрузки П, а именно

Э = Uf  + f it  + Tl, ( 1)
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где каждое ю  слагаемых соотношения (1) определяется через урав
нения теории зшругости. Более подробно алгоритм расчета изложен 
в работах [3, 4].

Решение сформулированной выше задачи строится в перемеще
ниях и реализуется численно методом конечных разностей (МКР), 
то есть заменой дифференциальных уравнений линейными конеч
но-разностными соотношениями. Теория нелинейного расчета на 
примере расчета фундаментных балок и балочных плит для двух
слойных оснований приведена в работе [4].

В численный счет использовались следующие исходные пара
метры: 1-й слой основания (щебеночный балласт) -  Oyi = 40 МПа, 
vi = 0,27, Ео1 = 200 МПа; 2-й слой основания (песок средней круп
ности) -  Оу2 = 0,25 МПа, V2 = 0,33, Ео2 = 30 МПа; железобетонная 
ш пала-Р  = 100000 Н; Еш = 2,35 10’°Па.

На рис. 2 представлены осадки шпалы как гибкой линейно-упругой 
балки для линейного и нелинейного расчетов. На второй и третьей 
итерации (кривые 3, 4) наблюдается практически полное совпадение 
результатов нелинейного расчета (показатель сходимости < 1 %).

На рис. 3 показано распределение вертикальных напряжений в 
верхнем слое щебеночного балласта по ширине расчетной области 
(пятая итерация). Максимальные напряжения возникают под краем 
балки, что подтверждает наличие «краевого эффекта» при исполь
зовании модели упругого слоя, как модифицированной модели 
упругого полупространства.

Осадка, м

i  — линейный расчет; 2,3 ,4  — нелинейный расчет 
(1, 2 и 3 итерация соответственно)
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Рис. 3. Напряжения в верхнем слое щебеночного балласта (срез 1-1, см. рис. 2)

График на рис. 3 демонстрирует наличие распределительной 
способности упругого основания (деформации и напряжения возни
кают не только под нагруженными участками, но и в смежных с 
ними областях). Эта способность полностью соответствует гипотезе 
упругого полупространства, подтверждается экспериментами и 
всем строительным опытом.

На рис. 4 показано распределение вертикальных напряжений по 
глубине расчетной области для различных вертикальных срезов.

ВГРТИКЛЛЬИЫП ПЛПГЯЖЕПИЯ, Па

Рис. 4. Распределение напряжений по глубине расчетной области:
1 ~ срез Ш-Ш; 2 -  срез IV-IV; 3 -  срез V-V, см. рис. 2

Распределение вертикальных напряжений (см. рис. 4) демон
стрирует, что с ростом глубины основания значения напряжений 
уменьшаются. Кривая 2 подтверждает наличие «краевого эффекта» 
под свободным концом балки. За пределами балки (кривая 3) 
напряжения находятся около одного значения (< 40 кПа).
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Заключение
Применение вариационно-разностного подхода (ВРП) в решении 

контактной задачи вместе с физическими итерациями по А. А. 
Ильюшину приводит к быстрой сходимости нелинейного расчета 
(максимум ~ пять -  шесть итераций), особенно в напряжениях.

Использование ВРП позволяет уточнить осадки железнодорож
ной шпалы под действием экипажной нагрузки. При нелинейном 
расчете значения осадок превышают аналогичные, полученные при 
линейном расчете, на 39 %, что приводит к возрастанию значений 
реактивных давлений в зоне контакта гибкой балки с упругим осно
ванием. Правильный учет этого обстоятельства может позволить 
инженеру проектировать верхнее строение пути с необходимым 
запасом прочности.
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В земной коре постоянно действуют силы, вследствие чего гео
логическая среда всегда находится в напряженном состоянии. По
скольку горные породы всегда перенапряжены, они начинают де
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