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ных испытаниях малых лабораторных образцов, определены величины нор
мальных и касательных напряжений в ребрах и гранях.

Заключение. Применение влагопрочного многослойного гофрокарто
на обработанного гидрофобными составами, обеспечивает снижение массы 
пространственных конструкций, экономию материальных ресурсов, сокра
щение трудозатрат и стоимости. Сравнение экспериментального напряжен
но-деформированного состояния с теоретическим, полученным на основа
нии расчета, показывает их достаточное соответствие. Проверка по прочно
сти и по деформациям при расчетных нагрузках выполняется.
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Рассматривается задача оптимизации прямоугольной линейно деформи
руемой шарнирно опертой по контуру пластинки. Статический расчет плас
тинки выполняется методом конечных элементов (МКЭ) с применением пря
моугольных конечных элементов, имеющих двенадцать степеней свободы. 
Примененный тип конечных элементов согласно исследованиям Адини, Кла
усом и Мелашом [1], является неконформным, но обеспечивает хорошую 
сходимость решения и упрощает алгоритм расчета.

Для подтверждения конвергенции решения выполнен расчет квадрат
ной шарнирно опертой пластинки по разработанной нами программе Cross. 
Были приняты следующие исходные данные: размеры пластинки 6x6 м; тол
щина 20 см; модуль упругости £=20 ГПа; коэффициент Пуассона u = 0.30;
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интенсивность поперечной нагрузкир=^Ъ6 кН/м^. Получено решение на ко
нечно-элементной сетке, содержащей 361 (19x19) конечных элементов. Зна
чения максимального прогиба и максимальных изгибающих моментов, со
ответственно, равны: W = 12.89мм: М - М  =61.593 кНм. Поточно-* max •' xmax >тоах
му решению [2] значения прогиба и изгибающего момента в центре плас
тинки равны:

'̂ шах = С 5 - ^  = 0.00406 = 12.93лш;
“ “ DO 0.01465 109

W, = С6ра2 = 0.0479 • 36 • 103 ■ 62 = 62.078 кНм,

где = 0.00406 и = 0.0479 — коэффициенты табулированного решения
[2]; цилиндрическая жесткость пластинки

Eh3 20-109-0.23D0 = - = 0.01465-109Дм
12(1-i;2 ) 12(1-0.32)

Сравнение результатов показывает, что значения и прогибов и изгибаю
щих моментов согласно точного и численного решений практически совпа
дают. Вычислительная погрешность не превышает 0.8%.

Для оптимизации пластинки использован метод навигации направления 
поиска решения с помощью карты проекций текущего решения на границы, 
установленные огранйченріямй. Пусть пластинка имеет кусочно-постоянное 
поперечное сечение. Разделим ее на п участков и поставим условие постоян
ства толщины пластинки в пределах каждого такого участка. В качестве це
левой функции принят объем пластинки. Требуется минимизировать функ
цию У (X),  где X G — вектор (точка) п — мерного пространства Rn, ком
понентами которого являются толщины участков, на которые разделена пла
стинка X = (д:̂ ,Х2,...,х„)^ . В этом случае целевая функция является линей
ной относительно параметров оптимизации и может быть представлена в виде:

У(Х) = ^а,л :, - (1)
где а. — постоянные коэффициенты, устанавливаемые по геометрическим 
соображениям, <2>0; х. — толщина пластинки на участке с номером z. 

Зададим ограниченрш по параметрам оптимизации

ХІ  > x o t j  = 1,2,...,н (2)
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и ограничения, выражающие условие прочности и условие жесткости 

R - a e t  > 0,г = ’

Wmax < Wadm > (3)
где R — расчетное сопротивление материала; — максимальное эквивален
тное напряжение в пластинке; — максимальный прогиб; Ж — допус
тимый прогиб пластинки; т — число ограничений по прочности и по жест
кости.

Целевая функция V (X) представляет собой гиперплоскость в «+1 — 
мерном пространстве, построенном на параметрах вектора X и V. Условия
(3) не могут быть выражены в явном виде через параметры оптимизации 
[xi] . Поэтому наиболее приемлемым методом оптимизации является метод 
градиентного спуска. Градиент целевой функции во всех точках простран
ства Rn одинаков и может быть найден аналитически. В связи с этим поиск 
очередной точки X пространства Rn, отстоящей от предыдущей на расстоя
нии S ,  в процессе оптимизации, можно выполнить по следующей зависимос
ти:

a,s
г,; = 1,2,...,« ’ (4)

j=i
где S — шаг перемещения точки в процессе поиска решения в пространстве 
R^, ам  S не зависят от положения точки {хД в пространстве R̂  .

Поиск направления движения точки {хг) к оптимальному решению ус
ложняется вблизи границ, описанных ограничениями вида (2) и (3). Так как 
статический расчет пластинки связан с большим объемом вычислений, поиск 
оптимального решения на каждом шаге приближений должен осуществляться 
при минимальном количестве обращений к подпрограмме статического расче
та пластинки. Наиболее приемлемым в этом случае является способ, предус
матривающий перемещение точки при очередном шаге поиска в одну из про
екций текущей точки на поверхностях ограничений в пространстве R .̂

Пусть точка N  с координатами х^^ х^^ располагается вблизи гра
ницы, описываемой условием (3). Левую часть уравнения (3) можно рассмат
ривать как некоторую функцию е ( Х ) , неявно выраженную через параметры 
оптимизации х1, х2,..., х« . Так как размеры окрестности точки У малы, фун- 
кцию ^(Х) можно представить как линейную. Приравняв ее к нулю, полу
чим границу допустимой области параметров оптимизации, представляющую 
собой гиперплоскость в пространстве
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где «
s{X)  = \ +b^x^+ ...+Ъ„х„ = 0 ̂

- количество параметров оптимизации.
(5)

Для определения коэффициентов b^bj, Ь̂  вычислим значения 8.( ^  ) 
в точках, расположенных на координатных осях пространства и удален
ных от точки N  на расстоянии s, а также в самой точке N, Используя равен
ство (5) для перечисленных точек получим систему, содержащую w+1 линей
ных алгебраических уравнений

п
(6)

Здесь первый индекс обозначает номер параметра оптимизации, а вто
рой -  номер базовой точки в окрестности точки N. Решив систему уравнений 
(6) найдем значения коэффициентов Ы.

Для продолжения поиска оптимального решения вблизи границы (5) из

точки iV направим вектор в сторону антиградиента функции К( X ) и обозна
чим конец этого вектора буквой М. Координаты точки М  определим из выра
жения (4). Если условие (3) в точке Л/выполняется, то на данном шаге при

ближения в качестве промежуточного решения принимается вектор X  ^

Направление поиска оптимального решения необходимо скорректиро
вать в том случае, если в точке Мусловие (3) не выполняется, то есть точка М  
оказалась расположенной в недопустимой области. Для этого вначале опре
делим проекции точки Мна гиперплоскостях (5), аппроксимирующих грани
це в окрестности точки N. Для этого вычислим направляющие косинусы Ь. 
гиперплоскости:

P i-
+b] + -+ b l

«о (8)
•̂ by +bl +... + bl

и запишем уравнение нормали, опущенной из точки М, на плоскость в( X )=0

х і-х і ,М  + 1 + ХІ+ 1,М J  = 1,2,. ..,л “ 1 * (9)
pi p i +1

Координаты точки пересечения гиперплоскости е( X ) = 0 и нормали к 
ней, то есть проекции точки М на гиперплоскость, определяются решением 
системы уравнений
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A,X^=G- (10)

где
С  -  f -^2М ^ЪМ  ^ д - 1 Л ____

І, А  ^ 2  А  Аз Ал-1 Ал
'пМ

( •^1р’ ^ 2 р ’ **-’ ^ п р )
-  матрица, составленная из направляющих косинусов гиперплоскости.

Представим линейные ограничения (2) в виде:

ę  = x j - x 0 j  = 0 ,j  = l,2 ,--.,n-
Координаты проекции точки М на границе (11) определяются по следу

ющей формуле:

(12)
[х0і,ібёі = j.

Общее количество ограничений параметров оптимизации {х.} равно «+т. 
На каждом шаге поиска оптимального решения, если хотя бы одна из границ 
пересечена, строится план, включающий прогнозируемую точку М  и все ее 
проекции на границах е̂ ( ) = 0, Г = 1, 2,.. .,т , £.( ^ ) = 0,у = 1, 2, . . w.

Затем устанавливается такая точка плана, в которой одновременно вы
полняются условия (2), (3) и целевая функция имеет наименьшее зна
чение. Эта точка и принимается в качестве решения на данном шаге прибли
жения.

В качестве примера выполнен расчет квадратной шарнирно опертой по 
контуру пластинки 6x6 м, разделенной на три части (рис.1). Пластинка на
гружена сосредоточенной силой F  = 720 кН. Модуль упругости и коэффи
циент Пуассона были приняты, соответственно, равными Е -  20 ГПа, u =
0.30. Приняты ограничения по жесткости W < ^ К ^ = 8ммипо прочности 
г̂аах ^ ~ 5.4 МПа. Начальная толщина пластинки на всех участках была

принята равной 60 см. Решение получено на конечно-элементной модели, 
построенной из 100 элементов (10x10). В процессе поиска оптимального ре
шения сделано 150 шагов. В результате найдена оптимальная форма плас
тинки с объемом 13.3 м̂  и толщиной ее крайних и средней частей 
соответственно равными h^=21J см и h^50.% см (рис.1).

Выводы.
Алгоритм и разработанная на его основе компьютерная программа Cross 

обеспечивают устойчивый вычислительный процесс поиска оптимального

192



Строительство

решения для прямоугольных шарнирно-опертых по контуру пластин кусоч
но-постоянного сечения.

Рис. 1. Схема квадратной пластинки, разделенной на три части 
Предлагаемый алгоритм оптимизации прямоугольных пластинок мето

дом градиентного спуска с навигацией направления поиска вблизи границы 
по плану проекций на границы может быть успешно использован для разра
ботки прикладных программ расчета строительных конструкций -  плит пе
рекрытий и покрытий зданий и сооружений.
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В настоящее время часто при строительстве новых и эксплуатации ста
рых зданий встречаются прослойки и линзы слабого грунта. Однако в про
цессе проведения инженерно-геологических изысканий бурением скважин 
не всегда удается определить расположение и размеры таких прослоек. Это
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